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DER QUERSTOSS AUF EINEN BALKEN.

INFLUENCE DES CHARGES DYNAMIQUES SUR UNE POUTRE.
THE EFFECT OF IMPACT ON A BEAM.

Dr. techn. J. KREBITZ, Graz.

Von den Ursachen, die bei Tragwerken dann zusatzliche Beanspruchungen
hervorrufen, wenn die aufgebrachten Lasten nicht ruhend, sondern bewegt
sind, ist die iiberwiegende Mehrzahl schon rechnerisch erfaBt. Auf Grund
der beziiglichen theoretischen Untersuchungen kénnen z. B. der Einflufl des
Rollens der Last, die Wirkung gleich gerichteter Schwingungen usw. zum
mindesten in guter Anndherung ziffermiBig ermittelt werden'). Praktisch
werden diese Einfliisse zusammengefaBt dadurch beriicksichtigt, daB die be-
wegten Lasten fiir die Ermittlung der Beanspruchungen mit einem Beiwert,
der sogenannten StoBziffer, versehen werden, deren AusmaB zumeist wesent-
lich iiber jenem liegt, das durch die vorllegenden theoretischen Ergebnisse
begriindet wire. Es wird mit dieser StoBziffer, wie schon der Name sagt,
auch die Wirkung tatsidchlich auftretender mechamscher St6Be mit in Rech-
nung gezogen. Ebenso verwenden theoretische Untersuchungen iiber den
EinfluB von StoBen gleichfalls StoBziffern, mit welchen Durchbiegung und
innere Krafte vervielfaltigt werden 2). In Wirklichkeit werden durch stoBende
Lasten wesentlich andere innere Kriafte geweckt als durch ruhende oder lang-
sam aufgebrachte, sodaB eine gleichméBige Vergro6Berung der Spannungen
mit Hilfe einer StoBziffer zu giinstig, unter Umstianden aber auch zu un-
giinstig sein kann. Nach K. HoHENEMSER und W. PrRAGER ist die Berechnung
der Beanspruchung infolge eines StoBes nicht moglich, solange die Art des
StoBvorganges unbekannt bleibt?®). Nachstehende Untersuchung zeigt, wie
man zur Kenntnis des StoBvorganges bei einem vollwandigen Triger von
gleichbleibendem Querschnitt gelangt. Bei sonst zutreffenden Voraus-
setzungen und bei Kenntnis der grundlegenden Werte konnen, wie Ver-
gleichsberechnungen fiir andere dynamische Einfliisse zeigen+*), die Ergeb-
nisse dieser Untersuchung zweifellos bei allen Balkentrigern angewendet
und so die ziffermaBige GroBe der unter StoBlasten auftretenden inneren
Krafte mit hinreichender Schérfe erfaBit und bei der Bemessung der einzelnen
Tragwerksteile beriicksichtigt werden.

Differentialgleichung der dynamischen Biegungslinie.

Bedeuten: p das Gewicht des Tragers fiir die Lingeneinheit, g die Be-
schleunigung der Schwere, y die Durchbiegung, / das Triagheitsmoment des
Tragerquerschnittes, £ die Dehnungsziffer des Baustoffes und ¢ die Auflast

1) Vergl. BreicH, Theorie und Berechnung eiserner Briicken, Seite 41 ff.

2) Hawranek, EinfluB fallender Lasten auf durchlaufende Triger, Abhandlungen
der Internationalen Vereinigung fiir Briickenbau und Hochbau, I. Band, 1932,

3) K. Horenemser und W. Pracer, Dynamik der Stabwerke, Seite 303.

4) BreicH, a.a.O. Seite 50.
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fiir die Langeneinheit, x die waagrechte Entfernung von einem auf der un-
verbogenen Trigerachse gelegenen Anfangspunkte und endlich ¢ die Zeit, so
lautet die Differentialgleichung des schwingenden Balkens:

p 6%y o ( 6‘2y)
1 Py oy 5
) g 0f e\ gi) + 90

Hiebei ist vorausgesetzt, dal der ganze Triger in gleichartiger Bewegung
ist, bezw. daf} eine Anregung zur Bewegung, die von irgend einer Stelle des
Tragers ausgeht, sich plotzlich iiber den ganzen Triger verbreitet. In Wirk-
lichkeit erfordert die Fortpflanzung einer an irgend einer Stelle des Tragers
angeregten Bewegung Zeit, sie erfolgt nicht plotzlich mit unendlich groBSer
Geschwindigkeit, sondern mit endlicher, die den Wert ¢ haben mége. Soll nun:

2) y=1ixe)

jene Funktion sein, die die Form der verbogenen Trigerachse bei zeitlicher
Fortpflanzung der Bewegung, bezogen auf ein durch den noch ruhenden An-
griffspunkt C der StoBlast S gelegtes Achsenkreuz XY fiir den in 4 und B
aufliegenden Trager (Fig. 1) zur Zeit ¢ wiedergibt, so miiite die aus dieser

ay
0 X

halten, der dadurch entsteht, daB die Fortpflanzung der Bewegung Zeit

braucht. Da sich y nach der Zeit um —i] dt dndert und die Zeit, welche die
O

Bewegung braucht, um die Linge dx zu durchlaufen, c;’x ist, so muf} bei

plotzlicher Fortpflanzung der Bewegung rechts der StoBstelle die Anderung
oy . d
ot

In Gleichung (1) stellt das erste Glied rechts des Gleichheitszeichens
die auf die Lingeneinheit bezogene Anderung der Querkraft vor, die der
durch die Funktion y umschriebenen Formanderung entspricht. Verwendet

man den Operatur y statt J-’», so erhilt man jene Querkraftsinderung, die

von y um - groBer sein als bei zeitlicher.

der durch plotzhche Fortpﬂanzung der Bewegung entstehenden Vermehrung
der Formanderung entspricht. Addiert man diese Querkraftsinderung zu der
durch Anwendung des Operators C%J: entstehenden, so entspricht diese Summe
der ganzen, bei plotzlicher Fortpflanzung der Bewegung sich ergebenden
Anderung der Querkraft, ausgedriickt durch die Funktion, welche die Bie-
gungslinie bei zeitlicher Fortpflanzung der Bewegung darstellt. Setzt man
diese Summe an Stelle des ersten Gliedes rechts in Gleichung (1), so bleibt
deren Giiltigkeit erhalten. Da die einzige abhingige Verianderliche der so
entstehenden Gleichung die Funktion y der Biegungslinie fiir zeitliche Fort-
pflanzung der Bewegung ist, gelangt man in einfacher Weise zur Differential-
gleichung der dynamischen Biegungslinie. Sie lautet, wenn g = 0 gesetzt
und £ und J fiir den ganzen Triger konstant angenommen werden :

3) R I A S
N ¢ xi ct. et Ejg ‘t"
D1e tatsichlich auftretenden inneren Krifte, d. s. das Biegungsmoment M und

%) K. HoHexemser und W, PRrAGER, a.a.O., Seite 80, Gleichung 60.
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die Querkraft @, folgen aus der der Differentialgleichung geniigenden Funk-
tion y mit:

4) M=—FEJ

oty cdy
e und Q — Ejéx3'

Betrachtet man einen links der StoBstelle liegenden Trigerquerschnitt,
so wechselt das Vorzeichen des Operators. Durch die je zweimalige Ver-
wendung desselben fiir die Bestimmung der Querkraftsinderung bleibt deren
Vorzeichen gleich wie beim rechten Trigerteil, soda8 die Differential-
gleichung (3) fiir den ganzen Triger gilt.

Wie spater gezeigt wird, lassen sich hinreichend partikulire Losungen
der Gleichung (3) angeben, um die Randbedingungen in jedem Falle erfiillen
zu konnen.

Zusammenhang zwischen StoBlast, StoBgeschwindigkeit und
Formédnderung.

Kennt man die Form der Biegungslinie als Funktion des Ortes und der
Zeit, so ergeben sich die an den Schnittflichen des an der StoBstelle durch-
trennt gedachten Tragers wirksamen Querkriafte: Q, und Q, nach (4) und
aus diesen die StoBkraft S:

5) = Q— @  (Vergl Fig. 2)
St6B8t eine Last G mit der Geschwindigkeit v, gegen eine an der StoB-
stelle angebracht gedachte Feder, die sich unter der StoBkraft 1 um ¢ Liangen-

a-

e x ———{alx

“ C ) 8

T~ [ ] X
Y )
Fig. 1. Fig. 2.

einheiten durchbiegt, so wirkt die Kraft S dem Gewichte G entgegen. Auf die
StoBlast wirkt daher eine nach abwirts gerichtete Gesamtkraft von der GréBe
G — S ein.

Multipliziert man die Gleichung:

" 6) dv = y . dt,
in der y die Beschleunigung der stoBenden Masse und v deren Geschwindig-
keit bedeuten, mit der Masse, so erhidlt man die Beziehung:

7) g dv = (G — S) dt.

Zihlt man die Zeit vom Beginne des StoBes, d.i. von dem Augenblicke, in
welchem die StoBlast die mit dem Triager verbunden gedachte Feder beriihrt,
so dauert die erste StoBzeit 7 bis zu jenem Augenblicke, in welchem die Ge-
schwindigkeit der StoBlast Null geworden ist. Integriert man (7) iiber die
erste StoBzeit, so ergibt sich:
T
a O vy)=GT— ( Sdt oder
g Jo
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T
8) G(ﬁ+7):[3dz.
g 0
Die Bedingung, daB die Geschwindigkeit der stoBenden Masse Null wird,
liefert die Gleichung fiir die Bestimmung der ersten StoBzeit. Der Weg der
stoBenden Masse zur Zeit ¢:s ist gegeben durch:

s:ys+q0-5,

worin y, die Durchbiegung des Tréigers an der StoBstelle bedeutet. Diffe-
renziert man den Weg nach der Zeit, so folgt fiir die Geschwindigkeit der
stoBenden Masse:

L

6’)"3 oS
9) V= EY; + 9@ W
und daraus die Bestimmungsgleichung fiir 7:
ol ')S
10) - (O,ys ¢ ) = Q.
) ot T dt/t=r ®

Endlich muB, wenn sich der Stofl ohne Unstetigkeit vollziehen soll, die
Anfangsgeschwindigkeit der stoBenden Masse v, der Beziehung:

¢ oS
‘D ' n=(G e %),

entsprechen.

Aus (8), (10) und (11) ermitteln sich: die GroBe der ersten StoB8zeit
und zwei Konstante der dynamischen Biegungslinie, die demnach im Falle
der richtigen Losung in der Funktion y nach Erfiillung der Randbedingungen
noch enthalten sein miissen, und zwar dient (11) der Bestimmung einer dieser
Konstanten, wihrend man die zweite in geeigneter Weise annimmt und fiir
die gemachte Annahme nach (8) mit dem aus (10) bestimmten 7 die zuge-
horige StoBlast rechnet.

Partikuldre Losungen der dynamischen Differentialgleichung.

Wie man sich durch Einsetzen leicht iiberzeugen kann, sind die Funk-
tionen:

sin %lx sin at Singp¢ sin il;—x @in%‘—x - sin yf
u . .o u Lt

cos x| sin at Cof ot sin - x Cof x| cosyt
u und 2 t

@in—‘zrx cosatSinpt cos—’l—x @in?x Sindt
u u u

Coj x| cos at Cof Bt cos ¥ Cof T Cof o¢

partikulire Losungen der Differentialgleichung (3), wobei jE‘;‘«'EiIS jedes Glied

links der Klammer mit jedem Glied rechts derselben verbunden werden kann.

In den Losungen ist zu setzen:

pctl? w414 u l/—i——*rz
/ 2 )

n:i—*g.—ﬁ,‘ﬁ:j, O(—TC *’*‘2*" {3——— ZC

4
4

— e —
}/:7701,"}/44—119—-/2, 6:r—§£c}"/4+llg+n.
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Fiir die Zusammenfassung der partikuliren Losungen zu einer allge-
meinen konnen diese noch dadurch beliebig vermehrt werden, da man u mit
einem Beiwerte versieht. Endlich geniigen der Differentialgleichung auch
Potenzen von x bis x* und ¢ in der ersten Potenz.

Anwendung.

Eine allgemeine Losung, die bei StoBbeginn und unmittelbar hernach
entspricht, kann von vorneherein nur fiir jenen Bereich gelten, iiber den sich
die Formianderung in der seit Berithrung der StoBstelle durch die StofBlast
verflossenen kleinen Zeit # ausgebreitet hat, d. h. sie gilt von x = — ¢¢ bis
x = - cf. Mit Riicksicht auf die Symmetrie geniigt die Verfolgung des posi-

tiven Astes der Biegungslinie.
m
% %
150 ‘—j
I

M

l;IG 1 s
A . 8
£ P s I
T j— 180 ——~ L
.(1$ 490 ]
Fig. 3. Fig. 4.

Da der Trager im Zeitpunkte, in welchem die StoBlast die mit ihm ver-
bundene Feder beriihrt, vollkommen in Ruhe sein muB, haben fiir # = 0

y und (:;/ an der StoBstelle gleichfalls Null zu sein. Aus dem gleichen Grunde
o BT
miissen y und :—i fiir jedes ¢ in x = -+ ¢f von hdherer Ordnung klein sein
C

als in x = 0. Damit sich der verbogene Trigerteil fliissig an den noch

~

ruhenden anschlieBt, muB %J: in x = c¢, wenn nicht Null, so doch mdglichst
C

klein gegeniiber der Durchbiegung an der StoBstelle y, sein. Endlich kann
die StoBkraft bei StoBbeginn keinen endlichen Wert haben, muBl also von
Null ansteigen.

Fassen wir zunichst nur den Fall ins Auge, dafl sich der ganze StoB-
vorgang abwickelt, bevor die Bewegung die Auflager erreicht hat, so kommen
fiir die Zusammenfassung zu einer allgemeinen Losung nur jene partikuldren
Integrale der Differentialgleichung in Betracht, in welchen die Zeit wenig-
stens einmal in einer riickkehrenden, also trigonometrischen Funktion ent-
halten ist.

Allen vorangefiihrten Bedingungen entspricht der Ansatz:

12) y = K 2C‘os$x ©of »?—x cos yt — ((Soi‘}l x + cos ;‘x) cosat@of Bt
/4 +‘ll“-( u u . o
+ 1, T («Sof—[ x 4+ cosf[— x) sin«tGin Pt
1 A L 2 2 ,
3995 +- 4032f ‘j Tt 3101 »* sin & x &in "' x cos vt
3780 (V4 4 n* + n) ! !

Abhandlungen V 15
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A 2
19620 4 697272 {4 + r* + 10-696 ~° ((@j ffchos )COSM@OW”
3780 (V4 + n* + n) ‘

1 4 2097 161 44+ n2 — 356313
305 V4 +n? n+161n2y4tn 5 3,2_(&)?%)6_(205_,1)6)

3780 (V4 + n + n) Y1—n?® ]
1125 + 588 7 V4 + n* + 151922 w22 +sinesGin g1
756 (V4 + n? + n) A

/4 2
19845+2772/ﬂi+ i LA (sin L’x(Soi -‘Llix—cos——‘flr-x-@inﬂ x) sin y ¢
7560 ] Vd+n2 +n

/ [ [
6615 Y4+ 7° + 41372 + 1001 2* Y4 +n* —1001 2 (Sint x—sin‘ty).

7560 l [
/ 2 1 D4 __2__ : )
(‘/1+ sinat Gof B¢ 1/1_”c03at6mﬂt
2
945 + 2772n y;;ﬁ-; n* + 177 n (@m ;l ¢ — sin zli x) _

(‘/? sinat Cof B¢ + V* cos at Sin ﬂt)}

Entwickelt man die Ausdriicke von y in Potenzreihen, so enthilt das
wtet l‘4
o
verschwinden alle Glieder bis zu jenem mit dem Faktor u'°c'°#1° fiir ay
(v 0 x

y 10 .)t9 10 IOt.)

und ?f in x = ¢t bis zu jenem mit dem Faktoril——lfr bezw. ilf" —
Automatisch wird auch die Querkraft an der StoBstelle klein von niedrigerer
Ordnung als am Ende des Forminderungsbereiches. In Potenzreihen ent-
wickelt, hingt sie an der StoBstelle von der Zeit in der ersten Potenz ab, in
x = ct von der dritten, woraus hervorgeht, daB durch die zeitliche Fort-
pflanzung der Bewegung auch die Weiterleitung der Kraftwirkung beein-

fluft wird.

Aus (12) erhilt man nach (10) die Bestimmungsgleichung fiir die erste
StoBzeit, und zwar:

19845 + 2772n V4 + n* 4 1771 n2

3780
945 4 2172 {4 + n* + 1771 12 8T
3780

_6615V4 + n* + 31927 — 1771 12 vm—- 2772 n®

3780 Y1—n?

5 S A 1 a2
g VA sy T (| g+ 157 smer Got o7

*(1/21(‘2;% Vzﬁ) COSaTClnﬂT] OR

erste nicht verschwindende Glied von y, den Faktor — Fiir y in x=ct

13)

cosy T

sineT SnpT
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Die StoBlast G ergibt sich aus:
/ 2 2
14) 5¢ L‘MC_ (_1 n T) G — 10845 + 2772 n V4+n* + 1771 1

= l—cosyT
Vo 3780 (VA + 7% + n) ( 77)
0615 V4 +n? 1377 + 1001 n? 2 3 '
o V4d+n? 4 41370 + 10 /; Y4+n — 1001 (l—cosaT@opr)
3780
45 — 3843 2-2366n% -1 8 V4+n? 1, .
945 nV4+n 672 - 1001 % Y4 + n* +1001 £ in o7 Sin 3 7.
3780 Y1 — n®
Fiir die Konstante K erhdlt man nach (11):
_ ve I*
15) K_ZOfl4CEj99'

Kennt man K, so kénnen aus (12) nach (4) die Momente und die Querkrafte
fiir jede Stelle innerhalb des Forminderungsbereiches bestimmt werden, im
besonderen ergibt sich fiir die StoBkraft S:

16)

sin y ¢

Ry { 30690 + 55441 Y4+ + 35422
" Bucy 7560 |V 4 +1* + n

6615 Y4+ 12 + 41372 4+ 1001 n2 4+ n® — 1001 2*
7560

(‘ T erh sineat Cof pt— ] /1 _2_— cos at Sin 3 t)

945+2772n\/4+n +1771/z( /2 sin «f Gof (,H‘/ﬂ—wcosm\,m{a’t)}

1+n

Wird § = 0, so ist der StoB beendet. Hat die Formédnderung in der fiir
die Abwicklung des StoBes erforderlichen Zeit die Auflager noch nicht er-
reicht, so geniigen die Beziehungen (12) bis (15) vollkommen fiir die Dai-
stellung des StoBvorganges.

Fiir die ziffermaBige Anwendung der vorstehenden Ergebnisse ist vor
allem die Kenntnis der Geschwindigkeit erforderlich, mit welcher sich die
Durchbiegung von der StoBstelle aus fortsetzt. Sie wird fiir verschiedene
Baustoffe, wahrscheinlich auch fiir verschiedene Bauformen verschieden sein.
Eine genaue Ermittlung ihres Wertes kann bei lingeren Tragwerken keine
uniiberwindlichen Schwierigkeiten bieten. Soweit mit einfachen Mitteln fest-
gestellt werden konnte, liegt ¢ bei Stahltragwerken wahrscheinlich unter der
Schallgeschwindigkeit in der Luft, weshalb im nachstehenden Ziffernbeispiel
¢ = 333 m/sek. angenommen wird.

Beispiel.
Fiir eine stihlerne Eisenbahnbriicke von der Stiitzweite / == 25 m gilt:
p = 2,23 t/m, / = 0,106 m*¢). Der Querschnitt der Briicke entspriche der
in Fig. 4 gegebenen schematischen Darstellung. Das Trigheitsmoment der
Holzschwelle stellt sich auf 0,0003255 m¢, jenes des Quertrigers sei
0,00143 m* Mit den Dehnungsziffern 1,100,000 t/m: fiir Holz und

6) Nach BrEeicH, a.a.O. Seite 49, Tafel 4.
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21,000,000 t/m? fiir Stahl erhilt man fiir die Senkung der auf beide Schienen
verteilten, gerade iiber den Quertrigern liegenden Gesamtlast P bei unver-
riickten Auflagern des Quertrigers:

£[0,152(3- 1,8 —4.0,15)  1,552(3-4,9—4.1,55)

6 L 1100000 - 0,0003255 21000 000 - 0,001 43

Schwelle und Quertrager wirken also als Feder niit einem ¢ = 0,000 1636 m/t.
Mit diesem ¢ und mit ¢ = 333 m/sek., weiters fiir u == 5 ergibt sich die Be-
stimmungsgleichung fiir 7 in der Form:

5,467512 cos y T — 0,4675126 cosa T Coj T — 3,645592 sina T Gin T
~0,251446 sin y T + 0,357393 sina 7- Cof 37 + 0,150174 cos« T&m BT = 0.

Die nidherungsweise Losung liefert: 7 = 0,0129316 sek.

] — 0,0001636 P

IS ]
S
Wt s
i
; / —
20 / s L ™,
3| L
0 g
/i
e 1 Stosszert 2. Stosszert \
3 7€ durée av chocJ#ﬂ/'Z%/ﬂse/r»,— 2¢ durée du choc ——»| \
10+ 3 75 shock 279 shock o N
b —t . ! : 3
F-{0000sek 0005 0010 Q015 0020 | 0025 sex
i
01700 3 S
9050 3
4000 |
00 \\ -
0200 —
0300 l\ L
o N\ |
0400 Ri——
S mt é .y x
— T
70 mt ~. ' § -
I 1N
20 \ S
30 ’é (-
40 \ B
i \
50 t 1 1 ; —
Mp

Fig. 5.

Nimmt man an, daB die gesuchte Last aus einer Hohe von 2 cm auf die
Schienen fillt, so folgt die StoBgeschwindigkeit v, mit:

vo = ¥2g - 0,02 = 0,6264 m/sek.

Mit diesem v, rechnet sich nach (14): G = 3,420 29 t, eine Last, die ungefahr
dem ungefederten Anteil des Achsgewichtes eines Bahnwagens entspricht.
Fiir die StoBkraft erhilt man:

S =11,49805 (3,731 792 sin y£ - 2,741 618 sin ¢ Cof ¢+ 2,447 939 cos «¢ Sin B¢)
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Das Biegungsmoment an der StoBstelle ergibt sich zu:

M = 28745120 (2,688 329 cos e # Gof 8¢ — 1,873 491 cos y ¢
— 0,310 810 sin «# Gin 3£ — 1,629 676).

Der Verlauf von S und M, ist in Abhangigkeit von der Zeit in Fig. 5 einge-

tragen, ebenso jener der Durchbiegung an der StoBstelle. “
Der groBte Wert von S tritt mehr oder weniger genau am Ende der ersten

StoBzeit auf. Der ganze StoBvorgang bendtigt eine Zeit von 0,023 372 sek.

7326
5994 - 4
45496
430622
7326 3996 ~—"1
an A Cs —— 34968 ﬂ s
1ls o 4.30622m —4w— 23976 3
.05 4§ 15984 S
1S 07992 4 " S
400 -+ - — ' ‘
N e S S S 7012931 Durcnbiegung
| W:?Zﬂ [reat i / Y = Fflechissement
mm \ S } / DeFlection
a1 ++—— \\ i i Y.
N\ § /‘/T '
~~~~~ NERI RRP%
] )
I L E/
020 i — 0.“'1}
| '
[
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+ 20001 ~ j
1 1K J— BEPN
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l NN L S 3 A = EFfort tranchant
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Fig. 6

In dieser Zeit setzt sich die Bewegung von der StoBstelle nach links und
rechts auf eine Linge von 7,783 m fort. Liegt die StoBstelle nicht mehr als
25/2 — 7,783 = 4,717 m auBer der Feldmitte, so erreicht die Formanderung
nach Ablauf des StoBvorganges hochstens eines der Auflager. Fiir StoBe in
einer Zone von 2. 4,717 = 0,434 m nichst der Trigermitte gelten daher
gleiche Verhiltnisse. In allen diesen Fillen ruft eine aus 2 cm Hohe fallende
Last von 3,42029 t eine grofite StoBkraft von 31,083 18 t, d.i. die 9,351-
fache Wirkung hervor. Das Biegungsmoment an der StoBstelle erreicht seinen
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grofBten Wert knapp vor dem Enge der zweiten StoBzeit und stellt sich dann
auf 48,7788 mt. Das statische Moment der StoBlast rechnet sich in Triger-
mitte mit 21,3708 mt; das groBte dynamische Biegungsmoment wird also
2,28185 mal so gro8. Die Durchbiegung an der StoBstelle nimmt auch nach
dem Ende des StoBvorganges noch zu und erreicht seinen GroBtwert im all-
gemeinen erst, wenn die Bewegung bis zu den Auflagern vorgedrungen ist.

Fig. 6 zeigt den Verlauf der Biegungslinie, der Querkraft und des Bie-
gungsmomentes zur Zeit £ = 0,01293159 sek., d.i. am Ende der ersten StoB-
zeit und fir ¢ = 0,022 sek., d.i. knapp vor dem Ende der zweiten StoBzeit.

Im zweitgenannten Falle ergibt sich in x = c¢f:y = 0,001536 und }%J: =

0,000 000 6737 gegen y, = 0,25055 mm. Die Randbedingungen sind dem-
nach auch am Ende des StoB8vorganges noch praktisch genau erfiillt.
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Fig. 7.

Fig. 7 gibt schlieBlich noch die Entwicklung der Biegungslinie wihrend
des StoBvorganges wieder. Die eingetragenen Biegungslinien entsprechen,
mit £ = 0,0072 sek. beginnend, aufeinander folgenden Zeitabstinden von
0,0024 sek.

Es wire iibereilt, aus den vorstehenden allgemeinen und besonderen Er-
gebnissen schon weittragende Schliisse zu ziehen, bevor eine genaue Be-
stimmung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ vorliegt. Dann soll auch erst
die Wiedergabe weiterer allgemeiner Losungen der dynamischen Differential-
gleichung erfolgen. Jedenfalls aber kann festgestellt werden, daBB mit StoB-
ziffern, die Kraftwirkung und Forminderung gleichartig vergr6Bern, der tat-
sachlichen Einwirkung eines StoBes auf das Tragwerk nicht beizukommen
ist, ebensowenig wie etwa bloBe Durchbiegungsmessungen zum Ziele fithren
konnen. Infolge der Raschheit des StoBvorganges diirfte auch eine unmittel-
bare Messung der Kraftwirkungen kaum tunlich sein, soda nur von der
Rechnung genauer Einblick in das Geschehen beim StoBe zu erwarten ist.

Als feststehend kann auch gelten, daB der schwach gefederte StoB} die
StoBkraft wesentlich stirker erhoht als das Biegungsmoment. Je grofer man
im Ziffernbeispiele u wihlt, desto kleiner wird G und umso stirker ver-
mehrt sich die StoBkraft gegeniiber dem Biegungsmoment. So erklirt sich
in einfacher Weise die Durchsclilagung eines Triagers infolge Uberwindung
des Scherwiderstandes, wenn eine kleine Masse aus grpBerer Hohe, also
mit einem groBen v, auf ihn fallt.
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Zusammenfassung.

Der Vorgang beim Stofl einer schweren Masse auf einen elastischen
Balken wird auf Grund der Erkenntnis theoretisch verfolgt, daB die durch
die StoBlast an der StoBstelle hervorgerufene Querbewegung des elastischen
Balkens sich nicht plétzlich auf den ganzen Triager fortsetzt, sondern hiezu
Zeit braucht. Unter der Annahme, daB die Fortpflanzung dieser Quer-
bewegung in Richtung der Trigerachse mit einer fiir verschiedene Baustoffe
und Bauformen erst experimentell genau festzustellenden Geschwindigkeit
erfolgt, kann die Differentialgleichung der dynamischen Biegungslinie, d. h.
der Form der verbogenen Triagerachse bei zeitlicher Fortpflanzung der Quer-
bewegung erstellt werden. Die leicht gefundenen partikuldren Losungen der
Differentialgleichung geniigen, um zu allgemeinen Lésungen zusammengefaBt
zu werden, die alle Randbedingungen in hinreichender Weise erfiillen. Den
Zusammenhang zwischen dem, aus der dynamischen Biegungslinie folgenden
Widerstand, den der Triger der Verformung an der StoBstelle entgegen-
setzt einerseits, und der stoBenden Masse und ihrer Geschwindigkeit anderer-
seits gewinnt man durch Verfolgung der Bewegung der stoBenden Masse.

Die beim StoBe und unmittelbar nachher giiltige allgemeine LJsung,
mit welcher der Verlauf eines schwach gefederten StoBes auf den Balken er-
faBt werden kann, ist mit den hieraus folgenden Beziehungen fiir die GroBe
der stoBenden Masse, fiir die StoBzeit und die StoBkraft wiedergegeben.
Unter Annahme einer mit einfachen Mitteln als wahrscheinlich festgestellten
Fortpflanzungsgeschwindigkeit von 333 m/sec (gleich der Schallgeschwindig-
keit) wird der Vorgang beim StoBe einer aus 2cm Hohe auf die Schienen
einer stihlernen Eisenbahnbriicke von 25 m Stiitzweite fallenden Masse von
3,24 t ziffermaBig erfaBt. Die gewonnenen Ergebnisse sind in mehreren Ab-
bildungen iibersichtlich dargestellt und zeigen, daB} der StoBvorgang sich sehr
rasch abwickelt, weiter, daB3 die hiebei geweckten Kraftwirkungen im Trager
ihre Hochstgrenze langst erreicht haben, bezw. schon wieder verschwunden
sind, bevor die groBte Durchbiegung an der StoBstelle eintritt. Fine Pro-
portionalitit zwischen den Krafiwirkungen besteht weder untereinander noch
zur jeweiligen Durchbiegung. Endlich wird durch den StoB dle Querkraft
wesentlich stiarker gesteigert als das Biegungsmoment. :

Résumaé.

L’auteur étudie théoriquement les effets produits par le choc d’une masse
pesante sur une poutre élastique en se basant sur le fait que le mouvement
transversal produit par le choc en un point de la poutre élastique ne se
propage pas instantanément a toute la poutre mais au contraire que cette
propagation de ce mouvement transversal dans le sens de ’axe de la poutre
se fait & des vitesses qu’il faudra déterminer tres exactement a I’aide de 1’ex-
périence pour les différents matériaux et les différentes formes de construc-
tion, il est possible d’établir I’équation différentielle de la ligne élastique
dynamique, c’est-a-dire la déformée de I’axe de la poutre compte tenu de
la propagation dans le temps -du mouvement transversal. Les solutions parti-
culieres, faciles a obtenir, de I"équation différentielle, permettent d’arriver
a des solutions générales qui tiennent compte, de maniére suffisante, de
toutes les conditions aux appuis. L’étude du mouvement de la masse qui
produit le choc permet d’établir la relation qui existe entre la résistance,
résultant de la ligne élastique dynamique, que la poutre oppose a la dé-
formation au point de choc d’une part et la masse et sa vitesse d’autre part.
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La solution générale, valable au moment du choc et immédiatement apres,
qui permet de représenter ’allure d’un choc légerement élastique sur la
poutre est représentée par les relations qui en résultent pour la grandeur
de la masse agissante, pour la durée et la force du choc. En admettant une
vitesse de propagation de 333 m/sec, égale a la vitesse du son déterminée
d’une facon trés vraisemblable 4 I’aide de moyens trés simples, les effets
des choses ont été étudiés numériquement en laissant tomber d’une hauteur
de 2 cm une masse 3,24 t sur les rails d’'un pont métallique de chemin de
fer de 25 m de portée. Les résultats acquis sont représentés sur plusieurs
figures et montrent que les effets du choc se développent trés rapidement et
en outre que les efforts développés dans la poutre ont atteint depuis long-
temps leur valeur maxima, et méme ont déja disparus lorsque la fleche devient
maxima au poin‘t d’action du choc. [l n’existe aucune proportionnalité entre
les efforts eux-mémes ni entre ces efforts et la déformation. Disons pour finir
que ’effort tranchant est beaucoup plus fortement influencé par le choc que
le moment fléchissant.

Summary.

The phenomena attending the impact of a heavy mass onto an elastic
beam are worked out theoretically from the basis that the transverse move-
ment set up in the beam at the point of impact by the loading .is not im-
mediately propagated throughout the whole of the beam, but requires time
for its development. Assuming that the propagation of this transverse move-
ment takes place in the direction of the axis of the beam at a velocity de-
pendent on the material and the shape of the member, which can be de-
termined by experiment, it is possible to arrive at the differential equation
for the line of dynamic flexure, or in other words the bent shape of the axis
of the beam when undergoing transverse movement in time. It is easy to
find particular solutions to this differential equation and hence to infer
general solutions which adequately satisfy all the marginal conditions. The
relationship between the resistance corresponding to the line of dynamic
flexure assumed by the beam at the place of impact on the one hand, and
the magnitude and velocity of the impinging mass on the other, may be ob-
tained by reference to the movement of the impinging mass 1tself

The general solution which holds good at the moment of impact and
immediately afterwards, corresponding to what happens when the impact
is slightly damped, is stated, as is also the relationship between the magnitude
of the impinging mass, the time taken for the impact, and the magnitude of
the impact inferrable therefrom. Assuming a velocity of propagation of
333 m. per second (equal to the velocity of sound), which may be shown by
simple means to be probable, a numerical calculation is given for the impact
of a mass of 3.24 tonnes falling from a height of 2 cm. onto the rails of a
steel railway bridge of 25 m. span. The results so obtained are indicated in
a number of figures and go to show that the impact develops very rapidly;
moreover the forces thereby set up in the girder attain their maximum value,
and again vanish, before the deflection at the point of impact has reached its
maximum. There is no proportionality either between the forces called into
play, or between these and the momentary deflection. Finally, the shear
force is increased considerably more by the 1mpact than is true of the bending
moment. ; ;
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