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DETERMINATION DE LA LARGEUR UTILE DES TABLES
DE COMPRESSION DES POUTRES.

BESTIMMUNG DER WIRKSAMEN PLATTENBREITE VON PLATTEN¬
BALKEN.

DETERMINATION OF THE EFFECTIVE WIDTH OF THE COM¬
PRESSION FLANGES OF T-BEAMS.

L. BESCHKINE, Ingenieur E. C. P., Paris.

Iniroduction.
Nous nous proposons de determiner la repartition des tensions dans les

tables de compression des poutres presentant des largeurs de tables compa-
rables ä la portee et d'en deduire la largeur utile des tables.

Le probleme ne se prete pas ä une analyse elementaire dans le cas d'une
nervure isolee sur deux appuis. Au contraire, dans les cas suivants, la Solution
peut etre envisagee par des methodes elementaires:

1. Travees continues, une äme isolee, table de largeur finie ou infinie.
2. Travees continues, ämes equidistantes.
3. Travee isolee, ämes equidistantes.

Nous etudions, dans ce qui suit, ces divers cas, moyennant les hypotheses
suivantes:

a) Le materiau est homogene et isotrope.
b) La table est assez mince pour qu'on puisse negliger ses flexions propres.

A. Notations:
Epaisseur de la table h
Moment d'inertie de la nervure /
Section de la nervure 5

Distance entre le centre de gravite de la nervure et la fibre neutre
de la table e

Distance entre nervures 2 a
Portee des nervures 2L
Module d'Young E
Coefficient de Poisson a

E
Module d'elasticite transversale G ^rn~~,—^2(1 + a)
Tensions normales dans le sens ox nx
Tensions normales dans le sens oy ny
Tensions de cisaillement t
Tensions correspondantes le long de la nervure vXfry,z
Deplacement dans le sens ox u
Deplacement dans le sens oy v

Largeur utile d'une table 21

Abhandlungen V



66 L. Beschkine

B. Equations fondamentales.
Le probleme de la repartition des tensions dans la table etant un

probleme d'elasticite plane, nous savons que l'on a (voir p. ex. G. Pigeaud,
Resistance des Materiaux, 1934, T. I, p. 128)

0) (£+£)(*+*)=<>
Comme les equations d'equilibre:

c nx c t
__ n cny „

cx cy
permettent de poser:

(2)

dy
dt
dx

d2® d2a>

iy" ' or' pj: dy
(<P etant une fonetion d'Airy), on voit que <P re-
pond ä la condition, deduite de (1) (voir ä ce
sujet „Theorie de l'Elasticite" par Timoshenko) :

i
\G : -Tr

Fig. 1.

(3) \6x2 + dyV\ex* +
d20
W'1 o

On verifie sans difficulte que si l'on pose 0 (x, y) f (x) g (y) les Solutions
qui repondent ä (3) sont de la forme:

(4) [s?H[*H« "[srM [äH
oü n est une constante arbitraire. On a donc 8 fonetions repondant au
probleme ainsi que les 8 autres obtenues en permutant x et y. (Les Solutions
du type y cos ny x chn x ne presentent pas d'interet.)

Pour simplifier les notations nous posons:
nx • ch nx sr nx; nx • sh nx — er nx

La regle de derivation de ces fonetions est:
1

n
— (sr nx) cr nx + ch nx;

(srnx),f= svnx 4- 2shnx\

(cr nx)' sr nx + sh nx

2(cr nx)" cr^A:+ 2chnx

C. Cas de charge envisages.
Nous envisageons les cas de charge suivants (definis pour les poutres

continues):
1 ° Charge definie par une sinusoide, les reactions

d'appui suivant la meme loi. On a donc:

(5) A4 M1 cos —
en prenant l'origine au milieu d'une portee.

2° Charge uniforme, reactions d'appui concentrees. On a

=(i-f)*

Fig. 2.

M
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On peut developper cette expression en serie de Fourier:
~ 11 nx

M 2j Mn cos ~7—

(6) ^-lUT-yj^-r'^^v^)"1
3 ° Charge concentree au milieu de la portee.

On a: M (i "~ *)
z vz } |_ l—4. l-

En developpant en serie, les termes pairs sont nuls et Fig. 3.
l'on a (n variant de 1 ä l'infini):

[%L/ r x /0~ 1v- 2PL ltn\ am
P \(L \ (2n-\)7tx 2P

(7) M*-i T)0{2 ~X)COS Z ** -** (2n-\y
D. Mode de repartition des moments. Definition de la

largeur utile.
Le moment total M se divise en deux parties, l'une M' prise par la

nervure, l'autre M" prise par la table (effort total N) et par une force
opposee dans la nervure. On a (prenant l'origine des y au milieu de la table)

N 2 h [ nx dy
Jo

(9) M" Ne 2he\ nxdy
Jo

Calculons les deformations dans la table et dans la nervure, dans la zone
de contact et ecrivons qu'elles sont egales, en appelant vK et vy les valeurs
de nx et ny pour y a.

/mx / M'e N Me /l ^2\

Dans le cas oü on neglige la nervure (/ 0), on a simplement:

(10') N=M
e

Dans le calcul, nous supposons que la compression transversale de la
nervure est nulle, ce qui est ä peu pres justifie ä cause de l'augmentation de
section qu'offre la nervure. Si on ne faisait pas cette hypothese, on rem-
placerait vx — ovy par vx dans les calculs.

Pour definir la largeur utile 21 de la table, Von Karman considere une
poutre ayant une table de largeur 21 supposee comprimee uniformement et
ecrit que la part de moment prise par la table est la meme dans la poutre
etudiee et dans la poutre de reference, ce qui revient ä dire que la nervure
supporte dans les deux cas le meme moment. Ceci revient ä dire que les
fatigues (et les deformations) sont les memes dans les deux nervures. L'effort
total N est donc le meme dans les deux cas. Dans la poutre de reference,

la deformation de la nervure est: (*\ — ovy)
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La relation definissant l est donc:

on

\ N 1

N 1

avy 1h

Si on definissait la largeur utile par la fartigue de la table et non par sa
deformation on aurait:

<12> l ^k
Cette formule est plus logique que la precedente On obtient, en effet,
14_ a pour des poutres ä nervures tres rapprochees, ä cause de la compression

transversale, si on applique la formule (11).
Nous employons la formule (12) quand /4= 0; dans le cas oü /= 0, nous

employons (12) sous la forme:

02') l ~f-
2hevx

Premier cas.
Une nervure ä table infiniment large« Poutre continue.
Ce cas a ete etudie par V. Karman1). Nous reprenons les calculs d'une

autre fagon. Nous examinons le cas de travees egales et egalement chargees.
Le probleme est donc resolu par des fonetions periodiques en x (periode 2L).

Nous ecrivons donc, en prenant l'origine sur l'axe de la nervure:
oo i

®= 2 fn(y) cos n ~
fn (y) est une fonetion hyperbolique en y, devant etre nulle ou finie pour

y oo; il resulte que fn (y) est de la forme (pour la table d'un cote de la
nervure):

nny _ nny^

fn(y) ani L +ön(U2y + \)e~ L

(cas particulier des expressions 4).
Nous allons definir une relation entre an et bn en ecrivant que (par raison

de symetrie), le bord ox de la plaque doit rester rectiligne.
Nous avons:

~i E — nx — o n
CJX

E^~ nv — anx
oy

Fig. 4.
¥̂ + ¥) 2t(l+a)cy cx)

*) „Festschrift August Foppls", p. 114, 1923.
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Se servant des equations (2) on trouve:

Ev _s^nn |^ + bn^2+ n^lj + aanje
L cos n [^ — anj

(II n'y a pas de fonetion arbitraire en x, ä cause de la troisieme relation de
deformation.) En particulier, pour y 0, on a:

OO / \

f« Sy[«0 + ö) + 2A„]cos«("-«„) 0

_ fl„(l + a)
bn- 2

D'oü l'expression de 0 (en se bornant au cas des charges symetriques, «„ 0)

(i3) m Si^e L1-"2"l1 + ^JJcos^r
Supposons les moments M developpes en serie de Fourier:

M 2 ^« C(>s -y-
Nous avons tout d'abord:

N=2h\ nxdy= — 2k\^\ 2 —7— ^ cos -y-
D'autre part, les deformations le long de la nervure sont:

S°° n2n2 (3 — d)(
~U~an Y

xr/l e2\ Af£ ^2hnn nnx[\ £2\ ^ jWä£ atza:~"It + ri + -r ~ ~r-a"C0S-r(T + t) + ?-7-cos^r
en ecrivant que les deformations sont egales, on a, pour chaque terme an\

fWp-oJOH 2*/,»(l «!\1_ *
fl4"T* 2 + ~zTTT + T)\-MnJ

D'oü:
*
/i^ 2A«7r Mn 1

(14) "* —r- a" ~^ ,/,"»/ (3-a)(TT^

On en deduit:

z.^x / v ¦<ryn2n2 3 + ff «ttjc ^ 3 + ff M„ 1 «ti*
(15) ^)^S-^^-y-cos-^ S^-^^-^- ^/(3-g)ö-^CQS-zr

se2 hLe2 4

A. Cas d'une charge sinusoi* dal e.

On a, pour /z 1:

n2n2 (3 — (j)(l + (j) //tia:" — COS —r—
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1M
e 1+-L + JLL (3 -»)(!+ o)

~*~ se2^ hie2 4

3 +ff M 1

D'oü

(16)

4 ehl ¦ / »/ (3-o)(l+»)

N
Z. 2hLvx ti (3 + ff)

Von Karman trouve, par application de (11):

L 7i(3 — a)(\ + a)

La difference est faible, en valeur relative:

_ (3-ff)(l + ff) _ ff(l-ff)
3+ff 3+ff

Cette difference a les valeurs numeriques suivantes:

ff 0,1 0,3

o %
'

2,9 6,4

A 2
0,205 0,193

L ~~ji(3 + a)

On voit que la largeur utile est egale ä 1/b de la portee.
B. Cas d'une charge uniforme.

On a trouve:
nnxAf 2^(-l)»-cos^Ti2 nl L

II en resulte, au milieu de la portee:

(_1)«+1

3 + ff 2L2p
4 nn

1

1_,n^± (3 — o) (1 + q)
senkte2 4

(-1)"+I '
g(i+^ + ^iv" V'";)

^{i+^+^#et^(i±!ö)S*2 ' A/*2
Posant:

(17)

On deduit:

(M-); 4AZ.

AT

«(3 — ff)(l + ff)

v (- \)n+1
^ «2 (« + 9)

2AZ.V, 7r(3 + ff) ^ (-l)"+1^ «(* + <?)
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(16')
X_ _L ~

1 ° Pour 9 0

(- D"

"(3 + ff)IS(-D"+1(|-^7) <

z.

(-1)"

On a:

n(3 + ff) v (-1)"+1
Zj nt

y(- 1)"+1 _ 3 v 1

_ 3
Zj „3 — j Zj „a 4 25,79436

(—1)"+1 _
,-r2

12

D'oü:
18 1

3 + ff 25,79436
0,225

2° Pour q oo

(-1)" ji2
T2"

L ji(3 + g) v (-l)n+l 7t(3 + ff)Log2 6(3 + ff)Log2
0,244

On voit que — varie tres peu en fonetion de q.

Nous donnons les valeurs de — pour quelques valeurs utilisables de q:

q 0 1 2 5 10 OO

i 0,225 0,232 0,235 0,239 0,241 1 0,244

C. Cas d'une charge concentree.
En prenant:

M2n-i
12pL

TT2 (2/z — l)2

on obtient, au droit de la charge:

IN 2 2(27,—
1

l)2 2n + q~ 1

2hLvx it(3 + tf) v —
1<18)

' ^ (2ä~--1) 2/i-f —1

On constate que cette valeur est nulle quand q est infini. Cela resulte de la
discontinuite des efforts tranchants au point d'application de la charge qui
empeche la table de prendre les efforts normaux correspondant aux termes
d'ordre eleve de la serie de Fourier representant les moments. Quand q est
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infini, la nervure ne supporte pas de flexion et il en resulte qu'aucun element
de la construction ne peut supporter les moments correspondants. Nous re-

venons sur ce point plus loin et calculons les valeurs de "
en fonetion de q.

On peut ecrire:

l

Pour

1

L n(3 + a)

0

^(»-i)2
s -^

x_

T

A
T

2^ 2j(2«- 1)"

7t(3+a) y L
z^ (2u — \y-

L ^
2_ 8 25,79436 14 1

3 + ff 25,79436
0,175

On voit que ~ est nettement plus petit dans ce cas que pour une charge

continue.
Nous donnons le tableau des valeurs de X en fonetion de q:

q 0 1 2 4 8 16 24 OO

l
L

0,175 0,160 0,151 0,139 0,125 0,112 0,108 0

Pratiquement, q ne depasse pas 16. Meme dans ce cas, la largeur utile
est tres faible.

Nous allons chercher les largeurs utiles, pour q oo, aux environs du
point d'application de la charge, ä une distance definie par p L x.

Dans ce cas:

l
1

2n—\
COS 7t

V* P
2 ^j {2n-iy

L ~^3 + *) cos2*-1*
V p

Fig. 5.

La serie au denominateur n'est plus divergente, aussi grand que soit n.
Prenons, par exemple

p — et p T^ il vient respectivement:
8 16

A
L

1,0782 °'925-0239 et A-__J
n(3 + ff) 0,795 — ' L - ji(3+o) 1,167

0,190

Or, pour une charge uniformement repartie, dans ce cas — 0,244. On voit

donc que la concentration de charge n'a d'effet que dans une portion tres
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restreinte, celle precisement oü les calculs actuels ne sont pas applicables ä

cause des deformations locales. On en deduit que Ton peut negliger ces effets
tres restreints et adopter une largeur utile independante du mode d'application

des charges. Pour l'autre valeur limite de q, q 0, on a egalement,
1

pour p 8

X

T

2/i-
cos

1

(2 // — l)3
*<3+°) cos

S
2k —1

P

(2«-l)2

-
2 0,933

~ n{3+a)
'

0,925

et pour p
1

16'

0,207

A
T 0,187

Dans ce cas, — est egal ä 0,225 pour les charges reparties. La repartition1,18etp W
sinuso'idale de charge donnant des valeurs comprises entre p

on peut prendre ce cas de charge pour definir la largeur utile.
Dans les calculs suivants, nous nous abstiendrons de calculer la largeur

utile dans le cas de charges concentrees, eu egard aux considerations
precedentes. Remarquons simplement que, dans le cas de poutres sur deux appuis,
l'effet de concentration est relativement deux fois moindre que dans le cas de
poutres continues.

Deuxieme cas.
Une nervure ä table de largeur finie. Poutre continue.
Prenant le cas de travees egales et egalement chargees, nous ecrivons:

<D S fn(y) COS
1171X

« 1

Nous prenons pour origine des y le bord de la table. Posons:

fn(y) en ch —^- + bn cr —£- + cn sh —'- + dn sr -^
Ecrivons que les efforts tangentiels et normaux sont nuls sur le bord de la
table:

("y)y o Zj ~jj~ COS -j^[en ch —+ + 0)

tx\ sryti27i2 nnxl nny nny\
4- (t)y=0 2j-£ä-sin— ycn ch-j* + dn ch-j±)

On a donc:
0 rf*

M.V) nny { nn
bnzx-jt + o^sh —

Cn

ny sr Fig. 6.

Ecrivons maintenant que les deplacements v sont nuls le long de la nervure.
On obtient:

_. nn nnx[t nna .nna yi x nna „ nnd\Ev - — cos-^|^(l + (7)sr-^--^(l- o)sh-^—-^(l + (T)cr-^— + 2rwch——
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II en resulte:
1/, ^nna ,nna yi x unna\ \n nna .nna ,nna\

*« (1 + ^-7—-ch--^—- (l-cr)sh—^—j r„j(l + ff)-^—sh-—-2ch-—j aÄ

Soient ß„ et ?>„ les valeurs des crochets.

On peut poser:

a _ Un. /.—_??

La valeur de l'effort total de compression est:

Af=2A /i,rfy + 2A —

0/,^ nnx nn\t .nna nna unna\ nna ,nna\

1 /ivTfl nna nna nna .nna]

S^cos-^^l Jn -|L

La valeur de la deformation vx — ovy est:

^n2n2 nnx 0+«)-^-sh-2- + 2ch-r -sh-^l-^-O+^-j-ch-H
''¦"'=SI- cos-^a«! -^ + -w |

On obtient les expressions equivalentes:

/im s^n2n2 nnx an j u,nna 9 vi^u*7*^05 /1 ^\»/z2jgäg2l
(19) rjc-ayv S-Y2-C0S^7' /i77Jsh ~7T( )-_ Z—<1+CF)"—z«—J

Ahnsr\ nnx an (nna .nna ,nna\
(20) ^ __1_Sco8-r.S7a(-r + 8h-rch-r.j
D'oü:

,on ^Af« _ _ ö« \1hnn(\ | e2\(2njia t ch2n_7ia\
(Z]) ~T~~ ßnjnl L \S+I*)\ L +Sn Z /

+ «^!j4chs«£« sh^n^ö(i-ff)2 + o+^/^ß2jj

(21') -S^cos^^j4ch»^-(l-a)8h»^ + (l + a)^-]
A. Cas d'une charge sinusoidal e.

2na ,2nal N 1 ~7T"fsh"zr
(22) —— — - -L 2hLV* * 4ch-^i-(l-a)8h«y + (l+a)^->

Nous avons les valeurs suivantes de — en fonetion de —:
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a

T 0 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 1 OO

l
L

0 0,093 0,157 0,199 0,203 0,203 0,2035 0,2055

l
a

i 0,935 0,784 0,498 0,338 0,254 0,2035 0

On voit que pour — 0,4 la table a une resistance pratiquement egale ä

celle d'une table infinie.

B. Cas d'une charge uniforme.
Nous etudions oe cas pour l'hypothese de poutres ä nervures paralleles,

les differences etant tres faibles entre les deux cas (voir les tableaux
relatifs aux charges sinuso'fdales dans les deux cas).

Troisieme cas.
Poutres continues ä nervures paralleles.

Le nombre de nervures est suppose infini. Nous prenons pour origine
l'axe d'une table entre deux nervures. Soit 2 a la distance entre les nervures.
Nous posons toujours:

nnx
®=Lifn (y) COS -£-

et nous prenons pour /„ (y) une fonetion paire
en y, soit:

fn(y) an ch ~-j^ + bn cr —£-

Le deplacement v des bords y -= + a de la plaque
doit etre nul. On a:

LH—U

Fig. 7.

_ sr\tin\ ,nny( ,\ nny .nny ,~| nnxEv — ^—^Yi-j— (ß„(l + o) -£«0 + a)J + -^-ch-j^ 6„(l + ff)J cos -j-
D'oü:

a„ bn

L'effort normal dans la table est

1 —<;
!"+"(;

nna
~z~

N=2n\\äy 2n[^l
~. sr\ nn nnx2h Zj-— cos

L \ + a

La deformation de la table le long de la nervure est

2 .nnxbns\\~j~

Vx -OVy= 2j ~JJ~ °n

nna
/0 nna .<. x L(3-ff)ch—-(l + ff>- —

Sh-7TJ

nnx Me (\ e2\ w
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On a donc, pour definir bn

bn
L1

nna

(3 - o) ch — (l + a) — -—L 'nnaS|1TT

4hnn i\ e2\ nna
Mn-

D'oü:

(23) i^iL bn 3l
(l + (j)Z. £ nn/

72 (3 -o)(l +(j)ch-7— -(l+a)2L L x nnash:

(24)

(25)

S fl-^ //7TJC f

-^T-cos-^-A. ch
sh tf^fl

A. Cas d'une charge sinusoi'dale.
nal N sh -

L 2hLvx n(3 -f o) w ___ ^ß 1 +o 1

L 3 + ö na

Nous avons les valeurs suivantes de XIL en fonetion de ajL:

a

T 0 0,1 0,2 0,3 0,4
1

0,6
1

1

0,8
|

1 oc
1

i
T 0 0,093 0,158

i
{

0,191 0,204 0,209
1

1

0,207 0,206
1

0,2055

l
a

1 0,935 0,791 0,636 0,510 0,348 i 0,259 0,206 0
i

1

II est ä remarquer que ^— augmente quand — diminue jusqu'ä la

valeur 0,6 environ. On constate que les resultats different peu, comme il
fallait s'y attendre, de ceux correspondant ä une nervure isolee. Les
differences sont de l'ordre de 3 o/o au maximum.

Afin de simplifier les calculs, nous allons provisoirement definir l par
l'expression (11):

V
__ N

L 2 h L (vx — o vy)

Dans le cas present, on trouve:

V_ _ 2 shX
L ~~ n(3-a)(\ + a)

'
ch™_™ I±__ _i

L 3-o .nashT
En particulier, pour

L a 1 —ff2
1,01 =# 1
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V 2a

T ' L n(3-o)(Uo)
0,1995 4= 0,2055

Pour les valeurs intermediaires de la difference entre les deux expressions

passe par 0. Ceci provient de ce que, pour les tables etroites, ny provient
uniquement de la tendance ä la dilatation transversale et est donc positif.
Pour les tables larges, ny provient de l'equilibre des forces de cisaillement
et devient une traction, au moins pres de la nervure.

B. Cas d'une charge uniforme.
On a, avec l'expression (11) de — (au milieu de la portee):

s^ nn 2 nna

T

bn

ti:
oo

1 1

zjT2 }+ou»*" l

Posons:

«sp n2n2
Zj L2

Ah
q= n

nna
,n x .nna IA L(3-ö)ch-f — (1 +o)L 'nnaL sh~r\

L(e' + 1). l

K

11 vient:

n2I(3-o)

\I ' s) (3-o)(l + ff)

L2e nna
nsh-j- f u nna 1 + o nna 1 \ l

On en deduit:

(26)

avec la notatioi

(26') S

9 ' n\* L 3-o L
sh

Z 2

nna] .nna

L 1

M <+¦
s

— qZ n(3-o)(\ + o)

1

n I .nna 1 + a nna 1 \
.nna\ L 3 -ö L nna 1

~T~j

(M etant le moment total, egal ä SM,,.)
Pour le cas de charge considere:

3l - n/H-i 12

S=S (-i)*+1
112

ji2n2 n I ,nna \+onia 1

q H I ch —= Tnna \ L 3-o L nnash-^l sh^-
Pour les deux cas extremes, q oo et q - 0 on obtient:
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(27) 1«) q=0;
24 y(-l)"+1 sh nna

L ns (3- ff) (1 + ff) 'LJ ns ,»"« l + <? «Jt_a 1

A'
(28) 20) 9 ^; _

L 3-ö L .nna
1

I ö(1 + (j)(3-(j)vm^ _±^_
/ish-

ch nna \+o nna 1

Z- 3-ö L nnash~r
Dans le deuxieme cas, l'on peut retablir la valeur exacte de -j- (formule 12):

l N 2 1

L 2hLvx (3 + o)ti st* Mn nSMn ti \ .nna nna 1 1 + o 1

M nna\ L L ,nna3 + o\
sh —r— L sh —j— '

(28') -A *
L 6(3 + a) y\ (-\)nA

n sh

ch nna 1 + o tma 1

L 3 + 0 L -, nnash-r
On obtient ainsi les valeurs suivantes:

77
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,6 0,8 1 oo

0 <

r
T
;/

0

1,01

0,096

0,966

0,169

0,842

0,206

0,688

0,219

0,559

0,224

0,374

0,222

0,277

0,220

0,220

0,218

0

q oo <

L 0

1,01

0,095

0,951

0,172

0,858

0,217 0,237

0,721 0,593

0,244

0,407

0,241

0,301

0,239

0,239

0,237

0

<7 oo <

0

0

1,00

0,094

0,943

0,171

0,856

0,221

0,735

0,241

0,601

0,250

0,417

0,248

0,310

0,246

0,246

0,244

0

<7 0 < r
a

0

1,00

0,096

0,958

0,168

0,840

0,210

0,701

0,227

0,567

0,230

0,383

0,228

0,285

0,227

0,227

0,225

0

Les valeurs — pour q 0 sont calculees approximativement en multipliant

les valeurs — correspondantes par le rapport T, correspondant ä q oo.
a k

Quatrieme cas.
Poutres sur deux appuis ä nervures paralleles.

Dans ce calcul, nous negligeons l'inertie propre de la nervure (que nous
supposons donc reduite aux armatures tendues). Le probleme resolu au cas
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precedent, avec l'hypothese q ==- oo (/=0) permet de resoudre le probleme
de la repartition des efforts dans le cas d'une seule travee.

II suffit, en effet, de premira une travee calculee en continuite, de l'isoler
de ses voisines et de superposer aux tensions existantes un Systeme de
tensions determinees de fagon ä rendre nul l'effet de continuite. Pour cela,
on calcule les tensions normale et tangentielle au droit de l'appui et l'on
superpose des efforts opposes de maniere ä annuler les efforts sur la coupure.

Soit donc 0± 2 fn (y) cos —— la Solution du probleme dans le cas

d'une poutre continue. On a trouve:

'\-o
(£>x 2bn

Dans le cas oü /

1 + ff

nna

nna
nny nnych —r^- + er —£ cos nnx

0, la relation definissant bn devient:

Mn(l + a)L 1

e
bn

Ahnn „unjra

D'oü l'expression de <P1

Z.(l+(j)v M„
(29) Ol Ahne n sh H<7

nna

|ch^ + cr nny
th-

cos nnx

Au droit de l'appui (x L) les cisaillements sont nuls (sauf au droit des
nervures) et les efforts normaux sont:

(30) {nx)x_L — -ij^2-— 3 + ö
nna

th^
nny nnych—-^ + cr ~-^- (-1)Ä

Cette expression de (nxx)L n'est valable que dans Pintervalle (—a, ~\-a).
nxx est donc une fonetion periodique de periode 2a. Nous pouvons donc
Pexprimer en serie de Fourier developpee suivant y.

On obtient les developpements suivants dans Pintervalle (—a, + a):
kny

i nny ^ nna nach —^- 2 sh -7— • —v

II en resulte:

(i+ff)-
nna
IT

sh-
L L

73 + ff

\l+ff

4«2a8
L2

L2

nng
~T

Jt nnath —r-

1

COS
Jlj/ + H)*

cos

-f-1
+

+ Je2

nny nnych —r^- + er —-^
L

£2 °° (-lrcos-^-
na k — \

kny

n2a2

oo (-l)*£2cos^ + (i+^)S
+ *a '*-¦ fi£ + *)t

On en deduit la valeur des efforts complementaires pour le cas d'une travee
isolee:
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(3i) (4=, -^=t + SH) eha i + Zj iäTä 1+ V~a COS

SHr'^+|,H»»cos^|Hr.^-i5i| 1 +

^ L2Ä2'

La fonetion $2 donnant les valeurs des tensions complementaires dans la table
peut etre prise de la forme:

^ T* t kzix _ knx] kny A0a>2=S AÄch + ß*cr cos- ' + -£j2
Ecrivons d'abord ^ ¦= 0 pour a; L:

(d20\ ^k2n2 kny\.A D ,£L,t _ kLn] A* — —— L —TT-sin- ^ (,4* + ßÄ)sh +Bksr ^ 0
xdxdyJ k~\ a- a V a a \

A kLn _ kLn kLn ,kLn\Ak sh — — — Bk\sh h ch
a \ a a a

On a donc

Nous posons:

r(.kLn kLn kLn\
Ak Hk sh + ch

\ a a a J

Bk —Hk sh
kLn

II en resulte:

/o^v ^ s^ i kxnl ,kLn kLn\ kxn ,kLn\ kyn A0y
(32) 02 — z) //Jch sh—- + sr -er sh cos-^— + -^f-v ' Ä—, L a \ a a a a \ a 2

,o~v / 2, c2 Ü) K^k2n2rr\~ kxn kLn kLn\ kxn kLn\ kyn A

(33) (nx) -^-^ -2j—T-H* ch sr -fsh -er sh cos ~ + A0
oy2 k=\ al Y a \ a a a a \ a

00,0 .7

/oo,v / 2v sry k2n2 „\kljn .kLn. kLn] kyn

On en deduit:

(34) a SH)"+1^2eha

._.,, lÄiTT ,2/fe/^U2^,, ^ Af„ 1 / (1+ff)^
{34) hr+*sh-rH ^ H) ,SH)7-/Ta. rmv +77»"^ /*2a2 V "*" k2L*l
Au milieu de la portee:

/oc, 2, ^ k2 n2 rj kLjn ,kljn\ kyn.(35) (/I?)Ä=o=_JJ_^//^sr _ +sh-^-Jcos^ + ^0

SH)Äcos
kLn i kLn

sh — h sr
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AQ est la tension moyenne correspondant au moment sur appui pour la poutre
continue.

En particulier, pour y a (le long de la nervure):

1 +! 1 +

D'autre part, la valeur pour la poutre continue de (n,')0>a est:

00 AT

(35") <a Si4flfA(H")
3+fJ £ l .nna nna
1

ch —— + er —-
1 + a xhnJta L L

k2L2J

nna

sh-

/i^T^7

3-ftf //jra X~— ch _1+a L tnnash sh

nna

nna
L

D'oü la valeur totale de (nx)0>a -=- (*>A)0

(36) (vx)0 {vl)0 + (vX A0 + Z ^"
n==i aen

nna \ nna
3\a ,nna 1 + (J L \ L

4
C

~L ~
4 ~^);h"^

kLn f ^Tjjt
oo sr + sh

+ (-i)*+12 ß a 1

Ä l 71

+ ish
2££7r Ä8£a

a
1+-

n*a*

1 +
1+<J

1 + k2L*U
La largeur utile de la poutre etant definie dans ce cas par

(12'): (>'*)o 2ehk
En posant:

(37)
Mn A0 • 2 £/z#

V

(ju' est le rapport du moment sur appui au moment total) il vient:
// n a nna

(38) " u' + Sf« /3 + ff .nna 1 + ff X \ L
l~2~° _Z ^s7^/sh^P

COoo sr + sh
1 +

1 + G

i 2kLn ^ k2L2
a a n2a~

I. Cas d'une table infiniment large.
Dans ce cas, il faut faire a =^ oo dans la formule precedente. En multi-

pliant les deux membres de Pegalite par — et posant:

kL
a —

a

Abhandlungen V
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on voit que la valeur commune des deux membres tend vers:

(39) T=Slf,"[\^-3"l + { } Jo~2TTTihTT^]^(, + ~Tr3)^
2 ,,2'

L'expression entre crochets est fonetion de # seul. Appelons In Pintegrale
qui figure dans le crochet. Nous posons:

In 'oo + Jn
D'oü:

(40) L § ,<n [^ *" + H)"+1/«] + .»'/oo

On a en effet, par definition de p':

Nous donnons ci-apres, pour a =- 0,1 les valeurs numeriques de /„:
/«,= 1,83858 y5 +0,00110 /l0 I 0,00076 /15 =+0,00039
]x =-0,16957 /«. =+0,00135 /n =+0,00065 Ji0 +0,00022
y2 =-0,02723 /- =+0,00117 /12 =+0,00056 /30 =+0,00010
Jt -0,00473 /„ +0,00103 Jl3 +0,00049
y4 +0,00002 /,, +0,00088 /M +0,00044

i2*Cas cfane charge slnaso'idale: f*n Pl

£ 1,83858 :

~ 2 > A*

3,269

\ 0,3059L

#. C#s ^'#/z<? charge uniforme.

/« - 3> ^- ^2 „2

^ (3+.C02 ^ H)«+1 ^ 4[_ ^ Jn
/oo t 347 + j 213 _ Q Q72 2?488

/ ti n n* n*

i °'402

C. Cas cVune charge concentree.

Nous pouvons decomposer -y en deux parts, Pune due ä la poutre

continue, l'autre ä l'effet de la coupure.
L
l <'-"'> T +(x)

ia i \
w

continu coupure

L
(1 -|,') 4 + /''/oo + 2>„/„(-l)"+1

*" •"'/>. „,„,,„„
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La quantite -y- due ä la continuite est nulle au droit de la charge. Nous Pavons

calculee ä une petite distance de la charge (voir plus haut).

ä de la portee: (- 4,19
10 \ K )c

ää ^r de la portee: f y-j =5,27

On a:

t*2n-
1

n2 (2n-l)2

L^

l
D'oü les valeurs de

* (rl+ 0,91Q3 — 0,069°=
2,945

3,485

L '

L

a |7 de la portee — 0,340

ä ^y de la portee 0,287

II. Cas d'une table de largeur finie.
Nous ecrivons la formule etablie precedemment:

(42) l =„'+(,-,,')(f)

kLn kLn
sr + sh

^2kLn i k*L
+ \ sh 1 + —~ —

2__/ \\G
1 +

k2L<

oo oo
kLn t kLn

oo sr + sh

n 2 n

kL~i kLji
sr +sh

a a
kLn 1 ^2kLj+ ^sh

a z a
kW\^ n2a2\

+ n2a2^ k2L2'

Les 22 restants sont des series tres rapidement convergentes car le terme
entre crochets diminue rapidement quand n croit et ä partir de n 4 la
somme par rapport ä k reste inferieure ä 0,001.

A. Cas dyune charge sinuso'idale.

kLn kLn
sr — + sh

a

+ JlkLn+ *sh— —
a * a

'

1 /i+_L±^_\_i
k*L* I+. a*

(43')
3 + G ,na 1 + a L
-2~c T—J--^

na
iL

.ncsh -=-
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L
a

0 1 1,2 1,5 2 2,5 3 4 5 10 OO

k

a
0 0,305 0,366 0,445 0,585 0,676 0,743

'

0,831 0,882 0,967 1

l
X 0,305 0,305 0,305 0,303 0,292 0,270 0,248 0,208 0,176 0,0967 0

B. Cas cVane charge uniforme.

(44)
a

X
kLn kLn

+ shJ±\ + AVVJL S,~^+ a 1 /i _L+^_\+ 3U/, n2ZjZjn2 ' kL* 2kL* k*L*(i+ n*a*)
+ 4 sh -

a * a

nna

Hff_
n2a<

~¥L2/

<-) (^-"s^^m-^.^)
nna

nna
shTT

6(3 + t) ^_, 2 + ö[3+ff) ^ ^ (-1)»+
n L n Lj n

i
ch

nna
nna L 1 + ff

L sh nna 3-f rj

1

nna 1

0 1

'

1,2 1,5 2 2,5 3 4 5 10 | oo

a
0 0,408 0,493 0,603 0,736 0,816 1 0,865 0,923 0,954 0,979 1

X 0,402 0,408
'

0,411 0,402 0,36S 0,327 0,288
1

0,231 0,1908 0,0979 1 0

Amelioraiion de la largeur uiile.
On peut songer ä ameliorer la largeur utile en mettant au droit des

appuis des nervures transversales destinees ä ameliorer la repartition des
cisaillements. L'amelioration obtenue est faible. Pour nous rendre compte,
prenons dans le cas d'une travee isolee une table infiniment large et supposons
que la nervure additionnelle a une rigidite infinie. Dans cette hypothese on

peut traiter le probleme en considerant la travee
de portee 2 L comme formant partie d'une suite
d'elements de portee 2 L charges alternativement
avec des charges positives et negatives.

ii;iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii:n:i

-2L-
TMUT1

Fig. 8.

Posant:

Af 2iMÄcos^ \(L2 — x2)
n—\ Lj Z

on a:

*- rJ!- (2n + \)x 1

M cos -—n\. ' dx (-1) "+1 16/; L2
2L (2-1)«
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II en resulte que (dans le cas q =- oo):
\n+\

Jk _ _2
L n (3 -f g)

V (r\)n^ (2n-\y

(2//-l)a

16

n(3 + o) 0,915
0,435

au lieu de 0,402 s'il n'y avait pas de nervure; on voit que l'effet de la nervure
est faible, meme si on la suppose indeformable. II est certain qu'une sur-
epaisseur de table reduira plus efficacement les tensions qu'une teile nervure.

Verleitung der Spannungen in einer,
Druckplatte zwischen zwei Rippen —|—

-Reparilhon des tensions dans une table
de compression, entre deux nervures
Distribution ofstress in a compression
slab between ribs

=-(7
S c;*L§

1*3
I*|||sii
S>%«b «Ö

Sc;S§ \ / .05S 5 *? \C.y
/ ^

±: Werte - faleurs -Ratio Y/a
0 -

r*-Q2

£5-5TSS
9.5s:^ Balken auf zwei Slulzen

® Poutre sur deux appuis
Beam on two supporls
Kontinuierlicher Balken

(D Poutre continue
Continuous beam
Mittlere Spannung —

(D tension moyenne
Mean stress

*SHS
3§g

Abstand zweier Rippen 2 a.
Distance entre nervures 2 a.
Distance between ribs 2 a.

Stützweite 2L.
Portee 2L.
Span 2L.

Gleichmässig verteilte Last.

Charge uniforme.
Uniform load.

Die Einheit der Spannung ist gleich
der mittleren Spannung der Druckplatte

in einem Balken auf zwei
Stützen.

L'unite de tension est egale ä la ten¬

sion moyenne de la table dans une
poutre sur deux appuis.

The unit-stress is equal to the mean
stress for the compression flanges
of a beam on two supports.

(5) PLattenmille -Milieu de la table-Center of slab

Diagr. 1.

Repartition des tensions dans les tables.
Nous servant des resultats etablis precedemment, nous indiquons les

valeurs des tensions normales au milieu de la portee d'une poutre chargee
uniformernent, dans les 2 hypotheses de poutre continue et de poutre sur

deux appuis, pour les valeurs de -— egales ä 0,5 et 1.

Nous rappelons les formules trouvees:
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<*>!

A. Poutre continue.

L3(Uo)p^ (-l)*+i
2hn3e n-\ * unnan~l n3 sh —=—1j

L(\ + o)p^ (-1)»+i
2 h ic e tf-ii ns\\

x_ L(l + e)p$ (-1)»«nv*= 2h ne ~\ nnanbh L L

2hne n — \ .nnan~l nsh ~y~

1-0
l + <7

tf^a
3 + (j

th-g-
ß^Tfl

1-a
1 + n nna

n nn

l + a nna

nna
L \ *nny nny— ch —- + er —-/nna) L L cos nnx

nny < nny ^u nny
Lfh^ + ^sh

ch^ + ^sh^

shn^ + nnyQhnny
L L L

cos

cos

nnx

nny

sin nnx

Nutzbare Breiten der Druckplatten
(gleichmässig belastet)

Largeur utile des tables de compression
(chargees umformement)

Effective width of compression -flanges
(uniformly loaded)

100

SS

:<9^-ca *Sa.T«*SVh*/'*»<?><© v'<r
s^»; '$<£*h^ * $o*l'*e

*t> ä *
^.«fe.'^c^- «* r^s

5« V^^ca<^^

S^ 02
Abstand der Hippen
Distance entre nervures
Distance of ribs

Wert des Verhältnisses
Valeur du rapport I f

Stutzweite-Portee Span

WO

Diagr. 2.

•=*-^-^£ss
B. Poutre sur deux appuis.

Jw/ Rt £Z;7r\ kxn ^ kLnch—- sh-—~ + sr -er sh
a \ a a i a a

„.,H)»[^ishM-]K_-g]
1+itfL"

£27.2

COS
kyj

kxn Ä-L.t

^v =nx1 + A0
n2 eha SS

m, ""•"*toU """"* *Lri\ kxn kLn
OT^n cn sn +sr -er sh r 1

L « 2 a JL n2a2J L k*L

«,=v-4^ss' n2eha ^
kxn ÄXtt

ch sh sr
a \ a

+

kL

COS
kyn

Ln\ kx— -er —a a
Xn kLnsh

a

•¦«-"•[^^-^ih^i
l +

U(7
l +

cos
kyn
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kyn* *' + -¥^-SS
kxn kLn kxn kLnsh—- sr sr sh

a a a a
n2 eha »"<-'>T^is^][ug§-;]

1 l + C7
'

1 + - T-2n2a2
1+ ¥l~2

sin

ML pL2
,M) _ ^" fatigue moyenne sur appui — _0 2eha * J 1! 6^/za

Nous prenons pour unite, la fatigue uniforme de la poutre sur deux appuis:

n,
pL*

4 £/za

Sur appui et au milieu de la portee nx et —n/ s'ecrivent (rapportes ä n0):

i 1 t_ a-y 1

appui

milieu

a 2(l + (j)

Z 1

<z 2(l+^j)
nL

L
1 **?1 - e L

a-y 1

®n

L naJZl
\-e L

ch rt^- Qh n^ (a-y)
^L L HzZ L
n u nny ' /. /z^fl

shTT ^sh7^

^©«

2"0„(-l)"

ch

ch

nn(a--y)
a L
r 2nna -1

1— G 1

1 + (7 TT

3+ (7 J_
1 + o n

pour ny

pour /iÄ

Resume.
Dans ce memoire, nous avons etudie divers cas de repartition des

contraintes dans une table de compression d'une poutre, en partant des formules
de Pelasticite plane et nous servant des developpements connus en series
trigonometriques et hyperboliques. Nous indiquons ci-apres les resultats
obtenus.

La largeur utile 21 d'une table est definie par la largeur d'une table
fictive qui subit une contrainte uniforme egale ä la contrainte maxima de la
table etudiee.

Pour une table de largeur infinie appartenant ä une poutre uniformement
chargee et de portee 2 /,, la nervure ayant une inertie negligeable, le rapport
IjL a les valeurs 0,244 et 0,402 respectivement dans les deux cas de poutre
continue et de poutre sur deux appuis.

Dans le cas de poutres continues chargees uniformement, avec des
nervures distantes de 2 a (et approximativement dans le cas de tables de largeur
2a avec une nervure centrale), les formules (28), (28') et le tableau
correspondant donnent les valeurs de IjL en fonetion de ajL dans les deux
hypotheses: nervure infiniment rigide (q — 0) et nervure d'inertie negligeable
tg oo), le parametre q etant defini par la formule (17).

Dans le cas de poutres sur deux appuis ä nervures equidistantes la
formule (44') et le tableau corrrespondant donnent les valeurs de HL.
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Le diagramme 2 donne egalement les valeurs numeriques dans les deux
cas precites.

Enfin, pour des poutres sur deux appuis et des poutres continues
uniformement chargees, le diagramme 1 donne la repartition des contraintes au
milieu de la portee et sur appui, pour deux valeurs de Pecartement des
nervures.

Zusammenfassung.
Es werden die verschiedenen Fälle der Spannungsverteilung in der

Druckplatte eines Plattenbalkens behandelt, ausgehend von den Formeln des
ebenen Spannungszustandes unter Berücksichtigung der bekannten Entwicklungen

in trigonometrischen und hyperbolischen Reihen. Wir geben
nachstehend die erhaltenen Resultate an.

Die nutzbare Breite 21 einer gegebenen Platte ist bestimmt durch die
Breite einer ideellen Platte, deren gleichmäßige Beanspruchung der
Maximalspannung der zu untersuchenden Platte entspricht.

Für eine unendlich breite Platte eines gleichmäßig belasteten Balkens
mit einer Spannweite 2Z,, desssen Rippe eine unbedeutende Steifigkeit
besitzt, hat das Verhältnis IjL im Falle des durchlaufenden und des einfachen
Balkens die Werte 0,244 bezw. 0,402.

Im Falle des gleichmäßig belasteten durchlaufenden Trägers mit Rippen
im Abstand 2 a (und näherungsweise im Falle der Platte mit einer Breite 2 a
und mit nur einer Mittelrippe) geben die Formeln (28), (28') und die
entsprechende Tabelle die Werte von IL in Funktion von a'L an für die beiden
Mypothesen: unendlich steife Rippe (q Q) und Rippe mit unbedeutender
Steifigkeit (q oo). Der Parameter q ist durch die Formel (17) bestimmt.

Im Falle der einfachen Balken mit Rippen in gleichen Abständen liefern
die Formel (44') und die entsprechende Tabelle die Werte von IjL.

Das Diagramm 2 enthält gleichfalls die numerischen Werte in den zwei
vorgenannten Fällen.

Endlich gibt das Diagramm 1 für einfache Balken und gleichmäßig
belastete durchlaufende Balken für zwei Werte der Entfernung der Rippen die
Spannungsverteilung in der Mitte der Spannweite und auf den Auflagern.

Summary.
In this paper a study has been made of different cases of distributions

of strains in the compression slab of a T beam calculated in accordance
with uni-planar formulae of elasticity making use of the customary trigono-
metrical and hyperbolic series. The results are given below.

The effective width 2 1 of such a slab is defined by reference to the
width of an imaginary slab in which the strain is uniform and is equal to
the maximum strain in the slab under discussion.

In the case of a slab of infinite width forming part of a uniformly loaded
beam of span 2Z,, having a stem of negligible width, the ratio IjL has the
value 0.244 and 0.402 in the two cases of a continuous beam and a simply
supported beam respectively.

In the case of continuous beams carrying a uniform load in which the
stems are at a distance of 2 a apart (and also, approximately, in the case of
slabs of width 2 a having a central stem) the formulae (28) and (28') and
the corresponding table supply the values of HL as a function of a/L under
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the two hypotheses which correspond respectively to an infinitely stiff stem
(q 0) anda stem of negligible moment of inertia (q oo), the parameter q
being defined by formula (17).

In the case of beams resting on two supports and having stems at equal
distances the values of )JL are given by formula (44') and the corresponding
table.

Diagram No. 2 also gives the numerical values corresponding to the two
cases mentioned above.

Finally, for beams carried on two supports and for continuous beams
with a uniform loading, Diagram No. 1 shows the distribution of strains at
the middle of the span and over the supports, corresponding to two different
distances between the stems.
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