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ETUDE STATIQUE DES VOILES MINCES
EN PARABOLOIDE HYPERBOLIQUE TRAVAILLANT
SANS FLEXION.

STATISCHE UNTERSUCHUNG DER BIEGUNGSLOSEN SCHALEN
IN FORM VON PARABOLISCHEN HYPERBOLOIDEN.

TREATISE ON STATICS OF PARABOLIC-HYPERBOLOIDAL
SHELLS NOT STIFF IN BENDING.

F. AIMOND, Docteur és éciences, Ingénieur des Ponts et Chaussées détaché
au Ministére de PAir, Paris.

Chapitre A. Théorie générale.

§ 1. Etude géométrique.

Equilibre d’un quadrilatére rectiligne gauche
élémentaire.

Les contraintes agissant en un point m d’un voile mince en paraboloide
hyperbolique peuvent étre définies en fonction des contraintes agissant sur deux

Fig. 1.

éléments mm,, mmn,, dirigés suivant les deux génératrices g, et g, du para-
boloide passant en ce point, chacune de ces contraintes étant elle-méme définie
par ses composantes suivant les deux génératrices. En vertu d’un théoréme dit
a Cauchy, ces composantes se réduisent a trois distinctes (fig. 1), la composante
n, suivant la génératrice g, de la contrainte s’exercant sur I’élément mm,; la
composante 7, suivant la génératrice g, de la contrainte s’exercant sur 1'élé-
ment mm,, et les deux composantes égales 9 s’exercant sur les éiéntents mm,
et mm, et suivant la direction de ces éléments.

Etudions maintenant les conditions d’équilibre du quadrilatére élémentaire
mmy n’ my (fig. 2) formé par les génératrices g, g, et les génératrices infiniment
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voisines des deux systemes g’;, g’.. Pour cela, menons par le point 7’ la pa-
rallele a l’axe du paraboloide et marquons son point de rencontre m” avec le
plan tangent en m, c’est-a-dire avec le plan m, m m, Décomposons la charge
appliquée a ’élément m m, m’ m,, et les contraintes agissant sur le pourtour
de cet élément en leurs composantes suivant la direction des génératrices g, g,
et la direction de ’axe du paraboloide. Désignons les composantes de Ia charge
appliquée respectivement par z,, z, et z, et celles de la résultante des contraintes
agissant sur le pourtour par yy, v, et y. La composante y, est la somme de deux
termes: 10 la variation &, N; de la composante suivant g, de la force élastique
agissant sur m m,, quand on passe de ’élément m m, a ’élément correspondant
mym’; 2° la variation 6, ®, de la composante suivant g; de la force élastique
agissant sur m m, quand on passe de I’élément m m , a 1’élément correspondant
my, m’, soit: ‘
y1 = 03 Ny + 0, Oy,

N, et O, ayant les valeurs suivantes
N, =n,-mmy 6, =3 -mm,
On a de méme '
ve = 0y Ny + 05,6,
N, et O, ayant les valeurs
Ny, = ny »mm, O, = G- mim

d0; N, représentant la variation de N, quand on passe de ’élément m m, a Iélé-
ment m,m’, et d, @, repiésentant la valeur de O, quand on passe de Pélé-
ment mm, a ’élément m, m’. Quant & la composante y, c’est la somme des
projections des composantes tangentielles agissant suivant m, m’ et m, m’, soit:
m’ m” , m' m”

po m,+3-m2m o m,=2.‘}-m’m"
1 2

y =39 -mm.

Les équations d’équilibre du quadrilatére élémentaire m m, m’ m, sont d’ailleurs
évidemment

V1= 21, V2 = 22, Yy =2z
En explicitant les valeurs de y,, ps, y, ces équations s’écrivent:
o Ny + 0,0, =z, (1)
Oy N; + 6,0, = z, (2
z
Y= )

Détermination générale des contraintes.

L’équation (3) ci-dessus montre que la contrainte & ne dépend en chaque
point que de la valeur de la projection suivant ’axe du paraboloide de la charge
appliquée, cette projection étant effectuée parallélement au plan tangent, & étant
ainsi déterminé par ’équation (3) pour chaque quadrilatére élémentaire, les
équations (1) et (2) permettent le calcul des contraintes #, et n,.

Projetons le quadrilatére m m, m' m, parallélement 4 Paxe du paraboloide
sur un plan arbitraire 7 et désignons par do 'aire de la projection. Si nous
posons '

z=1"Cdo,

¢ peut étre considéré comme la densité de la charge appliquée rapportée au
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plan z. L’équation (3) s’écrit alors :
3 = kL A (3bis)
avec ‘
do
k= ——
2m'm” . _

Démontrons que % est une constante indépendante de la position et des di-
mensions m m; m’ m, sur le paraboloide. Remarquons d’abord qu’on peut
multiplier séparément 2 rz, et m m, par des facteurs quelconques sans changer 4.
D’autre part, si on déplace le quadrilatére m m, m’ m, de maniére a conserver
les mémes génératrices g, et g’, la longueur de m m, restant fixe, on se rend
compte immédiatement que m’ m” et d o restent fixes et qu’il en est par consé-
quent de méme pour k. Pareillement, %2 reste fixe quand on -déplace le
quadrilatere m m, m’ m,, les génératrices g, et g’, restant fixes. La constance de
k sur tout le paraboloide résulte immédiatement de Ia, le déplacement le plus
général du quadrilatére m m, m’ m, étant une combinaison des opérations précé-
dentes dont aucune ne thange la valeur de %.

On peut donc énoncer les trois lois suivantes:

1¢ La contrainte du cisaillement & s’exercant sur un élément de génératrice
est en chaque point proportionnelle a la densité { de la composante de la charge
parallele a I’axe du paraboloide, la projection étant effectuée parallelement au
plan tangent. :

20 La variation du produit de la contrainte #, par la longueur d’un élé-
ment de génératrice g, compris entre deux génératrices infiniment voisines g, g’,
est égale a la résultante des efforts de cisaillement appliqués aux segments
balayés par les extrémités de 1’élément considéré, augmentée de la résultante
des composantes suivant la génératrice g, des charges appliquées.

30 La variation du produit de la contrainte 7, par la longueur d’un élément
de génératrice g, compris entre deux génératrices infiniment voisines g.g’;
est égale a la résultante des efforts de cisaillement appliqués aux segments
balayés par les extrémités de I’élément considéré, augmentée de la résultante
des composantes suivant la génératrice g, des charges appliquées.

Ces lois permettent la détermination complete des contraintes dans le voile,
les valeurs de #, et 7, n’étant d’ailleurs définies qu’en fonction des valeurs prises
par ces quantités respectivement sur une génératrice g, et sur une génératrice g,
comme il est d’ailleurs évident étant donné que 'on peut appliquer aux ex-
trémités de toute génératrice des efforts quelconques dans la direction de cette
génératrice.

Cas d’un systéme de charges a direction et a intensité
constantes paralleles a 1’axe du paraboloide.

Dans le cas oit les charges appliquées sont toutes paralltles a 'axe du
paraboloide et de densité superficielle constante en projection sur un plan =
quelconque non parallele a 1’axe, le cisaillement & est constant sur tout le voile
et les contraintes 7, et n, peuvent étre prises nulles. Les cercles de Mohr cor-
respondants passent par deux points fixes de ’axe des cisaillements, le centre
de chacun de ces cercles étant le point de ’axe des pressions d’ot1 ’on voit le
segment formé par ces deux points sous 'angle double de l'angle des géné-
ratrices du paraboloide aux points correspondants. Or, pratiquement sur les
voiles qu’on peut étre conduit 4 réaliser, la variation de cet angle est faible de
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telle sorte que le centre du cercle de Mohr varie peu et par conséquent son
rayon est sensiblement constant. [l en résulte la propriété importante que le
voile est sensiblement d’égale résistance pour des charges de direction et d’in-
tensité constantes. La propriété est encore plus marquée au voisinage du sommet
d’un paraboloide a plans directeurs orthogonaux, comme on peut en rencontrer
le plus souvent dans la pratique oit une variation du premier ordre de la valeur
de l’angle de deux génératrices entrainant une variation du méme ordre du
centre du cercle de Mohr au voisinage de I'origine, correspond a une variation
du second ordre du rayon du cercle de Mohr.
Supposons le paraboloide limité a un quadrilatére A BC D
A et soumis & une charge totale 7, En appelant g la distance du
point C au quatriéme sommet E (fig. 3) du parallélogramme
8 D construit sur A B et A D, la valeur constante du cisaillement 3
est:
. P
4 = 35
comme on le voit immédiatement en reprenant le raisonnement
qui nous a conduits a 1’équation (3), g est une caractéristique
du quadrilatere A B C D indépendante du choix de 'ordre des
¢ sommets permettant de la définir, nous I’appellerons gauchis-
Fig. 3. sement du quadrilatéte. On peut alors énoncer la loi suivante:
dans un voile en parabploide hyperbolique soumis 4 une charge
de densité constante et paralléle & ’axe du paraboloide, le cisaillement ¢ a pour
valeur le quotient de la charge appliquée a un quadrilatére gauche quelconque
par le double du gauchissement de ce quadrilatere,

§ 2. Etude Analytique.

Equations générales de 1’équilibre funiculaire des voiles
minces 2 double courbure.

Considérons un voile mince a double courbure défini par I’équation de sa

surface moyenne z=f (x y) en coordonnées rectilignes. Par hypothese, le voile

g

Fig. 4.

ne supporte que des contraintes tangentes a sa surface moyenne, et il suffit
de déterminer en chaque point m de coordonnées x et y les contraintes agissant
sur deux éléments linéaires de la surface passant par ce point, par exemple (fig. 4)
les éléments m m, et m m, respectivement paralléles aux plans zox et zoy.
Décomposons la contrainte agissant sur chaque élément suivant deux compo-
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santes, 'une paralléle a ’élément, l’autre parallele a P'autre élément. La
contrainte ¢, agissant sur I’élément m m, est ainsi décomposée en une contrainte
t, parallele a m m, et une contrainte 7, paralléle a m m,; de méme la contrainte
¢, agissant sur élément m m, est décomposée suivant la. contrainte £, paraliele
a mm, et la contrainte n, paralléle 3 m m,. Les contraintes tangentielles ¢, et
{, ont d’ailleurs évidemment une valeur commune 2.

Considérons maintenant un élément superficiel infiniment petit du voile
mm, m' m, (fig. 5) dont les c6tés m m,, m, m’ sont paralléles au plan zo x et
les cOtés m m,, m, m’ sont paralleles au plan zo y. Soient x et y les coordonnées
du point m, et d’autre part d x et d y les composantes de m m, et m m, suivant
ox et oy. Supposons le voile chargé d’une maniére quelconque €t appelons
Xdxdy, Ydx by, Zdxdy les composantes suivant ox, oy, 0z, de la charge
appliquée a I’élément m m, m’ m,. Désignons en outre par a,, o, y, et o, 3, s,
les coefficients directeurs des tangentes m d, et m, aux éléments mimn, et
mm, au point m, c’est-a-dire les projections suivant o x, oy, oz du vecteur
unité porté par chacune de ces tangentes.

Sur Pélément m m, s’exerce un effort ayant pour composantes

: c 3%
suivant m&$,: —ny - mm, = — 1y —
2
. Ny
suivant mdy: — £, - mmy, = — 4 —{),—y
2
et par suite
S i . y J’ — al
SUIvant Ox.——fx ——fll -0.'1 —"—ﬂli’g’y
!))2 [),2
. O
suivant oy : —f/ = — ¢, [),y P =—04( 9y
2
: by gy ' ( 71 72)
suivant oz: —f,, = —n = -y — L -y =—\n S 459
fz ' ﬁz 71 ! ﬁ‘Z 72 1#2 + ' [))2 y
de méme sur ’élément m m, s’exerce un effort ayant pour composantes
: d
swivant md,: — 4 -mm; = — & a_x
1
. dx
suivant m$y 1 —ny - mmy; = — flg?tf
1
et par suite
. d.
suivant ox: — f," = — £, a_x oy = — L dx
1
. d
suivant oy: — f,” :—112—’E - By = —n2&dx
0y (31
; dx dx ( ¥y 72)
==y —ny— -y, = — |, )k
suivant oz: — f; B N — Ny s i ~+ 125 )

Sur I’élément m, m’ s’exerce un effort ayant suivant o x, oy, 0 z pour compo-
santes respectives f./ + df/, f, +~df/, [/ + df., et sur 'élément m, m’
s’exerce un effort ayant suivant ox, oy, o0z pour composantes respectives
L+ diE B+ dRY F” -+ df.”. La résultante des efforts agissant sur le
pourtour de I’élément m m, m’ m, a donc pour composantes
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suivant ox: df, -} df.”
suivant oy: df, 4 df,”
suivant oz: Jf; 4+ df.”.
Les conditions d’équilibre de 1’élément m m, m’ m, sont donc
dfy + 0} = Xdx dy
dfy +0f) = Ydxdy
df + 0f," = Zdx dy

avec _
’ o 4 ’
fr = ng 2=y h=H4Hdy fz=(”1£+tlﬁ)dy '
2 Ba B2
[/ " ___ EE ”_( _& ﬁ)
[« = £, dx fy_nzaldx fz = | a1+n2a1 dx
d’ol1
L e T S )
dfxmax nlﬁz dx dy dfy_ T dxdy df, = oy ”1,82 + tl;ﬁ’, dx dy
S =gl ar=[56)+ o)
0 _—dxd d :—( dedy df;=1—|¢ - dx d
fa= 5, 4% 9y =2z v df=lg\b o)t g\ y
Posons
g T g Py B, B e B & &f o FF
vl_’zlpy2) V2_”2a1) al_ax_p) ﬁz_ay_q) axg =17 Gxﬁy_s’ Gyg_t
on a
71 g Y1 ( yz
ny===pv t = g, "= =pJ 1, — = gV
18, PV, 18, q 2 o PY, "2a1 gve
et il vient ,
: . o _6___ , [8([]1’1) a(q3)] ;
dfx_g;dxdy A f == dx Jy gi; = P + P dx dy
" 63‘ ” av " a(p-&) 6(q 1’2)]
s = 89 .l :[ 0
f 6ydx6y of 2y dx dy df P + 3y dx dy
Les équations d’équilibre deviennent
ovy , 09
e Tay T X
09  dvy
ey =7
O(pvi) | 9(g9) , o(pd)  d(gve) __
oz o T ay Ty —F

La troisieme équation développée s’écrit
(?p ( 6p) 6(] (Cfv1 61‘}) (63 avz)_
n + +(9y P+ —v+p +6y +q(9_x—+6y == 7
ol en tenant compte des deux premleres équations
rvi +2s44+tvy, =Z—pX—gqV
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Si donc nous posons _

¢ est la projection du vecteur (X, Y, Z) sur oz effectuée parallelement au plan
tangent a la surface, et les équations d’équilibre §’écrivent sous la forme dé-
finitive

dn a9
0x oy =X
R ov,
ax T oy =¥

rvy + 259 4 tv, =

Détermination analytique des contraintes dans un voile
en paraboloide hyperbolique.
Nous appliquerons les équations générales précédentes au paraboloide
défini par ’équation
r— ™
B &b
représentant le voile en paraboloide hyperbolique déterminé par le quadrilatére
gauche O AC B (fig. 6) de cétés O A = a, OB = b et de gauchissement g,
par rapport a trois axes de coordonnées o x y z dont le premier o x est dirigé
suivant O A, le second o y- suivant O B et le troisieme o z suivant Uintersection
des plans menés par O A et O B parallélement 4 B C et AC respectivement.
En conservant les mémes notations, on a

_ & _&X — - £ _
P=73 9="3 r=0 s == t=20
et les équations d’équilibre sont 0
o, a4
ax T oy & 4
‘ B
o oV,
D, e 37 ,
ox T oy *
290 . v
—a—b—gzg >
soit en intégrant o
g _ tab Fig. 6.
=5
s ab 6(: te
v,_dex—Ej@dx—}—c

ab [ 0C
W, = J‘Ydy—ézj‘g;dy—k £k,

§ 3. Conditions générales d’emploi.

Réactions des appuis.

Un voile en paraboloide hyperbolique doit étre limité sur son pourtour
par des organes susceptibles de résister aux efforts qui leur sont transmis par
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le voile. Ces organes jouent vis-a-vis des voiles le méme réle que des appuis
vis-a-vis d’une poutre. Nous les appellerons appuis.

Les conditions d’équilibre du voile exigent que les appuis satisfassent a
certaines conditions. Nous distinguerons les systemes d’appuis isostatiques et
les systemes d’appuis hyperstatiques. Les premiers sont ceux pour lesquels
Péquilibre des contraintes dans le voile n’est possible que d’une seule maniére,
les seconds sont ceux pour lesquels il y a une infinité d’équilibres possibles
des contraintes dans le voile compatibles avec les réactions qu’ils développent.

Au point de vue de leur nature les appuis peuvent étre divisés en deux
groupes, les appuis simples et les appuis doubles. Les appuis simples sont
ceux qui ne peuvent développer des réactions que dans une seule direction, les
appuis doubles sont ceux qui peuvent développer des réactions suivant toutes
les directions d’un plan. Bien entendu les réactions développées par un appui
doivent se trouver dans le plan tangent au voile. L’exemple courant d’appuis
simples est constitué par ce que I’on appelle des tympans, c’est a dire des
poutres ayant une grande résistance a la flexion dans un sens et une reswtance
tres faible dans Ie sens perpend1cu1a1re

La disposition des appuis au pourtour d’un voile ne peut pas Etre choisie
arbitrairement. Lorsque le systeme d’appuis doit &tre isostatique si les charges
auxquelles le voile est soumis peuvent étre quelconques, il y a nécessairement
au pourtour d’un voile en paraboloide hyperbolique des appuis doubles sur une
partie de ce pourtour. Le reste du pourtour comprend un ou plusieurs bords
libres et des bords aménagés en appuis simples.

Lorsque le paraboloide est limité & un quadrilatére de génératrices, il ne
peut y avoir de bords libres et pour constituer un systeme d’appuis isostatiques,
il faut aménager deux des c6tés en appuis simples et deux des c¢6tés en appuis
doubles. Lorsque le paraboloide n’est pas limité par un quadrilatére gauche,
il existe nécessairement dans un systéme d’appuis isostatiques des bords libres
comme nous le verrons par la suite. D’une maniére générale la répartition des
bords libres, des appuis simples et des appuis doubles sur le pourtour d’un
voile en paraboloide hyperbolique se fait suivant les régles applicables a tous
les voiles minces a courbures opposées comme nous Pavons montré par ailleurs,

Exemples simples de voiles et d’associations de voiles.

~ Les modes d’emploi du paraboloide hyperbolique comme voile mince sont
tres variés. Nous nous bornerons pour 'instant i quelques indications sur les
voiles et associations de voiles limités a des quadrilatéres gauches rectilignes.

Le plus simple de tous les voiles de cette espeéce est évidemment constitué
par un voile s’appuyant sur les c6tés d’'un quadrilatére gauche suivant lesquels
sont disposées des poutres droites. La figure 7 donne un exemple de voiles de
ce type.

Si I'on juxtapose des éléments constitués par des voiles du type précédent
on obtient des associations plus ou moins variées de voiles limités 4 des quadri-
lateres gauches. La figure 8 représente un systéme compose de deux voiles
accolés suivant une génératrice commune.

La disposition la plus importante au point de vue des applications consiste
a juxtaposer quatre voiles limités chacun a un quadrilatére gauche, de manicre
que les c6tés communs des quatre voiles concourent en un méme point et que
les axes des paraboloides soient paralléles. Lorsqu’au sommet commun des
quatre quadrilatéres gauches, les quatre paraboloides ont méme plan tangent,
et que le c6té commun de deux paraboloides est dans le prolongement du coté
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commun des deux autres, comme dans la figure 9, on obtient un voile quadruple
qui se préte bien aux réalisations pratiques, parce que les réactions s’exercant
sur les c6tés communs des quatre voiles se font équilibre au point d’intersection
de ces c6tés pour des charges uniformément réparties en projection parallelement
a axe commun des paraboloides. Si comme dans la figure 10 les c6tés non
communs des paraboloides associés sont deux a deux dans le prolongement
Pun de ’autre et disposés suivant un rectangle, les réactions suivant les c6tés

non communs s’équilibrent et les réactions suivant les cotés communs se ré-
duisent a une force unique passant par le sommet commun des quatre quadri-
latéres gauches, lorsque les charges appliquées sont uniformément réparties en
projection parallelement 4 V’axe commun des paraboloides.

§ 4. Développement du calcul des contraintes.

Considérons un voile mince en paraboloide hyperbolique & axe vertical
soumis 4 des charges quelconques. Nous allons former des expressions géné-
rales des contraintes permettant une application facile aux cas les plus habituels
de charges verticales et de charges
normales et en déduire en parti-
culier le calcul des contraintes dans
les voiles minces utilisés en cou-
verture. - '

Données géométriques.

Nous considérons le para-
boloide rapporté a ses plans prin-
cipaux et a son axe (fig. 11). Son
équation sera de la forme:

2z ==rx2 4 £y
Les dérivées premicres de z par
_ rapport & x et y seront respective-
Fig. 11. ment désignées par p et gq;
' p=»Fe, =1%
L’axe oz est supposé vertical descendant. Les traces sur le plan x o y tangent

au sommet o des plans directeurs du paraboloide sont les droites oy et o)’
qui font avec I’axe o x Vangle ¢ défini par:
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i y 1
COSQp = ——— singp = ————
A ]/1__{
¢ ¥
sin2qo=2%v_—7rt c052¢=—:+:

¢ ayant le signe de »—£.

Les formules de transformation permettant de passer des coordonnées x
et y d’un point du plan x oy aux coordonnées y et »’ de ce point par rapport
aux axes oy et oy’ sont:

7+ _ r—7

’ V= —F7=
Vl—i. —L
r

et 1

X =

z
r 1 ¢
7*+7V“ﬁ?y

Vg r I K
b e R A

Les mémes formules sont applicables a la transformation des composantes d’un
vecteur rapportées aux mémes axes en remplacant les coordonnées du point
considéré par les composantes du vecteur.

Nous aurons besoin de I’expression du gauchissement unitaire £ qui est
par définition le quotient du gauchissement) d’un quadrilatére de génératrices
par la surface de la projection de ce quadrilatére sur le plan xoy. Si z est la
cote d’un point M de coordonnées x et y, y et y’, le quadrilatére des génératrices
passant par ce point et par le sommet o se projette suivant un parallélogramme
dont la surface est yy"sin2¢ et a pour gauchissement z. Donc

z
k*yy'sin.?.g
avec
2z = rx® 4 ty?, x:—yil_, y:__y—y
r : !
th— -]h__
t 7
d’olt '
r(7+:/')2+ tHy—7)» G@G+y)YP—G—7)
r t ' 1 1
1— = 1—— s i
k= ul 7 — d - — eV —rt
, EV—rt , eV—rt
L 207~

Données mécaniques.

On suppose que sur un élément d X projeté en d o sur le plan x o y s’exerce
un effort F d 2 ayant pour composantes suivant o x, o y et o z les vecteurs X d g,

1) Nous rappelons que le gauchissement d’un quadrilatére de génératrices est égal
a la distance comptée parallelement 3 Paxe d’'un des sommets au plan formé par les
cotés non adjacents. '
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Ydo et Zdo. Si 'on décompose cet effort suivant deux composantes dont
Pune est verticale et Vautre située dans le plan tangent au paraboloide, la com-
posante verticale aura pour valeur.

) {do=(Z—pX—qgY)do
et la composante tangentielle que nous désignerons par 7 d o sera définie par
les composantes de sa projection sur le plan xoy. Ces composantes ne sont

autres que X do et ¥V d o suivant les axes o x et o0 y. Suivant les axes oy et 0y’
les composantes de la projection de 7 d ¢ seront

rda:l(]/l—i-x+]/1—i-y)da
2 ¢ r

I"da:l(l/l—i-X— 1_i-y)da
2 t r
I'do et I"do sont d’ailleurs les projections sur le plan x o y des composantes

de 7 d ¢ suivant les génératrices.

Détermination des contraintes.

Les contraintes en un point M quelconque sont bien définies lorsqu’on
connait les composantes suivant les génératrices des contraintes s’exercant
suivant les éléments de génératrices, Ces composantes sont au nombre de trois:
n, qui est la composante suivant la génératrice du méme systéme que oy de la
contrainte s’exercant sur un élément de Pautre génératrice; n, qui est la com-
posante suivant cette derniere gé-
nératrice de la contrainte s’exer-
cant sur un é€élément de la pre-
miere; ¥ qui est la valeur com-
mune des composantes suivant les
génératrices des contraintes s’exer-
cant suivant ces génératrices.

La valeur de ¢ est immédiate-
ment connue; c’est:

'y ¢

2k 2eY—rt

Les valeurs de n, et de n, se dé-
duisent de celles des contraintes
réduites », et », correspondantes,
chacune de celles-ci étant définie
comme la valeur de la projection
de la contrainte correspondante 7,
ou #n,, rapportée a la projection
de I’élément unité sur lequel elle
s’exerce, toutes les projections
étant faites sur le plan xoy. Les
relations qui lient 7, et 7, & », et

S =
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Les équations qui déterminent », et », ne sont autres que lés équations
d’équilibre en projection suivant oy et oy’ lesquels s’écrivent immédiatement
comme on le voit sur la fig. 12, Ce sont

GEN RV

W-l- ay:-—FSIHZ(p
d 3

0y

En tenant compte de la valeur précédemment obtenue pour &, on trouve pour
v, et v, les valeurs suivantes, déterminées sur chaque génératrice a une constante
additive pres:

ZeV—rtJ‘ 1 j‘@f

W= — \I'dy — ~d

' r—it d 2¢eY—rtl oy 7

y :.ZSV—rtJF,d},,_ 1 j(")Cdy,
r—t 2¢y—rtd 07

Cas de charges verticales,
On a dans ce cas

Les contraintes somnt
1 ,
9:__‘?__ v :———wj‘gé,d;/, Vg = — L jazd;/

2eY—rf’ 2eY—rt ) oV 2¢eY—rt ) o7

Cas de charges normales au paraboloide.
Soit N Pintensité de la charge normale au paraboloide. On a

X =—pN, Y=—¢gN, Z = N
Posons:
o i r+¢t |,
G):1+/J“’+e7~=1—rf(r2+72+2r_tw),
on a '
E=NA+p24+9) =NO
F=—3[(r+0y+0—y|N=""In2%
4rt " 3y
S )
M=—3%[r—0y+ @+ HyYIN= 4rtN§?
Les contraintes sont
N(D
94 =
281~rt
— | (o )
y T/ — ——— 7 2N d
" 2ev—rtj »?+ 777
— |07 +2~ D)
Vo = — —————— 2N—‘d
) 26]/—rtj 3}’+ ar1%?



14 ' F. Aimond
On peut dans certains cas avoir avantage, comme nous le verrons, i prendre
au lieu des variables y et y’ les nouvelles variables

g = ky, g = k;/
On a alors des expressions de méme forme pour », et v,.

. 1 am)
v,__z—kj( ,+2Nag dg
1 aN a«p) i

mais 'expression de @ se simplifie et on a
=1+gt+g*—2gg Cos2fp

d’olt
a (D ’ (D I
— =2g—2g cos2¢, ; =2g —2gcos2
g g g 'z Y g g P
Nous allons, en vue des applications, traiter successivement trois cas parti-

£ et g de la pression N. Nous

Yo yo
aurons besoin a cette occasion des valeurs des trois intégrales suivantes

culiers correspondant aux valeurs

nd ,
—E:L(g—g cos2¢ + YD)
Jye

g—g COSZ()D dg:VIE

N

(202 309 cos2 — , ,
e le=gVP (¢ DLe~g cos2p+ | @)
ler Cas: N=L_
yo
On a
(Dai\’f:gcos2g——g’ 2Naa'?=4g—4gc052<p
og Vo og ' Vo
d’oit
3 [g'sin? 2¢ 3cos2¢ [g—g cos2¢
== 214 Vo ig 2% J Vo dg
3 cos2 3o sin22 ; —
=" Yo - 2EST 2P [ (g g cos2p + Y O);
2k 2k
de méme
3 2 in22 ;
ry = 2500 Ve — ~3—‘55—;-113—9“(4?—gc0529v+\/5)
2¢ Cas: N=_-5_
'
On a ;
9 . s . 2
(DaN_g cos2¢—gg 2Na(D_4gg 4g2cos2e

g’ Vo ’ g Vo
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d’ou
3 (gg'-g%cos2g 3 (2g2cos2p-3gg cos?2p+gg(1-3sin?2¢)
vV, =- dg —-— dg
2% Vo 4k Vo
3cos2¢ (2g2-3g¢ c052<pa, n 32 (1-3sin22¢) g—g’coszqod
4k VQ) 4% ‘/E)' &
+3g'2c05299(1~35in92¢p) dg
4k Vo
soit en définitive
3(:052 3(1 35m"2 3cos2¢(14+3g 2sin22 ,
NW=——g v gV + ( ?) gyo- 7 4kg (p)L(g~g cos2¢p+Y0)

on a de méme .
aN _&¢g "cos2¢p—g? W:gugg cos2¢+1 2NacD_4g-—4ggcos2cp

Wg Vo : Vo ’ g V’(E
d’ot1 ‘
1 {g*-5gg’cos2¢p+dg+l  , 1 j2g -3gg8 005299
”2—‘§ﬂ Vo ¢ =-7% Vo dg
7gc052cpjg gcosZ(pd , g% (8- 700522q;)+2j dg’
4% yo 57 4k Vo

soit en définitive

1, = 7c052 — (147 g2sin22 i
Ve =T 8 Vo + et \/ _ g4k (p)L(g—gc052<p+1/5)

3¢ Cas: N = i_
Vo
Ce cas se déduit du précédent en intervertissant », et », d’une part, o etg
d’autre part

7 2 "25in? . —
Tcos2p Y0 - (1+7g4zm 299)L(g—g0052<p+1/(1))

7’1=—4—kg1

L(g'-gcos2p+ VD)

3(:05299 YD+ 3(1—3sin22(p)gva_3cos2(p(1+3g25in22q>)

4% 4k

Vo = ———F

Calcul des couvertures.

Les couvertures sont soumises a trois systéemes d’efforts, celui de leur
charge propre, celui dii a4 la neige et celui dii au vent. Nous les étudierons
successivement.

10 Charge propre.
Si la couverture est un voile mince d’épaisseur constante et de densité w
par unité de surface, la charge propre appliquée correspond a:
X =0, Yy =0, Z=a V0
@ ayant la méme signification que précédemment. En prenant pour variables
les quantités g et g’ précédemment considérées on peut écrire
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_ SV(D _ J‘g gcos2 o
= 2kj i¢ =—37 dg

og Yo

_ ﬁcoquoJ’g—g'COSZcp j‘g sin?2 ¢
Y’ Vo 1€ =33 yo g

ou en définitive

2
V= COS (pr gsm 2¢L(g —gcos2¢ + ‘/(D)’

2%
de méme
e 2
vy = @ cosz(p\/(b — g;m—z—('zL(g'—gcosZcp + Vo)
2k 2k
par ailleurs
;10
Y
29 Neige.

La neige étant supposée uniformément répartie en projections horizontales
ne donne aucune contrainte »,, », suivant les génératrices.

30 Vent,

Deux cas sont a distinguer suivant la position des éléments frappés; ou
bien la pression du vent ne dépend pas de Vincidence et peut étre pratiquement
prise égale a une constante P;, ou bien la pression du vent dépend de I’incidence
seule et peut étre assez bien representée par une expression de la forme
2 P,sina, ot P, désigne une constante et a 1’angle de la direction du vent
avec le plan tangent a la surface frappée.

Le cas de la pression constante se traite immédiatement en faisant N = P,
dans les équations précédemment données, on a:

2p
v =— °j(g —gCos2p)g = — —(2gg — g% cos2p)

de méme
p()- 2 ’9
vy =—?(2gg—g=C052<p)
par ailleurs
P ’ '
3 —_—ﬁ(l + g2+ g2 —2gg cos2g)
Passons au cas oit la pression du vent obéit a la loi 2P, sina. On a
/ / yl

+A
vy cosb +cosce

-r

1-7 1——
—rxcosa—tycosb+cosc 4 V r

Vo - Yo
a, b, ¢ désignant les angles de la direction du vent avec les axes ox, 0y, 02z,
On peut encore €crire

sin ¢ =
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r_ . gtg __t  g-£

— cosa cos b + cos ¢
-y Vl__r_ ey-rt Vl__t_
. / -
sin o = —
Vo
Or
ro 1 ¢ —1
eY-rt V_i eV-rf V_L
I !
donc
__cosa+ COSb+Cosc
r
- V ‘
. 4
sina = —
(D

% cosa sintp(g+g) + cosbcosp(g—g) + cosc
yo

soit en définitive
[cos a COS(tp+—g) +cos b cos !p]g+ [cos acos (qf’+
Vo
L’expression précédente se simplifie si ’on suppose, comme dans la figure 13
que la direction du vent est définie par les angles 2, u, v qu’elle fait respective-

JT '
5) +cosécos (qo+n)]g +cose

sin ¢ =

ment avec la droite o L du plan x o y définie par (o x/\o L) =¢ -—f— %, avec la
droite OM du plan xoy définie par (ox, oM) ((p + ) et avec la

verticale descendante oz, On a en effet dans ce cas:

COs 4 = cosa - COS (qo-l— %) + cosb - cos g,

CosS i = €osa - COS (tp -+ %) + cosé - cos(p + n),

CoOsSv = COS ¢

et

gcos) + g cosp -+ COSv
v

sin «

.On a en définitive
gcosk + g cospu + cos:»
yo | Fig. 13.

N = 2P

Nous sommes ramenés aux trois cas précédemment traités, 1’application des
formules ainsi trouvées donne immédiatement

Abhandlungen 1V 2
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Po 3 N S
Vi =5y [(3cos2¢cosi-cos ) g+(3(1-3sin?2¢)cosi+Tcos2 ¢ cosp)g’+6cos» cos2yg] V@
P, . ; —
-+ 27;’ [(-gsin®2¢cos2¢cosi-Tsin?2qcos ) g'2-6g" sin22¢pcosr-3¢0s2¢cos A—cos x] L(g-g’cos‘erﬂ/d))
P, _— : : —-
v =g [(3cos2¢ cosp—cosi) g’ +(3(1-3sin22¢) cosne+7cos2qpcosi)g+6cos2q cosr] V'd)

P . . . .
+ 270 [(—¢sin®2pcos2pcosn-Tsin?2¢pcos i) g2-6gsin22¢ cos»-3cos2pcosu-cosi] L(g'—gcos2q+ V‘P )

J = fkq(g cos A + g’ cos 1t + €0S 7) V’E’_-

En ordonnant par rapport a cos 4, cos g et cos», ces formules deviennent:

». o ’ T & o , -
Py = C0S1[3(geos2p+(1-35in*2¢)¢) Y0 -3 (3¢ sin* 2p +1)cos 2¢p- L (g~ c0s 2+ | D)
2k - B
+cosu[(-g+7¢ cos2) Y0+ (-Tg*sin*2¢ - 1) L(g-g cos 2¢ + Y D)]
+ cosv[6cos2¢p Y © -6¢'sin?2¢p L(g-g cos2¢ + 1 )]

;—i: cosA[(-g' +Tgcos2) VD + (-Tg?sin2¢p—-1) L(g'-g cos2¢ + | @)]

2k — _
+ cosu[3(g cos2p+(1-3sin22¢) g) Y@ -3 (3 g2sin?2¢p+1)cos2¢-L(g'—gcos2¢p+Y D))
+ cosv[6cos2¢p Y@ -6 gsin?2¢p L(g-gcos2qp+YD)]

9 - e _

7 = ¢os LgV®+cosp-g V@ +cosv-ya.

k

Ces formules se simplifient lorsque le paraboloide est équilatere, ce qui cor-

respond & ¢ = % O L et OM sont alors directement opposés a 03" et oy.

= —cosh[6g V1+g2+g?]

Py

Py
2—k— ?
—cosu[eVi+g8+g 2 +(Tg 2+ 1) L(g+V1+g2+g?)]
—cosv[6g L(g+Y1+g2+g7?)]
A =—coskg VT+g+g% +(T@+) L(g +VT1g*+™)]
_2_76- |
—cosulbgyl+g2+g?]
—cosv[bgL(g+V1+g2+g2)]
l(} T e _fo ’ 3 . o ‘o 2 o fa
5= cosh-gY1+g%+g2 +cosu-g \/1+g5’-+g2+cos v Vitgi+g™.
1]

3

¢

§ 5. Abaques pour le calcul des contraintes dans les couvertures.

Les résultats du § 4 relatifs aux couvertures peuvent étre condensés sous
forme d’abaques. Pour faciliter l'utilisation de ces abaques nous rappelons
succintement les notations, les données et les formules auxquelles eiles se rap-
portent.
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Notations, données, inconnues.
Le paraboloide rapporté a ses plans principaux xoz et yoz et A son axe
o z supposé vertical descendant est représenté par I’équation
2z = rx® + ¢y,
Si on rapporte le paraboloide a ses génératrices au sommet oy et 0 ' qui font
avec o x 'angle ¢ défini par:

et/ — 44 r+'zc
M, COSz(P:——

) 1 ;
SiNp = ———, sin2¢ =

1
i e

e ayant le signe de r — £, son équation s’écrit

COSgp =—
L2 r—t

z = kyy sin2¢,
k étant le gauchissement unitaire défini par la formule
k=¢eV—rt.

Au lieu des variables ¥ et » qui ont les dimensions
d’une longueur nous rapporterons le paraboloide
aux variables sans dimensions
g=ky, g =1hy
Le rapport @ d’un élément de surface & sa pro-
jection horizontale s’écrit avec ces variables
D=14g2+g%—2gg cos2p.

Associons au systeme de variables g et g’ deux
autres systemes, le premier formé par les variables

g=g—gcos2p, g '=gsin2¢ Fig. 14.
le second formé par les variables
g =g —gcos2ep, g = gsin2¢.

Ces deux systemes sont identiques au systéme des variables g et g’ lorsque
le paraboloide est équilatére. Dans le cas général, il est facile de passer d’un
systeme a l'autre. La figure 14 montre les positions relatives des axes des trois
systemes. Les axes des g et des g, coincident et il en est de méme des axes
des g’; et des g’. L’axe des g’; est défini par la condition que ’axe des g’ est
le lieu des milieux des segments découpés sur 1’axe des g’; et la perpendiculaire
a Iaxe des g par des paralléles a Paxe des g. De méme I’axe des g, est défini
par la condition que ’axe des g est le lieu des milieux des segments découpés
sur I’axe des g, et la perpendiculaire a 'axe des g’ par des paralléles i ’axe
des g’.

Les contraintes en un point sont définies par leurs trois composantes n,, #,
et 7 s’exercant sur les éléments de génératrices parallelement & ces génératrices,
n, est la composante suivant la génératrice du méme systéme que oy de la
contrainte s’exergant sur un élément de Pautre génératrice; 1, est la composante
suivant la génératrice du méme systeme que o’ de la contrainte s’exercant
sur un élément de P'autre génératrice; J est la valeur commune des composantes
suivant les génératrices des contraintes s’exercant suivant ces génératrices. Seule
la contrainte ¥ est bien déterminée et facilement connue en fonction des charges
appliquées. Les contraintes 7, et n, ne sont déterminées sur les génératrices
qui les portent qu’a une constante pres, fonction de la position de la génératrice.
Associons a chacune des contraintes #, et 7, le rapport de sa projection horizon-
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tale & la projection de I’élément unité sur lequel elle s’exerce. Les deux quan-
tités ainsi obtenues sont les contraintes réduites », et »,. Elles sont liées a n,
et n, par les formules

n_ 1 +g'2sin22¢ ny 14 g2sin?2¢
. 14 g%sin?2¢’ vy 1 14 g2sin?2¢
qui s’écrivent encore avec les variables g’; et g’,

m_/T+a’ rz2_1/1+g2

v 14+ g2’ v 1+ g2
Les systemes de charges appliquées sont de quatre sortes:

10 la charge propre supposée répartie avec une densité constante ¢« par
unité de surface;

20 la charge de neige supposee uniformément répartie en projection hori-
zontale avec une densité w’ constante;

30 la charge de vent constant supposée s exergant normalement a la sur-
face avec une intensité constante P,;

40 la charge de vent variable supposee s exergant normalement a la sur-
face avec une intensité égale 4 2 P sina, oit P, désigne une constante et a
P’angle de la direction du vent avec le plan tangent a la surface frappée, di-
rection définie par les angles 1, u, » qu’elle fait respectivement comme le montre

la figure 13 avec la droite o L du plan x o y telle que (o X, 0 L)y=¢ —|——521—, avec
la droite o M du plan xoy telle que (o %, 0 M) = — ((p + i) , et avec la

verticale descendante o z.

Pour chacun des cas de charge précédents nous 1nd1querons les valeurs de
vy, vo et 9, les deux premiéres étant données sous forme indéfinie, c’est a dire
déterminées 3 a une fonction additive prés constante sur toute parallele a la di-
rection correspondante de la contrainte réduite. Les valeurs des contraintes #,
et n, se déduisent sans difficulté de celles de », et »,.

Fonctions y Q ¥, H, K L.
Introduisons les fonctions des variables j et j’

. {
% (3 J) :l/ +’.,2

1+
Q) = 6Yy14,24,7
P (h)) = ﬁjlloge (J"l“/l + 72473 ,
H(j,J) = JVTH 2472+ 17+ 1) og (j +VT+ 77+ /%)

K(i/) = 6/Y1+/7+7" .

L(ji) = 3@/ +Dlog. G+ VI+/+/) =31+ /24,7
dont les valeurs sont données par les abaques ci aprés. La fonction y (f,/)
permet le passage aisé des contraintes réduites », et », aux contraintes réelles
n, et n,. Les fonctions 2 (j,;’) et ¥ (j,;) facilitent le calcul des contraintes
dans le cas de la charge propre et les fonctions 2 (7,/), ¥ (j,7), H (j,/),
K (j,7), L (j,7) permettent un calcul rapide des contraintes dans le cas de la
charge de vent variable, Les cas de charge de neige ou de vent constant se traitent
directement sans Vintermédiaire d’aucune fonction.
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Voiles minces en paraboloide hyperbolique
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Passage des contraintes réduites aux contraintes réelles.
n ¥ L4
o= rlee)
1

1y

= x(g:,8)

Y

Charge propre de densité constante par unité de surface.

[

= Q(g1,g1’)

‘SIQ_

1

[\
[

”‘l

= 2(g1,8) cos 29 — W(g,, £,') sin 2

—h
I\J’ g
[~

=

2

= Q(gy,8y) c0s 2 — W(gy, g,) sin2¢

E

p—t
Do
_e

Charge de neige.

b _ 9
J_Zk
vy = 0
vy = 0

Charge de vent constant.

7;}—: 1+ g2+ 02 —2gg' cos2¢p
0

2k

B —g(2¢ —gcos2g)
B, = —g2g—g cos 2¢)

Charge de vent variable.

{

= cos L [K(g,8) + K(g:,8) cot 2¢] + cos u [K(gy, 23) + K(g2,85) cot 2¢]
+cos v £2(gy,8)

==~ c0s A[K(g,£1) sin 2 (1-cot®* 2 ¢} + L (g1,£1) cos 2] - cos u [H (g1, £1)
— K(g,&) cot 2¢] - cos » [ (g, £)) sin 29—~ 2(g,,81) cos 2¢)

= — cos L[H (gn,£7) ~ K (g€} cot 2¢] - cos u [K gy, £3) sin 2 (1-cot 29)
+ L (g5, 8:) cOS 2] — cos v [P (ge, ) Sin 2p — 2(g,,8;) COS 2.

Nl Rolx Qv
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‘ Chapitre B.
Théorie géométrique des voiles limités & des paraboles principales.

§ 1. Généralités.
"Définition des voiles étudiés.

Considérons un voile mince en paraboloide hyperbolique limité & un
quadrilateére curviligne formé de paraboles principales, c’est 4 dire de paraboles
paralleéles aux plans principaux (plans de symétrie) de la quadrique. Un tel
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voile peut étre calculé- par les méthodes générales applicables a tous les voiles
en paraboloide hyperbolique. Mais ce mode de calcul ne permet pas de mettre
aussi bien en évidence les propriétés mécaniques du voile que la méthode
géométrique que nous nous proposons d’exposer. Cette méthode repose toute
entit¢re, comme nous allons Ie voir, sur les propriétés géométriques élémentaires
de la parabole. :

Soit 4; B; C, D, un voile de cette espece (fig. 22). Il existe toujours deux
cOtés opposés, par exemple A, D, et B, C,, tels que les génératrices qui passent
par ces cbtés coupent un des deux autres cotés. On voit alors immédiatement
que les réactions d’un tel voile sur son pourtour peuvent se réduire dans tous
les cas soit 4 des forces appliquées le long de C, D, et a des forces appliquées
le long de A, B, soit a des forces appliquées le long de 4, B, et C, D, dans
les plans de ces arcs et a des forces quelconques appliquées le long de A; D,
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ou le long de B, C,. Ces circonstances résultent directement de l'indétermi-
nation des efforts de traction simple ou de compression simple que peuvent
transmettre les génératrices. Elles ont en particulier cette conséquence que les
réactions du voile supposé soumis a des forces toutes paralleles & une direction
fixe ne sont pas en général toutes paralleles a cette direction et ne sont méme
pas toutes contenues dans les plans des arcs de pourtour dans le cas oit la di-
rection fixe considérée coincide avec la direction de ’axe du paraboloide. Cette
particularité ne doit pas nous surprendre, elle est Panalogue du phénomene de
poussée dans les arcs. Toutefois elle constitue un inconvénient sérieux pour
les applications des voiles qui nous occupent, et il importe au premier chef
d’en atténuer les effets par un choix judicieux des formes de voile et de la dis-
position des points d’appui. C’est ainsi que parmi les voiles limités a quatre
paraboles principales, deux types fondamentaux méritent une attention spéciale.
Nous désignons ces deux types fondamentaux sous les noms de voiles normaux
et voiles semi-normaux.

Un voile sera dit ,,semi-normal‘ lorsqu’il se projettera horizontalement
suivant un rectangle dont les diagonales sont paralleéles aux projections des
génératrices. Un voile sera dit ,,normal‘ lorsqu’on pourra le considérer comme
la juxtaposition de 2 voiles semi-normaux. La raison de ces dénominations ré-
sultera d’elle-méme des propriétés des 2 types de voiles.

Contraintes réduites.

Pour la simplification de I’exposé nous ne considérerons que des voiles a
axe vertical dont les génératrices se projettent suivant deux séries de droites
paralleles.

Soit A, B, C, D, un tel voile (fig. 28). Projetons le horizontalement suivant
le rectangle AB C D. L’étude des contraintes dans le voile en un point quel-
conque M, peut étre remplacée par celle des contraintes en projection hori-
zontale au point M projection de M, contraintes que nous appellerons contraintes
réduites. Par définition la contrainte réduite s’exercant sur un élément unité
mm de la projection du voile est la projection de la force élastique s’exercant
sur ’élément 2, m, du voile projeté en m m. La répartition des contraintes ré-
duites autour d’un point suit d’ailleurs les mémes lois que les contraintes réelles
et la représentation de Mohr leur est applicable. En particulier on peut définir
les contraintes principales réduites comme les contraintes normales aux élé-
ments sur lesquels elles agissent. Il y a lieu de remarquer que les directions
des contraintes principales réduites ne sont pas les projections des directions
principales dans le voile, mais que deux éléments conjugués dans le voile se
projettent suivant deux éléments conjugués dans le plan des contraintes prin-
cipales réduites.

La connaissance des contraintes réelles détermine celle des contraintes ré-
duites et vice-versa. On peut remarquer a cette occasion que les contraintes
de cisaillement se conservent en projection. Voici ce qu’il faut entendre par la.
Considérons (fig. 24) sur le voile deux éléments m, m, et n,n, projetés en
mm et nn. Soient ¥, et v, les composantes suivant m, mz, et n, n, de la contrainte
C, s’exercant sur I’élément m m,, ¥ et » les composantes suivant mz 7z et izn de
la contrainte réduite ¢ s’exercant sur ’élément m m. On a:

191 = 19’
mais on n’a pas », = ».

Lorsque le plan tangent au voile est peu incliné sur ’horizon, les contraintes
réduites différent peu des contraintes réelles et on peut en premiére approxi-
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mation confondre les unes et les autres. La connaissance des contraintes ré-
duites et en particulier des contraintes principales réduites en grandeur et po-
sition donne alors une idée tres approchée des contraintes vraies et des con-
traintes principales réelles en grandeur et position.

Dans les applications nous définirons fréquemment la contrainte s’exercant
sur un €lément du voile par ses composantes suivant les paraboles principales
se croisant sur ’élément. La contrainte réduite correspondante se trouve alors
définie trés simplement par ses composantes suivant les directions rectangu-
laires avec les projections des paraboles principales. En particulier s’il s’agit
d’un ¢lément de parabole principale, la contrainte réduite pourra étre définie
par sa composante normale a I’élément projeté et sa composante tangente i cet
¢lément. Nous désignerons respectivement ces composantes sous les noms de
composante normale réduite et composante tangentielle réduite. Nous comp-
terons les composantes normales réduites positivement quand elles représente-
ront des compressions et négativement quand elles représenteront des tractions;
de méme, lorsque le voile sera rapporté a deux axes de coordonnées, les com-
posantes tangentielles réduites seront comptées positivement lorsqu’elles
tendront a provoquer Pouverture de I’angle des directions positives.

Fléches et déviations.

Précisons encore quelques définitions et propriétés qui nous seront utiles.
Considérons (fig. 25) tout d’abord un arc de parabole «, 8, & axe vertical projeté
horizontalement suivant a . Nous appellerons fleche de cet arc de parabole
la distance y, §, comptée verticalement entre le milieu y, de la corde a, 8, et le
point correspondant &, de ’arc. Nous appellerons déviation du méme arc de
parabole la valeur commune des distances a, & et 8,¢, comptées verticalement
entre une des extrémités de ’arc et la tangente a 'autre extrémité. La déviation
ainsi définie est quadruple de la fleche. Tous les arcs de parabole situés sur
des paraboles de méme parametre et ayant méme projection horizontale a g
ont méme fléche et méme déviation,

Considérons maintenant un paraboloide hyperbolique quelconque & axe
vertical. Nous attribuerons des valeurs algébriques aux fleéches et déviations des
arcs de parabole tracés sur la surface, le signe - correspondant aux arcs dont
Ia convexité est tournée vers le haut et le signe — a ceux dont la convexité est
tournée vers le bas.

Si nous considérons en particulier les arcs de parabole principale limitant
le voile, les fleches de ces arcs jouent un réle important au point de vue de Ila
résistance et du mode d’emploi du voile, nous les désignerons sous le nom de
fleches principales ou méme de fleches du paraboloide; c’est ainsi que les voiles
normaux ont des fleches qui sont dans le rapport de 1 & 4 en valeur absolue,
et les voiles semi-normaux des fleches égales et opposées.

Tympans.

Nous désignerons sous ’appellation de tympans des voiles plans venant
s’encastrer dans le voile suivant des génératrices ou des arcs de coniques. Les
tympans sont des éléments de transmission des réactions d’appui au voile,

Les tympans seront de préférence paralleles & P"axe du voile et dans des
plans de parabole principale. Un systeme de tels tympans n’est pas suffisant
dans le cas général pour transmettre tous les efforts appliqués aux points
d’appuis. Il est alors nécessaire de prévoir des €léments de contreventement
supplémentaires. Un des objets de la présente étude est d’indiquer les moyens
dont on dispose pour supprimer ces organes de contreventement et diminuer
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le nombre et Pimportance des tympans, compte tenu du mode d’application des
efforts.

Faisons a ce sujet une remarque générale relatwe aux voiles i quatre
tympans disposés comme I'indique la fig. 36. Supposons appliqué un systéme
quelconque de charges donnant sur tout le pourtour A, A,” B,” By’ des réactions
dans le plan tangent a la surface. Si on décompose les réactions appliquées en -
A/ By et A" B,” suivant les génératrices passant aux points oir elles sont ap-
pliquées, on voit que ’on peut remplacer les réactions considérées par des ré-
actions appliquées le long des tympans. Considérons maintenant les réactions
appliquées suivant les arcs A4, £/, A,” E,", B, F/, B,” F,”. En les décompo-
sant autant de fois qu’il le faudra suivant le plan du tympan et une génératrice
convenable en chaque point d’application, on parviendra a n’avoir de réactions
non contenues dans les plans des tympans, que sur les arcs £, Fy, E.” F,”,
E'E,”, F)'F". En faisant les mémes opérations sur ces derniéres réactions
on arrive finalement a n’avoir de réactions non contenues dans le plan des
tympans que sur un seul de ces arcs, £, E,” par exemple, Mais ce systeme de
réactions est hyperstatique. On vérifie en effet immédiatement qu’on peut tou-
jours équilibrer des forces quelconques agissant tangentiellement a la surface
sur 'un des trois arcs E,’ F/, F,' F,”, F," E,” choisi parmi ceux pour lesquels
aucune des génératrices passant par un de leurs points ne rencontrent le tympan
opposé, au moyen de réactions agissant dans le plan des deux autres arcs et des
réactions sur E,’ E,”. En supprimant le tympan contenant 'un de ces arcs, on
rend le systéme isostatique. Mais il y a d’autres procédés, on peut par exemple
ne supprimer que certaines parties de tympans convenablement choisies.

L’exemple précédent met nettement en évidence le processus des réflexions
successives sur les tympans des efforts qui se propagent suivant les génératrices,

§ 2. Voiles normaux.

Propriétés fondamentales.

Considérons fig. 26 le voile normal A," A,” B,” B,’ projeté horizontalement
suivant le rectangle A’ A” B” B’ et constitué par la juxtaposition des voiles semi-
normaux projetés suivant AA'B’'B et AA” B” B. . Les deux arcs de parabole
A1 A" et B/ B,” ont méme fleche f, les deux arcs A, B, et A,” B,” ont la
méme fléche f. On vérifie immédiatement que f==4 7. Nous appellerons 24
la longueur de la projection des arcs de fléche f et & 12 longueur de la projection
des arcs de fleche /. Tous les arcs de parabole tracés sur le voile parallélement
aux plans principaux ont méme fléche et méme longueur de projection hori-
zontale que les arcs limitant le voile qui leur sont paralleéles. Ce sont les arcs
de parabole principale du voile.

Cela posé, imaginons que le voile soit encastré suivant les arcs de parabole
A/ A" et By B,” dans des tympans verticaux que nous appellerons tympans
principaux. Les propriétés fondamentales du voile, considéré comme reportant
sur ces tympans les charges qui lui sont apphquees, sont alors les suivantes:

1o Le voile est en équilibre sous un systéme. de charges dont la densité
est constante sur tout arc de parabole principale de fleche f.

20 Le voile est en équilibre sous un systéme de charges dont la densité
est constante sur tout arc de parabole principale de fleche 7/ et a méme valeur
sur deux arcs de parabole de fleche / dont les projections “horizontales sont
distantes de a. _

Dans les deux cas la densité des charges est supposée mesurée en projection
horizontale, _
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Nous allons démontrer successivement ces deux propriétés et déterminer
en méme temps les valeurs correspondantes des contraintes dans tout le voile
et des réactions sur les tympans.

Supposons tout d’abord le voile chargé suivant une bande éiémentaire
a; a; fi f; projetée en aa g g, et limitée 4 deux arcs de parabole principale de
fleche /. Soit @ la densité de la charge supposée constante en projection hori-
zontale et a la longueur de la bande chargée. Le voile sera en équilibre 2 con-
dition d’appliquer en a, a; et #, 8, deux forces Q, g, tangentes i 'axe de para-
bole a, 8, et dont les projections horizontales ont pour valeur commune

B JR A I
K g7~ K
' v AT
! d # R
g @ S
=r—= PR 4 7%
1 ARy Y /ﬁ
b AN VAVl
¥ \\\\ Yaw4
| NN v
i NN s 7/
| \\\\ /’/,
ﬁ: \\\\ ,/,/
NN 7 s
: \\\\ ’//,
L RPN i B! P
- B' B > BH
a & ¢ |
s By i st i -asserone =
Fig. 26.’

Au lieu d’appliquer les forces Q, et g, il revient au méme d’appliquer les
forces Q/', g, @, ¢.”, ayant en projections horizontales la valeur commune Q,
suivant la tangente aux axes de parabole A/, A,” et B’ B,” aux points a,’ 8/,
a,” B,” ol les génératrices du voile passant par a et g rencontrent les tympans.
On voit en effet immédiatement que le systeme de forces Q,’, g,, Q.”, ¢," est
équivalent statiquement au systéeme des forces @, ¢;. En résumé, dans I’hypo-
these de charge envisagée, les réactions des tympans sont les quatre forces
Q' & g9/, q,". L'état de contraintes dans le voile se déduit facilement de
1a2). Suivant la bande chargée a,a, §, f; se propage un état de compression
simple défini par la contrainte de compression ayant pour projection horizontale:

@ - a? '

=7

2) Nous supposons dans ce qui suit pour fixer les idées, que la fleche f est positive
et les charges @ dirigées vers le bas. '
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et s’exercant sur les éléments de parabole principale de fleche / normalement
a ces éléments; suivant les éléments de parabole principale de fleche j ne
s’exerce aucun effort. Suivant chacune des bandes a;a,a, a, a,a, By,
BiBia,” a)”, B B 1" B", se propage un état de traction simple défini par la
contrainte mixte de traction-cisaillement s’exercant sur les éléments de para-
bole principale de fleche f’, dont la composante normale réduite est:

__ - a?
7= 7
et la composante tangentielle réduite:
/— w-a-b
=<g.J

Sur les éléments de parabole principale de fleche f s’exerce une contrainte mixte
de traction-cisaillement dont la composante normale réduite est:

. @b
¢ =—"717
et la composante tangentielle réduite:
‘ _@-a-b
b=y

Sur chacune des bandes a," )’ f,” 8", a," a,” 8/’ se propage un état de com-
pression simple défini par la contrainte mixte de compression-cisaillement
s’exercant sur les éléments de parabole principale de fleche f’, dont la compo-
sante normale réduite est:

_o-at
7= i
et la composante tangentielle réduite:
f_o-a-b
4.1 °

Sur les éléments de parabole principale de fleche f s’exerce une contrainte mixte
de compression-cisaillement dont la composante normale réduite est:

;- b
7 =4 - f
et la composante tangentielle réduite est:
,_ @ab
=77

La premiere propriété énoncée se trouve ainsi démontrée et les valeurs des
contraintes correspondantes dans le voile se déduisent immédiatement des for-
mules précédentes.

Supposons maintenant (fig. 27) le voile chargé suivant deux bandes élé-
mentaires o, a,’ g By, «”" a,” B;” B,” projetées en o’ a’ ' a”a” f7 B” et li-
mitées a des arcs de parabole principale de fleche f, Les deux bandes sont par
hypotheése distantes de a en projection horizontale. Soit encore « la densité
de la charge supposée constante en projection horizontale, cette densité ayant
par hypothese méme valeur sur les deux bandes considérées. Supposons de
plus que la largeur des bandes ait la valeur commune e. Le voile sera en équi-
libre a condition d’appliquer en «, a/, £’ B/, ai” a,”, " B.”, des forces Q,,q;,
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Q., 7:, tangentes aux arcs de parabole a,’ 8, et a,” f,” et dont les projections
horizontales ont pour valeur commune:

, wbH? ,
Q=" (= 47).

Au leu d’appliquer les forces Qi, ¢, @i, 7y, il revient au méme d’appliquer
les forces Q/, g/, Q.”, q,”, ayant en projection horizontale la valeur commune

Q’%, suivant les tangentes aux arcs de parabole A’ A,” et B’ B,” aux points

a)/, B, ", f;”. On reconnait immédiatement 1'équivalence des deux systemes

¥ iy
A u'\a’ A ala A"
N \
N
N
N N
\ \
/ §
8 ﬂ'lﬁ' 8 ﬁ'lﬁ' 5
a @

Fig. 27.

de forces. En résumé, dans I'hypothése de charge envisagée, les réactions des
tympans sont les 4 forces Q,, &1", ¢./, ¢.”. L’état des contraintes dans le voile
se déduit facilement de la. Suivant chacune des bandes chargées a,a,” " B/
et a,” a,” B,” £,” se propage un état de traction simple #) défini par la contrainte
de traction ayant pour projection horizontale:

, @ - b2

f]:——T

et s’exercant sur les éléments de parabole principale de fléche f normalement a
ces éléments. Suivant les éléments de parabole principale de fléche /' ne s’exerce
aucun effort. Suivant chacune des bandes «,"a,” 8,” 8, et a," a,” B/ B, se pro-
page un état de compression simple défini par la contrainte mixte de compres-

3} Nous supposons toujours pour fixer les idées que la fleche f est positive et les
charges @ dirigées vers le bas.
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sion-cisaillement s’exercant sur les éléments de parabole principale de fléche f
dont la composante normale réduite est:

' (I) * b2
et la composante tangentielle réduite:
w-a-b
fo=— 7
2f

Sur les éléments de parabole principale de fleche f s’exerce une contrainte de
compression-cisaillement dont la composante normale réduite est:

_o-a®
et la composante tangentielle réduite:
w+a-b
= ————
2f

La deuxieme propriété énoncée se trouve ainsi.démontrée et les valeurs
des contraintes correspondantes dans le voile se déduisent immédiatement des
formules précédentes.

Appliquons les résultats que nous avons obtenu 4 un voile normal & deux
tympans principaux dans les trois cas suivants de charge:

1¢ Charge uniformément répartie en projection horizontale de densité @.
20 Charge de densité & = @, [?E —F (;E)], @, étant une constante, E (x)
désignant la partie entiere de x, 2 4 étant la longueur de la projection horizon-
tale des arcs de parabole des tympans, et £ la distance comptée horizontalement
parallelement aux tympans d’un point quelconque du voile & Pun des bords

du voile autres que ceux des tympans.
30 Charge de densité o =a_)0-;—i, @, €étant une constante, & IaA longueur

de la projection horizontale des arcs de parabole principale perpendiculaires
aux tympans et # la distance comptée horizontalement perpendiculairement aux
tympans d’un point quelconque du voile 4 I'un des tympans,

Charge uniformément répartie en projection horizontale
' de densité w.

- Reprenons le voile projeté horizontalement suivant le rectangle 4’ A” B’ B”
avec A’ A" = B'B" = 2a, A’B' = A” B” = b, f désigne toujours la fléche de
P’arc de parabole projeté en A’ A”. Soient A et B les milieux de 4’ A” et de
B’ B", C’ et C” les points d’intersection de A’ B et A B’ d’une part, de A B”
et A” B d’autre part. A’ A” et B’ B” sont par hypothése les projections des
tympans principaux. On constate immédiatement qu’il y a trois états de con-
trainte dans le voile (fig. 28): _

1° Dans les parties du voile projetées suivant 4’ B’ C’ et A” B” C”, un état
de traction simple de direction perpendiculaire aux tympans et défini par la
valeur
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de la projection horizontale de la contrainte s’exercant sur des éléme’nts’paral-
leles aux tympans et normalement a ces éléments.
2¢ Dans les parties du voile projetées suivant A C’ BC”, un état de com-
pression double correspondant a des contraintes principales prOJetees horizon-
talement parallelement aux coOtés du rectangle A’ A” B” B’ dont les valeurs
sont pour la contrainte parallele aux tympans
w a®

qu

et pour la contrainte perpendiculaire aux tympans:
; @ b2

\\
B ﬂ" B B
Fig. 28.

3¢ Dans les autres parties, c’est a dire dans celles projetées suivant A 4’ C’,
AA"C”, BB'C’, BB’ C”, un état de compression et traction défini par une
contrainte de cisaillement

D-a-
=27
2f
s’exercant sur les éléments paralleles et normaux aux tympans, et par les com-
posantes normales s’exercant sur ces éléments, 2 savoir zéro sur les éléments
paralléles aux tympans et

 a?

sur les éléments normaux a ces tympans.
Les directions principales et les valeurs des contraintes principales sont
immédiatement connues dans les deux premiers cas. Dans le troisieme cas la

construction du cercle de Mohr conduit aux résultats suivants dans la région
A A C’. g étant le milieu de B B, les directions principales réduites sont paral-

i
leles aux bissectrices de ’angle 4 A’ #’, suivant la bissectrice intérieure s’exerce
une contrainte principale de compression ayant pour valeur
@ - a(a+ Va®+ 4b2)
4f
et suivant la bissectrice extérieure une contrainte principale de traction ayant
pour valeur

ai-a(\/a2+4b‘~’—a)-
47
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Les réactions des tympans sont des efforts tangents aux arcs de parabole qui
les constituent et ont pour valeur en projection horizontale

®-a-b

2f

par unité de longueur, Ces réactions sont toujours dirigées vers le point A pour
le tympan A’ A” et vers le point B pour le tympan B’ B”.

Charge répartie avec la densité & = w, l—j——E(éﬂ

Prenons le méme voile, & étant comptée a partir de A’ B’, on est conduit
aux résultats suivants: '

A’ 1] A [} A’ E
Valeur du coefficient K* — -
dans la formule " : -
Wert des Koeffizienten K’ \ g D2 ) 0% L LTS L
in der Formel T=Kg— |5 [LeB| FIF| FIEEE| F| F
Value of coefficient K’ 02 =
in formula
B 0 : g 8"
N
A A

Valeur du coefficient x
dans la formule

Wert des Koeffizienten x |, @oa- b
in der Formel =Ef T
Value of coefficient x
in formula
B, +: 8"
Q
A A E
Valeur du coefficient K <
dans la formule ] ~
Wert des Koeffizienten K Wy a?
in der Formel g=K 2f
Valie of coefficient K
in formula
BI
=~
Fig. 20. Densité de charge £ £
Belastungsgrofie } Wy [— —E (—)]
Intensity of loading & G

10 Sur un élément de parabole principale de fléche f s’exerce une contrainte
réduite ayant pour composante normale

' 7 a_)o b2
g =K 27
et pour composante tangentielle
. yab
a1 27

K’ et y ayant les valeurs données par les abaques de la figure 29.

20 Sur un élément de parabole principale de fleche /* s’exerce une contrainte
réduite ayant pour composante normale
g =K

2f
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et pour composante tangentielle

K et y ayant les valeurs données par les abaques de la figure 29,

i
7-

Prenons toujours les mémes voiles, 5 étant comptée a partir de 4’ A”. On
est conduit aux résultats suivants:

Charge répartie avec la densité o = o,

A 0 A o A E
Valeur du coefficient K’ i
dans la formule B a . 02
Wert des Koeffizienten K’ | , _,,, o 0* 0s 2 s 7%
in der Formel 7=K 2f 75 04 25
Value of coefficient K’ = ]
in formula ' 2 —
BE 0 25"
IS 8
A A A€
Valeur du coefficient z s | 34 UE
dans la formule BT IBEEN
Wert des Koeffizienten z @y-a-b i P ™ q s
in der Formel Y o [Ty |
Value of coefficient z. ANE: Y |g
in formula ' 8 g T N .
&= I
A A E
Valeur du coefficient K
dans la formule 0 g
Wert des Koeffizienten K g - at 1
in der Formel g=K 2
Value of coefficient K _
in formula B I's
IS 8
Fig. 30. Densité de charge Bt
Belastungsgrofe } 0l
Intensity of loading b

10 Sur un élément de parabole principale de fleche f s’exerce une contrainte
réduite ayant pour composante normale

’ ) a_J b2
g =K — 7
et pour composante tangentielle
__ . @ab
=y 37

K’ et y ayant les valeurs données par les abaques de la figure 30.

20 Sur un élément de parabole principale de fleche / s’exerce une contrainte
réduite ayant pour composante normale

Wy a?

7 =K
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et pour composante tangentielle
b @y alb

21
K et y ayant les valeurs données par les abaques de la figure 30.

Expressions générales des contraintes réduites pour une
charge de densité quelconque constante sur les paraboles
de fléche /.

Reprenons le méme voile et posons:

%= 3 =
- a b y - b .
¢ et n étant comptés, le premier a partir de A’ B’, et le second a partir de
A” B”. On est conduit aux résultats suivants; en désignant par = (y) la densité,
par y, et y; les deux fonctions définies par "abaque de la figure 31 et par ¢, ¢,
deux coefficients ayant les valeurs 1 ou — 1 suivant les régions du voile
comme l’indique la figure 32, -

Fig. 31.

Densité de charge
BelastungsgroBe z (y)
Intensity of loading

,_ b®
q = '17[51”(.171) + &3 7 (y2)]

Valeur des fonctions y, et y, dans les formules .
Wert der Funktionen y, und y, in den Formeln{ ¢ = 4n—f[51 a(n)+ ez (y:) 4 27(y)]
Value of functions y, and y, in the formula

¢ = ‘glalm (32) — & 7 ()]

A' ”
Fig. 32. Densité de charge - :
BelastungsgréBe } 7 {y) i -
Intensity of loading ‘ 2
) E;::Y (nd £1=:1 v E1=-1
Valeurs des coefficients et e Ez= 1 k2=
Werte der Koefﬁzienten} £, und g, &1=-1 £=+1
Value of coefficients and 8 Ez= 1 £2= 1 g
8

10 Sur un élément de parabole principale de fleche f/ s’exerce une contrainte
réduite ayant pour composante normale

/ b*
¢ =laaln)+ &x0)] g;
et pour composante tangentielle
ab
t = [eg () — 27 (r2)] 4f

20 Sur un élément de parabole principale de fleche /* s’exerce une contrainte
réduite ayant pour composante normale

g = lan(y) + e (ys) + 27 (p)] Z—;
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et pour composante tangentielle

b
t=[q a(yy) — e (yy)] Z—f

Expressions générales des contraintes réduites pour une
charge de densité constante sur les paraboles de fléche i
ayantméme valeur surdeux parabolesde fleche/ distantes
¥ de a en'projection.
Ui
b
par 7 (x) la densité, par x, et x, deux fonctions définies par I'abaque de la
figure 33 et par ¢, ¢, deux coefficients ayant les valeurs + 1 ou zéro suivant
les régions du voile comme Vindique la figure 34.

Reprenons le méme voile et posons toujours x — i, y = —. Désignons
a

" o A A A x
Fig. 33. Densité de charge g << RATEI
BelastungsgroBe 7 (x) %o~ e X > w0
Intensity of loading AN
-~ 's Vs - ”
- I e ” -
Valeurs des fonctions et 0/1 AN NN N,
Werte der Funktionen ; x; und x, /*}’ﬂ;/':{.g-“,:n&, ; R NG
Value of functions an I Bl O g R Gz o 8"
>
A A A
Fig. 34. Densité de charge
~ Er=1 &r=0
Belastungsgrofle 7 (x) ! e
Intensity of loading €0 ’ €1 .
& €0 ¢ €2-1 - i
Valeurs des coefficients et e _—
Werte der Koeffizienten ; e, und &, £;-1 €2-0
Value of coefficients and g > 8

19 Sur un élément de parabole principale de fleche f s’exerce une contrainte
réduite ayant pour composante normale:

=2

7 = [an(n) + anln) — (],

~

et pour composante tangentielle:

t = [&,(xy) — &7 (x,)] az-fb.

2° Sur un €lément de parabole principale de fleche / s’exerce une contrainte
réduite ayant pour composante normale:

. a?

g = [e1 (%) + &3 (xp)] f;c
et pour composante tangentielle: _
ab
t = [eg7(x;) — & 7(xy)] 2—f

Introduction de tympans secondaires.

Lorsque les tympans principaux ne permettent pas d’équilibrer les réactions
du voile, on peut envisager 'introduction de nouveaux tympans que nous appel-
lerons tympans secondaires. Ces tympans seront de préférence dans deux plans
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de parabole principale de fleche /; par exemple (fig. 35) suivant les arcs E\’ F/,
E\” F,” projetés en E' F’, E” F”. Un tel systéme n’est pas dans le cas le plus
général susceptible d’équilibre sans contreventement, mais il suffit toujours de
contreventer un des deux éléments de tympans principaux E, E,” ou [y F”,
mais on obtient alors un systeme hyperstatique. On peut toutefois disposer de
Iindétermination laissée jusqu’ici dans le choix des tympans secondaires pour
qu’aucun contreventement ne soit nécessaire dans des cas bien déterminés de
charges. Le systéme reste cependant hyperstatique, mais nous verrons qu’il est
facile d’éliminer les éléments surabondants.

Fig. 35.

B'\ Fl
: i
e e SR s

Cherchons.en particulier a réaliser 1’équilibre sans contreventement pour
des charges dont la densité est constante sur tout arc de parabole principale de
fleche f. 11 est facile de voir qu’il suffit que les tympans secondaires soient en

projection horizontale distants de —‘21—. De tels tympans seront dits normaux.

Supposons en effet cette condition réalisée et supposons le voile chargé suivant
une bande limitée & deux paraboles de fleche f. L’équilibre sera réalisé i con-
dition d’appliquer aux extrémités de la bande des efforts convenables normaux
aux tympans principaux. On se rend compte immédiatement par le procédé des
réflexions successives qu’il est toujours possible de remplacer ces forces par
d’autres appliquées normalement aux mémes tympans mais sur les arcs £/ E,”
et Fi' F,”. Soient E, et F, les points d’application de ces forces, E et F leurs
projections. Les projections des forces considérées sont évidemment égales et
opposées et on reconnait sans difficulté qu’elles se font équilibre dans le voile
suivant les génératrices E e, ¢, F et E¢,” ¢’ F. Le systéme est d’ailleurs hyper-
statique, car deux forces égales et opposées appliquées par exemple en E et F
tangentiellement aux tympans se font également équilibre dans le voile suivant
les mémes génératrices. _

On peut rendre le systeme isoslatique en supprimant le tympan E, E,”,
ou le tympan F,’ F,”. On arrive au méme résultat en supprimant un des demi-
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tympans £/ Gy, F’ G/, E;” G, F,” G,” G/ et G,” désignant les points des
arcs £, F,’ et E\" F\” projetés sur les milieux de E'F’ et E”F”. On peut
d’ailleurs aussi bien supprimer deux éléments de tympans choisis sur deux des
quatre arcs considérés a condition que tout circuit tel que E ¢/ ¢," F &' &" E ne
rencontre pas plus d’un tympan supprimé.

Revenons au systéme primitif. Il n’y a plus d’éléments surabondants si
I’on assujetit les réactions a étre, en projection, symétriques par rapport i la
projection de G,"G,”. Nous allons tout d’abord calculer les contraintes dans
le voile, dans ce cas 1a; il est évident que, pour passer de ce cas & celui d’un
systeme isostatique tel que le précédent, il suffit d’appliquer au droit des élé-
ments de tympans supprimés des forces égales et opposées aux réactions cal-
culées aux points correspondants dans le cas de réactions symétriques en pro-
jection. Le systeme de forces ainsi appliquées n’intéresse que l'intérieur du
voile E, E,” F,” F,’ et le probléme posé revient au calcul des contraintes dans
un voile normal limité a quatre tympans, lorsqu’on supprime tout ou partie de
certains de ces tympans et que I"on applique au droit des éléments ainsi sup-
primés des forces tangentielles convenables.

Calcul des contraintes dans un voile normal a tympans se-

condaires normaux chargé avec une densité constante sur

les paraboles principales de fléeche f/ et dontlesréactions
sont symétriquement disposées.

Reprenons le voile de la fig. 35 et supposons par exemple que £7 A” > A" E'.
Nous prendrons pour axes des & et des 5 les axes A” B” et A’ B’ et nous pose-

rons x = 54, ¥y :,;L. La densité de la charge sera la fonction @ (x). Distinguons

deux cas:

10 E” A” < A A”. Décomposons le voile en six zones numérotées 1, 2, 3,
4, 5, 6 comme l'indique la figure 36, les arcs de parabole principale de fléche
fy HY K et H,” K,” étant définis en projection par

A'H = AE", H'A"=E'A. -
A'A
7ty (%), 73 (x) telles que
7(x) = (%) + 7z (x) + 75 (¥)

et définies par le tableau suivant dans les différentes zones 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Posons 1 = , et décomposons la fonction x (x) en trois fonctions =, (x),

fonctions | zone 1 zone 2 zone 3 ‘ zone 4 zones 5et6
m@) |7 | m(x+l) 7(x+1) w{x-1) 7 (x)
g (%) 0 [2()-n(x+)| 7 RA-x)-7Ql+1-x) | a(2i-¥)-a(24+1-x) 0
y (x) 0 0 a@)-a(x+1)-xRA-) | a(x)-w(x-1)-71(24i-x) 0
+a(2A+x-1) +a(22+1-x)

Les contraintes dans le voile seront la somme des contraintes obtenues en
chargeant successivement avec les densités my (x), =, (x), 715 (). Or les con-
traintes dues aux charges m, (x} sont connues par application de formules déja
données, puisque les charges ont méme valeur sur denx arcs de parabole de
fleche f distantes de A’ A en projection. D’autre part les contraintes dues aux
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surcharges de densité z, (x) seront déterminées plus loin dans I’étude des voiles
semi-normaux, en remarquant, que ’ensemble des zones 2, 3, 4 forme un voile
semi-normal a 3 tympans principaux H," E,”, K,/ F,”, E/' F,’ chargé symétrique-
ment par rapport au tympan principal £, F,".

Enfin les contraintes dues aux

_charges de densité a, (x) sont également connues par application des formules
déja données au voile normal E,/F/F,” E,” chargé avec la densité a, (x) et
dont E,/F,/ et E,” F,” sont les tympans principaux.

B K

Fi B F"
Fig. 36.

K" Bn

6! g

lad 8 K

Fig. 37.

20 E” A" > A A”. Décomposons le voile en six zones numérotées 1, 2, 3,
4, 5, 6 comme indique la figure 37, les arcs de parabole principale de fléche
'y HY K et H,” K,” étant définis en projection par

AH =AA+ AF

Posons A = ——

AH =24'F,

4

A et définissons les fonctions =, (x), , (x), @5 (x) par le tableau
suivant:

fonctions | zone 1 zone 2 zone 3 zone 4 zone 5 |zone®
7, (%) 7 (x) m(x+1) a(x+1) 7 (x+1) a(x-1) | 7w (x)

Ty (X) 0 |[7#RA-%)-7(2i-1-x)|7a(Qi-x) -7 (2i+1-x)|m(x) s (x+1)|m(x)-(x-1); O

g (x) 0 |[7@)~-7(x+D)~-=2Qix) |7 (x)-n(x+1)-7(22-x) 0 0 0

-m(2-1-x) +a(2h+1-x)
On a:

(%) = 1 (%) + 75 (x) + 75 (%)
et par conséquent les contraintes dans le voile sont la somme des contraintes
obtenues en chargeant successivement avec les densité m (x), @, (%), a5 (x).
Or chacun des chargements partiels donne des contraintes calculables par. des
formules connues, le chargement de densité &, (x) ayant méme valeur sur deux
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arcs de parabole de fleche /* distantes de A’ 4, le chargement de densité x, (x)
étant un chargement symétrique du voile semi-normal E, H,” K,” F, a trois
tympans principaux E,H,”, Fy' K,”, E,” F,”, enfin le chargement de densité
w1y (x) étant celui du voile normal E; E,” F,” F,” aux deux tympans principaux
Ell FII, Elll Fl”. *

Calculdescontraintesdansunvoilenormallimité a quatre

tympans et chargé avec une densité constante sur toute

parabole principale de fléeche f/ perpendiculaire aux tym-

pans principaux et dont les réactions ont été rendues iso-
statiques.

Soit le voile normal E, E,” F,” G,” projeté en E'E”"F”"G" tel que

EE” =%, E'F’" = b. Prenons comme coordonnées les distances & et 5" aux
droites £’ F’ et E' E” et posons x’ = %, y':%. Nous allons indiquer les ré-

sultats dans quatre cas.

Densité de charge ‘
Belastungsgrofis R (x)
Intensity of loading

Al Ft f.n A" G’ 2
Valeurs de et
Werte von ¢y, und y,
Values of and
BI F! f' 3"
Fig. 38. Fig. 39.

10 ]l S’agit d’un voile du type de la figure 38, o Pélément de tympan
E) E\" est supprimé.

Nous supposerons appliquées a arc E,” E,” des réactions tangentielles avec
une densité R (x) comptée positivement dans le sens des x croissants. Les
contraintes réduites seront respectivement.

7 = RE)— R 5 -

_R(x) + Rix))
B -

g = [R(x,') — R(x,)]

4

e
7 2b
x, et x, étant donnés par ’abaque de la figure 39.

20 [l S’agit d’un voile du type de la figure 40 oa le demi-tympan E,” Q"
est supprimé.
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Nous supposons appliquées a l’arc £,” G,” des réactions tangentielles avec
une densité R (y) comptée positivement dans le sens des y croissants. Les
contraintes réduites seront respectivement,

[4

7= [-R0) + R0 o

£ R(y,) — R(J’z’)
2

¢ = [—R() + RO 55

¥ et y, étant donnés par I'abaque de la figure 41.

Densité de charge
BelastungsgroBe R(y)
Intensity of louding

Valeurs de , etde |,
Werte von .y, und y,
Values of and

8 b
Fig. 41.

A A"
G G"

8 F F 8

Fig. 42.

30 1l S’agit d’un voile tel que celui de la figure 42 oi les deux tympans

secondaires normaux E F,/ et E,”" F\" sont supprimés sur les arcs E,' Gy et
.o b

E.,” G," ayant pour projection q

Nous supposerons appliquées a l’arc £, G,” des réactions tangentielles avec
une densité R’ (y) et a l'arc E£,” G,” des réactions tangentielles avec une deusité
R” (), les densités étant comptées positives dans le sens des y croissants.
Les contraintes réduites seront respectivement. '

7 Fa— ’ ’ I'4 ’ »” ” ” ” ” " b
g =6 R()—&R(p)—a" R () + & R (y )]2—5

&' R'(y) + & R (7)) — &' R"(n") — & R (")
2

=
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g = [a'R'(n) — &' R'(35) —&"R"(1") + &"R" (1) %

yi's ¥o's 11", ye” étant données par les abaques de la figure 43, &/, &/, ", &"

par ’abaque de la figure 44.

40 [l S'agit d’un voile tel que celui de la Jigure 45 on les deux tympans
secondaires normaux E, F\' et E\" F," sont supprimés sur les arcs G/, et

J\" G, ayant pour projection —i- issus des points G\ et G," ayant pour pro-

jections les milieux de E'F' et E" F”.

P

Valeurs de ] :

Werte von ; yi, y., 11, Vi

Values of ik b
Fig. 43.

G»

E£1-€3°0
Ef=€y=1

Er-Ez-1
Er=€300

ErvE5m0
E7=E3n1|pn

€778€5°1
Fler-€3-0

L4 " "
Werte von 25y £ &

Values of
Fig. 44.

Valeurs de) )
£,

Fig. 45.

A, E E~ An
In
& &
J
Br F F Bl

Nous supposerons appliquées a ’arc G," /,* des réactions tangenticlles avec
une densité R (y) et a I'arc /,” G,” des réactions tangentielles avec une den-
sité R” (y), les densités étant comptées positives dans le sens des y croissants.

Les contraintes réduites seront respectivement

7’7 2 Fl s ’ ’ ’ " 'l ”» ” " " b
g =l R(W)—&RW)—e R () + &R (y, )]%

— 32’R’(.V1,) + Ez’R,(J’z;) — & " R'(p,") — &"R"(y.")

2
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g = [/R' () — &' R'(3) — & R'(1") + &' R' (0N

vy vy yi” et y,” étant données par les abaques de la figure 46, ¢/, &, " et &”
par P’abaque de la figure 47.

8 3. Voiles semi-normaux.

Propriétés fondamentales.
Considérons un voile semi-normal A, A,” B,” By’ projeté horizontalement
suivant le rectangle 4’4" B” B’. On peut Penvisager comme formé par la juxta-
position des voiles normaux projetés suivant A A’ B’ B et A A” B” B. Les deux

o F E' E £’
r r J\j
D 5|
1! ?‘ )
| $ 1
I o WS
L -4 o I
L h
o |
S : )
1
| 1.6 6" _y g 6
!
!
i
I
| o
B O I
£1-E3=0
F £ F 57=£2‘7 E77E5-0] Fr
S S
Valeurs de Valeurs de
Werte von Yis Vor Vir Vi Werte von ¢ ¢/, ¢,, &, &,
Values of Values of
Fig. 46. Fig. 417.

arcs de parabole A, 4,” et B B,” ont méme fléche f, les deux arcs A4, By et
A" B,” ont méme fleche f. On vérifie immédiatement que f = — /. Nous
appellerons 2 ¢ la longueur de la projection des arcs de fleche f et 4 1a longueur
de la projection des arcs de fleche f. Tous les arcs de parabole tracés sur le
voile parallélement aux plans principaux ont méme fléche et méme projection
horizontale que les arcs limitant les voiles qui leurs sont paralléles. Ce sont les
arcs de parabole principale du voile.

Cela posé imaginons que le voile soit encastré suivant les arcs de parabole
Ay Ay, BY B,”, et 4, B;*) dans des tympans verticaux que nous appellerons
tympans principaux. Les propriétés fondamentales du voile considéré comme
reportant sur ces tympans les charges qui lui sont appliquées sont alors les
suivantes:

19 Le voile est en équilibre sous un systeme de charges dont Pintensité
est constante sur tout arc de parabole principale de fléche f.

20 Le voile est en équilibre sous un systéme de charges dont la densité
est constante sur tout arc de parabole principale de fleche f/ et a méme valeur
sur deux arcs de parabole de fleche / dont les projections horizontales sont
symétriques par rapport a A B.

4) Les points A,, B, sont les points du voile projetés en A4, B.
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Dans les deux cas la densité des charges est supposée mesurée en pro-
jection horizontale. Nous allons démontrer successivement ces deux propriétés
et déterminer en méme temps les valeurs correspondantes des contraintes dans
tout le voile et des réactions sur les tympans.

Supposons tout d’abord le voile charge suivant une bande ¢lémentaire
a;a; B1 B projetée en ca g f et limitée a deux arcs de parabole principale de
fleche f (fig. 48). Soit w la densité de la charge supposée constante en pro-
jection horizontale et e la longueur de la bande chargée. Le voile sera en équi-
libre a condition d’appliquer en a, a, et 8, 8, deux forces @, ¢, tangentes a
’arc de parabole a, f, et dont les projections horizontales ont pour valeur
commune

-
-~ -~ N’/ //
~ ~ -~ -
- 5y -

8 02% 8
Fig. 48.

Au lieu d’appliquer les forces Q, et g,, il revient au méme d’appliquer les
forces Q/, Q.”, R/, R,” dont les projections horizontales ont pour valeur

" b N .
pour les deux premicres et Qz— pour les deux derni¢res, suivant les tangentes
a

aux arcs de parabole A4/ A,” et A, B, aux points a,, a,”, y/, p.” ainsi définis:
les points a,’, a;” sont les intersections des tympans A,’ A,” et des génératrices
passant par a, et g,; les points y,’, y,” sont les intersections des tympans A, B,
et des génératrices passant par a, et ¢,’%). On voit en effet immédiatement que
le systeme des forces Q/, Q.”, R/, R,” est équivalent statiquement au systéme
des forces Q,, q¢,. En résumé dans I’hypothese de charge envisagée, les ré-

5) Pour fixer les idées nous avons supposé que les génératrices passant par a,
coupaient le tympan A,” A,” entre A, et A,"et le tympan B, B,” entre B, et B,”. Dans
lIe cas contraire il faut échanger la position des lettres A, A", A” d’une part et B B, B"
de Dl'autre.
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actions des tympans sont les quatre forces @/, @,”, R,", R/. L’état de con-
traintes dans le voile se déduit facilement de la. Suivant la bande chargée
ayaq By B se propage un état de compression simple ¢) défini par la contrainte
de compression ayant pour projection horizontale
_ @ at

et s’exercant sur les éléments de parabole principale de fleche f/ normalement
A ces éléments. Suivant les éléments de parabole principale de fleche f ne
s’exerce aucun effort. Suivant chacune des bandes a;a,a/ a), aja,y." 3",
BiBia a)”, BiBiy” y.” se propage un état de traction simple défini par la
contrainte mixte de traction-cisaillement s’exercant sur les éléments de para-
bole principale de fleche f dont la composante normale réduite est:

o -at
et la composante tangentielle réduite:
__@-a-b
t -_ T-

Sur les éléments de parabole principale de fleche f s’exerce une contrainte mixte
de traction-cisaillement dont la composante normale réduite est:

. @ b?
7= "6
et la composante tangentielle réduite:
;= @®-a-b
8f °

Sur chacune des bandes a,"a," y,'y," et ay” a;” y,/y,’ se propage un état de
compression simple défini par la contrainte mixte de compression-cisaillement
s’exercant sur les éléments de parabole principale de fléche f/, dont la com-
posante normale réduite est:

_w-a?
9= 73 i
et la composante tangentielle réduite:
;— w-a-b
8f

Sur les éléments de parabole principale de fleche f s’exerce une contrainte mixte
de compression-cisaillement dont la composante normale réduite est:

, @ -b®
7= 167
et la composante tangentielle réduite:
_a-a-b
t = ——Sf

La premic¢re propriété énoncée se trouve ainsi démontrée et les valeurs des
contraintes correspondantes dans le voile se déduisent immédiatement des for-
mules précédentes,

6) Nous supposons pour fixer les idées que la fiéche f est positive et les charges @
dirigées vers le bas.
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" Supposons maintenant le voile chargé suivant deux bandes ¢lémentaires
a)a’ By By @ a)” B," B, projetés en o'’ ', a”a” p” B et limité a des
arcs de parabole principale de fleche f (fig. 49). Les deux bandes sont par
hypothése symétriques en projection horizontale par rapport a A B. Soit en-
core @ la densité de la charge supposée constante en projection horizontale,
- cette densité ayant par hypothése méme valeur sur les deux bandes considérées.
Supposons de plus que la largeur des bandes est une valeur commune e. Le
voile sera en équilibre a condition d’appliquer en a,"ay, 8" S/, a,” a.”, B.” B.”
des forces Q,, ¢,, U1, 7, tangentes aux arcs de parabole a," ;" et a,” §,” et dont
les projections horizontales ont pour valeur commune:

a!

&
2

B a'gz— pl Ba

Bl

o

- S~ W TG T

S
e
%

Fig. 49.

Au lieu d’appliquer les forces @, ¢, Q. 74, il revient au méme d’appliquer les
forces Q/, ¢y, Qi", g.” ayant en projection horizontale la valeur commune

,Ta , suivant les tangentes aux arcs de parabole A,/ A,” et By B,” aux points
al, B, a,”, By” et les forces Ry, R,” ayant en projection horizontale la valeur
commune 2 (', suivant les tangentes a I’axe de parabole A, B, aux points y,",»,".,
On reconnait immédiatement ’équivalence des deux systémes de forces. En ré-
sumé dans ’hypothése de charge envisagée, les réactions des tympans sont les
six forces @/, Q.”, ¢/, q.", R/, R,”. L’état de contraintes dans le voile se dé-
duit facilement de li. Suivant chacune des bandes chargées a,’a/ B, B8,/ et

1) Nous supposons toujours pour fixer les idées que la fleche f est positive et les
charges o dirigées vers le bas. ,
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a,” a,” B,” B,” se propage un état de traction simple?) défini par la contrainte
de traction ayant pour projection horizontale:

@b
et s’exercant sur les éléments de parabole principale de fleche f normalement a
ces €éléments. Suivant les éléments de parabole principale de fleche f’ il ne
s’exerce aucun effort. Su1vant chacune des bandes a,’ a, ye vy a e v v
BBy B By " ys", se propage un état de compressmn simple défini

par la contrainté mixte de compression-cisaillement s’exercant sur les éléments
de parabole principale de fleche / dont la composante normale réduite est:

y wb?
=g
et la composante tangentielle réduite
w-a-b
f —_— —4f—*‘

Sur les éléments de parabole principale de fleche // s’exerce une confrainte
mixte de compression-cisaillement dont la composante normale réduite est:

2

_o-a
g = 27
et la composante tangentielle réduite
4= w-a-b
4fi

La deuxiéme propriété énoncée se trouve ainsi démontrée et les valeurs des
contraintes correspondantes dans le voile se déduisent immédiatement des for-
mules précédentes.

Appliquons les résultats que nous avons obtenus & un voile semi-normal
a trois tympans principaux dans les trois cas suivants de charge.

19 Charge uniformément répartie en projection horizontale de densité .
20 Charge de densité¢ o = a‘)o%, w, étant une constante, & la longueur

des arcs de parabole principale parallele au tympan médian, et n la distance
comptée horizontalement parallélement a ce tympan d’un point quelconque du
voile & 'un des deux autres tympans.

3¢ Charge répartie symétriquement par rapport au tympan médian avec

£ !

1 — —‘ , wofétant une constante, a la longueur
a

une densité w = @, ll -

des arcs de parabole de fleéche f et £ la distance comptée horizontalement per-
pendiculairement au tympan médian d’un point quelconque du voile 4 un des
bords libres.

Charge uniformément répartie en projection horizontale
de densité w.

Reprenons (fig. 50) le voile projeté horizontalement suivant le rectangle

A" A" B" B avec A’A” = B'B” = 2a, A’ B’ = A” B” = b, f désigne toujours

la fleche de P’arc de parabole projeté en A’ A”. Soient A et B les milieux de

A’ A”, B’ B”, et C le point d’intersection de A’B” et A”B'. A A”, B’B" et
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A B sont par hypothése les projections des tympans principaux. On constate
immédiatement qu’il y a deux états de contraintes dans le voile:

19 Dans les parties du voile projetées suivant A’ B’ C et A” B” C un état
de traction simple de direction parallele a A B en projection et défini par la
valeur

, @b
8f
de la projection horizontale de la contrainte s’exercant sur les éléments per-
pendiculaires a AB en projection et normalement & ces éléments;

20 Dans les parties du voile projetées suivant A A C, AA”C, BB C,
BB”C, un état de compression et traction défini par une contrainte de cis-
aillement: 3

wab i
4 f Al A A

s’exercant sur les éléments paralleles /] ~ .
en projection aux tympans et par les / N
composantes normales s’exer¢ant sur / S
ces €léments, a savoir zéro sur les N
éléments paralleles a A’ A” et ¢

! —

W a? N

q.__"

2f I3 3 5
sur les éléments paralleles a A B. Fig. 50.

Les directions principales et les valeurs des contraintes principales sont .
immédiatement connues dans le premier cas. Dans le second la construction
du cercle de Mohr conduit aux résultats suivants, dans la région AA’C les

directions principales réduites sont paralleles aux bissectrices de ’angle A C;
suivant la bissectrice intérieure s’exerce une contrainte principale de compressxon

ayant pour valeur
wa(a -+ Va2 + 6%)

et suivant la bissectrice extérieure une contramte principale de traction ayant
pour valeur

o a(Va® + 6% — a)
4f '
Les réactions des tympans sont des efforts tangents aux arcs de parabole
qui les constituent et ont pour valeur en projection horizontale

w-ab

- 4f
par unité de longueur. Ces réactions sont toujours dirigées vers le point A
pour le tympan A’ A” et la partie AC du tympan A B, et vers le point B pour

le tympan B’ B” et la partie B C.

- - - # 1
Charges réparties avec la densité o = (Do—bf—.
Prenons le méme voile,  étant comptée a partir de A’ 4”, On est conduit -
aux résultats suivants:

Abhandlungen 1V 4
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1 o Sur un élément de parabole principale de fléche / s’exerce une con-
tramte réduite ayant pour composante normale

g, Dy b*
7=k 767
et pour composante tangentielle
gy Po ab
=*gg

% et » ayant les valeurs données par les abaques de la figure 31.

20 Sur un élément de parabole principale de fleche f* s’exerce une con-
trainte réduite ayant pour composante normale

0, a®
g==~rK —4/‘—
et pour composante tangentielle
Dg-a-b
=2 o209
8f
k et » ayant les valeurs données par les abaques de la figure 31.
A A E A A E A A £
g -0.2
B
-5 g by
Jds
= ¢ o %
-12 ;05
=14 +35
-16 +04 ~ ™
-9 +02 o YT
BYe s g} 0 B BP&EL T B
&= = &=
Valeurs de K Valeurs de K’ Valeurs de x
Werte von K Werte von K’ Werte von x
‘ Values of K Values of K’ Values of x -
Fig. 51. Densité de charge — BelastungsgroBe — Intensity of loading @ == a‘)o—g—

Charge répartie symétriquement par rapport au tympan

médian avec une densité a;_-wol]—ll—-—]]

Prenons le méme voile, & étant comptée a partir de A" B’. On est conduit
aux résultats suivants:

19 Sur un élément de parabole principale de fleche f s’exerce une con-
trainte réduite ayant pour composante normale

» @ b*
g =k 87
et pour composante tangentielle
PR ab
— & _4f_

k' et » ayant les valeurs.données par les abaques de la figure 52.
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~ Sur un élément de parabole principale de fleche f/ s’exerce une contrainte
réduite ayant pour composante normale

2

w-a°
g ==Fk X
et pour composante tangentielle
w-ab
t= = 47
& et x ayant les valeurs données par les abaques de la figure 52.
4 A 4 E 3
: -02
T
-06
~08
I ;[c r
-08
-08
04
-02
8 B B B
& & i & ,
Valeurs de K Valeurs de K’ Valeurs de x
Werte von K Werte von K’ Werte von x
Values of K Values de K’ Values of x

Fig. 52. Densité de charge — Belastungsgrbﬁe — Intensity of loading & = @, [1 ' 1—~']

A . A £

&=+
£&y=-1

Fig. 53. Fig. 54.
Fonctions y, et y,
Funktionen yp, und y,
Functlons i and y,

Er=Ea=~1 Coefficients ¢ et ¢
. Koeffizienten ¢, und s,
Coefficients ¢, and &,

Er=-1
Ez=+1

8 -4 8

53

Expressions générales des contraintes réduites pour une
densité quelconque constante sur les paraboles de fléche f.
Reprenons le voile et posons -
X = —, e R
a
£ et 7 étant comptés, le premier & partir de 4’ B’ et le second a partir de 4’ 4”.
On est conduit aux résultats suivants, en désignant par = (y) la densité, par.y,
et y, les deux fonctions définies par l’abaque de la flgure 53 et par ¢, & deux
coefficients ayant les valeurs 4-1 ou — 1 suivant les l‘eglOIlS du voile comme
I'indique "abaque de la figure 54:
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19 Sur un €élément de parabole principale de fleche f s’exerce une contrainte
réduite ayant pour composante normale.

r

b‘.’

g = ﬁf [ex e (y1) + e 7 (ye)]
et pour composante tangentielle
a-b

t= 8F [&1 7 (y1) — & 2 (ya)].

20 Sur un élément de parabole principale de fleche f/.s’exerce une con-
trainte réduite ayant pour composante normale

af..’
7=1g; e a(y) + e2n(ye) + 2x(p)]
et pour composante tangentielle

=7 i) — e,

A 3 A AE
Er=17
&2=0
Fig. 55. Fig. 56.
Fonctions x; et x, €1~E2=0 Coefiicients ¢, et =,
Funktionen x, und x, Koefiizienten £, und &,
Funktions x; and x; Coefficients £, and ¢,
&1=0
E2=7
I-d B 8

& &

Expressions générales des contraintes réduites pour une
charge de densité constante sur les paraboles de fléeche f
et ayant méme valeur en des points symétriques par rap-
port au tympan principal médian,
R % : : & oy 3
eprenons ce méme voile et posons toujours x =y =7 Désignons

par 7 (x) la densité, par x, et x, deux fonctions définies par ’abaque de la
figure 55, et par ¢, ¢ deux coefficients ayant les valeurs |+ 1 ou zéro suivant
les régions du voile comme l'indique la figure 56.

1 Sur un élément de parabole principale de fléche f s’exerce une contrainte
réduite ayant pour composante normale

, b
g = 87 [eg 7 (x1) + &7 (x5) — 7 (x)]
et pour composante tangentielle
a-b
t o 'W [81 ﬁ(xl) — 82 n(xz)] .

2° Sur un élément de parabole principale de fleche f* s’exerce une con-
trainte réduite ayant pour composante normale

g = ;_; [e, 7 (x;) + ezn(gcz)]
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et pour composante tangentielle

t— a4 fb [e172(x1) — &2 7 (x3)].

Introduction de tympans secondaires.

Comme dans le cas des voiles normaux, 'introduction de tympans secon-
daires permet de réaliser 1’équilibre, sans contreventement sous des charges
admettant d’autres répartitions. Reprenons toujours le méme voile et bornons
nous au cas de charges réparties avec une densité constante sur toute parabole
prmc1pa1e de fleche /. Nous introduirons d’abord un tympan secondaire suivant
Ay By (fig. 57) puis un second tympan secondaire suivant A4,” B,” (fig. 58)

Dans le premier cas ou il n’y a qu'un tympan secondaire suivant A,’ B/
on décompose la charge appliquée en deux charges, la premiere symétrique en
projection par rapport au tympan principal médian A B et la seconde appliquée
seulement sur le voile normal A, A, B, B1 , dont A’ B,/ et A, B, forment les
tympans principaux. Les deux charges ainsi obtenues correspondent a des équi-
libres déja étudiés, qui sont d’ailleurs hyperstatiques, comme nous ’avons vu.
On peut d’ailleurs Tes rendre isostatiques par suppression de certains tympans
comme dans les figures 59 (suppression de la moitié¢ du tympan A4, B,) et 60
(suppression de la moitié du tympan A4,’ By').

Dans le cas de deux tympans secondaires suivant A,’ B,’ et A,” B,”, chaque
demi-voile A’ A, B, B, et A,” A, B, B,” constitue un voile normal chargé pa-
rallelement a ses tympans principaux, cas précédemment étudié. L’équilibre
est hyperstatique. Pour le rendre isostatique il faut supprimer certains éléments
de tympans comme dans les figures 61 — (suppression de la moitié des tympans
Ay By, A, By, A" B,”), 62 (suppression de la moitié du tympan A, B, et de
tout le tympan B B,”) et 63 (suppression de trois quarts de tympan A, B,
et de trois quarts de tympan A,” B,").

§ 4. Association de voiles normaux et semi-normaux.
(Voiles tronqués, voiles hyponormaux et sesquinormaux, voiles busqués.)

Modes divers d’association des voiles normaux et semi-
normaux.

On peut associer les voiles normaux entre eux, les voiles semi-normaux
entre eux. On peut également associer voiles normaux et semi-normaux. Ces
associations peuvent consister soit dans de simples juxtapositions de bords libres
ou de tympans, soit dans la liaison mécanique des voiles suivant un bord libre
ou suivant un tympan.

Dans de telles associations chaque voile pourra toujours étre considéré
comme intervenant selon ses propriétés particulieres, mais on pourra souvent
envisager ’ensemble de deux voiles ou de deux parties de voiles comme un
voile spécial agissant en vertu de ses caractéristiques propres pour certaines
des charges a supporter. C’est ainsi que la juxtaposition de deux voiles semi-
normaux pourra étre assimilée dans certains cas a un voile normal.

Les associations ainsi formées constituent souvent des systemes hyper-
statiques. On pourra toujours les rendre isostatiques en pratiquant des coupures
convenables au droit des éléments surabondants,

Associations de voiles tronqués.
Dans certains cas il peut étre avantageux d’associer des voiles dont on a
au préalable retranché certains éléments. C’est ce que nous appellerons des
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associations de voiles tronqués. En général on associera les bords suivant les-
quels auront été opérés les troncatures et on adjoindra les tympans supplé-
mentaires rendus nécessaires par ces troncatures,

Parmi les associations de voiles tronqués, nous en étudierons deux parti-
culiéres intéressantes au point de vue des applications, La premiére est la juxta-
position de deux voiles semi-normaux tronqués au quart et se raccordant suivant
un plan tangent commun (fig. 64). Nous appellerons une telle association ,,voile
hyponormal*. La seconde association que nous envisagerons est constituée par
la juxtaposition de trois voiles semi-normaux raccordés deux a deux suivant un
plan tangent commun (fig. 65) en la considérant comme I’association de deux
voiles normaux tronqués au quart et réunis suivant les bords tronqués. Nous
appellerons une telle association ,,voile sesquinormal®,

Voiles hyponormaux.

Considérons par exemple le voile hyponormal de la figure 64 constitué par
les voiles semi-normaux A," E,” F," B et E,’ A,” B,” F,’ tronqué suivant A, B,
et associés suivant cette troncature. On est naturellement conduit & considérer
cinq tympans répartis comme 'indique la fig. 66. Le voile ainsi obtenu est ce
que nous appellerons le voile hyponormal hyperstatique symétrique. Il est

Fig. 66.

facile de déterminer des systémes de contraintes correspondants aux deux cas
de charges suivants:

10 Charge a densité constante sur toute parabole principale dont le plan
est paralléle aux tympans E, F, A, B,, E," F,". :

20 Charge i densité constante sur toute parabole principale dont le plan
est parallele aux tympans A/ A,”, B, B,".

Pour le premier cas de charge envisagé, on peut par exemple considérer
la charge comme supportée en partie par chacun des voiles semi-normaux
A’ E,” F," By et E/ A,” B,” F/ composants. Dans le second cas de charge, on
calculera les contraintes dans chaque demi-voile tronqué A, A, B, B/ et
A,” A, B, B,” comme s'il s’agissait du voile semi-normal correspondant. il est
en effet facile de se rendre compte que les contraintes que ’on obtient ainsi
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sur chaque élément du tympan A, B, ont nécessairement une résultante suivant
le plan du tympan.

Fig. 1. Fig. 72.

Considérons maintenant un voile hyponormal isostatique obtenu a partir
du voile hyperstatique symétrique précédent par suppression de certains élé-
ments de tympan. Le calcul des contraintes, dans un tel voile se fera & partir
des résultats obtenus pour le voile hyperstatique symétrique, en appliquant au
droit des éléments de tympan supprimés les réactions correspondantes changées
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de sens et en-calculant les contraintes qui en résultent par la méthode des ré-
flexions successives, Les figures 67—71 donnent quelques types de voiles
hyponormaux isostatiques.

Voiles sesquinormaux.

Considérons le voile sesquinormal de la figure 65 constitué par les voiles
normaux A, E," F," By et £ A,” B\ F’ tronqués suivant A, B, et associés
suivant cette troncature. On est naturellement conduit & considérer cinq tympans
répartis comme Vindique la figure 72. Le voile ainsi obtenu est ce que nous
appellerons le voile sesquinormal hyperstatique symétrique. Il est facile de dé-
terminer des systémes de contraintes correspondant aux deux cas de charges
suivants:

10 Charge a densité constante sur toute parabole principale dont le plan
est parallele aux tympans E/ F), A, B,, E\" F,".

20 Charge a densité constante sur toute parabole principale dont le plan
est parallele aux tympans 4, 4,”, B, B,".

£ A Ff

8 £ 7 8"
Fig. 73. Fig. 74.

Dans le premier cas de charge envisagé, on peut par exemple considérer la
charge comme supportée en partie par chacun des voiles normaux A4," E,” F,” B,
et £/ A,” B,” F,’ composants; dans le second cas de charge, on calculera les
contraintes dans chaque demi-voile tronqué A," A, B, B, et A,” A, B, B,” comme
s’il s’agissait du voile normal correspondant. Il est en effet facile de se rendre
compte que les contraintes que ’on obtient ainsi sur chaque élément du tympan
A, B, ont nécessairement une résultante suivant le plan de ce tympan.

Considérons maintenant un voile sesquinormal isostatique obtenu a partir
du voile hyperstatique symétrique précédent par suppression de certains élé-
ments de tympans. Le calcul des contraintes dans un tel voile se fera & partir
des résultats obtenus pour le voile hyperstatique symétrique en appliquant au
droit des éléments de tympans supprimés les réactions correspondantes changées
de sens et en calculant les contraintes qui en résultent par la méthode des ré-
flexions successives. Les figures 73, 74 et 75 donnent quelques types de voiles
sesquinormaux isostatiques.

Voiles busqués.

Considérons un voile quelconque M,” M,” N,” N, (fig. 76) limité & quatre
paraboles principales et pourvu d’un nombre quelconque de tympans verticaux.
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Le voile peut étre considéré comme engendré par un arc de parabole & & axe
vertical se déplacant parallelement a lui-méme de telle sorte que ses extrémités
décrivent les arcs de parabole égaux M," M,” et N’ N,”. Soit M, N, une position
quelconque de Parc « dans le mouvement. Par les points M, et N, menons dans
les plans M, M, M," et N, N’ N,” des arcs de parabole paralléles a axes verti-
caux M, My' et N, N,’ dont les extrémités M,” et N,’ auront mémes projections
horizontales que M,’ et N,’ et dont les déviations aient méme valeur que celle
des arcs M," M, et N; N,’. Si nous déplacons ’arc de parabole = parallélement
a Iarc M; N, de maniére a faire décrire 2 ses extrémités les arcs M, M, M,”
et NN, N,” respectivement, nous engendrons un nouveau voile que nous dé-
signons sous le nom de voile busqué, pour rappeler qu’il est engendré par un
méme arc de parabole dont les directrices présentent une discontinuité angulaire.

L’importance de la considération des voiles busqués résulte de la propriété
suivante: un voile busqué tel que M, M,” N,” Ny” pourvu d’un tympan vertical

N N N
Fig, 75. Fig. 76.

suivant I’arc de busquage M, N, et soumis aux mémes charges verticales et aux
mémes efforts tangentiels que le voile primitif M, M,” N," N, (les densités
‘de charges étant comptées en projection horizontale) supporte les mémes con-
traintes que le voile primitif aux points ayant méme projection horizontale. Cette
propriété résulte immédiatement du fait que les contraintes dans un voile ne
dépendent que de la densité des charges appliquées, comptée en projection hori-
zontale, des longueurs projetées des paraboles de bord et des fleches de ces
paraboles. -

§ 5. Action des efforts tangentiels sur les voiles normaux,
semi-normaux et voiles dérivés.

Définition des efforts tangentiels considérés — Principe
d’équivalence. :

Nous n’avons considéré jusqu’ici que des charges verticales a densité con-
stante sur toute parabole principale ayant son plan parallele a celui d’'une para-
bole de bord du voile considéré. Nous allons maintenant étudier ’action sur
les mémes voiles d’efforts tangentiels agissant parallelement au plan d’une
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parabole de bord avec une densité constante sur toute parabole principale ayant
son plan perpendiculaire & celui de la parabole de bord considérée.

~ Le calcul des contraintes sous influence des efforts tangentiels envisagés
se ramene tres aisément aux cas précédemment traités ol les charges appliquées
sont des charges verticales, grice au principe d’équivalence. Ce principe peut
s’énoncer ainsi: étant donné une parabole principale soumise & des efforts qui
lui sont tangents, il est possible d’obtenir un systéme équivalent formé par des
charges verticales appliquées le long de la dite parabole et par des charges
s’équilibrant sur Parc considéré comme un fil sans raideur, ou ce qui revient au
meéme admettant ’arc pour courbe funiculaire,

La démonstration du principe précédent et la détermination effective du
systeme de charges verticales correspondant 4 un systéme donné d’efforts
tangentiels peuvent s’obtenir ainsi qu’il suit. Soit a la projection horizontale de
I’abscisse curviligne d’un point de la parabole considérée, ©-d a la projection
de I'effort tangentiel agissant au point d’abscisse a sur un élément da, 2-da
la charge verticale cherchée, a, et a, les abscisses des points extrémes de Varc
de parabole, d la déviation de cet arc. Pour que Parc considéré comme un fil
sans raideur soit en équilibre sous Paction des charges — Q. d « il faut:

1o qu’en chaque point de Parc, il s’exerce sur un élément perpendiculaire
2 (ay — ap)®

29 ’

20 que.sur tout élément d’arc d a on applique une force tangentielle ayant
(ap—ap)* d 2 d
26 da "

Il résulte de la que les charges — Q d a et les efforts tangentiels appliqués

formeront un systéme en équilibre sur Parc considéré comme un fil sans raideur si

une contrainte ayant en projection la valeur —

en projection horizontale la valeur —

(o — )% d 82
s = 6
2.0 da
c’est-a-dire
20 J‘“
D=0 —_—"" _ | Oda.
0 (al - a0)2 dg

Les réactions de ce systéme sont deux forces appliquées aux extrémités de ’arc
et ayant respectivement pour valeur en projection horizontale:

N Y L 0o (e — @) jal
— =5y gt L &= X3 + ao@da,
L2, étant une quantité arbitraire. Par conséquent si au systéme initial d’efforts
tangentiels on superpose le systeme en équilibre (—£Q-da) - (- 2du), le
systeme résultant, équivalent au systéme initial peut étre considéré comine la
somme d’un systeme de charges verticales et d’un systéme de forces admettant
I’arc comme courbe funiculaire. ‘Le principe énoncé est établi.

Supposons en particulier qu’on ait un voile A, B, C, D, (fig. 77) projeté en
ABC D et qu’on soumette ce voile A des efforts tangentiels projetés paralléle-
ment & A B et ayant une densité constante sur toute parabole projetée paralléle-
ment a AD. L’application du principe précédent montre qu’il revient au méme
de supposer un systéme de charges verticales de densité constante sur toute
parallele 3 A D, complété par un systeme de forces réparties de maniére a
maintenir en équilibre funiculaire tout arc de parabole principale paraliele a
A B en projection. Nous appellerons le systeme de charges verticales le systéme
vertical et le systeme se faisant équilibre sur Parc = considéré comme un fil

Ty =
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sans raideur, le systeme funiculaire, pour rappeler que tout arc de parabole
principale parallele 3 AB en projection est un funiculaire du systeme des
charges qui lui sont appliquées. Le systeme funiculaire ainsi défini est essen-

a
tiellement caractérisé par sa poussée dont la valeur projetée est 7 = Oda
au point d’abscisse a. 0

Remarquons que I’on peut choisir arbitrairement un des deux systémes de
réactions suivant A D et B C, 'autre systéme s’en déduisant ainsi que le systéme
des charges verticales. Nous aurons fréquemment ’occasion d’utiliser cette re-
marque dans les applications.

A7 B
DI C:
A B E
b £ B 8
& = B
Fig. 77. Fig. 78.

Efforts tangentiels sur un voile normal.

Considérons a nouveau le voile normal 4,” A,” B,” B,’ (fig. 78) projeté en
A" A” B” B’ et comportant les tympans principaux A," A,” et B)’ B,”. Rapportons
le voile projeté & deux arcs de coordonnées A’ e} A’y dirigées suivant A" 4”7
et A”B’. Posons toujours a = A’A = A A" =i4;2i, b = A" B et appelons
également f la fleche de I’arc A, A,”. Nous allons traiter trois cas d’efforts
tangentiels analogues a ceux déja traités de charges verticales, auxquels ils se
ramenent immédiatement.

10. Efforts tangentielsappliqués paralléelement a 4 A"
en projectionavecune densité X (&) admettantla période a.
Considérons séparément 1’équilibre de deux demi-voiles A4, A4, B, B/ et
A,” A, B, B,"” et appliquons le principe d’équivalence a chacun d’eux, en prenant
des réactions nulles sur A," B, pour le premier demi-voile et des réactions nulles
sur A, B, pour le second. Les charges verticales correspondantes sont réparties

avec la densité

o) =21 ;X(E)dE

sur le demi-voile A," 4, B, B/, et avec la densité

0@ = — 2 [ x@) ae

a? )

sur le demi-voile A,” 4, B, B,”. Le systéeme funiculaire a pour poussée au point
&, T:JbX(S) d&. Les réactions sur 4; B, et A,” B,” dues au systéeme funiculaire

0
sont en projection horizontale paralltles a A’ A” et sont réparties sur AB et
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A” B” avec la densité

= j:x@)d&

Ces réactions se font d’ailleurs équilibre sur le voile par réflexion sur les
tympans principaux, comme on s’en assure immédiatement. Le systéme
considéré d’efforts tangentiels ne donne donc que des réactions dirigées suivant
les tympans principaux. Il est facile d’aprés ce qui précede d’en déterminer
les contraintes par application des résultats précédemment obtenus.

En résumé les contraintes dans le voile se composent:

a) des contraintes dues d application de charges verticales ayant pour
densité

§
_i—zij X(8)d& pour 0<é<a
w (&) = ) 2
—a—[[X(g)dg pour a< &< 2a.

v a

b) des contraintes dues au systéme funiculaire qui ont en posait

z § " 5
11:[ X(&deg, T:LX(E)dE pour 0<éZaetr= [ X(&)dé pour a<lE<C2a

o
les valeurs réduites suivantes:

sur un élément de parabole principale de fleche f
b2

pour la composante normale g =& — 14

a?
. , b
pour la composante tangentielle ¢ —=¢ — T

sur un élément de parabole principale de fleche /'

pour la composante normale g=1+4 ¢,

pour la composante tangentielle ¢ =¢ —g— T

¢ et ¢ ayant les valeurs données par ’abaque de la fig. 79.

20 Efforts tangentiels appliqués parallélement a A'B
en projection avecune densité ¥V (y). Supposons que les réactions
dues au systéme funiculaire et appliquées suivant A, 4,” aient une densité 7,
en projection parallélement a 4’ B’. Les réactions appliquées en By’ B,” auront
en projection parallelement 2 A’ B’ une densité
ob

6=t + | V() dy
J0
et la poussée du systeme funiculaire au point 5 sera
i
T =Ty + Y(;‘) di;.
Jo
Le systéme vertical aura pour densité au point 5

0t) = (e + | Y0y 1)
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" Les réactions du systéme funiculaire ne pourront plus s’équilibrer suivant
les seuls tympans principaux, mais il suffit de prévoir un tympan médian suivant
A, B, qui permet d’absorber tout systéme de réactions disposées en projection
symétriquement par rapport & A B. Les contraintes dans le voile se composent
alors:

A A A E A A A £
E=0 - =
€=-1 2-3 g'-g
£=0 £=1 £=-1
E=0 E'=p E'~Q £=1 —
£=0 E'-1 E=-1
£'=+1
8 ~ 8 8
= B : Y= B
Fig. 79. Densité de charge Fig. 80. Densité de charge
BelastungsgroBe X (%) BelastungsgréBe Y (i)
Intensity of loading Intensity of loading
Coefficients ¢ et & : Coefficients ¢ et &
Koeffizienten . und & : Koeffizienten ¢ und &’
Coefficients & and & Coefficients ¢ and ¢

a) des contraintes dues a I’application de charges verticales ayant pour
densité -

"
w(y) = I%Z jo Y(5) dy

b) des contraintes dues au systéme funiculaire qui ont, en posant

b 3
T, :j Y(n)dy, =« :j Y()dy
0 0

les valeurs réduites suivantes: . :
sur un €élément de parabole principale de fleche f

pour la composante normale g =7 —er,
pour la composante tangentielle ¢— e'% 7
sur un €lément de parabole principale de fléche f
pour la composante normale q = —eg-; 7
pour la composante tangentielle ¢ = s’»Z— Ty

¢ et & ayant les valeurs données par I’abaque de la figure 80.

Lorsque le voile ne comporte pas de tympan médian suivant A, B;, mais
deux tympans secondaires normaux E,’ F,’ et E,” F,” (fig. 81) on peut facile-
ment absorber les réactions du systéme funiculaire. Distinguons deux cas:

a) E” A” << A A”. Reprenons la décomposition de la fig. 36. On peut trans-
porter les réactions appliquées sur les éléments A H’, B/, K,", A,”" H,", B/ K,”
le long des génératrices passant par ces éléments de maniére. i les composer
avec les réactions appliquées sur £, E,” et F," F,”. On peut également ramener
sur £, E,” et F’ F,” les réactions agissant sur H, E, et K, F,; d'une part,
sur H,” E," et K,” F,” d’autre part, par simple réflexion sur les tympans E,’ F,
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ou E,” F,”. On constate alors facilement que les réactions appliquées sur £," E,”
et F,'F," se font équilibre sur le voile normal E'E,” F,\" F/.

b) E” A" > AA”. Reprenons la décomposition de la fig. 37. On peut
transporter les réactions appliquées sur les éléments H,” A,", K," B, et A/ E/,
B/ F/ le long des génératrices passant par ces éléments de maniére i les
composer avec les réactions appliquées sur B, F,” et A, F,/, puis on ramdne
sur £/ E,” et F,' F{” les réactions de H,” E\”, Ky” F,” par simple réflexion sur
le tympan E,” F,”. On constate alors facilement que les réactions appliquées
sur £/ E," et F/ F,” se font équilibre sur le voile normal E E,” F,” F/'.

30 Efforts tangentiels appliqués paralléelement a A’ 4”
en projection avec une densité X(£) n"admettant pas la pé-
riode a. Dans ce cas les tympans principaux ne suffisent plus pour équilibrer

A £___AE" 3 . E A £

A £ Er__ A £ A A A £
8 B” s B 8"
= F F , e~ 8
Fig. 82. " Fig. 83.

les efforts. Supposons donc que le voile admette deux tympans secondaires
normaux (fig. 82) et considérons 1’équilibre séparé des deux demi-voiles
A’ E Fy B et E’F, B,” A,". Appelons &, le & de I"élément E,’ F,". Le demi-
voile A, E,’ F,’ B, sera soumis:

a) aux contraintes dues aux charges verticales de densité:

2 5
o) =— 2 xas
0
, b) aux contraintes dues au systeme funiculaire correspondant a la poussée
réduite

T :.JjX(f) dE.
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Ce systeme funiculaire exerce sur les éléments de E,” Fy’ des contraintes nor-
males ayant pour valeur réduite

g = [;X(g)dg.

De méme le demi-voile E,/ F,’ B,” A,” sera soumis:
a) aux contraintes dues aux charges verticales de densité:

w(§) = 27 L;((E) dé

a2
b) aux contraintes dues au systéme funiculaire correspondant i la poussée
réduite
r2a

=] X(@)de.

Ce systéme funiculaire exerce sur les éléments de E,’ F,’ des contraintes nor-
males ayant pour valeur réduite

2a
771’: —_ ’;X(é:) df

Sur les éléments de E,’ F,’ on doit pour maintenir ’équilibre appliquer des ré-
actions, paralleles a 4" A” en projection et de densité
2a
T — Ty = —J'X(f)dg.
0
Il est facile de voir que ces réactions s’équilibrent sur le voile normal
LV E.)” F," F/ par réflexion sur les quatre tympans.

Efforts tangentiels sur un voile semi-normal.
Considérons le voile semi-normal A A,” B,” B, (fig. 83) projeté en
A" A" B" B’ et comportant les- tympans principaux A," 4,”, B/ B,” et A, B,.
Rapportons le voile projeté a deux axes de coordonnées A’ &, A’y dirigés suivant
A A" et A B. Posons toujours ¢ = AA = AA” = éTA—, b = AB et
appelons f la fleche de I'arc A, A,”. Nous allons traiter deux cas d’efforts

tangentiels:

1 Efforts tangentiels appliqués paraliélement a AB en
projection avec une densité Y ().

Supposons que les réactions appliquées suivant A4,” A,” et dues au systeme
funiculaire aient une densité 7, en projection parallélement 2 A B. Les réactions
appliquées en By’ B;” auront en projection parallelement & A B une densité
ob
=17+ | Y(n)dy
Jo
et la poussée du systéme funiculaire sera au point 5
i
Tt=1,+ | Y(1)dy
v

le systéme vertical aura pour densité au point 5

) = ?nﬁf(ro + _{:V('i) d?;)-
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Les réactions du systéme funiculaire sur A, A,” et B/ B,” s’équilibreront sur
le tympan A, B, comme dans le cas du voile normal 4 tympan médian soumis
aux mémes efforts tangentiels. '

20 Efforts tangentiels appliqués parallélement a A’A4” en
projection avec une densité X (£).

Considérons 1’équilibre séparé de deux demi-voiles A,/ A, B, B, et
A,” A, B, B,". Chacun de ces demi-voiles sera soumis 4 des charges verticales
et 4 un systéme funiculaire que ’on pourra convenablement choisir de maniére
que les réactions du systéme funiculaire soient nulles en 4, B, et 4,” B,”. Les
réactions a appliquer sur A, B, pour équilibrer le systéme funiculaire sont alors
paralleles a A’ A” en projection et ont pour densité

2a
—jxwda
0
Il n’est pas possible d’équilibrer ces réactions par les seuls tympans prin-
cipaux. Il faut ajouter un tympan secondaire tel que A,” B,” par exemple. Dans

ce cas les réactions précitées s’équilibrent sur les quatre tympans du voile normal
A Ay B, B,

& 6. Voiles les plus généraux limités a des paraboles principales.
Définition de I’indice d’un voile. '

Reprenons le voile de la figure 22 et appelons «,, 8,7, 8, les extrémités
des génératrices issues de A,, B, C,, D,. Par définition, nous appellerons in-
dice du voile considéré le rapport de la projection de A4, B, a la projection de
A; 05, Avec cette définition on voit qu’un voile normal est un voile d’indice 2,
qu'un voile semi-normal est un voile d’indice 1, qu’un voile hyponormal est un

voile d’indice ; et qu’'un voile sesquinormal est un voile d’indice 3.

Les voiles les plus généraux limités a des paraboles principales peuvent
¢tre caractérisés par la valeur de leur indice. Lorsque l'indice est un nombre
fractionnaire, le voile peut étre considéré indifféremment, soit comme la juxta-
position de voiles normaux, soit comme celle de voiles semi-normaux; dans les
deux cas le voile considéré se trouve décomposé en un quadrillage de voiles
normaux ou semi-normaux, auxquels les regles de calcul précédemment exposées
sont applicables.

Les voiles les plus généraux peuvent également étre étudiés directement
suivant les mémes principes que précédemment. Nous allons traiter a titre
d’exemple le cas d’un voile d’indice quelconque envisagé comme la généralisation
d’une vofite cylindrique ordinaire, et que nous désignerons pour cette raison sous
le nom de ,,voiite paraboloide*.

Calcul de la vofite paraboloide.

Soit le voile 4, B, C, D, projeté en ABC D (figure 84). Supposons que
les génératrices passant par les cdtés A, D, et B, C; coupent les deux autres
cOtés et soient a,, fi, i, d, les extrémités des génératrices issues de
Ay, By, Cy, D,. Désignons par # I'indice du voile, par f la fleche de I'arc
A, By, par f celle de Parc A, D,, par 2a la longueur de la projection AB et
par 25 celle de la projection A D. Nous aurons:

f :

-7 ="

7

Abhandlungen 1V 5
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_ Dés que n est un peu grand, la fleche f* est petite par rapport & la fléche f.
Le voile A4,, B, C,, D, peut alors étre considéré comme une vofite de portée 2a
et de largeur 2 b, voiite d’autant plus rapprochée d’une voiite cylindrique que n
est plus grand.

Disposons deux tympans suivant les retombées A; D, et B, C; de la vofite
paraboloide A, B, C; D, et un troisieme tympan suivant la parabole £, F, équi-
distante de A, B; et C; D,. Soient ¢ et {; les points d’intersection des géné-
ratrices A, a; et D;d, d’'une part, B, p, et C,p, d'autre part. On voit immé-
diatement que le voile ainsi organisé est stable d’une part sous des charges
verticales symétriquement disposées par rapport au tympan E, F; et a densité
constante sur toute parabole paraliele a ce tympan, d’autre part sous des
charges a densité quelconque, constante sur toute parabole paralléle aux
tympans A4, D; et B, C,. En effet, dans le premier cas, les poussées sur les
tympans A; D; et B, C, de deux bandes uniformément chargées paralitles a
E, F, et symétriques par rapport & E, F, peuvent étre décomposées suivant les
tympans de retombée et suivant des génératrices se coupant sur le tympan
E, F,; les efforts qui se transmettent suivant ces génératrices s’équilibrent sur

A6 #7 ¥ 8
E (3 £ F. &
[7]
D a ﬂ C 0/

Fig. 84.

le tympan £, F, (d’'une maniére plus précise sur les éléments de tympan E, ¢
et F,{,). Dans le second cas, des pouss€es sur les bords libres A, B, et C, D,
d’'une bande uniformément chargée parallele 4 A, D, se décomposent suivant
les génératrices passant aux extrémiiés de la bande chargée et les efforts ainsi
transmis s’équilibrent deux a deux sur le tympan E, F, avec ou sans réflexion
sur les tympans de retombée. Le voile considéré ne sera pas stable pour des
charges i densité constante sur toute parabole paralléle 4 F, F, qui ne seraient
pas symétriquement dispos€es par rapport a E; F;. Dans ce cas en effet, les
génératrices qui reprennent les poussées sur les tympans de retombée donnent
sur le tympan E, F, des composantes normales résiduelles. Pour assurer la
stabilité dans ce cas, il faut alors soit organiser le tympan E, F; pour qu’il puisse
résister aux composantes normales résiduelles précédentes, soit le remplacer
par deux tympans paralleles et symétriquement disposés de manieére a former
poutre horizontale entre les tympans de retombée, soit buter le voile considéré
par un voile identique juxtaposé suivant un bord libre,

Rapportons le voile projeté a 2 axes de coordonnées rectangulaires o £ et
o, o étant le centre du voile projeté et of étant dirigé suivant le tympan

I . »
—é, y = —-. Supposons le voile chargé avec une
a .

projeté £ F. Posons: x = n 5

densité
b= (y) + 7 (x)

en admettant pour plus de généralité que le tympan médian £, F, soit congu
pour résister aux composantes normales résiduelles dont il vient d’étre parlé.
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Appelons ¢’ la contrainte normale réduite sur un élément projeté parallélement
a o0&, ¢ la contrainte normale réduite s’exercant sur un élément projeté pa-
rallelement a on et £ la contrainte tangentielle réduite s’exercant sur des élé-
ments projetés parallelement 3 0 £ et 0. On a, en supposant y> 0

’

g = 2b_;’ [eg 721 (x1) + & 7, (xl,) — 711 (%) — & 71 (70)]

q = ’g—jr[”o (7)) — oo (po) + er7y (1) + &7y (=)

a-b

’ r 4
= X2 [0 7 (1) — & 720 (1) — &0 770 (1)]
Vif
A = B8
H
Valeurs de &, ¢; et de &, &
Werte von &, & und von &, & \ ,
Values of &, and ¢, & ot i;=7: 6=~1
157 1= £ =
£P=g Eo=0 £;=1?
Ep=-1 Ep=0 =1 |
£ 3 I 7

B

Werte von

Valeurs de
X1
Values of

Werte von

Valeurs de
Values of

Werte von

Valeurs de }
Values of °

N[ W

Fig. 85. Voiite d’indice %— — Fliache mit Index

N W

— Value of index
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{% si x<ly+n—1 , {—5— si x <l —(y+n—1)
= & =
“ -t six>y+n—1’ 1 2 six>—(y+nrn—1)
sijx|<<y+n—1 , lo si [xj<ly+n—1
80: =

0
&y = . , 1 si x <-(y+n—1)
° {1 si x| >y+n—1 1 six >ytn—1

_{x—l—(]——y) si x<ly+n—I1
= 2n—[x+(1—yp)] six>y+n—1
x,_{2/z+[x—-(1—y)] si x<l—(y+n—1)
=

x —(1—y) st x >—(y+n—1)
_fry+ @+ si x<Z—(y4n—1)
yo_{y—{—(rz——x) six>y4+n-—1
Les figures 85—-88 donnent sous forme d’abaques les valeurs de e, s;’,
€, &'y X1, X, Yo pour n = 2, 3, 4,

—2” ’
Appliquons ces résultats aux aquatre cas suivants:
10 Densité de charge a, () = @,

20 Densité de charge 7, (x) = iln_{
| " g + x2

30 Densité de charge =, (x) —= e
I

40 Densité de charge 7, (x) = w3ﬂ3x

By, By, 0, ®; €tant des constantes.

1° Cas: Densité de charge constante @,.
Dans ce cas on a:

g =0 ’
 @pat pour — (y+n—1) < x<(y+n—1)
£= 2f (région intérieure au quadrilatére Ae{B de la fig. 84).
t =0
. @, + b2 )
qg — — %f’_
g == 0 pour x<Z—(y+n—1)
@y a-b (région intérieure au triangle A E¢ de la figure 84).
=2 |
2Vf-1
’ @y b
q - 20,;'
g= 0 pour x> (y+n—1)
@y @b (région intérieure au triangle B F{ de la figure 84).
el _
2V}



Voiles minces en paraboloide hyperbolique

20 Cas: Densité de charge

Dans ce cas on a:

=0

. BrE &

— 2 : =

_ orab (1-))
2V

Valeurs de

Werte von } Ey, s x50
Values of

Werte von

Valeurs de
-
Values of

Werte von

Valeurs de ] '
X
Values of

Werte von

Valeurs de }
Jo
Values of

pour —(y+n—1)<x<(y+n—1)

@y X
n

09

(région intérieure au quadrilatere A ¢ B de la fig. 84).

A | 8
H

£!-%_1_ 51,=—21' Ef’-zf'

E=-7 &-7 £~7

E=0 €;=0 Eg=1

Eg=-1 €5-0 £5=1

X

£ F3 [4] £ o

3

£

0

3

Fig. 86. Voite d'indice 2 — Fliche mit Index 2 — Value of index 2.
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Values of

Valeurs de
Werte von
Values of
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& pour x < —(y+n—1)

(région intérieure au triangle A E¢ de la figure 84).

pour x > (y+n-1)
(région intérieure au triangle B F{ de la figure 84)
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Fig. 87. Voiile d'indice 3 — Fldche mit Index 3 — Value of index 3.
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e Dy X2

30 Cas: Densité de charge —721—2—

Dans ce cas on a: '
(I)z'bz

7= (1)

[x2+(1-9)7%] t dans le quadrilatére A ¢l B delafigure 84.

f = TR x{(1-y)

A g
H
Valeurs de ,
Werte von } &, &, &, €
y ©1y C0y “0 ) =1 ==
Values of bz &=z b
L2 ) &=7 £z
£q‘0 Ep=0 €g=1
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X
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Fig. 83. Vofite d’indice 4 — Flache mit Index 4 — Value of index 4.
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’ D 'b2 5
¢ === [+ 2(-nm) (1-y=r)]
.at '
q :—-a::o(; (|x|—=n)(1-y~n) dans le triangle A ¢ E de la figure 84
ab
= =[5 = e (loy-ny?)
, Dy 02
7 === f’ (42 (x| (1-y-n)]
q =—w2 (lx?—ﬂ)(l—y—fl) v dans le triangle B F de la figure 84.
W ab 5
=2 (1)
Iy 3
40 Densité de charge 225
Dans ce cas on a:
’ vg b
g = %,T]c"Sx(lfY)z
g = 02)3 <8 [£3+3x(1-y)%] . dans le quadrilatere AeZB de la figure 84.
t = 'ﬂﬁ[(l—y)“%z(l—y)]
653-1)2 3 9 5
57 (943 (13| +1=y-n)*=3 | (1-)"]
g =i ou
2 {n3+3(x+n)[(1 y—n)+nx]}
rwa [rz +3n(|x|+1-y-n)?—|x3-3|x[(1-y)?]
2nf dans le triangle A¢E
= o de la figure 84.
2 3f(x+zz)[(x+fz) +3(1-y—n)?]
- (24 (e 1) (1) =35(19)]
t=y ou
%l ey B304 1oy
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.
- 2301; (1343 n{x+1-y-n)?-3x(1-)?]

q — ou
wg - b2
2?:rzf 113+3(x—n)[(y—1+rz)2—/zx.]}

; ;lfz [22+3n(x+1-y-n)2-x3~3x (1-y)?]
g = ou
(e=) [(x-) +3 (y—1+2)?]

dans le triangle B{ F
de la figure 84.

( 2rz3f
w
- 23112]( [7234+3n(x+1-y—n)2—(1-y)?-3x2(1- 1
§ = ou
003

- GoE k)3 (- (- 1))

Les flgures 89—92 donnent pour les quatre cas de charges précédents et

pour les valeurs 2, 3, 4 de n, des abaques traduisant les valeurs précédentes

de ¢, g, ¢.

Le calcul du voile sous P'effet d’efforts tangentiels paralléles au plan du
tympan E, F, et répartis avec une densité constante sur toute parabole parallele
aux tympans de retombée A D et B C se raménera au cas précédemment traité
de charges verticales en utilisant le principe d’équivalence exposé au § 5 pour
les voiles normaux, semi-normaux ou dérivés.

rz_,

§ 7. Etude directe de l'action de certains efforts tangentiels dans
quelques cas et retour sur le principe d'équivalence.

Définition des efforts tangentiels envisagés —
Propriétés fondamentales — Conséquences.

Au § 5 nous avons ramené i des cas déja connus de charges verticales
Iétude d’efforts tangentiels s’exercant parallélement A une parabole principale
avec une densité constante sur toute parabole principale ayant son plan per-
pendiculaire a la direction de plans paralléle aux efforts considérés. Nous nous
proposons maintenant de trouver directement [a répartition des contraintes dans
le cas d’efforts tangentiels agissant parallelement a ume parabole principale
avec une densité constante le long de cette parabole. L’application du principe
d’équivalence aux résultats ainsi obtenus nous permettra alors de traiter des cas
de charges verticales plus généraux que ceux précédemment considérés,

Prenons (fig. 93) le voile A4, B, C, D, projeté en A BC D, ol toutes les
génératrices passant par A; D; rencontrent un des cotés adjacents A4, B, ou
C, D,. Supposons que les efforts appliqués soient décomposés suivant les géné-
ratrices passant par le point d’application. Le systéme des contraintes sera
défini en chaque point par les valeurs des contraintes s’exercant sur les éléments
de génératrices et dirigées suivant la direction méme des génératrices. Ces
valeurs s’obtiendront en sommant sur chaque génératrice les composantes suivant
la dite génératrice des efforts appliqués en tous ses points et en y ajoutant les
réactions des tympans aux extrémités s’il y a lieu.
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Supposons en particulier qu’il y ait deux tympans, Pun suivant A, B, et
Pautre suivant C; D,. Appelons file de génératrices toute ligne brisée dont
les ¢6tés sont formés par des génératrices et dont 'origine est sur A, D, ex-
trémité sur B, C, et les sommets intermédiajres sur les tympans A4, B, et C, D;.
Il existe deux séries de files de génératrices. Par tout point de A, D, et par

A > £
H
N e N . —.JF
in-a_é.._ U o
L b
S Ea _
888 e .. Eomo . e 8L JF DB
LT ) (] 2 g
g_EE -1 0 -1 f
%gsﬂ-g—f ......... (I NP —_———¥
£ 2
[/ X
A > 8
H
Ara o N & F
.—h.-:)_\ nes 6 NE.__ _.__t ......... S
58§ 3 al
REE meff N € . L _F q:a’zv" k
%gg 0 ! 0 f
~§€§ n-%_f— ......... E____.___J .......... F
£ F
0 X
A > g
H
Ao fE L NEL . .J —— e —
..i mo_ N L. __._JF
5€% 5 ab
2§ ¢ n-z_Jé_ ..... (I U ClL . S I p— 020
@ ‘G’g: . T - - 7 X
205l . 0 4 . 2V77
gs /7% S [ =S . “S N RGP 4 S —
£ F_,
[ x

Fig. 89. 1er cas: Charge de densité constante
Erster Fall: Belastung von gleichbleibender GréBe { @,
1st case: Loading of constant intensity

tout point de B, C, passe une file et une seule de chaque série. Par deux points
du voile situés sur une méme parallele a A4 B, il passera deux files de géné-
ratrices, si leur distance est un multiple de la distance de deux sommets consé-
cutifs d’'une méme file sur un méme tympan, distance que nous appelierons
période du voile. Les efforts tangentiels qui s’exercent sur le voile déterminent
aux deux extrémités d’une méme file des efforts connus A une constante ad-
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ditive prés. On peut en particulier choisir cette constante de maniére que 'un

de ces efforts soit nul.
L’intérét de la considération des files de génératrices dans le cas des efforts

tangentiels que nous envisageons résulte des deux propriétés suivantes:

A - o B
H A
X n-4._‘_‘§.__. e __F
,_ie__, Aedemde NS B F
L E'Q = a
3 o W, b2
SR U A N U I AP i g=—F
© 59 1 2/
3 9E 1 o -1
sgg Flord i ot g i 7 i i e # e | e & e J S P — _F
R TETT
£ F
0 X
A > B
T s H N 7
38 s s 3/
! s ? o
o TP U | N Nl NS L. U U R 7 S
. F
,k_»ﬁ n 3_.-%;._ —— %..-—.._4—.._—6_._._.;_._..._..._,E I S
8 EE‘ 5 . @ a?
Qe g E £ o) £ ¥ i
N g)g,n 2.5 e _._........_.._.._F..._.«./ - —g : g 27 )
RS , | 9 % ¢ | £ 3 -7 F
‘%@2 /72—_..1_.__._. =t _._.._./._..L_. N ——
§ g
b S
3\ g
£ N F
0 X
A =4 5
7 g ;
N -0 i e TR e a——— - imanine
.—?-S—\ ﬂJ-ﬁ_&E\_____L.—___‘?/____F
5¢ -g -060 240 -0.60 5. vl
’?L'E) gnrz._.Tf N j,Z ....... ot =
§_ §’ E -ga0 060 . -040 - 2VSf
® €
-%ga n-g———. |_ ......... —\_._ .[_ i e e i ' i —
-020 080 -020
£ o g £,
0 X

Zweiter Fall: Belastungsgrie
2nd case: Intensity of loading

Fig. 90. 2¢ cas: Charge de densité } D, x
1
n

1° Dans le cas d’efforts tangentiels paralléles en projection a AD et de
densité constante sur toute parabole principale paraliele en projection & A D,
la différence des contraintes réduites, s’exercant aux extrémités d’une file de
génératrices telle que PN MN' M’ N” QQ suivant Ia direction des génératrices
extrémes de la file, est constante pour toutes les files d’'une méme série et
change de signe sans changer de valeur absolue quand on passe d’une file d’une
série a une file de P'autre,
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20 Dans le cas d’efforts tangentiels paralléles 2 A B en projection et de
densité constante sur toute parabole principale parallele en prOJectlon aAB
les contraintes réduites en un méme point dirigées suivant les génératrices ont
les mémes valeurs pour deux points situés sur une méme paralléle aux tympans
AB et CD et distants 'un de autre d’un multiple de la période du voile,

jx
3 3
o Ao

Nomograph
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2
W
|

|
|
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™
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[A]

Fig. 91.

3e cas: Charge de densité e
Dritter Fall: BelastungsgroBe 22
3rd case: Intensity of loadiug n

Pour démontrer les deux propriétés fondamentales précédentes rapportons
le voile en projection a deux axes de coordonnées o ¢ et oy et appelons Z et
H les composantes suivant o et o 5 des efforts tangentiels appliqués sur 'unité
de surface projetée. La différence des contraintes réduites agissant en deux
points R et R' d’'une méme génératrice suivant la direction de ceite génératrice,
sur un élément perpendiculaire a cette génératrice, a pour valeur
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. 1 < /R’ R’
dr =3 sin ¢ cos g UR: i+ jRHd;]

en appelant ¢ 'angle de R R” avec 0 {. On vérifie assez facilement que la méme

formule est applicable au cas ot R et R’ ne sont pas situés sur une méme

génératrice mais se trouvent sur une méme file a condition d’affecter ¢ du signe

correspondant a la génératrice de la file sur laquelle se trouve le point R'. Il

A B
n-4._f,
P 3 L
<
oo -
gg%nvz_f:
B 5
5O
3 £
S
IS
n =
£
2 pes f
vSE_gn-a_.f
S
gg’gn-z £
&2k
8§
Q= n.g—-f.
£
A
R L
é E-.&n'ai.
8t
Qo
D Qn-z_f
A DE
SES
w2 ”._._?_E_
2
E

Vierter Fall; Belastungsgrofie -
4th case: Intensiity of loading

Fig. 92. 4¢ cas; Charge de densité } @5 X°

suffit par exemple de remarquer que les contraintes réduites changent brusque-
ment de signe sans changer de valeur absolue lorsque le point R’ passe par un
sommet de la file considérée.

Prenons d’abord & = 0, H = $ (&) et placons R en P et R en Q. La

formule précédente montre que la différence A% des contraintes réduites s’exer-
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cant en P et Q suivant les génératrices de la file PN MN' M N” Q est indé-
pendante du choix de la file dans une méme série et change de signe sans changer
de valeur absolue quand la file change de série. Faisons maintenant == X (i},
H = 0. La différence A% est nulle si les points R et R’ sont sur une méme pa-
ralléele 2 A B et a une distance égale 4 un multiple de la période du voile, on
pourra joindre R et R’ par deux files de séries différentes et les contraintes ré-
duites suivant chaque file auront méme valeur en R et R'. Les deux propriétés
énoncées se trouvent démontrées.

De ces propriétés on tire aisément les conséquences suivantes:

1° Des efforts tangentiels tels que & = 0, H = 9 (&) peuvent étre équi-
librés par 1’adjonction d’un tympan vertical perpendlculalre aAB et CD et
distant des bords libres A D ou B C d’un nombre entier de demi-périodes. Les
contraintes se réduisent 4 des cisaillements simples s’exercant sur les paraboles
principales et dont la valeur reste constante sur toute parallele 2 4 D (fig. 94).

M Mi

ot Ny Cr
4 M M 8
0 £
F / \/0
o N N N C
7
3
Fig. 03,

20 Des efforts tangentiels tels que & = X (), /1 = 0 peuvent s’équilibrer
sans I’adjonctlon de tympan si le voile est d’indice entier et pair, sinon les
efforts envisagés peuvent éfre réduits a des efforts de méme type agissant sur
une portion du voile formant un voile d’indice inférieur 4 2.

Le cas d’efforts & = 0, H = £ (&) se trouve ainsi entiérement résolu. Il
n’en est pas de méme du cas d’efforts & = X (), / = 0 ou il faut distinguer
suivant que I'indice est ou non un multiple de 2. Il en résuite, si on se borne
aux indices entiers, qu’on peut toujours considérer un voile quelconque comme
la juxtaposition de voiles normaux, ou comme celle de voiles normaux et d’un
voile semi-normal, et qu’il suffit de savoir résoudre le probleme posé pour un
voile normal et un voile semi-normal.

Examinons en premier lieu le cas du voile semi-normal projeté en ABC D
(fig. 95) et supposons le & 4 tympans AB et CD, d’une part, BC et D A
d’autre part. On voit immédiatement qu’on peut appliquer a ce voile les considé-
rations qui nous ont conduit a la premiére propriété fondamentale, en inter-
vertissant les tympans AB et CD avec BC et D A. Les contraintes se ré-
duisent 2 des cisaillements simples s’exercant sur les paraboles principales et
dont la valeur reste constante sur toute parallele 3 A B. :
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Prenons maintenant le cas du voile normal ABC D (fig. 96) a deux
tympans AB et CD. Adjoignons provisoirement les 3 tympans AD, BC,
MN, M et N étant les milieux de AB et CD. On est ramené au cas de deux
voiles semi-normaux qu’on sait résoudre, comme nous venons de le voir, Mais
on constate immédiatement que sur le tympan M N les efforts exercés par le
voile s’équilibrent et que par suite ce tympan peut étre supprimé. D’autre part
les efforts exercés sur les tympans A D et B C s’équilibrent sur le voile normal
considéré par intermédiaire de deux séries de files de génératrices telles que
PMN"Q et PN'M” Q suivant lesquelles se propagent des efforts connus.
Les tympans AD et B C peuvent étre alors supprimés.

tympan supplementaire
zusétziiche Querwand

Additional Crosswall
A 8
NN N N NY
2 N PN
ANIVNI NI NI NI M
NNENXR B A AAXAT AT
] n c
Lignes dégales valeurs des contraintes
Linien gleicher Spannungswerle
Lines of equal stresses v
Fig. 94.
2o M g
55 A MMM 8
§a§ \ \ / ,/\ ’,’\\\
SSE NN -~ A ANON S
S59 A ~ e 7 TN
1 2] Z / N
§qu)"\:§ \0 g ' #f \\ X
55 |/ S AR /N N £
= /’ e N >
%’ﬁ% / i ~ Yo 4 \\\
% :’g ; / \ p //, /,I \\ N Ia
E’E -:. . / \ L h A /”’ \\\\ r IJ
0 7 T . DN N, N C
Fig. 95. Fig. 96.
Application du principe d’équivalence aux cas d’efforts
tangentiels précédents — Nouveaux cas de charges verti-
cales.

-Reprenons le voile A BC D de la figure 93. Nous venons de résoudre le
probléme de la détermination des contraintes pour des efforts tangentiels
E = X(n), H= $ (§). Le principe d’équivalence énoncé au § 5 permet de
ramener a ce cas celui d’efforts verticaux répartis avec une densité de la forme
CEX () + 1D (6). En effet des charges verticales réparties sur une parabole
1 = constante avec une densité £ X () ont cette parabole pour courbe funi-
culaire 4 condition d’adjoindre des efforts dirigés tangentiellement a cette para-
bole et répartis avec la densité p X (), p désignant le paramétre de la para-
bole. De méme des charges verticales réparties sur une parabole & = ¢’ avec
une densité 5 $ (&) ont cette parabole pour courbe funiculaire a condition d’ad-
joindre des efforts dirigés tangentiellement a cette parabole et répartis avec
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la densité g § (&), g étant le parametre de la parabole, Il en résulte que le
calcul du voile pour une densité de charges verticales égale 2 ¢ X () --3 9 (£)
revient au calcul du cas d’efforts tangentiels & = p X () et H = ¢ 9 (8).

$ 8. Calcul des tympans.

Calcul d’un tympan console soumis 2 des efforts tangen-
tiels le long d’une parabole principale d’un voile quel-
conque.

Considérons (fig. 97) un tympan console libre a une extrémité O et en-
castré a l'autre E, et soit O E Parc de parabole principale du voile suivant
lequel agissent des efforts tangentiels quelconques supposés définis par la
valeur de leur projection sur un axe quelconque o x effectuée parallelement a
’axe du paraboloide, projection ayant pour valeur £ (x) par unité de longueur

Fig. 97.

de ox. Rapportons l'arc de parabole aux deux axes de coordonnées formés
par sa tangente o a au point o et par la verticale o 8 et soient a et § les coor-
données correspondantes. Les efforts tangentiels appliqués le long de OFE
peuvent étre définis par la valeur ¢ (a) de leur projection sur ’axe o « effectuée
parallelement a 0 5. On a d’ailleurs :
I (e) = £(x).
Désignons par E, et M, les projections sur oa du point E et d’un point
quelconque M de P'arc O E et soit:
OM, = « MM=g
OE] = Uy EIE = /3)0
Calculons le moment I'; des efforts appliqués le long de O M par rapport
au point M,. Pour cela cherchons le moment en M, de Peffort appliqué sur
un élément m m projeté sur oa suivant m, m, et tel que
om, = o, mym = f, mom, = da .
Cet effort a respectivement pour composantes parallelement a2 oa et o f

9()de et 0«(a’);da’
en désignant par p le parameétre de la parabole O E. Le moment par rapport

a M, de ces deux efforts est donc, en appelant % -}- @ "angle des directions
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oa et 0of

’

g cosg . H(«)da' + (¢ — ') cos ¢ - S(a’)—% dc

, ‘2
soit en remarquant que " = ;—
p
Ccos @ , ot e
— )Y )
25 2ed —« () d e
On a ainsi
cosqg (¢ , or oy )
T = 25 JO(Zaa — ') S () de .
Posons

@l(a):j{}(a)da, @2(a):j@l(a)da, @3(4:5):—‘.'@2(&)(1'0:.
0 0 0
On constate aisément, en intégrant deux fois par parties, que

T — Cg;‘i’? [¢2 O, () — 2 Oy (¢)]

ou encore .
I'y = Bcosep (@l(a) —%)
Cherchons maintenant la position sur M, M du point de passage P de la
résultante des efforts appliqués le long de O M, ainsi que les composantes U
et V de cette résultante suivant oa et 0 8. On a évidemment
U= 0 (a)
et

a a’
V= jgﬁ(a) » d o
soit en intégrant par parties
e (14 @1 (a)‘— @2 (a)

V
P
al
ou en remarquant que g = 2,
V= 2520 —6:(@)

o2
D’autre part on a évidemment:
IN=V-MP-cosg

d’oit
. 2 0, (a)
. M P = ﬂ(l'—a2 o, (a))
et
{ — 5a Osle)
P/;J —_— 2{)W.

‘Quand a varie entre zéro et a, le point P décrit ce que nous appellerons la
ligne des pressions dans le tympan. La connaissance au droit d’une section
quelconque M, M du point de passage P de la ligne des pressions et des ré-

Abhandfungen IV 6
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sultantes U et V détermine completement les efforts dans le tympan au droit
de la section considérée.
Dans le cas olt 9 (a) est de la forme #,a”, ¥, étant une constante on a:
Fn 20, 28
L = n+1 i ol M = : .
r 1" VT aeeh PM =ty

La courbe des pressions est une parabole tangente en o au voile, dont le para-
(7+2) (n+3)
(n+1) (2+4)

constant et égal a 9,, on a:

U=de, V=13, PM:%

metre est fois celui de la parabole D E. En particulier si & (a) est

Si ¥ (a) est de la forme &, @, ¥, étant une constante, on a:

1 2
U:?\‘fla?, V———\)‘1 2, PMZ%.

§’il s’agit de déterminer le point de passage P dans les cas ol (a) est
exprimé par un polynoéme de la forme:

Gy + a4 a4 e

on cherchera les points de passage relatifs a chacun des monémes composants
ainsi que les valeurs des composantes U et V correspondantes et on en dé-
duira par une composition de forces paralléles le point de passage cherché ainsi
que les valeurs des composantes U et V de la résultante des forces. Supposons
par exemple

\9((1):\9'0"]—191&

on trouve
B 1
PM="tf{1—
3 5 -I- 4J0
Si en particulier ¥, + 9, a = 0 pour une valeur de a, on a alors
’ _ B
PM= 5

Calcul complet d’un élément de tympan quelconque.

Soit (fig. 98) un élément de tympan correspondant i un arc de parabole
AB et limité a deux sections verticales 4 A, et B B,. Supposons ce tympan
non seulement soumis aux efforts tangentiels du voile suivant 4 B, mais encore
a des forces verticales ou non appliquées entre les sections A A, et B B,, ainsi
qu’a des réactions au droit des sections A 4, et B B,. Pour calculer les efforts
au droit d’une section quelconque M M,, on déterminera tout d’abord Ia ré-
sultante des efforts tangentiels dus au voile au droit de cette section ainsi que
son point de passage, en appliquant la méthode précédemment exposée. Puis
on composera cette résultante avec la résultante des efforts appliqués au droit
de A A, et entre A4, et M M,.

Nous passerons en revue quelques cas particuliers qui se rencontrent fré-
quemment.

19 Les efforts tcmgentzels sont constants en projection horizontale, et les
autres forces appliquées se réduisent a une résultante verticale agissant dans
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la section A A,. La courbe des pressions des efforts tangentiels est une para-
bole telle que AC (fig. 99), la résultante correspondante est une fonction
linéaire et homogene de I’abscisse comptée a partir de la section A, et le mo-
ment par rapport a la tangente au voile en 4 est proportionnel au cube de cette
abscisse. Le moment de la réaction appliquée en A est d’autre part proportionnel
a la méme abscisse. Il en résulte que la courbe résultante des pressions, c’est-
a-dire le lieu des points o1 le moment total est nul, se déduit de [a parabole A C
par une simple translation verticale. C’est une parabole 4’ C’ facile a tracer.
Sa connaissance donne immédiatement les efforts au droit d’une section quel-
conque.

Fig. 98. RE Fig. 99

20 Les efforts tangentiels sont constants en projection /zorizontafe, les
forces appliquées le long de A B étant verticales et uniformément réparties en
projection.

Soit (fig, 100) A C la parabole des pressions dues aux efforts tangentiels.
Le moment par rapport a la tangente en A est proportionnel au cube de abscisse

Fig. 100.

comptée a partir de A et la résullante correspondante en projection proportion-
nelle a ’abscisse. Le moment des forces verticales est par ailleurs proportionnel
au carré de P’abscisse. 1l en résulte immédiatement que la distance a la tangente
comptée verticalement du point de passage de la résultante générale est un
bindme du second degré sans terme constant par rapport a ’abscisse considérée.
La courbe résultante des pressions est ainsi un arc de parabole A D passant
par le point A et faisant en ce point un angle non nul avec I’arc de parabole A B.

Chapitre C. Voiles limités i des triangles curvilignes.

§ 1. Généralités.

Les voiles définis au chapitre A § 3 et ceux étudiés au chapitre B présentent
la particularité d’étre limités a leur pourtour par des quadrilatéres rectilignes
gauches (sauf le cas de quatre voiles avec appui central) ou par des quadrilatéres
de paraboles principales. Il peut éire plus intéressant dans les applications
d’envisager des voiles limités 4 des quadrilatéres plans et en particulier a des
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rectangles. Pour parvenir a ce résultat on peut associer des voiles limités i des
triangles curvilignes dont deux c6tés sont formés par des génératrices et le
troisiéme c6té par une parabole.

Propriétés des voiles busqués.

Nous allons étendre aux voiles les plus généraux en paraboloide hypert-
bolique la définition et les propri¢tés des voiles busqués définis au chapitre B
§ 4 pour les voiles limités a des paraboles principales et busqués suivant 'une de

ces paraboles. A cet effet considérons (fig. 101) un

P voile quelconque en paraboloide hyperbolique a axe
vertical et tracons sur le voile une parabole quel-
conque A B. Cette parabole divise le voile en deux
parties P, et P,. Faisons correspondre a tout point
M de P, un point M’ sur la méme verticale de facon
que le vecteur M M’ soit égal a sa distance au plan
de la parabole A8 multipliée par un coefficient
constant %, que nous appellerons coefficient de bus-
quage. Quand le point M décrit le demi-voile P, le
point M’ décrit un demi-voile Py’ qui est egalement
un paraboloide ‘hyperbolique. Par définition V’en-
, semble des deux demi-voiles P, et P, formera un
Fig. 101. voile busqué dont la parabole AB sera la parabole

de busquage.

On constate facilement que si 'on suppose les deux voiles P, P, et P, P,
chargés au droit des points situés sur une méme verticale avec la méme densité
en projection horizontale, c’est-a-dire si deux éléments pris dans chaque voile
et projetés horizontalement suivant un méme élément sont soumis d’une part
a des efforts tangentiels ayant méme projection horlzontale, d’autre part a des
efforts verticaux identiques, les voiles subissent les mémes contraintes réduites
aux points correspondants situés sur une méme verticale. En outre, suivant I’arc
de parabole A B s’exercent des efforts verticaux, dont la densité en projection
horizontale est égale au produit de la contrainte normale réduite s’exercant sur
Parc de parabole A B par le coefficient de busquage.

Si dans le voile primitif P, P, le voile exerce des efforts sur un tympan
vertical défini par un arc de parabole C D E, le voile busqué P, Py’ exercera
des efforts sur le tympan vertical défini par les arcs de parabole C D et D E'.
Les efforts développés suivant ’arc de parabole C D et leur résultante sont les
mémes dans les deux voiles. Suivant les arcs de parabole D E et D E’, les efforts
exercés sur les tympans sont les mémes en projection horizontale aux points
se correspondant sur une méme verticale. Les résultantes de ces efforls ont donc
meéme projection horizontale et comme elles passent évidemment par un méme
point du tympan de busquage, il suffit pour les définir complétement, de con-
naitre au droit de chaque verticale leur point de passage.” Or on constate im-
médiatement que les lieux décrits par ces points de passage dans leurs tympans
respectifs, qui sont les hgnes des pressions de ces tympans, se déduisent 'un
de Pautre suivant la méme loi que celle permettant de passer du demi-voile P,
au demi-voile Py’. En d’autres termes, la ligne des pressions relative au tympan
D E’ se déduit de la ligne des pressmns relative au tympan D E, en portant a
partir de chaque point de celle-ci un vecteur égal au produit par le coefficient
de busquage % de la dlstance du point considéré au tympan de busquage. En
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résumé, on passe facilement pour chaque demi-tympan C D et D E d’une part,
C D et D E’ d’autre part, du cas du voile primitif a celui du voile busqué, aussi
bien en ce qui concerne la valeur de la résultante qu’en ce qui concerne le tracé
de la ligne des pressions.

On peut aller plus loin dans certains cas particuliers et établir une cor-
respondance identique entre les résultantes et les lignes des pressions du tympan
C D E d’une part et du tympan C D E’ d’autre part, les résultantes ayant méme
projection horizontale au droit d’'une méme verticale, et les lignes des pressions
étant identiques.entre les verticales de C et D et se déduisant 'une de Pautre
comitte les demi-voiles P, et Py’ entre les verticales de D et E. Il suffit pour
qu’il en soit ainsi que dans le cas du voile busqué il soit appliqué au -point D
une réaction verticale égale au produit du coefficient de busquage par la pro-
jection horizontale de la résultante en D.

Distinction entre les voiles busques et les v011es juxta-
posés.

Un voile busqué peut évidemment étre envisagé comme la juxtaposition
de deux voiles suivant une parabole commune. Une différence importante au
point de vue des applications existe toutefois entre un voile busqué et deux
voiles simplement juxtaposés ne pouvant étre considéré comme un méme voile
busqué. Si I'on suppose les deux types de voiles (voiles busqués et voiles
simplement juxtaposés) chargés avec une densité constante en projection hori-
zontale, on constate facilement que pour un voile du premier type la parabole
de busquage est soumise a des efforts verticaux uniformément répartis en pro-
jection horizontale, et par conséquent la ligne des pressions dans le plan de la
parabole de busquage coincide avec cette parabole; au contraire s¢'il s’agit de
deux voiles simplement juxtaposés suivant une parabole, cette parabole est
soumise de la part des deux voiles a des efforts qui ne sont pas tous situés en
général dans le plan de la parabole, et dans le cas particulier oi1 il en est ains],
la ligne des pressions dans ce plan ne coincide pas avec la parabole de juxta-
position.

Voiles incomplets et voiles complets.

Considérons une association de voiles a axes verticaux limités & des quadri-
latéres gauches et busquons ces voiles de maniere & remplacer un méme voile
prlmltlvement limité & un quadrilaiere gauche par deux demi-voiles limités
chacun a un triangle formé de deux droites et d’une parabole. Nous pouvons
obtenir en operant ainsi des assoc1at10ns de voiles dont le contour extérieur
sera dans un méme plan

Les voiles ainsi définis peuvent étre classes au point de vue de leur ré-
sistance aux charges uniformément réparties en projection horizontale en deux
catégories, les voiles incomplets et les voiles complets. Les voiles incomplets
sont ceux pour lesquels les poussees s’exercant suivant les paraboles de bus-
.quage ne sont pas compensées a Vintérieur du voile, mais sont équilibrées par
des éléments spéciaux tels que tympans, tirants ou ,butons Les voiles complets
sont ceux qui n’exercent aucune poussée sur leurs bords et n’ont besoin d’aucun
élément extérieur au voile pour résister aux poussées dues au busquage.

§ 2. Voiles incomplets.

Voiles simples busqués a bords rectangulaires.

Considérons (fig. 102) un voile en paraboloide hyperbolique équilatere
limité au quadrilatére gauche O B C A" et busquons le en prenant comme para-
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bole de busquage la parabole passant par les points O et C, de maniére que
le point A’ vienne coincider avec le quatri¢me sommet A du rectangle construit
sur BO et BC, Le voile busqué que nous obtenons ainsi travaille dans les
mémes conditions que e voile initial. I donne par conséquent en projections
sur les c6tés du rectangle O B C A les mémes réactions que le voile initial sur
les cotés du quadrilatére gauche O B C A, mais en outre le voile busqué charge
la parabole de busquage O C par des efforts appliqués dans le plan de cette
parabole, parallelement 2 A A'.

Supposons le voile busqué
chargé avec une densité & uni-
forme en projection sur le plan
du rectangle. Le voile est soumis
a des efforts de cisaillement sivant
les génératrices, efforts ayant pour
valeur par unité de longueur

g — D-a- b
T T 244
en désignant par a et & les
longueurs O A et OB du rect-
< E] - angle. Si l'on désigne d’autre part
Fig. 102. , par H la ileche de l'arc de para-
_ bole OC on a:
AA =4 H

et par conséquent
o w-ab
8H

telle est la formule fondamentale qui donne la valeur du cisaillement dans un
voile simple busqué a bords rectangulaires chargé uniformément en projection.

Etudions maintenant dans quelles conditions travaille la parabole de bus-
quage. Elle est soumise 4 une charge uniforme dont la densité en projection
horizontale est égale au produit par le coefficient de busquage de la contrainte
normale réduite s’exercant sur les éléments de O C. Cherchons I’expression
analytique de cette densité p. Pour cela appelons ¢ la longueur des diagonales
du rectangle et abaissons la perpendiculaire 4 A” sur OC. Le coefficient de

busquage % est AA 4 H 4H!
. - k == AA" = a - b = a- b
7 :

La valeur de la composante normale 7 de la contrainte s’exercant le long de
O C peut se calculer de la maniére suivante., La composante normale des efforts
agissant sur O C en projection horizontale est égale a la somme des composantes
des efforts s’exercant suivant B O et B C sur la perpendiculaire B B’ abaissée

G =

de B sur OC. On a donc: -
B nOC = 29BF :
d’olt BB a-b
soit en tenant compte de la valeur précédemment obtenu pour &
' @ - ab? ‘
n =

4H?
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La valeur de la densité cherchée p est donc
w-a-b

l )
formule évidente a priori; en effet le voile busqué ne donne que des efforts
horizontaux a son pourtour, et par conséquent la résultante des efforts verticaux
agissant sur la parabole de busquage, qui est égale a p/, doit €quilibrer la
charge totale @ a & du voile, d’olt la formule précédente.

La parabole de busquage étant soumise & la charge uniforme de densité p,
la courbe des pressions dans le plan de busquage coincide avec la parabole
de busquage, et Parc de busquage n’est soumis en chacun de ses points qu’a
un effort normal tangent a I’arc de parabole dont la valeur en projection hori-

zontale, que nous appellerons poussée de ’arc de busquage, est donnée par
la formule: ' __@abl

Q= 8H
Le voile busqué considéré est un voile incomplet puisqu’il donne aux
extrémités O et C de I’arc de busquage deux poussées ayant la valeur commune
précédente qui ne peuvent évidemment pas s’équilibrer par I’intermédiaire du
voile. L’existence de ces deux poussées en O et C rend donc obligatoire,
lorsque le voile considéré est utilisé seul, 'emploi d’un tirant suivant O C ou
de tout autre dispositif mécanique équivalent.

p:kn:

Voiles simples busqués limités & un quadrilatére gauche.

Nous allons étudier en détail un autre voile simple busqué qui entre dans
la composition de voiles plus complexes, a savoir le voile simple busqué formé
de paraboloides équilateres et limité & un quadrilatére gauche. Ce voile est
une généralisation du voile précédem-
ment considéré, Pour le définir nous
partirons encore d’'un voile limité a
un quadrilatére gauche OBC A" (fig.
103). Nous busquerons ce voile sui-
vant la parabole de busquage OC de
mani¢re a amener le point A4’ en un
point A tel que

AA =2H -+ 4,
Soit O’ le quatriéme sommet du rect-
angle dont les trois auires sommets

Dll
|
|
I
|
|
)

g

B¢ sont AC B. Posons
' OA=a
OOB=25
O0="~"h

les longueurs a, b,-%, H définissent complétement le voile busqué consid?ré.
O O’ qui est a Pintersection des plans menés par deux génératrices Barallele-
ment aux plans directeurs est parallele a Paxe de chaque paraboloide donc
aAdA.

Supposons tout d’abord le voile chargé avec une densité uniforme en pro-
jection et parallelement i la direction des axes des paraboloides. _Désignons
toujours par & la densité de cette charge et par 9 le cisaillement qui en résulte
sur les éléments de génératrices. On a
@ -ab
4H
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on voit en effet immédiatement que le gauchissement du quadrilatére primitif
OBC A a pour valeur

AA, = AA —AA, = AA —00 = 2H.
Le voile exerce des réactions sur son pourtour dirigées suivant les génératrices
du quadrilatere gauche O AC B et des réactions paralléles a O O’ sur P'arc
de busquage OC dont la valeur correspond i une densité constante en pro-

jection horizontale que nous appellerons 4. Si £ est le coefficient de busquage
et n la contrainte normale réduite s’exercant suivant (O C, on aura

0 = kn.
Abaissons 4 A” perpendiculaire sur O’ C et posons
o OC = L
On aura
b — AA  2H+h  I(2H4R)
AA" ab ab '
l

Abaissons la perpendiculaire BB’ sur (O’ C. La composante normale en pro-
jection sur O’ B C des réactions suivant O C a pour valeur n/ et est équilibrée
par la somme des projections sur B B’ des projections sur le plan O’ BC des
réactions agissant sur BC et B O. On en déduit sans difficulté I’identité

29ab

ni=2%BB — ]

d’ol1 ’on tire
29ab _ ®ab®

2 2HIE
on en déduit
S _ wab ZH+ 1
- 21 H ’

L’arc de busquage O C se trouve soumis a un effort normal dont la pro-
jection sur le plan O’ B C a une valeur constante Q que nous allons déterminer.
Pour cela remarquons que la déviation O O” de Parc de parabole O C mesure
le gauchissement du quadrilatére primitif O B C A’ et est par suite égal a 2 H.

11 en résulte que la fleche de ’arc de parabole O C est égal i !2_[ On a donc
0= 012 dabl(2H+h)
T 4H 8 H* '

Calculons d’autre part les composantes verticales aux points O et C dues i l’arc
de busquage (fig. 104). Ces réactions se composent de deux réactions dirigées

parallélement a O’ et ayant pour valeur %l et de deux réactions dirigées suivant

O C se faisant équilibre et dont la projection sur O’ C a pour valeur la poussée
Q. Par conséquent la réaction en O se compose d’une poussée parallele a O’ C
ayant la valeur Q précédemment déterminée et d’une réaction dirigée suivant
O O’ ayant pour valeur ' LR o 'y
0/ Qh _ oab(2H+ A) (li )/ )
2 LT 4H 2H)"
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La réaction en C se compose de méme d’une poussée parallele & O’ C ayant la
valeur @ et d’une composante parallele 3 O O’ ayant pour valéur

_d_l_F_Qh_ca-ab(2h'—]-h)(1 h )
2 — 4H - 2H)
Déterminons le point 4 de Parc O C o1 la tangente est paralléle & O’ C et

la distance $ de ce point a la droite O’ C. Projetons pour cela le point 4 en A’
sur O’ C. Marquons le point de rencontre 4” de 44" sur O” C. On a

244" 00"
4"C 7 0"C
et d’autre part
244"
4"°C  CA
200" T CO”
oC
et par conséquent
cCa 00"  2H4+”I Fig. 104.
CO =~ 200" 4H

la position du point 4 étant ainsi déterminée, il est facile de calculer $
D=A4 = A4'A"— A44";

or
i s CA QH AR
dd = 00 =g
d’autre part
P CA')Q_ (2H + h)?
a4 = 00" () = B

Il en résulte que

h )2
oo RHED (1+ﬁ1
Un cas particulier intéressant et dont nous reparlerons ultérieurement correspoud
a la relation

2H+h=2HYV2
soit
h=2H({2-1)
on a alors
S = Fl,

§ 3. Voiles complets.

Voiles limités a un rectangle avec points d’appuis aux
milieux des co6tés du rectangle.
Soient (fig. 105) le rectangle CD C' D', A, B’, A’, B les milieux des cotés,
‘0O le centre du rectangle, 2a et 25 les longueurs des cotés. Les droites 4 A’
et B B’ partagent le rectangle donné en 4 rectangles. Imaginons que par chacun
d’eux nous fassions passer un voile simple busqué de telle sorte que les para-
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boles de busquage soient dirigées respectivement suivant AB, BA’, A’ B', B’ A
et aient une méme fléche H. Les paraboloides sont supposés tous a axe vertlcal
et le voile est supposé chargé uniformément en projection avec une densité .
On voit immédiatement d’une part que les réactions dues au voile suivant les
droites 4 A’ et B B’ se font équilibre, d’autre part que les réactions aux quatre
poinis A, B, A’, B’ dues aux paraboles de busquage ont leurs composantes pa-
ralléles au plan du rectangle primitif situées suivant 4 A" et B B’ et se faisant
équilibre. 11 en résulte que les quatre points 4, B, A’, B’ n’ont besoin que de
développer des réactions verticales.
Le taux de travail dans le voile est avec les notations habituelles

- ab
8H
les composantes suivant A A’ des poussées dues au busquage s’exercant en A

5 a2

aa
et A’ ont pour valeur commune

G =

b ; , .
; les composantes suivant B B’ des poussées

4/ ; o ab?
4H -

dues au busquage s’exercant en. B et B’ ont pour valeur commune

Fig. 105. ' Fig. 106.

Si 'on calcule maintenant en chaque point de 4 4’ et BB’ la résultante
des efforts on constate qu’elle croit linéairement depuis les extrémités de 4 A’
ou B B’ jusqu’en leur milien O, la valeur de la résultante au point O’ étant
double de sa valeur aux extremltes Cette remarque permet d’écrire immédiate-
ment la valeur de la résultante puisque sa variation est égale au produit du cis-
aillement ¢ par le déplacement de son point d’application.

Voiles limités a un rectangle avec points d’appuis aux
sommets du rectangle,

Soit (fig. 106) le rectangle CDC’ ', A, B’, A’, B les milieux des cdtés,
O’ le centre du rectangle, 2a et 24 les longueurs des c6tés. Menons par le
point O’ le segment ¢’ O ayant pour valeur /4. Par chacun des quadrilateres
gauches OACB, OADB, OB C' A, O A D' B nous pouvons faire passer
un voile simple busque déterminé comme nous I'avons vu au § 2 par les para-
metres a, b, £ et par un parameétre supplémentaire /1.

Nous allons chercher la condition pour que le voile formé par la réunion
des 4 voiles simples busqués précédents soit un voile complet. Pour cela
supposons le voile chargé uniformément en projection avec une densité . Par
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raison de symétrie les réactions s’équilibrent de part et d’autre des points
A, B, A, B suivant les cotés du rectangle C D C’ D’. Par raison de symétrie
également les composantes paralléles au plan du rectangle C D C’ D’ des ré-
actions en O des 4 voiles composants se font équilibre de méme. D’autre part
les composantes paralléles au plan du rectangle C D C’ [ des réactions en
C, D, C’, D’ dues au busquage se font manifestement équilibre par l’inter-
médiaire des 4 c6tés du rectangle. La condition pour que le voile considéré
soit complet est donc que la composante verticale de la résultante des réactions
en O des voiles composants soit nulle. 1l est d’ailleurs bien évident qu’il faut
et il suffit pour cela qu’il en soit ainsi pour chacun des voiles composants. Or
nous savons que la réaction dirigée suivant O O’ due au busquage est pour
I’'un quelconque de ces voiles,

@-a-b(2H+ h) (1 L\
4H T 2H!

Cette réaction doit donc équilibrer la somme des composantes paralleles a O O/
des réactions s’exercant snivant deux c6tés issus du point O et appartenant a
un méme voile composant (O A et O B par exemple). Or chacune de ces com-
posantes a pour valeur le produit de 9 par O O’; par suite la somme des deux
composantes a pour valeur

w-abh
2H '’
et la condition cherchée s’écrit
w-ab(2H+ ) (l—i)-— @-abh
4H. 2H/ 2H

ou
1+ 273) (1= 3] = 77

N S
AH: T H

AR h
(ﬁ)+22_1?_1_0

c’est-a-dire

1

ou en définitive
h
o ﬁ 1.
‘Nous savons que cette condition est équivalente a I’identité
$=H.

On peut donc énoncer ce résultat: pour que le voile O C D C’' I soit un voile
complet, il faut et il suffit que le fléche totale  du voile soit égale a 1a hauteur

a la clé & divisée par 2 (Y2 —1); la déviation de chacune des paraboles de
busquage a alors pour valeur 2 $. ‘ o
Supposons la condition précédente réalisée. Le cisaillement ¢ dans le voile
sera donné par
o __ @ab
Y E=ETE
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La poussée dans chacun des arcs C OC’ et D O D' a pour valeur
wabl

©=on V2 -
Les composantes de cette poussée suivant les directions A 4’ et BB’ ont re-
spectivement pour valeurs

@alb  wab ot wab:  wab?

2HY2  2H+ R 2HV2  2H-+ 4
L’effort total qui s’exerce suivant chaque c6té du rectangle limitant le voile
varie linéairement depuis les extrémités du coté oir il a 'une ou Pautre des

valeurs précédentes jusqu’au milieu du c6té oit 11 attemt sa valeur maxima la-
quelle est suivant les cas

wmab wab a)ab W ab?
sty =5 7 =
Vu 1’1mp0rtance du voile que nous v6nons de définir au point de vue des

applications, nous donnons au chapitre D un calcul détaillé d’un voile de cette
espéce limité & un carré,

8 4. Voiles juxtaposés.

Voiles dont les éléments sont limités par deux droites et
uné parabole.

Considérons (fig. 107) le voile limité au quadrilatére gauche O PR P’ et
défini de la maniere suivante:

19 Le voile est symétrique par rapport au plan vertical passant par O et R.

20 Chacun des éléments triangulaires O PR, O P’ R dont le voile est
constitué est un parabololde a axe vertical s’appuyant sur les droites OP et
P R pour le premier, O P’ et P’ R pour le second et sur la parabole de juxta-
position O R dont la déviation O 2 = J est donnée.

Menons par le milien Q du segment horizontal P P’ la parallele QR O
a la tangente R Q2 a P’arc de parabole R O au point R, et désignons par 1 et u
les projections sur cette droite des segments Q R et R O effectuées parallcle-
ment 2 la verticale. Appelons d’autre part 24 la distance P /. Les parametres
a, i, u, 6 ne suffisent pas pour définir complétement le voile considéré. Il faut
encore leur adjoindre deux parametres, par exemple la direction de la tangente
R 2 et la distance verticale de cette tangente a sa paralléle menée par . Mais
ces deux parametres n’interviennent pas dans I’étude des propriétés fondamen-
tales que nous avons en vue.

Supposons chacun des éléments de paraboloide soumis a une charge de
densité constante en projection horizontale. Nous définirons cette charge par
sa densité prise non pas par rapport au plan horizontal mais par rapport au
plan P O’ P, densité que nous désignerons par a. Nous supposerons que en-
semble du voile est porté par un tympan aménagé dans le plan de la parabole
de juxtaposition R O et que ce tympan est lui-méme encastré suivant la verti-
cale O O.

Examinons 1’équilibre du vo1le dans les conditions que nous venons de
préciser. Chaque €l¢ment dont est constitué le voile est soumis a des cfforts
‘se réduisant A des cisaillements suivant les génératrices, c1sa111ements qu1 ont
pour valeur
D ap

4 =733
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En effet si ’on prolonge par exemple 'é1ément de voile P R O jusqu’aux deux
autres cdtés du quadrilatere gauche tracé sur le paraboloide et dont les deux
premiers cOtés sont P O et P R, on constate que I’élément de paraboloide ainsi
formé a pour poids @ -«- u et pour gauchissement é.

Les réactions du voile P O P’ R se composent d’abord d’efforts dirigés
suivant les génératrices qui limitent le voile et réparties a raison de & par unité de
longueur, et ensuite d’etforts s’exercant sur ’arc de parabole R O dans le plan
de cette parabole. Les réactions s’exercant suivant les génératrices PR et P’ R
ont une résultante appliquée en R dans le plan vertical de ’arc R O et on peut
combiner cette résultante avec les réactions directes du voile sur arc R O. On
obtient ainsi un systeme d’efforts s’exercant sur le tympan de juxtaposition et
dont il est possible de déterminer en chaque point la résultante générale et le
moment résultant. Soit T ce systeme d’efforts. Les réactions s’exercant suivant

Fig. 107. Fig. 108.

les génératrices 2 O et P O ont une résultante en O, dont nous désignerons
la projection suivant Q O’ par F. La résultante des efforts du systeme T au
droit de la section O’ O passe par un certain point / de O O situé i une
distance 5 de O et cette résultante a F pour projection suivant Q O

Proposons nous de déterminer F et 5. Pour cela prenons les moments
par rapport au point /. Le moment du systeme T est nul, le moment de ré-
action suivant P O et P’ O a pour valeur F 4 sin (O’ O, O’ Q). Ce moment doit
donc €quilibrer le moment des charges verticales appliquées 4 I’ensemble du
voile P R P” O. Nous allons calculer ce moment. Pour cela remarquons que la ré-
sultante des charges verticales sur les triangles curvilignes P O R et P’ R O passe
par le point &' de la droite Q O’ defini de la maniére suivante; si &’ désigne
le mileu de O’ R, le vecteur $'a’ a pour valeur algébrique le tiers de la pro-
jection 8’ Q@ de chacune des médianes P S’ et 7S’. On a donc

u

RS

, . u 2 14 2u
Ox =53+—3 ="3 .

Par conséquent

A4+ 2u

Fysin(0'0,0'Q) = wau 3

sin{0'0, 0’ Q).

Calculons F. On voit immédiatement que
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F=230Q=29(0+p).
Par conséquent
_wau L+2u 0 A+2u
— 69 Atu 3 [T
Nous pouvons résumer les considérations qui précedent de la maniere

suivante. L’ensemble des deux éléments de voile P R O et P’ R O exercent sur
le tympan de juxtaposition une action qui se compose:

19 d’une force concentrée s’exercant au point R qui n’est autre que la
résultante des réactions agissant suivant les génératrices PR et P’ R.

20 d’efforts tangentiels s’exercant suivant ’arc de parabole R O et de
densité constante en projection.

30 d’efforts verticaux agissant suivant I’arc de parabole R O avec une
densité variant linéairement depuis le point R jusqu’au point O.

40 d’une force concentrée s’exercant au point O qui n’est autre que la
résultante des réactions agissant suivant les génératrices P O et P’ O.

L’ensemble des forces visées aux numéros 1°¢, 20, 3° forment ce que nous
avons appelé le systeme Z. Au droit d’une section droite verticale quelconque
du tympan, la résultante des efforts et son point de passage sont uniquement
déterminés par les valeurs des différents éléments constituant le systeme T, et
le lieu de ce point de passage forme la courbe des pressions dans le tympan.
Cette courbe aboutit au droit de la section O’ O au point 7 situé a la distance
du point O égale a la quantité # que nous avons calculée. En ce point la ré-
sultante des efforts du systéme € s’exercant sur le tympan.a sa projection pa-
rallele a O O égale a la quantité F dont nous avons donné Vexpression. L’en-
semble des réactions du voile au droit de la section O O’ se compose de la
résultante précédente due au systéme T appliquée au point / et de la résultante
appliquée en O des réactions suivant les génératrices P O et P’ O. 1l est re-
marquable que la position du point 7 et la valeur de la composante suivant Q O’
de la résultante agissant au point / ne dépendent que des quantités @, 4, 4, k&, 0.

Nous allons examiner d’une maniére plus compléte ’action du systeme T
sur le tympan, en cherchant pour chaque section droite de ce tympan la valeur
de la résultante et le point de passage. Il est évident a priori en vertu de ce qui
précéde que la valeur de cette résultante varie linéairement le long du tympan.
D’autre part si 'on se rapporte aux considérations développées au § 8 du cha-
pitre B, on constate que le lieu du point de passage de la résultante ou courbe
des pressions est la somme d’une parabole a axe vertical et d’'une hyperbole a
asymptote verticale. ,

Désignons par w ’angle que fait Q O’ avec ’horizontale et par » la distance
R’ R. Soit F, et V, les composantes de la force concentrée agissant au point R
dirigées suivant Q O’ et suivant la verticale. On a

F0:219'}v V0=23V.

Les efforts tangentiels qui s’exercent suivant ’arc de parabole R O ont une
densité ¢ qu’il est facile de calculer si ’on remarque la composante suivant Q O’
de la résultante de ces efforts sur ’arc R O tout entier dont la valeur est ¢ u
doit équilibrer les projections suivant ¢ O’ des réactions agissant suivant les
droites PO, PR, P’ O, P’ R qui ont respectivement pour valeurs

G + ), G4, (A + u), G4,

On a ainsi _
tu =23+ u)+ 2{)}3
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d’out 'on tire

2L+ u
wo
Désignons (fig. 108) par x et y les coordonnées d’un pomt M quelconque de

P’arc de parabole R O comptée parallélement & Q O et a la verticale. La courbe
des pressions relatives aux efforts tangentiels seuls est Varc de parabole R/

=29

tel qu’au point d’abscisse x, Vordonnée M’ M, de cet arc soit égal a g y (voir

chapitre B § 8). La résultante des efforts au point M, a pour composante pa-
rallele 3 Q O’ la quantité ¢x et pour composante verticale la quantité ¢ y.

Calculons les moments M, et M, au point M’ dus & la force concentrée
agissant en R et aux efforts tangentiels. On a

My =—Vyx.-cos0 = —2JvxCOS w,
M, _——-g—t-xyCOS(G:%z}v_i_‘u

La densité des charges verticales agissant sur I’arc R O au point A est de la
forme

Xy COS w

p—+rx
p et p’ étant deux constantes. Le moment M, de ces charges est:

xZ
iy 5= (pz - pﬁ

Le moment total M, + M, -+~ M, par rapport au point M’ est ainsi:
2 7 337
E)R_cosw[ 9 2htp £x px]

) COS .

39— A=

- et la résultante générale correspondante a pour composante suivant Q O

tx — Fy, = ZS[M—:EJc—}L]

)2
ul’

d’ailleurs on a

y=24a (
par conséquent

M = cos w[4

_px p’x“"]
2776 .

La distance au point M’ du point de passage de la résultante a évidemment pour
valeur

px:  px?

2 )

49 .. & ]
m B ‘3_(2/'+'u)6‘u_3_21}yx_

({tx—ry)cosw 2)'+‘ux_)

u

Calculons maintenant p et p’. Remarquons pour cela gue p est proportionnel
a v et que p' ne dépend pas de », comme on le constate facilement du fait que
la variation de » équivaut a la considération d’un busquage le long de ’arc de
parabole R O. Ecrivons que la résultante de toutes les forces agissant sur le
tympan entre R et O, le point O y compris, a une composante verticale égale au
poids wau. On a:
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wapu = Vy,—td+pu+ pz,u‘+ V

V étant la composante verticale de la résultante des efforts le long des géné-
ratrices P O et 7 O soit:

V=29 (6+).
Par conséquent _
: Ty
294 = 2.9:;—2&6# +pu +p—£‘—+ 2.4 (6 + v)
et par suite

" u? 244+

py—l—ﬂz‘—': 290 — 4 9.

u

On a donc, puisque p est proportionnel a » et que p’ est indépendant de »

P = —4 ;l—
_43637“—11‘
¢
On peut donc écrire
_ 49 b v o 29 204 3]
g.m_—COSw[:; (21.4—;!)(5;!—3—2311.)5-1—29;)6 r— 3 d"—‘ua X

soit

B d x3 ( x )]

931—ZJCOS(U[(2?..+H)?F—WC 1—}—{ |

On vérifie sur cette formule que » n’intervient pas dans la section transversale

O O’ comme nous I’avons vu, On vérifie également en faisant x = u que Ia

valeur de M correspond bien a celle résultant des formules précédemment
données pour F et 7.

Voiles a tympans en croix.

Nous appellerons voiles a tympans en croix des voiles supportés par deux
tympans orthogonaux se croisant au droit d’un appui double au centre de
symétrie du voile. Nous formerons ces voiles a 'aide de voiles juxtaposés du
type précédemment étudié de maniere que les tympans de juxtaposition coin-
cident avec les tympans en croix. PParmi les voiles étudiés nous distinguerons
deux catégories, les voiles dont le pourtour extérieur est un rectangle et ceux
dont le pourtour extérieur est un octogone gauche projeté suivant un rectangle.

Le voile le plus simple & pourtour rectangulaire peut étre défini de la
maniére suivante: considérons (fig. 109) un rectangle C D C’ I’ dont les milieux
des c6tés sont respectivement A, B, A’ B. Soient 2a et 2 b, les c6tes du rectangle.
Prenons sur la verticale du centre du rectangle deux points O et O distants de
d et construisons les arcs de parabole A O, BO, A O, B’ O, de déviation ¢
et joignons par des droites le point O aux sommets C, D, C’, D’ du rectangle.
Disposons les tympans en croix suivant les plans 4 O A’ et B O B’ et construisons
les paraboloides définis par chacun des triangles curvilignes AOC, BOC,
BoD,A0D, AO0C, B OC, BOD, A 0OD. Nous aurons formé ainsi
4 voiles juxtaposés, OCBD', OD' A’C’, OC'B'D, ODAC auxquels la
théorie précédemment exposée sera applicable, L’application des formulesalors
trouvées conduit aux résultats suivants. La couverture travaille au cisaillement
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suivant les génératrices lorsqu’elle est chargée uniformément en projection
horizontale. Si on appelle @ la valeur de la densité de la charge comptée suivant
le rectangle de pourtour, et ¢ la valeur du cisaillement on aura

w-a-b
20
Le point de passage / de la courbe des pressions dans les tympans au centre du

=

voile se trouve a une distance du point O égale —2_3—(), et la valeur correspondante

pour chaque tympan de la composante de la résultante paralléle aux tangentes
aux paraboles de juxtaposition a l'origine des paraboles sur le pourtour est,
suivant les cas, 2¢ & ou 2%« en posant
O'A = a' O'B = b’.
Du voile précédent on peut déduire facilement un voile & pourtour octo-

gonal gauche. Il suffit de remplacer le rectangle de base C D C’ D’ de la fig. 109
par P'octogone gauche C, AD, B'Cy A’ Dy B de la fig. 110, la définition du

& 4 0

Fig. 100.

voile restant la méme. Toutes les propriétés et les résultats précédemment in-
diqués restent valables sans changement, comme cela résulte de la propriété
fondamentale énoncée antérieurement.

Les deux voiles précédents sont composés chacun de quatre voiles & élé-
ments triangulaires juxtaposés. Nous dirons que ce sont des voiles simples en
ce sens que chaque bras de la croix des tympans ne porte qu'un seul voile a
éléments juxtaposés. Nous allons considérer maintenant des voiles doubles,
c’est a dire des voiles pour lesquels chaque bras de la croix des tympans porte
deux voiles a éléments juxtaposés.

Considérons (fig. 111) un rectangle C D C’ D’ de c¢6tés 2a et 24 et dont
les milieux sont respectivement A, B’, A, B. Prenons dans les quatre bras de
la croix des tympans passant par les milieux des c6tés du rectangle quatre points
arbitraires symétriquement disposés deux a deux, E et E’ d’une part, F et F’
d’autre part. Prenons enfin trois points O, O, O, sur la verticale du centre de
symétrie et donnons nous deux longueurs § et 4, de maniére que les arcs de
parabole AE, B'F’, A E’, BF aient pour déviation § et aient leurs tangentes
en A, B’, A’, B concourant en O’ et que les arcs de parabole GE, OF, OE',OF
aient pour déviation ¢, = 0O 0O,. Le contour C AD E définit un voile a élé-

Abhandlungen IV 7
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ments juxtaposés suivant A E, le contour C O D E un voile a éléments juxta-

posés suivant O E. On peut définir de méme par des rotations de g, m et ki

2
six autres voiles a éléments juxtaposés suivant les tympans en croix. L’ensemble

Fig. 110.

formera un voile double a tympans en croix. A chacun des voiles constituants,
a éléments juxtaposés, on peut appliquer les résultats précédemment obtenus.
Mais il y a lieu de remarquer, que dans un méme tympan il y a interférence des
réactions dues aux deux voiles a éléments juxtaposés correspondants, d’oi il

e 5" 0
d
£
Y |
£ NN E
X K N
L AN 4
B~y N
o
Ly
" Fr
/
o’ ] c
Fig. 111.

résulte en particulier que le point de passage / de la courbe des pressions au
droit de la section d’encastrement O O’ ne sera pas en général le méme que dans
le cas d’un voile simple s’appuyant sur le méme rectangle C D C’ D’ et le méme
point O ce qui peut permettre d’améliorer le tracé de la courbe des pressions,
Toutefois dans le cas ol les tangentes £ O, et A O’ sont paralleles et les points

¥ . () . OI O’
O, E et A sont en ligne droite, on a 5 = 0.0

et il n’y a pas de variation du point /. Dans ce cas il n’y a pas alors d’avantage
au point de vue de I’amélioration de la courbe des pressions, a2 remplacer les
voiles simples par des voiles multiples.
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Les mémes considérations sont applicables aux voiles multiples a4 pourtour
octogonal gauche, Il suffit de partir d’un voile a pourtour rectangulaire et a
déplacer les sommets du rectangle comme dans le cas des voiles simples.

§ 5. Voile en forme de coupole.

Considérons (fig. 112), dans le plan horizontal par exemple, un rectangle
C D C D ayant pour cdtés DC = 2a, DC = 2b. Soient A', B, A, B’ les
milieux des cotés et O’ le centre. Portons sur les verticales de ces cinq points
les points A, B, A, B et O tels que A = BB = A’A = B’'B = H’ et que
O’ O = h. Construisons les arcs de parabole OEC, OFD, OEC, OF D a
axes verticaux dont les sommets E, F, E, F sont i une distance verticale // du
plan de base CD C D. Ces arcs de parabole et les segments O 4, O B, O A4,
OB, AC, AD, BD, BC, AC, AD, BD, BC déterminent huit éléments
triangulaires en paraboloide hyperbolique dont ’ensemble forme le voile que
nous allons étudier.

Fig. 112.

Supposons le voile chargé avec une densité @ constante en projection hori-
zontale. Si I'on remarque que les huit €éléments de paraboloides peuvent étre
groupés deux a deux, chaque groupe comprenant les deux voiles adjacents a
un méme arc de parabole et pouvant étre considéré comme un voile busqué, les
réactions des voiles sur leurs bords se réduisent a ces cisaillements suivant les

quatre noues O A, O B, O A, OB et suivant les membrures de bord AC, AD,

‘BD,BC, AC, AD, BC, BD et 2 des efforts verticaux suivant les quatre arcs
de parabole issus de O. Nous allons calculer la valeur de ces cisaillements et
de ces efforts verticaux, puis nous déterminerons la relation qui doit exister
entre H, H’ et & pour que les réactions des noues et des arcs au point O s’équi-
librent. )

Appelons K le rapport %', ou E’ désigne la projection du point £ sur
O’ C. La déviation de Parc O E C est égale a K2 H. Si nous complétons (fig. 113)
le quadrilatére gauche du paraboloide O B C E ayant pour sommets O, B et C,
nous obtenons 1’élément de paraboloide O B C A,. La parabole B/ A, a méme
déviation A,” A, que la parabole C E O soit K2 H; d’autre part 4,” est Pinter-
section de la verticale de A’ avec le plan O BC et par suite A’ A, = h—H".
Donc A’A, = K2H —H' +het AA = K2H—2H + h Sil est linter-
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section de la parabole B/ A, et de la parabole O E C, le coefficient de busquage
B a pour valeur:

AA
I'A"sinCI'A""
I’ étant le milien de A’ B’. Par conséquent si nous appelons / Ia longueur
Va2 4- b des diagonales du. rectangle de base, on a:

B =

B—l K*H —2H’—l—/z__1<°Hl(1 2H’—/z)
o ab T ab KEH /7
Le c1salllement 0, sulvant les génératrices a d’ailleurs la valeur
b
i , _ _ _@a
& Y=ok

Fig. 113.
D’autre part ’effort vertical unitaire sur 'arc O E C est égal a 2_ai72_Bi
5 _ @ab (1_ 2H — /z) _ 2dab (KH—H')
1 K:H /1 K*H
La poussée qui en résulte dans ’arc O E C est en projection horizontale
072
Q= 2K*H
soit ‘ _
‘ wabl 2H' —k wlab
Q=K H (1— K*H )= Kipe K= 1),
La composante verticale de cette poussée est en O
 QKPH-hB) wab( 2H’—h)( /) )_2a3ab ;
V_ ] 5 1_K2H I—Kzﬁ_K”_I(KH—H)(K 1).

Pour que cette composante équilibre la composante verticale des efforts qui
se propagent suivant les noues il faut et il suffit que

2coab(1('H——H)(K
K*H

_2:;'( 1y =2 .

H

K
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Or on a ' _

2) h=KQ2—K)H.

La condition précédente s’écrit donc successivement
2(KH—H)(K—1) = KRQKH—K*H — H')

HY 2(K—1) H’
(k—77)- 2 = ke—00 T
d’olt Pon tire , o
g L E Hl 2_ 9
®3) F=Kr—r.

Les relations (2) et (3) définissent la condition cherchée, a laquelle doivent satis-
faire H, H’ et /1. Les Valeurs de 8, Q, V sont d’ailleurs en fonction de K et H

. K—1 2wab
@ - _a S
' - o K—1  @abl
) | Q= e i
ot SR
6 ; V_._ K@ —=K) -2mab
et celle du coefficient de busquage B
' 2K2(K—1
(7) B — K( ) i

2—K ab’
Chapitre D. Calcul d’une coque octopartite A ceinture carrée.

§ 1. Définition de la coque étudiée.

Donnons-nous (fig. 114) un carré de c6té 2« dont nous prendrons le plan
“pour plan horizontal, Ce carré formera la ceinture de la coque étudiée. Considé-
rons deux arcs formant croisées d’ogives _
se prOJetant suivant les diagonales du A ¢ A ¢
carré, Chaque arc est composé de deux '
arcs de parabole symétriquement disposées
par rapport a la verticale du centre du

carré, Les extrémités de chaque arc ‘de
parabole coincident respectnement avec |, & 4
un sommet du carré et le point de la
verticale du centre du carré situé a une
distance ~ au-dessus de ce centre. La
distance H entre le sommet d’un-arc de
parabole et le plan du carré est liée a /
par la relation v
(1) h=2H({/2—-1) | ¢

Le point de concours des arcs de }
parabole sera le spmmet de la coque e = —
étudiée. Les droites joignant ce sommet Fig. 114,
aux milieux des cotés du carré forme-
ront les noues des coques étudiées. Chaque triangle curviligne dont les cotes

se composent d’un arc de parabole d’une noue et d’'un demi-c6té de la ceinture

by

A c
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définit un élément de paraboloide hyperbolique. La coque étudiée sera com-
posée de huit éléments ainsi définis.

En vue d’assurer la stabilité d’une pareille coque, nous supposons que la
ceinture, les noues, et la croisée d’ogives sont renforcées, de maniére a pouvoir
résister aux efforts que ces éléments ont a supporter. Ces efforts sont:

1° Sur la ceinture des efforts principaux axiaux et des efforts secondaires
de flexion horizontale et verticale.

20 Sur chaque noue des efforts axiaux.

3° Sur chaque arc de parabole des efforts situés dans le plan vertical de
la parabole.

& 2. Charges appliquées.

Nous diviserons les charges appliquées en quatre catégories. La premicre
catégorie comprendra des charges verticales réparties avec une densité constante
en projection horizontale, Dans la seconde catégorie nous rangerons tous les
systemes de charges a répartition symétrique par rapport aux plans verticaux
des arcs et aux plans verticaux des noues. La troisieme catégorie sera constituée
par ce que nous appellerons des charges symétriques gauches, c’est-a-dire par
des charges telles que 'une quelconque.d’entre elles soit égale et de sens
contraire a celle appliquée au point.symétrique par rapport au plan de I’arc de
parabole adjacent a 1’élément de paraboloide sur lequel elle agit. La quatricme
catégorie ne comprendra que des charges tangentielles.

Nous verrons que les quatre catégories de charges précédentes permettent
de traiter les principaux cas a envisager pratiquement.

Les charges de la premicre catégorie ne donnent que des efforts axiaux
dans les noues, les arcs et la ceinture a "exclusion d’efforts de flexion.

Les charges de la deuxiéme catégorie ne donnent que des efforts axiaux
dans les noues et la ceinture; sur les arcs, elles provoquent des efforts de flexion
composée dans les plans de ces arcs.

Les charges de la froisiecme catégorie ne donnent que des efforts axiaux
_dans les noues et donnent des efforts de flexion composée dans la ceinture; les
réactions sur les arcs sont nulles. Toutefois, suivant les cas, on peut envisager
ou non utilisation de la raideur des arcs dans leur plan vertical pour trans-
mettre aux appuis les efforts axiaux propagés par les noues, afin de soulager la
ceinture,

Les charges de la quatrieme catégorie ne donnent que des efforts axiaux
dans les noues et provoquent des efforts de flexion composée dans la ceinture
et dans les arcs.

& 3. Action des charges de premiére catégorie.

Ces charges sont constituées par des charges verticales re’parties uniformé-
ment en projection horizontale avec une densité constante égale & .

L’action locale de ces charges se réduit & deux cisaillements suivant les
génératrices ayant pour valeur commune

o wa?

2) G = A5

Il en résulte sur les noues des efforts axiaux répartis avec une densité égale
a ¥ de chaque cOté de la noue. Chaque noue transmet donc au sommet de la
coque un effort axial ayant en projection horizontale la valeur

" . 'wa3
(3} N=2%a 2H
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L’action de la coque sur la ceinture donne de méme des efforts axiaux ré-
partis avec une densité égale a ¢. Les résultantes de ces efforts s’exercant d’un
méme c6té d’une noue se font équilibre sur la ceinture au droit de cette noue,
la valeur commune de ces résultantes étant

5 a3
4 C=9a=22",
(4) = 45
Les réactions de la coque sur un arc de parabole sont des charges verticales
réparties avec une densité constante en projection horizontale, densité dont la

valeur ¢ est égale au produit du coefficient de busquage' 471_1 par la valeur com-

mune de Ja contrainte réduite horizontale normale au plan vertical de ’arc de
parabole, s’exercant de part et d’autre de cet arc et dont la valeur est @, soit

(5) dem 2 g i,
a
Les charges ¢ produisent sur chaque arc de parabole des efforts axiaux
ayant en projection la valeur constante

da? o a®
() i == 2H  2H' -

On vérifie facilement que le sommet de la coque est en équilibre sous
Paction des efforts axiaux des noues et des efforts axiaux des arcs; cela résulte
du fait que quatre efforts égaux s’exercant sur le sommet de la coque tan-
gentiellement aux arcs sont équivalents a quatre efforts égaux s’exercant suivant
les noues si les projections horizontales de chaque série d’efforts sont égales,
Les poussées sur les sommets de la ceinture dues aux arcs dont la valeur com-
mune est A s’équilibrent par des efforts axiaux suivant la ceinture ayant pour
valeur
(7) r

A @®ad®
V2 2HY2

& 4. Action des charges de deuxiéme catégorie.

Commencons par étudier les réactions sur son pourtour d’un élément de
paraboloide projeté (fig. 115) suivant AB C, (B est la projection du sommet
de la coque et B C la projection d’un arc de parabole). L’élément de paraboloide
considéré a son sommet O dans le prolongement de C A au-dela de .4 & une
‘distance de A égale i (Y2—1). Adoptons les notations des §§ 4 et 53 du
chapitre A. Prenons pour axes de ccordonnées Oy et Oy’. Oy étant dirigé
suivant C A dans le sens de C vers A, Oy’ étant parallele a B A et dirigé dans
le sens de B vers A. Le gauchissement unitaire £ est ici négatif et a pour valeur

absolue 2{1—H soit:

3 3

211

a*

®) b= —

Les coordonnées réduites g, g’, liées aux coordonnées que nous venons de
définir par les relations
’ r
) g§=kY, & = ky ,
correspondent aux axes de coordonnées O g et O g’ respectivement opposées
a Oy et Oy. Avec ce systeme d’axes le point B a pour coordounées



104 F. Aimond

(10) g =g {2-—1)
o g'=g

en posant

o f= o= 2.

Considérons deux génératrices de systémes différents se coupant sur 'arc
projeté en BC. Soit UV la projection du segment de la premiere génératrice
compris entre la noue et 'arc et VW la projection du segment de la seconde
génératrice compris entre P’arc et la ceinture. Nous appellerons 9 la valeur
commune des cisaillements suivant les génératrices en un point, », ’intégrale
indéfinie des contraintes réduites s’exercant parallelement a2 O g, et », Uinté-
grale indéfinie des contraintes réduites s’exercant parallelement 4 O g’. Nous

. a -l
‘ | )
‘C" Al c
A
a
g _
r__4 8 A
d U 4
& 0 c 9.
Y A w -
* l
f |
| . 4 .
avz-1) i
r
4
\
Fiz. 115

désignerons par ¢, »/, v, les valeurs prises par les fonctions 9, »,, », au point
U, par 9”7, »,", vy”, les valeurs prises par ces mémes fonctions au point V, et par
9", »"’, »y”” les valeurs prises par ces fonctions au point W.

Si ’on suppose que le voile considéré n’exerce suivant la noue et suivant
“la ceinture que des efforts tangentiels, les réactions du voile sur son pourtour
seront les suivantes:

19 Sur la noue projetée en A B un effort tangentiel égal a ¥ et dirigé de
B vers A.

20 Sur la ceinture A C un effort tangentiel égal 4 ¢ et dirigé de C vers A.

30 Sur l’arc projeté en B C un effort tangentiel #” dirigé dans le sens de
B vers C et une contrainte normale réduite »” dirigé vers "extérieur de I’é1ément
ABC, les valeurs algébriques de #” et n” étant respectivement

v — ¥, Yy — V,

2 - 2

t” —_
(12) N
= HyFdly

” or ]J;
=t 2
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Les conventions de signes adoptées sont les suivantes: ¢ sera positif quand

il tendra a ouvrir 'angle g o g’, », et », seront considérés comme positifs quand
ils représenteront des charges dirigées dans le méme sens que les coordonnées.

é

[

84

Fig. 116.
A
Fig. 117. , kjf;“; jjf;j |
Ny, S, et C, sont des fonctions de g," don- - : gtqu;ﬁ -
nées par les fig. 117, 118 et 119. - H-] :%“ﬁ::;j
N, So und C, sind Funktionen von g,” und s %ﬁ{:
durch die Fig. 117,118 und 119 gegeben. | HHHEH
Ny, So and C, are functions of g,” given {
by the fig. 117, 118 and 119. |
1
Valeur approximative 0.9
Angendherter Wert N, =032
Approximate value £o o5
Valeurs de N, -
Werte von N, .
Values of N, as 06 07 08 09 1 9

1+ 1,1716 g7t 0,5
_Y - £o +(g,2 - 0,0858
0

0

) ; g+ 11+ 1,1716 g2
V1 +06,1716 g2

Faisons maintenant intervenir I’hypothése relative a la symétrie des charges
appliquées. Sur chaque noue se propagent des efforts axiaux dont la résultante
au sommet de la coque a pour valeur en projection horizontale

2o’

(13) N=—28 J«‘f'dg',

(M 0
le sens positif adopté étant celui de A vers B. L’effort vertical correspondant
s'exercant sur chaque arc d’ogive au sommet de la coque est
(14) S=2g ({Y2—-1)N
le sens positif adopté étant celui de la verticale ascendante. L’action de la coque
sur la ceinture donne des efforts axiaux dont les résultantes s’équilibrent de
part et d’autre de la noue. La valeur commune de ces résultantes est, en prenant
pour sens positif le sens de A4 vers C

/]

& 2V 2
e et [
&0 go"( I/E"' l)
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Les réactions de la coque sur un arc de parabole se composent (fig. 116)
d’une charge verticale de densité 6 en projection horizontale et d’une charge
tangentielle de densité ¢ en projection horizontale, § et # ayant pour valeurs

()‘ — 2 ’ L4
(16) b
t = 2t
en adoptant pour sens positif des & le sens de la verticale ascendante et pour
sens positif des £ le sens de B vers C. Les formules (16) se déduisent des

formules (12) en remarquant que le coefficient de busquage 4H a pour valeur
2g’ en vertu de (11). @

Fig, 118. S0

Valeurs de §, gEERSEERECRT
‘x’ffrte von :;0 :;0 = (),8:2534 éZb’ j\fb o
Values of S,

Valeur approximative ,
Angeniherter Wert } So —3‘};&
Approximate value

25 06 07 08 03 7 Go

Nous allons faire Papplication des formules précédentes aux principaux
cas de charges de deuxieéme catégorie que "on rencontre dans la pratique. A
cet effet nous repérerons un point courant sur un arc de parabole par sa distance
horizontale au sommet de la coque, nous appellerons / la valeur de » aux som-

% s e ¥
mets de la ceinture et nous désignerons par ¢ le rapport 7

Co
Fig. 119. e

Valeur approximative
Angeniherter Wert
Approximate value

HHH
amm

Co = 0,2428 + %ﬁ

0

;
95 06 67 83 03 7 9o

Valeurs de C; — Werte von Cs — Values of C,

0,1036 VW + 1 L 1’4142g(; -+ Vll +2 g;)2
& ’ P 4gr T 04142g, + YT+ 01716 g7
d, et £, sont des fonctions de o et g,” données par les fig. 120 et 121. * &

do und %, sind Funktionen von ¢ und g’ und durch die Fig. 120 und 121 gé‘geben.i
d, and £, are functions of ¢ and g, given by the fig. 120 and 121,

C0=£.5'3—6 1+2g(;2_
£o

19 Cas d’une charge verticale descendante P appliquée au sommet de la
coque. La charge considérée donne sur chaque arc d’ogive une réaction verticale

P ’ P
descendante concentrée au sommet de ’ogive ayant une valeur R Il n’y a au-

cune réaction sur les noues et la ceinture.
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20 Cas d’une charge verticale descendante de densité constante p en pro-
jection horizontale et appliquée uniformément sur les arcs de parabole. La
charge considérée donne sur chaque arc d’ogive une réaction verticale descen-
dante de densité p en projection horizontale,

30 Cas de charges verticales descendantes appliquées sur les noues avec
une densité variant linéairement depuis zéro sur la ceinture jusqu’a la valeur
P au sommet de la cogque. Si Pon décompose chaque charge élémentaire
appliquée suivant les deux génératrices se croisant sur la noue, on constate
que les efforts qui se propagent suivant les génératrices sont des efforts de

Fig. 120. Valeurs de 6, — Werte von d, — Valucs of 4,

1
;o 04142 +p0+ l/—,—-i'l 1716 -1,1716 0 + 2 p?
P 1 ; (i—Q)g}, s e g02 » ’ et+zap
o=, Es+1,1716-—1,1716@+29‘— 2 L 1 —_
’ 0,4142+‘/?+1,1716—29+92
0

-0+ Viz+ 1,1716 - 1,1716 + 2 o2
__(0,4142 +p) , &

2 g() L 1
/—.+0 1716 + 0,8284 o + o*
2 b ?
1 &
150 g,-oeo
495070
7]
v /z Ay =060
125 A A LA Ag,-055
< /,//, 7190050
-~
\\ /j//,//’
> -
\,_:‘.:,‘-:___‘l:: .—:_—/——“://
B e it ol
w0 -
¢ 025 .50 ars w

Valeur approximative — Angeniherter Wert — Approxfmate value
8, = 0,980 + 0,107 g} + 0,216 g* + (0,144-0,711 g, - 0,357 g?) 0 + (- 0,234 + 1,091 g, + 0,515 g} o2

traction ayant pour valeur, par unité de longueur de noue en projection hori-

r

zontale, la quantité constante fg’_o' Il en résulte que chaque arc de parabole
est soumis d’une part a des charges verticales descendantes ayant en projection

!

une densité constante égale a -, d’autre part a des charges tangeuntielles di-

rigées de C vers B ayant pour valeur par unité de longueur en projection hori-

zontale la quantité constante L,
2g0
40 Cas d’une charge verticale descendante de densité constante @ par
unité de surface. En appliquant les formules données §§4 et 5 du chapitre A,

on trouve les valeurs suivantes des quantités
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N= @a*N,,
S fni C(_)CZ?SU,
(17) C = wa®Cy;
(5 = ~(D£1 50,
t =-wal,
t,
Q145 r
N
kel
0125 s
2R
TN
.L\ a::?m XL
a0 —p . \
N84 AN
NEAWAN
AN |
N \ ]
NN
Q075 \A. S 1
NAEN
NN N
NRANAN
\{\\\\ f
0050 N
AR
R
\
N
N\
0025
W
N
\\
L \\
ao0o Rl |
025 0.50 0.75 130 Q

Fig. 121. Valeurs de #, — Werte von #, — Values of %

1
0,4142 +-o V~,~'~+l,1716—1,1716 + 2 p?
f - (=9, Ve fToe L (041424 o)
— (=9

4 11 . 4
0,4142 + '/ o + 1,1716 — 2 0 + o3
o

1—o 4 V%Jr 1,1T16 —1,1716 ¢ + 2 02
S0

'/é + 0,1716 4- 0,8284 ¢ + o2
0
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5¢ Cas d’une pression uniforme P, appliquée normalement et au-dessus
de la coque. En appliquant les formules données aux §§ 4 et5 du chapitre A
on trouve les valeurs suivantes des quantités

N= Pa (gi + 0,5049 gg)
0

S = P,a*(0,8284 + 04181 g?)
C = Pa (% + 0,4506 g.;)

&o
3
¢

= —Pra|l + g?(0,3432 — 4,3432 p |- 6 0?)]
= —P,a[g(0,8284 — 0,8284 ¢)].

§ 5. Action des charges de troisiéme catégorie.

Les considérations du début du § 4 et en particulier les formules (12)
sont applicables au cas actuel de charges symétriques gauches. Si l'on dé-

8 — A
s /////”/
SOy s,
S LS
&2, P A
LA g
s n
// P i
S s )
/////
/S )

Fig. 122,

compose la contrainte normale réduite n” suivant BC et VW et si on trans-
porte la contrainte ainsi obtenue suivant V W au point W, on constate:

19 Que I'effort tangentiel exercé par un voile sur un arc de parabole fait
rigoureusement équilibre a Peffort tangentiel exercé par le voile adjacent sur
le méme arc de parabole, et qu’en conséquence les arcs de parabole ne sont
soumis a aucune charge. :

29 Que les noues ne sont soumises qu’a des efforts axiaux dont la résul-
tante s’obtient par 'intégration des contraintes ¢ le long de la noue

a (&, |
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30 Que la ceinture est soumise d’une part a des efforts axiaux résultant
des contraintes ¢"” dont la résultante le long de AC a pour valeur

a Jg’u '/ 2
5 3/’! dg

&0 F:Y (Vﬁ)
et d’autre part & des efforts de flexion dus aux charges transmises par les
génératrices et s’appuyant sur la ceinture avec une densité égale 3 2 #” par unité
de longueur de ceinture, #” étant donné par la formule (12).

- - Appliquons ces résultats au cas (fig. 122) d’une pression uniforme P,
appliquée normalement a 1’élément A B C au dessus de la coque et d’une dé-
pression uniforme égale appliquée normalement 4 ’élément adjacent A BC au
dessus de la coque, On a:

N = Pa? (0—§ 40,2525 g;)

G =

C = P,a (05-{-04596 )

212":132(2[ + £,(0,3432 — 43432 5 +6/2)]

le sens positif choisi pour le charges 22" appliquées sur la ceinture A C étant
celui de B vers A, et y désignant ’abscisse sur A C, en prenant A pour origine
et AC pour unité,

Résumé.
L’étude statique des voiles minces en paraboloide hyperbolique travaillant
sans flexion est faite successivement géométriquement et analytiquement, Des

formules simples permettent de faire le calcul des contraintes dans tous les cas
de charge. Pour le calcul des couvertures les formules sont traduites en abaques.

Les voiles limités A des paraboles principales peuvent étre étudiés géomé-
triquement. Ces voiles se classent en voiles normaux, semi-normaux, tronqués,
hyponormaux, sexqui-normaux, busqués, voiites paraboloides, suivant la dispo-
sition des tympans, Ceux-ci se calculent d’une maniére simple en faisant usage
d’une remarque générale sur la propriété de la parabole. L’étude du type de
voile dépend du genre de construction et étude géométrique faite a pour but
d’analyser d’une fagon intuitive les efforts principaux permettant de faire un
choix rationnel du type de voile.

Les voiles limités a des triangles curvilignes peuvent étre étudiés d’une
facon semblable et se déduisent des voiles limités 4 des génératrices rectilignes
par busquage. Au point de vue de ’emploi que 'on en peut faire il y a lieu
de distinguer entre les voiles busqués et ceux simplement juxtaposés. Une
distinction importante au point de vue de la construction est celle des voiles
incomplets et des voiles complets. On peut ainsi construire des voiles limités
a un rectangle avec points d’appuis, soit au milieu des cotés, soit aux sommets.
On peut également construire des voiles limités & deux droites et a une para-
bole et effectuer plusieurs juxtapositions de ces voiles, par exemple les voiles
a tympans en croix. On peut egalement construire des voiles en forme de
coupoles.

Un type de couverture donnant lieu a des applications intéressantes est
constitué par la coque octopartite a ceinture carrée formée de huit éléments tri-
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angulaires identiques ou symétriques. Le calcul complet de cette coque est
facilité par la construction d’abaques.

L’étude est faite uniquement au point de vue statique et la question des
déformations n’est pas traitée.

Summary.

The statical investigation of thin shells, stiff against bending, of parabolic-
hyperboloidal shape, is carried out by geometrical and analytical methods. The
stress calculation for all cases of loading can be effected by simple formulae
and by means of diagrams,

Shells with parabolic boundaries can be examined geometrically. Such
shells can be divided up into plates. The calculation in such cases follows the
general remarks given concerning the properties of a parabola. The investigation
of shells depends on the nature of execution. The geometrical treatment consists
in elucidating the main effects and rendering a suitable choice of the type of
shell possible.

The investigation of shells ending in curved-line triangles can be done in
a similar way. These shells are derived by kinking from shells terminating in
straight line genetrices.

A separation into incomplete and complete shells is necessary as regards
application. Thus it is possible to form shells of rectangular border with points
of support in the middle of the sides as well as at the highest points. The same
is possible for shells where two straight lines and one parabola form the border
and give repeated juxtaposition, as e. q. with cross panel shells. Shells in
cupola form can also be constructed.

A special kind of covering which leads to interesting applications is re-
presented by the shell of eight sections with quadratic plan, composed of eight
equal-sided or symmetrical triangles. The full calculation can be simplified
by use of tables,

The investigation is purely statical and does not consider deformations.

Zusammenfassung.

Die statische Untersuchung der diinnen biegungslosen Schalen in der Form
von hyperbolischen Paraboloiden wird geometrisch und analytisch durchgefithrt.
Einfache Formeln erlauben die Spannungsberechnung in allen Belastungsfillen,
die auch mit Hilfe der Diagramme erfolgen kann.

Die parabolisch begrenzten Schalen kénnen geometrxsch untersucht werden.
Diese Schalen lassen sich nach der Form der Scheiben einteilen. Sie lassen
sich einfach berechnen mit Hilfe einer allgemeinen Bemerkung iiber die Parabel-
eigenschaften. Die Untersuchung der Schalenart hingt von der Ausfithrungsart
ab; die geometrische Behandlung soll die Hauptwirkungen auf anschauliche
Weise entwickeln und eine zweckmiBige Wahl der Schalenart erméglichen.

Die durch krummlinige Dreiecke begrenzten Schalen kénnen dhnlich unter-
sucht werden; sie leiten sich durch Knickung von den mit geradlinigen Er-
zeugenden begrenzten Schalen ab. Im Hinblick auf die Verwendung muBf zwi-
schen geknickten und einfach iiberlagerten Schalen unterschieden werden. Eine
wichtige Trennung fiir die Ausfithrung ist die in vollstindige und unvollstindige
Schalen. Man kann so rechteckig begrenzte Schalen mit Auflagerpunkten sowohl
in den Seitenmitten als auch dem hochsten Punkt herstellen. Dasselbe ist fiir
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Schalen mit zwei Geraden und einer Parabel als Begrenzung und mehrere Uber-
lagerungen moglich, wie z. B. die Kreuzscheibenschalen. Auch Schalen in
Kuppelform konnen hergestellt werden.

Eine Abdeckungsart, die zu interessanten Anwendungen AnlaB gibt, stellt
die achtgeteilte Schale auf quadratischem Grundrisse mit acht gleichen oder
symmetrischen Dreieckteilen dar. Die vollstindige Berechnung ist mit Rechen-
tafeln erleichtert. ,

Die Untersuchung ist rein statisch; die Verformungen werden nicht be-
handelt. '
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