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ETUDE STATIQUE DES VOILES MINCES
EN PARABOLOIDE HYPERBOLIQUE TRAVAILLANT

SANS FLEXION.

STATISCHE UNTERSUCHUNG DER BIEGUNGSLOSEN SCHALEN
IN FORM VON PARABOLISCHEN HYPERBOLOIDEN.

TREATISE ON STATICS OF PARABOLIC-HYPERBOLOIDAL
SHELLS NOT STIFF IN BENDING.

F. AIMOND, Docteur es sciences, Ingenieur des Ponts et Chaussees detache
au Ministere de l'Air, Paris.

Chapitre A. Theorie generale.

§ 1. Elude geomelrique.
Equilibre d'un quadrilatere rectiligne gauche

elementaire.
Les contraintes agissant en un point m d'un voile mince en para'boloi'de

hyperbolique peuvent etre definies en fonction des contraintes agissant sur deux

m,

m2

9; i-:y n

Fig. 1. Fig. 2.

elements tnnty, m/n2, diriges suivant les deux generatrices g\ et gz du para-
boloi'de passant en ce point, chacune de ces contraintes etant elle-meme definie
par ses composantes suivant les deux generatrices. En vertu d'un theoreme du
ä Cauchy, ces composantes se reduisent ä trois distinctes (fig. 1), la composante
«! suivant la generatrice gy de la contrainte s'exercant sur l'element mm2; la
composante n2 suivant la generatrice g2 de la contrainte s'exercant sur l'element

mmu et les deux composantes egales ¦& s'exercant sur les elements mnty
et mm2 et suivant la direction de ces elements.

Etudions maintenant les conditions d'equilibre du quadrilatere elementaire
in nty ni m2 (fig. 2) forme par les generatrices gy g2 et les generatrices infiniment
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2 F. Aimond

voisines des deux systemes g'u g'2. Pour cela, menons par le point in' la
parallele ä l'axe du paraboloide et marquons son point de rencontre m" avec le
plan tangent en m, c'est-ä-dire avec le plan myinm2. Decomposons la charge
appliquee ä l'element in nty ni m2, et les contraintes agissant sur le pourtour
de cet element en leurs composantes suivant la direction des generatrices g1g2
et la direction de Taxe du paraboloide. Designons les composantes de la charge
appliquee respectivement par zx, z2 et z, et celles de la resultante des contraintes
agissant sur le pourtour par y1} y2 et y. La composante yL est la somme de deux
termes: 1 ° la Variation 62 Ny de la composante suivant gy de la force elastique
agissant sur in m2, quand on passe de l'element mm2a l'element correspondant
tnytn'\ 2° la Variation dy ©y de la composante suivant gy de la force elastique
agissant sur m nty quand on passe de l'element nmiyh. l'element correspondant
m2m', soit:

fl Ö2Ny+ Öy Oy

N1 et ©y ayant les valeurs suivantes

Ny ny • mm2 ©y & • in nty

On a de meme

y2 Sy N2 + d2 ©2

N2 et 02 ayant les valeurs

N2 «2 • tnttiy ©2 & • rnnti
öy N2 representant la Variation de N2 quand on passe de l'element in mx ä l'element

m2m', et ö2©2 representant la valeur de ©2 quand on passe de l'element

tnm2 ä l'element niyni. Quant ä la composante y, c'est la somme des

projections des composantes tangentielles agissant suivant ntyin' et m2ni, soit:

ni ni' „ ni in" _ „
y d- • in, in • 7 -\- d- • mzm • 7 Z<t • m m' ¦ niyin m2m

Les equations d'equilibre du quadrilatere elementaire rnnty ni m2 sonfd'ailleurs
evidemment

ri= zy, y2 z2, y z

En explicitant les valeurs de ylt y2, y, ces equations s'ecrivent:

Ö2Ny + dy©y=Zy (1)

öy N, + <52 ©2 z2 (2)

(3)
2 m' m"

Determination generale des contraintes.
L'equation (3) ci-dessus montre que la contrainte # ne depend en chaque

point que de la valeur de la projection suivant l'axe du paraboloide de la charge
appliquee, cette projection etant effectuee parallelement au plan tangent. § etant
ainsi determine par l'equation (3) pour chaque quadrilatere elementaire, les
equations (1) et (2) permettent le calcul des contraintes nt et n2.

Projetons le quadrilatere rnnty nim2 parallelement ä l'axe du paraboloide
sur un plan arbitraire n et designons par da l'aire de la projection. Si nous
posons

z Cda,

f peut etre considere comme la densite de la charge appliquee rapportee au
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plan 7i. L'equation (3) s'ecrit alors

9 kK (3bis)

avec
da

2 t //m in

Demontrons que k est une constante independante de la position et des
dimensions m tnx ni m2 sur le paraboloide. Remarquons d'abord qu'on peut
multiplier separement m nty et m m2 par des facteurs quelconques sans changer k.
D'autre part, si on deplace le quadrilatere m nty ni m2 de maniere ä conserver
les memes generatrices gy et g\ la longueur de rnnty restant fixe, on se rend
compte immediatement que in'm" et da restent fixes et qu'il en est par conse-
quent de meme pour k. Pareillement, k reste fixe quand on deplace le
quadrilatere m nty ni m2, les generatrices gy et g\ restant fixes. La constance de
k sur tout le paraboloide resulte immediatement de lä, le deplacement le plus
general du quadrilatere m nty ni m2 etant une combinaison des Operations prece-
dentes dont aucune ne change la valeur de k.

On peut donc enoncer les trois lois suivantes:
1 ° La contrainte du cisaillement d s'exercant sur un element de generatrice

est en chaque point proportionnelle ä la densite £ de la composante de la charge
parallele ä l'axe du paraboloide, la projection etant effectuee parallelement au
plan tangent.

2° La Variation du produit de la contrainte nt par la longueur d'un
element de generatrice g2 compris entre deux generatrices infiniment voisines gy g\
est egale ä la resultante des efforts de cisaillement appliques aux segments
balayes par les extremites de l'element considere, augmentee de la resultante
des composantes suivant la generatrice gy des charges appliquees.

3 ° La Variation du produit de la contrainte n2 par la longueur d'un element
de generatrice g"i compris entre deux generatrices infiniment voisines g 2 g\
est egale ä la resultante des efforts de cisaillement appliques aux segments
balayes par les extremites de l'element considere, augmentee de la resultante
des composantes suivant la generatrice g2 des charges appliquees.

Ces lois permettent la determination complete des contraintes dans le voile,
les valeurs de nx et n2 n'etant d'ailleurs definies qu'en fonction des valeurs prises
par ces quantites respectivement sur une generatrice g2 et sur une generatrice gy,
comme il est d'ailleurs evident etant donne que l'on peut appliquer aux
extremites de toute generatrice des efforts quelconques dans la direction de cette
generatrice.

Cas d'un Systeme de charges ä direction et ä inten site
constantes paralleles ä l'axe du paraboloide.

Dans le cas oü les charges appliquees sont toutes paralleles ä l'axe du
paraboloide et de densite superficielle constante en projection sur un plan ji
quelconque non parallele ä l'axe, le cisaillement # est constant sur tout le voile
et les contraintes nx et n2 peuvent etre prises nulles. Les cercles de Mohr cor-
respondants passent par deux points fixes de l'axe des cisaillements, le centre
de chacun de ces cercles etant le point de l'axe des pressions d'oü l'on voit le
segment forme par ces deux points sous l'angle double de l'angle des
generatrices du paraboloide aux points correspondants. Or, pratiquement sur les
voiles qu'on peut etre conduit ä realiser, la Variation de cet angle est faible de
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teile sorte que le centre du cercle de Mohr varie peu et par consequent son
rayon est sensiblement constant. U en resulte la propriete importante que le
voile est sensiblement d'egale resistance pour des charges de direction et d'in-
tensite constantes. La propriete est encore plus marquee au voisinage du sommet
d'un paraboloide ä plans directeurs orthogonaux, comme on peut en rencontrer
le plus souvent dans la pratique oü une Variation du premier ordre de la valeur
de l'angle de deux generatrices entrainant une Variation du meme ordre du
centre du cercle de Mohr au voisinage de l'origine, correspond ä une Variation
du second ordre du rayon du cercle de Mohr.

Supposons le paraboloide limiteäun quadrilatere ABCD
et soumis ä une charge totale P. En appelant g la distance du
point C au quatrieme sommet E (fig. 3) du parallelogramme
construit sur AB et AD, la valeur constante du cisaillement &
est:

Fig

comme on le voit immediatement en reprenant le raisonnement
qui nous a conduits ä l'equation (3), g est une caracteristique
du quadrilatere ABCD independante du choix de l'ordre des
sommets permettant de la definir, nous l'appellerons gauchissement

du quadrilatere. On peut alors enoncer la loi suivante:
dans un voile en paraboloide hyperbolique soumis ä une charge

de densite constante et parallele ä l'axe du paraboloide, le cisaillement {> a pour
valeur le quotient de la charge appliquee ä un quadrilatere gauche quelconque
par le double du gauchissement de ce quadrilatere.

§ 2. Etude Analylique.
Equations general es de l'equilibre funiculaire des voiles

minces ä double courbure.
Considerons un voile mince ä double courbure defini par l'equation de sa

surface moyenne z f (x y) en coordonnees rectilignes. Par hypothese, le voile
o

-Cl -c,

»AV
SIXm,
dtCii-dt + "<¦! r?2tdnn, tdn

m'

Fig. 5.Fig. 4.

ne Supporte que des contraintes tangentes ä sa surface moyenne, et il suffit
de determiner en chaque point in de coordonnees x et y les contraintes agissant
sur deux elements lineaires de la surface passant par ce point, par exemple (fig. 4)
les elements mnty et mm2 respectivement paralleles aux plans zox et zoy.
Decomposons la contrainte agissant sur chaque element suivant deux compo-
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santes, l'une parallele ä l'element, l'autre parallele ä l'autre element. La
contrainte c2 agissant sur l'element in m2 est ainsi decomposee en une contrainte
ty parallele ä inm2 et une contrainte nx parallele ä rnnty; de meme la contrainte
cx agissant sur element rnnty est decomposee suivant la-contrainte t2 parallele
a rnnty et la contrainte n2 parallele ä mm2. Les contraintes tangentielles ty et
4 ont d'ailleurs evidemment une valeur commune #.

Considerons maintenant un element superficiel infiniment petit du voile
mnii nim2 (fig. 5) dont les cotes m mx, m2ni sont paralleles au plan zox et
les cotes in m2, nty in' sont paralleles au plan zo y. Soient x et y les coordonnees
du point nt, et d'autre part d x et d y les composantes de m my et m m2 suivant
ox et oy. Supposons le voile charge d'une maniere quelconque ei appelons
X dx dy, Y dx dy, Z dx dy les composantes suivant o x, oy, oz, de la charge
appliquee ä l'element m mx ni m2. Designons en outre par ax, o, yt et o, ß2, y2,
les coefficients directeurs des tangentes m&y et m&2 aux elements in my et
mm2 au point m, c'est-ä-dire les projections suivant ox, oy, oz du vecteur
unite porte par chacune de ces tangentes.

Sur l'element m m2 s'exerce un effort ayant pour composantes

suivant mi}x : — nt ¦ mm2 — ns ~lh
&ysuivant m#2: — ty • m m2 — — ty --f-

et par suite

suivant ox: — fx —nx ~ ¦ ay —ny —- &y
t>2 1'2

suivant oy. — // — ty~- ¦ ß2 — ty dy
P2

suivant oz : — f —ny^ ¦ yi~ ty^- ¦ y2 —\n1l1 + ty m&y
P2 P2 \ P2 Pi'

de meme sur l'element mmx s'exerce un effort ayant pour composantes
dx

suivant tn$y: -4 ¦¦ miny — — 4 —
«i

suivant m &2 : «2 • miüy —
dx

— n2 —
«i

et par suite
dx

suivant ox: — /*" — 4 — • «i — 4 dx
«i

suivant oy: — iY" — — «2 — • ß2 — n2 — dx
Oy Uy

suivant oz: — fz" — t2 — • Vy — n2 — y2 — (4 — -f-n2 — )dx.
tty ' Uy ' \ Uy Uy)

Sur l'element mxm' s'exerce un effort ayant suivant ox, oy, oz pour composantes

respectives fj -\- dfx', ff -f- äff, // + dfz', et sur l'element m2ni
s'exerce un effort ayant suivant ox, oy, oz pour composantes respectives
fx" + dfx", fy" + dfy", fz" + dfz". La resultante des efforts agissant sur le
pourtour de l'element m my m' m2 a donc pour composantes



t'x tiy^- dy
P2

fy ty dy

fx 4 dx ty - "2
ai
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suivant ox: dfx'-\-dfx"
suivant oy: df/-\-dfy"
suivant oz: dfz' -j- dfz".

Les conditions d'equilibre de l'element m my ni m2 sont donc

dfx'-\-öfx" Xdxöy
dff + dfy" ydx dy
dfz' + dfz" Zdxdy

avec

« (*£+*£)*
dx f' (t2 1± + n2^\ dx

\ ay ay/

'«=£(**)** </;=£** *'=[l(''-£)+£('-£)W
«/;=£** «?=£(„&)*«, *¦=[£(*£) + £(..*)]**
Posons

v -naJL v -n ßt ^-df-B y*-dt-a Ö2f-r 6*f -s 8*f-t
on a

ni^=pvi, tl£ q&, tt^=p&, n2^ qv2
p2 p2 Oy üy

et il vient

,« £*«, «f; ||** ^ [^ + «]^^
*/; £**, *; £** w pfeä+«ÄsI]*«,

Les equations d'equilibre deviennent

dx dy

d(pvi) W) g(/>^) a(yv2) _ zdx dx dy dy
La troisieme equation developpee s'ecrit

dp (dq dp\ „ dq /ÖV! o#\ Idd- dv2\

ou en tenant compte des deux premieres equations

rvy + 2s» + tv2 Z — pX—qY
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Si donc nous posons
L — Z — pX—qY,

t, est la projection du vecteur (X, Y, Z) sur o z effectuee parallelement au plan
tangent ä la surface, et les equations d'equilibre s'ecrivent sous la forme
definitive

ÖVl
1

d& =Xdx dy

dx dy

rvy + 2s & + tv2 L

Determination analytique des contraintes dans un voile
en paraboloide hyperbolique.

Nous appliquerons les equations generales precedentes au paraboloide
„: i» i j.*defini par l'equation

z — g —* ab

representant le voile en paraboloide hyperbolique determine par le quadrilatere
gauche OACB (fig. 6) de cotes OA a, OB — b et de gauchissement g,
par rapport ä trois axes de coordonnees oxyz dont le premier ox est dirige
suivant O A, le second o y suivant O B et le troisieme o z suivant l'intersection
des plans menes par OA et OB parallelement k BC et AC respectivement.

En conservant les memes notations, on a

'ab ab s
g
ab t=Q

et les equations d'equilibre sont

l
8 9 dv2

dx dy

dvy es-
dx dy

X

Y

soit en integrant

9

2f
ab

lab
~2g

9 1

Fig. 6.

" 1^-01 <* +<*

§ 3. Conditions generales d'emploi.
Reactions des appuis.

Un voile en paraboloide hyperbolique doit etre limite sur son pourtour
par des organes susceptibles de resister aux efforts qui leur sont transmis par
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le voile. Ces organes jouent vis-ä-vis des voiles le meme role que des appuis
vis-ä-vis d'une poutre. Nous les appellerons appuis.

Les conditions d'equilibre du voile exigent que les appuis satisfassent ä
certaines conditions. Nous distinguerons les systemes d'appuis isostatiques et
les systemes d'appuis hyperstatiques. Les premiers sont ceux pour lesquels
l'equilibre des contraintes dans le voile n'est possible que d'une seule maniere,
les seconds sont ceux pour lesquels il y a une infinite d'equilibres possibles
des contraintes dans le voile compatibles avec les reactions qu'ils developpent.

Au point de vue de leur nature les appuis peuvent etre divises en deux
groupes, les appuis simples et les appuis doubles. Les appuis simples sont
ceux qui ne peuvent developper des reactions que dans une seule direction, les
appuis doubles sont ceux qui peuvent developper des reactions suivant toutes
les directions d'un plan. Bien entendu les reactions developpees par un appui
doivent se trouver dans le plan tangent au voile. L'exemple courant d'appuis
simples est constitue par ce que l'on appelle des tympans, c'est ä dire des
poutres ayant une grande resistance ä la flexion dans un sens et une resistance
tres faible dans le sens perpendiculaire.

La disposition des appuis au pourtour d'un voile ne peut pas etre choisie
arbitrairement. Lorsque le Systeme d'appuis doit etre isostatique si les charges
auxquelles le voile est soumis peuvent etre quelconques, il y a necessairement
au pourtour d'un voile en paraboloide hyperbolique des appuis doubles sur une
partie de ce pourtour. Le reste du pourtour comprend un ou plusieurs bords
libres et des bords amenages en appuis simples.

Lorsque le paraboloide est limite ä un quadrilatere de generatrices, il ne
peut y avoir de bords libres et pour constituer un Systeme d'appuis isostatiques,
il faut amenager deux des cotes en appuis simples et deux des cotes en appuis
doubles. Lorsque le paraboloide n'est pas limite par un quadrilatere gauche,
il existe necessairement dans un Systeme d'appuis isostatiques des bords libres
comme nous le verrons par la suite. D'une maniere generale la repartition des
bords libres, des appuis simples et des appuis doubles sur le pourtour d'un
voile en paraboloide hyperbolique se fait suivant les regles applicables ä tous
les voiles minces ä courbures opposees comme nous l'avons montre par ailleurs.

Exemples simples de voiles et d'associations de voiles.
Les modes d'emploi du paraboloide hyperbolique comme voile mince sont

tres varies. Nous nous bornerons pour l'instant ä quelques indications sur les
voiles et associations de voiles limites ä des quadrilateres gauches rectilignes.

Le plus simple de tous les voiles de cette espece est evidemment constitue
par un voile s'appuyant sur les cotes d'un quadrilatere gauche suivant lesquels
sont disposees des poutres droites. La figure 7 donne un exemple de voiles de
ce type.

Si l'on juxtapose des elements constitues par des voiles du type precedent
on obtient des associations plus ou moins variees de voiles limites ä des quadrilateres

gauches. La figure 8 represente un Systeme compose de deux voiles
accoles suivant une generatrice commune.

La disposition la plus importante au point de vue des applications consiste
ä juxtaposer quatre voiles limites chacun ä un quadrilatere gauche, de maniere
que les cotes communs des quatre voiles concourent en un meme point et que
les axes des paraboloides soient paralleles. Lorsqu'au sommet commun des
quatre quadrilateres gauches, les quatre paraboloides ont meme plan tangent,
et que le cöte commun de deux paraboloides est dans le prolongement du cöte
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Fig. 7.

Fig. 8.

Fig. 9.
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commun des deux autres, comme dans la figure 9, on obtient un voile quadruple
qui se prete bien aux realisations pratiques, parce que les reactions s'exercant
sur les cotes communs des quatre voiles se fönt equilibre au point d'intersection
de ces cotes pour des charges uniformement reparties en projection parallelement
ä l'axe commun des paraboloides. Si comme dans la figure 10 les cotes non
communs des paraboloides associes sont deux ä deux dans le prolongement
l'un de l'autre et disposes suivant un rectangle, les reactions suivant les cotes

Fig. 10.

non communs s'equilibrent et les reactions suivant les cötes communs se re-
duisent ä une force unique passant par le sommet commun des quatre quadrilateres

gauches, lorsque les charges appliquees sont uniformement reparties en

projection parallelement ä l'axe commun des paraboloides.

§ 4. Developpement du calcul des contraintes.
Considerons un voile mince en paraboloide hyperbolique ä axe vertical

soumis ä des charges quelconques. Nous allons former des expressions generales

des contraintes permettant une application facile aux cas les plus habituels
de charges verticales et de charges
normales et en deduire en parti-
culier le calcul des contraintes dans
les voiles minces utilises en cou-
verture.

Donnees geometriques.
Nous considerons le

paraboloide rapporte ä ses plans
principaux et ä son axe (fig. 11). Son

equation sera de la forme:
2 2 r x* + t y2.

Les derivees premieres de z par
rapport ä x et y seront respectivement

designees par p et q;
p rx, q ty.

L'axe oz est suppose vertical descendant. Les traces sur le plan xoy tangent
au sommet o des plans directeurs du paraboloide sont les droites oy et oy'
qui fönt avec l'axe ox l'angle cp defini par:

/

Fig. 11.
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1 1

cos cp —j= sin cp =¦

Sin2«, ^t^ cos2<P -'^tlr—t r r—t
e ayant le signe de r — t.

Les formules de transformation permettant de passer des coordonnees x
et y d'un point du plan xoy aux coordonnees y et f de ce point par rapport
aux axes oy et oy' sont:

V
y_+j:'_ y—y'

— < y — i -r 1/j /
/ r

y=l^.x+lfZI.y
Les memes formules sont applicables ä la transformation des composantes d'un
vecteur rapportees aux memes axes en remplacant les coordonnees du point
considere par les composantes du vecteur.

Nous aurons besoin de l'expression du gauchissement unitaire k qui est
par definition le quotient du gauchissementJ) d'un quadrilatere de generatrices
par la surface de la projection de ce quadrilatere sur le plan xoy. Si 2 est la
cote d'un point M de coordonnees x ety,y et y', le quadrilatere des generatrices
passant par ce point et par le sommet o se projette suivant un parallelogramme
dont la surface est yy' sin 2 cp et a pour gauchissement 2. Donc

2

avec

d'oü

k

2z rx2 + ty2, x ^~J=, y -^ 7—

yy'sin 293

y + y'

F? '11—

Hv + y'Y Hr-y')'
X-L

+ 1-1
• t r

(y + y'Y — (y—y'Y
1 1

r t

0 - £V— rt2 v v • — 0 £V— rt1 V V •
'-

*= '- j=-^- r ' =ei=7J'' T ^—rt
-' ' r—t "' ' r—t

Donnees mecaniques.
On suppose que sur un element d2 projete en da sur le plan xoy s'exerce

un effort F d 2 ayant pour composantes suivant o x, o y et 0 z les vecteurs Xda,
J) Nous rappelons que le gauchissement d'un quadrilatere de generatrices est egal

ä la distance comptee parallelement ä l'axe d'un des sommets au plan forme par les
cötes non adjacents.
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Yda et Zdo. Si l'on decompose cet effort suivant deux composantes dont
l'une est verticale et l'autre situee dans le plan tangent au paraboloide, la
composante verticale aura pour valeur.

fdo (Z-pX-qY)da
et la composante tangentielle que nous designerons par Tda sera definie par
les composantes de sa projection sur le plan xoy. Ces composantes ne sont
autres que Xda et Yda suivant les axes ox et oy. Suivant les axes oy et o•/
les composantes de la projection de Tda seront

r da
1

1 — *+1/l-
r,ff 4(|/i-f*-l/l ——r

Y)da

Y\da

rda et .T'da sont d'ailleurs les projections sur le plan xoy des composantes
de Tda suivant les generatrices.

Determination des contraintes.
Les contraintes en un point M quelconque sont bien definies lorsqu'on

connait les composantes suivant les generatrices des contraintes s'exercant
suivant les elements de generatrices. Ces composantes sont au nombre de trois:
ny qui est la composante suivant la generatrice du meme Systeme que o y de la
contrainte s'exercant sur un element de l'autre generatrice; n2 qui est la com¬

posante suivant cette derniere
generatrice de la contrainte s'exercant

sur un element de la
premiere; # qui est la valeur
commune des composantes suivant les
generatrices des contraintes s'exercant

suivant ces generatrices.
La valeur de # est immediatement

connue; c'est:

ft Kt>cJ>5

^?3?
9*di

9 2k

Fig. 12.

v2 sont:

2eV— rt
Les valeurs de rat et de n2 se de-
duisent de Celles des contraintes
reduites Vy et v2 correspondantes,
chacune de celles-ci etant definie
comme la valeur de la projection
de la contrainte correspondante nt
ou «2, rapportee ä la projection
de l'element unite sur lequel eile
s'exerce, toutes les projections
etant faites sur le plan xoy. Les
relations qui lient ity et in ä Vy et

4/+ /, 1 XI

iyH (1-4-

1+7T
472

})3
4j/2

!)'
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Les equations qui determinent vt et v2 ne sont autres que les equations
d'equilibre en projection suivant oy et oy' lesquels s'ecrivent immediatement
comme on le voit sur la fig. 12. Ce sont

dvy d9 „ n
dy dy
d& Sv2 _ „
dy d y

En tenant compte de la valeur precedemment obtenue pour &, on trouve pour
Vy et Vi les valeurs suivantes, determinees sur chaque generatrice ä une constante
additive pres:

2£y:r77f 1 [dt ^vy —!—-— rdy ^—7 c?y'—' J 2e|/ —r/Jöy

r2 ?—-— \r dy ^— fi?y
'¦ — * J 2e^ — rtJ öy

Cas de charges verticales.
On a dans ce cas

r=r o, c z
Les contraintes sont

Z#
2e]/—rt' ' 2f

i raz 1 (3Z.
J=rt)iy-'dy> v*=-2-^Tt)Jy-dy

Cas de charges normales au paraboloide.
Soit N l'intensite de la charge normale au paraboloide. On a

X —pN, Y=—qN, Z N
Posons:

on a

0= l+p2 + qi l-rt(y*+y'* + 2r7±^yy'),

C a/(1 + p2 + ?2) wa>

r -4[(r+/)y+(r-0/]A/=^"f^

Les contraintes sont

N09 —-

2e)'—rt

1 2eV-^J\ 3y 3yv 7

2E)l — rt) \ 3/ 3/'
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On peut dans certains cas avoir avantage, comme nous le verrons, ä prendre
au lieu des variables y et y' les nouvelles variables

g ky, g ky'
On a alors des expressions de meme forme pour vx et v2.

2k}\ dg dg/

mais l'expression de <P se simplifie et on a

® \+g* + g'* — 2gg cos 299

d'oü
3 G> 3 O
— 2g —2g cos 2 99, —7 2g—2gcos2(P
og dg

Nous allons, en vue des applications, traiter successivement trois cas parti-
\ g p'

culiers correspondant aux valeurs —.= -== et -JL= de la pression N. Nous
fö \'0 fö

aurons besoin ä cette occasion des valeurs des trois integrales suivantes

4= L(g—gcos2<p + fö)
g-g'cos2<p ,-

fö
'2g2-3gCOS^dg giö-{g-+l)L(g-g'cos2(p+ilD)

1er Cas: N -L=
y©

On a

0dN _gcos2<p—g' 2Nd<1) ^4s' — ^gcos2(p
dg' fö ' dg' ~ fö

d'oü
3 [g's\ni2(p 3cos293 [g — g'cos2w

^=-2lJ-v^-^+-2T-J y^
*d*

de meme
3 cos 2™ /—¦ 3 p-sin2 2 w „ ,—,

r.2 2k
i<D

2* L(g-gcos2<p+fÖ)

2e Cas: N -#=
y©

On a

g)3A/= g2cos2y—gg 2N3 0 _ 4gg — 4g2 COS299

3 g' y~© ' 3g' y~<p
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d'oü

___3_ fgg'-g2COs2y 3
Vl~ 2k) y^ g Ak

3 cos 2 cp

2g2cos2y-3gg' cos22y+gg'(l-3sin22y)
— "g

f 2g2-3gg'cos2y
+ 3g (1-3sin22y) fg-g cos 2 y

4A J y-® "ö ' 4A J fö
3g'2 cos2y(1-3 sin2 2y) f rfg

+ 4A J y~©

soit en definitive

3cos2y ,— 3(l-3sin22y) ,,— 3cos2y(l+3g'2sin22y) _ ,,—.
"i —4X^V®+- ^ flgy<t> yV 4/ ^Z.(g-gcos2y + y®)

on a de meme

0 3AT_gg'cos2y-g2 ^ g'2-gg cos2y+l 2.\'d° _ 4g2-4gg^cos2y
3g \!~Ö fö ' dg y©

d'oü

v„
1 fg'2-5gg'cos2y + 4g2 + l _

1 f2g'2-3gg'cos2y--f4£j2äJ f©
dg ~ 4k) fö dg

7gcos2y fg'-gcos2y g2(8-7cos22y) + 2 f dg
J fo S 4Ä JV^+ 4£ J y^rj) 4ä J fö

soit en definitive
1 >*nz 7cos2y ,— (l + 7g2sin22y), „ ,,—.

vs=-4^« V<P +
4y^ lV<P-- \~k ^A(g-gcos2y + f©)

3e Cas: N -f=
\0

Ce cas se deduit du precedent en intervertissant Vy et v2 d'une part, g et g'
d'autre part

1 .rsr 7cos2y .,— (l+7g'2sin22y) _ ,,—,"1=~4lgl + Ak g^m —^k—-Lte-£cos2<p+Vö,)

3cos2y .,— 3(l-3sin22y) ,- 3cos2y(l+3g2sin227>), „ 1/7S.
„, 4k vg y^ + -^ — -^g)l<D yy 4k& ^Z.(g-gcos2y + y0>)

Calcul des couvertures.
Les couvertures sont soumises ä trois systemes d'efforts, celui de leur

charge propre, celui du ä la neige et celui du au vent. Nous les etudierons
successivement.

1 ° Charge propre.
Si la couverture est un voile mince d'epaisseur constante et de densite cö

par unite de surface, la charge propre appliquee correspond ä:

X 0, V=0, Z=cöfÖ
<P ayant la meme signification que precedemment. En prenant pour variables
les quantites g et g' precedemment considerees on peut ecrire
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co [dfÖ cö [g— gC0s2y-2lJ-3g-^ -2Tj p dg

cos 2yfg— g'cos2y a> fg'sin22y
ÄJ v"© g~2k )~Jö~ g2k J y~ö 2k J y-®

ou en definitive

_COs2y,r— g'sin22y,. _ ,—.
Vy w^J^fÖ—ü>ii 2k >L(g— gcos2y+ y©),

de meme

cos2y ,— gsin22y,., „ <r—,__i: y® _ üts___^.L^g —gC0S2cp + fö)v2 CO

par ailleurs

» *Yk
2° Neige.

La neige etant supposee uniformement repartie en projections horizontales
ne donne aucune contrainte v1} v2 suivant les generatrices.

3» Vent.
Deux cas sont ä distinguer suivant la position des elements frappes; ou

bien la pression du vent ne depend pas de l'incidence et peut etre pratiquement
prise egale ä une constante P0, ou bien la pression du vent depend de l'incidence
seule et peut etre assez bien representee par une expression de la forme
2/^o sin a, oü P0 designe une constante et a l'angle de la direction du vent
avec le plan tangent ä la surface frappee.

Le cas de la pression constante se traite immediatement en faisant N --= P0
dans les equations precedemment donnees, on a:

v1 _^j(g'-gCOS2y)g -^(2gg'-g2COs2y)
de meme

"2 -t1 (2gg'-g'2 cos 2 y)

par ailleurs

9 =2^(l+g2 + g'2-2gg'cos2y)
Passons au cas oü la pression du vent obeit ä la loi 2 P0 sin a. On a

y + y y — y'-r ' cnsa-t———

_jA-7 V'"7
y + y y — yr coscz-^ cosb + cos c

- rx cos a - ty cos b + cos c
sin a

fö y©
a, b, c designant les angles de la direction du vent avec les axes ox, oy, oz.
On peut encore ecrire
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sin a

Or

r g -f g t g — g
cos a • cos b + cos c

frt l/i_4 M'-" }'

yco

efrt
donc

H frt t
sin«

soit en definitive

_
V

g + g g — gcos a + ,_—- cos b + cos c

1-

y©
— cos ß sin y(g+g') -f cosä cos y(g-g') + cosc

y©

sin a:
ojg+ COSö( ;(y+7i)jg'Hcosacosly + yl + cos^cosy g+|cosacosly + -^l + cosi'Cos(f»+7i)|g+cosc

y"®

L'expression precedente se simplifie si l'on suppose, comme dans la figure 13
que la direction du vent est definie par les angles X, /n, v qu'elle fait respectivement

avec la droite oL du plan xoy definie par (ox, oL) y -f- ^—, avec la

droite OM du plan xoy definie par (ox^oM) — [<p -f rL\ et avec la

verticale descendante oz. On a en effet dans ce cas:

cos l cosa • cos(y + —-) + cosb • cosy,

cos« cosa • cos(y -f -^-1 + cosä • cos(y + n),

et

sin a

cos v cos c

g cos l + g cos n + cos v

]j(D

On a en definitive

g COS l + g COS 1( + cos VN 2Pa
\(P

\"
'r.—-

1z

Fig. 13.

Nous sommes ramenes aux trois cas precedemment traites, l'application des
formules ainsi trouvees donne immediatement

Abhandlungen IV
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Vy =2^[(3cos2ycos^.-cos«)g"+(3(l-3sin22y)cos;. + 7cos2ycos/')S'' + 6cos»'COs2y]y'?

p+ y^[(-g,sin22ycos29"cos/l-7sin229rcos,«)5''2-6g''sin227icosr-3cos29"cosl-cosi«]^(g'-?''cos2'r+y^')

p
v2 =~-r [(3cos2y cos,»-cos/.)£•'+(3 (1-3 sin229r) cos» +7 cos29» cosÄ)g-+6 cos 2y cos»] f>

+ ^y[(-t/sin22pcos2f cos/(-7sin22ycos',.)ig'2-6o'sin22^cosj'-3cos2ycos»-cos/v] L(g'-gcos2f+\/<t>)

9 —° (g cos X +g' cos » + cos 2') f> ¦

En ordonnant par rapport ä cos l, cos /« et cos v, ces formules deviennent:

f- COsZ[3(gCOs2y+(l-3sin22y)g')yü>-3(3g'2sin22y + l)cos2yZ.(g-g'cos2y + yO))]
v

~Po

2k _ _+ cos/« [(-g+7g'cos2y)y© + (-7g'2sin22y-l)L(g-g'cos2y + yO))]

+ cosv[öcos2y y© -6g'sin22y L(g-g'cos2y+ ^Aö~)]

^=cosZ[(-g'+7gcos2y)y"® + (-7g2sin22y-l)Z.(g'-gCOs2y + f©)]
* 0

26 _ _+ COS,t([3(g'cos2y+(l-3sin22y)g)y©-3(3g2sin22y + l)cos2yZ.(g'-gCOs2y + y©)]

+ cosv[6 cos2y y© -ögsin2 2y L(g'-gcos 2y + y©)]
a

-5-=cos ^-gy© + cos i-i-g i<& + cos v-y©.
' ü

k
Ces formules se simplifient lorsque le paraboloide est equilatere, ce qui cor-

TZ

respond ä y —. O L et O M sont alors directement opposes ä o •/ et o y.

cosA[6g'yi+g2+g'2]'1 _

2 k
-cos/([gyug2+g'2+(7g'2+i)z.(g+yn-g2+g'2)]
— cos v [6g L(g + y 1 + g2 + g'2)]

4r - cos X[g y 1 + gs +g'8 + (7g2 +1) L(g' + y 1 +g2 +g'2)]
¦* 0

— cos/i [6gyi+g2+g3]
-cos»'[6gL(g'+yi+g2+g/2)]

n.

-„- cosA-gyi+g2+g2 +cos,«-g,yi+g2+g'2 + cosi'-yi+g2+g'2.
• 0

§ 5. Abaques pour le calcul des contraintes dans les couvertures.
Les resultats du § 4 relatifs aux couvertures peuvent etre condenses sous

forme d'abaques. Pour faciliter l'utilisation de ces abaques nous rappelons
succintement les notations, les donnees et les formules auxquelles elles se rap-
portent
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Notations, donnees, inconnues.
Le paraboloide rapporte ä ses plans principaux xozetyozeta son axe

oz suppose vertical descendant est represente par l'equation
2z rx2 + ty2.

Si on rapporte le paraboloide ä ses generatrices au sommet oy et oy' qui fönt
avec ox l'angle y defini par:

1 1
n 2ef^rl r+t

COS<p —=, siny —=-, sin2y= *——, cos2y -—rii-i i

9,

9t

e ayant le signe de r — t, son equation s'ecrit

2 kyy sin 2y,
k etant le gauchissement unitaire defini par la formule

k e y — rt.
Au lieu des variables y et y' qui ont les dimensions
d'une longueur nous rapporterons le paraboloide
aux variables sans dimensions

g ky, g' ky.
Le rapport 0 d'un element de surface ä sa
projection horizontale s'ecrit avec ces variables

<D 1 +g2+g'2-2gg'cos2y.
Associons au Systeme de variables g et g' deux
autres systemes, le premier forme par les variables

gi =g~g'cos2y, g/:=g'sin2y Fig. H.
le second forme par les variables

g2= g' — gcos2<p, g2' gsin2y.
Ces deux systemes sont identiques au Systeme des variables g et g' lorsque
le paraboloide est equilatere. Dans le cas general, il est facile de passer d'un
Systeme ä l'autre. La figure 14 montre les positions relatives des axes des trois
systemes. Les axes des g et des gy coincident et il en est de meme des axes
des g'2 et des g'. L'axe des g\ est defini par la condition que l'axe des g' est
le lieu des milieux des segments decoupes sur l'axe des g\ et la perpendiculaire
ä l'axe des g par des paralleles ä l'axe des g. De meme l'axe des g2 est defini
par la condition que l'axe des g est le lieu des milieux des segments decoupes
sur l'axe des g2 et la perpendiculaire ä l'axe des g' par des paralleles ä l'axe
des g'.

Les contraintes en un point sont definies par leurs trois composantes nx, n2
et # s'exercant sur les elements de generatrices parallelement ä ces generatrices,
nL est la composante suivant la generatrice du meme Systeme que oy de la
contrainte s'exercant sur un element de l'autre generatrice; «2 est la composante
suivant la generatrice du meme Systeme que oy' de la contrainte s'exercant
sur un element de l'autre generatrice; •& est la valeur commune des composantes
suivant les generatrices des contraintes s'exercant suivant ces generatrices. Seule
la contrainte # est bien determinee et facilement connue en fonction des charges
appliquees. Les contraintes nL et n2 ne sont determinees sur les generatrices
qui les portent qu'a une constante pres, fonction de la position de la generatrice.
Associons ä chacune des contraintes nx et n2 le rapport de sa projection horizon-
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tale ä la projection de l'element unite sur lequel eile s'exerce. Les deux quantites

ainsi obtenues sont les contraintes reduites vy et v2. Elles sont liees ä «i
et «2 par les formules

n± _ J\ +g'2sin22y A, J 1 +g2sin22y
"i r l+g2sin22y' yj, f' l+g2sin22y

qui s'ecrivent encore avec les variables g\ et g'2

M!\+g? >h _t/i +g;
i+&2' >-, j l+g;2-

Les systemes de charges appliquees sont de quatre sortes:
1 ° la charge propre supposee repartie avec une densite constante cö par

unite de surface;
2 ° la charge de neige supposee uniformement repartie en projection

horizontale avec une densite co' constante;
3° la charge de vent constant supposee s'exercant normalement ä la

surface avec une intensite constante P0;
4° la charge de vent variable supposee s'exercant normalement ä la

surface avec une intensite egale ä 2 P0 sin a, oü P 0 designe une constante et a
l'angle de la direction du vent avec le plan tangent ä la surface frappee,
direction definie par les angles l, [i, v qu'elle fait respectivement comme le montre

la figure 13 avec la droite oL du plan xoy teile que (o x, o L) cp -f--~-, avec

la droite oM du plan xoy teile que (o xfo M) — (<p + 4h et avec la

verticale descendante oz.
Pour chacun des cas de charge precedents nous indiquerons les valeurs de

vy, v2 et #, les deux premieres etant donnees sous forme indefinie, c'est ä dire
determinees ä une fonction additive pres constante sur toute parallele ä la
direction correspondante de la contrainte reduite. Les valeurs des contraintes nt
et n2 se deduisent sans difficulte de celles de vx et v2.

Fonctions % Q V, H, K, L.
Introduisons les fonctions des variables /' et /'

1 A- I2

i +j2
ß(y;/) öVi+y'+y*
V(JJ) 6/loge(y + yi+y2+/2)
H(j,f) j y 1 +ß +/2 + (7/2 4-1) log, (/ +Vi +j*+f*)
KU,/) 6/Vi+y2+/2
L(j,f) 3(3/24-l)loge(y + yi+y2+/2)-3yVl+y2+/2

dont les valeurs sont donnees par les abaques ci apres. La fonction x (/> /')
permet le passage aise des contraintes reduites Vy et v2 aux contraintes reelles
«! et n2. Les fonctions ü (/, /') et ¥ (/, /') facilitent le calcul des contraintes
dans le cas de la charge propre et les fonctions Q(f,f), T (/,/')> H (/,/')>
K (/,/')> L (/,/') permettent un calcul rapide des contraintes dans le cas de la
charge de vent variable. Les cas de charge de neige ou de vent constant se traitent
directement sans l'intermediaire d'aucune fonction.
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Passage des contraintes reduites aux contraintes reelles.
— x(gi,g»)

— X{gi,gi)
v2

Charge propre de densite constante par unite de surface.
d
00

V2k

P-(gngr)

V— & (gu gi) cos 2 <p — V(gl, gl') sin 2 <p

\2k
V2

CO

\2k

^(gt,gi) cos 2<p — lF(g2,g2') sin 2 9?

Charge de neige.

^ ~ 2k
v, 0

vt= 0

Charge de vent constant.

4~= +g2 + g'2 — 2gg'cos2<p
10
2k

-§- —g(2g'—gcos2<p)
10

— £'(2g- —g'cos2<p)

Charge de vent variable.

[Ktei.ffi) + K{gx,g\) cot 2 99] + cos ix [K(g2,gi) + K{g*,g',) cot 2<p]

6k +cosv'i2(gl,g\)

-J- - cos A [*(&,£,') sin 2 99 (1 - cot2 2 99) + L (gl,g[) cos 2 99] - cos fi [ff(gltgd
10
2£ ~K(g»gl) cot 2p] - cos vl^tenft) sin 2q5-fl(gi,ft) cos 29p]

-^- - cos l [H(g2,g:2) - K{gt>g*) cot 2 99] - cos n [K{g2,gt) sin 2 99 (1 - cot2 2 9?)
10
2£ + L(gg,gj) cos 299] - cos *[¥»(#„&) sin 299 - n(gitgZ) cos 2 v].

* 1

-5- cos /,
* 0



Voiles minces en paraboloide hyperbolique 25

Chapitre B.

Theorie geometrique des voiles limites ä des paraboles principales.

§ 1. Generaliles.
Definition des voiles e tu dies.

Considerons un voile mince en paraboloide hyperbolique limite ä un
quadrilatere curviligne forme de paraboles principales, c'est ä dire de paraboles
paralleles aux plans principaux (plans de symetrie) de la quadrique. Un tel

Fig. 22.

TN'";

r*&

n m

Fig. 24.

C'L

AP

Fig. 23. Fig. 25.

voile peut etre calcule par les methodes generales applicables ä tous les voiles
en paraboloide hyperbolique. Mais ce mode de calcul ne permet pas de mettre
aussi bien en evidence les proprietes mecaniques du voile que la methode
geometrique que nous nous proposons d'exposer. Cette methode repose toute
entiere, comme nous allons Ie voir, sur les proprietes geometriques elementaires
de la parabole.

Soit AxBiCiDi un voile de cette espece (fig. 22). II existe toujours deux
cötes opposes, par exemple Ax Dx et B± Cu tels que les generatrices qui passent
par ces cötes coupent un des deux autres cötes. On voit alors immediatement
que les reactions d'un tel voile sur son pourtour peuvent se reduire dans tous
les cas soit ä des forces appliquees le long de Cj Ä et ä des forces appliquees
le long de Ax Bx soit ä des forces appliquees le long de At Bt et Ct Dt dans
les plans de ces arcs et ä des forces quelconques appliquees le long de A±DX
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ou le long de ßjCi. ,Ces circonstances resultent directement de l'indetermi-
nation des efforts de traction simple ou de compression simple que peuvent
transmettre les generatrices. Elles ont en particulier cette consequence que les
reactions du voile suppose soutnis ä des forces toutes paralleles ä une direction
fixe ne sont pas en general toutes paralleles ä cette direction et ne sont meme
pas toutes contenues dans les plans des arcs de pourtour dans le cas oü la
direction fixe consideree coi'ncide avec la direction de l'axe du paraboloide. Cette
particularite ne doit pas nous surprendre, eile est l'analogue du phenomene de

poussee dans les arcs. Toutefois eile constitue un inconvenient serieux pour
les applications des voiles qui nous occupent, et il importe au premier chef
d'en attenuer les effets par un choix judicieux des formes de voile et de la dis-
position des points d'appui. C'est ainsi que parmi les voiles limites ä quatre
paraboles principales, deux types fondamentaux meritent une attention speciale.
Nous designons ces deux types fondamentaux sous les noms de voiles normaux
et voiles semi-normaux.

Un voile sera dit „semi-normal" lorsqu'il se projettera horizontalement
suivant un rectangle dont les diagonales sont paralleles aux projections des
generatrices. Un voile sera dit „normal" lorsqu'on pourra le considerer comme
la juxtaposition de 2 voiles semi-normaux. La raison de ces denominations re-
sultera d'elle-meme des proprietes des 2 types de voiles.

Contraintes reduites.
Pour la simplification de l'expose nous ne considererons que des voiles ä

axe vertical dont les generatrices se projettent suivant deux series de droites
paralleles.

Soit Ax Bt Cj A un tel voile (fig. 28). Projetons le horizontalement suivant
le rectangle ABCD. L'etude des contraintes dans le voile en un point quel-
conque My peut etre remplacee par celle des contraintes en projection
horizontale au point M projection deMu contraintes que nous appellerons contraintes
reduites. Par definition la contrainte reduite s'exercant sur un element unite
m m de la projection du voile est la projection de la force elastique s'exercant
sur l'element mx mx du voile projete en m m. La repartition des contraintes
reduites autour d'un point suit d'ailleurs les memes lois que les contraintes reelles
et la representation de Mohr leur est applicable. En particulier on peut definir
les contraintes principales reduites comme les contraintes normales aux ele-
ments sur lesquels elles agissent. II y a lieu de remarquer que les directions
des contraintes principales reduites ne sont pas les projections des directions
principales dans le voile, mais que deux elements conjugues dans le voile se
projettent suivant deux elements conjugues dans le plan des contraintes
principales reduites.

La connaissance des contraintes reelles determine celle des contraintes
reduites et vice-versa. On peut remarquer ä cette occasion que les contraintes
de cisaillement se conservent en projection. Voici ce qu'il faut entendre par lä.
Considerons (fig. 24) sur le voile deux elements m^m^ et nynx projetes en
mmetnn. Soient $! et vt les composantes suivant mt mx et n^ nx de la contrainte
Cx s'exercant sur l'element in mu & et v les composantes suivant m m et n n de
la contrainte reduite c s'exercant sur l'element mm. On a:

di d'
mais on n'a pas vt v.

Lorsque le plan tangent au voile est peu incline sur l'horizon, les contraintes
reduites different peu des contraintes reelles et on peut en premiere approxi-



Voiles minces en paraboloide hyperbolique 27

mation confondre les unes et les autres. La connaissance des contraintes
reduites et en particulier des contraintes principales reduites en grandeur et
Position donne alors une idee tres approchee des contraintes vraies et des
contraintes principales reelles en grandeur et position.

Dans les applications nous definirons frequemment la contrainte s'exercant
sur un element du voile par ses composantes suivant les paraboles principales
se croisant sur l'element. La contrainte reduite correspondante se trouve alors
definie tres simplement par ses composantes suivant les directions rectangu-
laires avec les projections des paraboles principales. En particulier s'il s'agit
d'un element de parabole principale, la contrainte reduite pourra etre definie
par sa composante normale ä l'element projete et sa composante tangente ä cet
element. Nous designerons respectivement ces composantes sous les noms de
composante normale reduite et composante tangentielle reduite. Nous comp-
terons les composantes normales reduites positivement quand elles represente-
ront des compressions et negativement quand elles representeront des tractions;
de meme, lorsque le voile sera rapporte ä deux axes de coordonnees, les
composantes tangentielles reduites seront comptees positivement lorsqu'elles
tendront ä provoquer l'ouverture de l'angle des directions positives.

Fleches et deviations.
Precisons encore quelques definitions et proprietes qui nous seront utiles.

Considerons (fig. 25) tout d'abord un arc de parabole a1ß1 äaxe vertical projete
horizontalement suivant aß. Nous appellerons fleche de cet arc de parabole
la distance yx öx comptee verticalement entre le milieu yx de la corde ax ßx et le
point correspondant bt de l'arc. Nous appellerons deviation du meme arc de
parabole la valeur commune des distances ax gj et ßx fx comptees verticalement
entre une des extremites de l'arc et la tangente ä l'autre extremite. La deviation
ainsi definie est quadruple de la fleche. Tous les arcs de parabole situes sur
des paraboles de meme parametre et ayant meme projection horizontale aß
ont meme fleche et meme deviation.

Considerons maintenant un paraboloide hyperbolique quelconque ä axe
vertical. Nous attribuerons des valeurs algebriques aux fleches et deviations des
arcs de parabole traces sur la surface, le signe -j- correspondant aux arcs dont
la convexite est tournee vers le haut et le signe — ä ceux dont la convexite est
tournee vers le bas.

Si nous considerons en particulier les arcs de parabole principale limitant
le voile, les fleches de ces arcs jouent un röle important au point de vue de la
resistance et du mode d'ernploi du voile, nous les designerons sous le nom de
fleches principales ou meme de fleches du paraboloide; c'est ainsi que les voiles
normaux ont des fleches qui sont dans le rapport de 1 ä 4 en valeur absolue,
et les voiles semi-normaux des fleches egales et opposees.

Tympans.
Nous designerons sous Fappellation de tympans des voiles plans venant

s'encastrer dans le voile suivant des generatrices ou des arcs de coniques. Les
tympans sont des elements de transmission des reactions d'appui au voile.

Les tympans seront de preference paralleles ä l'axe du voile et dans des
plans de parabole principale. Un Systeme de tels tympans n'est pas süffisant
dans le cas general pour transmettre tous les efforts appliques aux points
d'appuis. II est alors necessaire de prevoir des elements de contreventement
supplementaires. Un des objets de la presente etude est d'indiquer les moyens
dont on dispose pour supprimer ces organes de contreventement et diminuer
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le nombre et l'importance des tympans, compte tenu du mode d'application des
efforts.

Faisons ä ce sujet une remarque generale relative aux voiles ä quatre
tympans disposes comme l'indique la fig. 36. Supposons applique un Systeme
quelconque de charges donnant sur tout le pourtour ^M/fl/fl/ des reactions
dans le plan tangent ä la surface. Si on decompose les reactions appliquees en
Ai Bi et A^"Bj" suivant les generatrices passant aux points oü elles sont
appliquees, on voit que l'on peut remplacer les reactions considerees par des
reactions appliquees le long des tympans. Considerons maintenant les reactions
appliquees suivant les arcs Ax' Ex, Ax" Ex", Bx Fx, Bx" Fx". En les decompo-
sant autant de fois qu'il le faudra suivant le plan du tympan et une generatrice
convenable en chaque point d'application, on parviendra ä n'avoir de reactions
non contenues dans les plans des tympans, que sur les arcs EX'FX, Ex" Fx",
Ex £¦/', FS Fi'. En faisant les memes Operations sur ces dernieres reactions
on arrive finalement ä n'avoir de reactions non contenues dans le plan des
tympans que sur un seul de ces arcs, £/ Ex" par exemple. Mais ce Systeme de
reactions est hyperstatique. On verifie en effet immediatement qu'on peut tou-
jours equilibrer des forces quelconques agissant tangentiellement ä la surface
sur l'un des trois arcs Ei Ft', /Y /Y', Ft" Ex" choisi parmi ceux pour lesquels
aucune des generatrices passant par un de leurs points ne rencontrent le tympan
oppose, au moyen de reactions agissant dans le plan des deux autres arcs et des
reactions sur Et' E±". En supprimant le tympan contenant l'un de ces arcs, on
rend le Systeme isostatique. Mais il y a d'autres procedes, on peut par exemple
ne supprimer que certaines parties de tympans convenablement choisies.

L'exemple precedent met nettement en evidence leprocessus des reflexions
successives sur les tympans des efforts qui se propagent suivant les generatrices.

§ 2. Voiles normaux.
Proprietes fundamentales.

Considerons fig. 26 le voile normal A/ Ax Bx" 5/ projete horizontalement
suivant le rectangle Ä A" B" B' et constitue par la juxtaposition des voiles semi-
normaux projetes suivant AA'B'B et AA"B" B. Les deux arcs de parabole
A-! Ax" et £/ Bx" ont meme fleche /, les deux arcs A/ B/ et A±" Bx" ont la
meme fleche /'. On verifie immediatement que / 4 /'. Nous appellerons 2 a
la longueur de la projection des arcs de fleche / et b la longueur de la projection
des arcs de fleche /'. Tous les arcs de parabole traces sur le voile parallelement
aux plans principaux ont meme fleche et meme longueur de projection
horizontale que les arcs limitant le voile qui leur sont paralleles. Ce sont les arcs
de parabole principale du voile.

Cela pose, imaginons que le voile soit encastre suivant les arcs de parabole
At' A±" et Bt' Bt" dans des tympans verticaux que nous appellerons tympans
principaux. Les proprietes fundamentales du voile, considere comme reportant
sur ces tympans les charges qui lui sont appliquees, sont alors les suivantes:

1 ° Le voile est en equilibre sous un Systeme de charges dont la densite
est constante sur tout arc de parabole principale de fleche /.

2° Le voile est en equilibre sous un Systeme de charges dont la densite
est constante sur tout arc de parabole principale de fleche /' et a meme valeur
sur deux arcs de parabole de fleche /' dont les projections horizontales sont
distantes de a.

Dans les deux cas la densite des charges est supposee mesuree en projection
horizontale.
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Nous allons demontrer successivement ces deux proprietes et determiner
en meme temps les valeurs correspondantes des contraintes dans tout le voile
et des reactions sur les tympans.

Supposons tout d'abord le voile charge suivant une bände elementaire
a^cii/?!/?! projetee en aaßß, et limitee ä deux arcs de parabole principale de
fleche /. Soit cö la densite de la charge supposee constante en projection
horizontale et a la longueur de la bände chargee. Le voile sera en equilibre ä con-
dition d'appliquer en ax ax et ßx ßx deux forces Qt qx tangentes ä Taxe de parabole

a, ßx et dont les projections horizontales ont pour valeur commune

0 2/

s& £N

<c<*';

\ v
ß

\ \ / /¦v \

' f' /
\ \\ N

gx>v%>

o <P T
Fig. 26.

Au Heu d'appliquer les forces Qx et qu il revient au meme d'appliquer les
forces Qi, qt', Q^', qx", ayant en projections horizontales la valeur commune Q,
suivant la tangente aux axes de parabole A-l, Ax" et ß/ Bt" aux points a/ /?/,
ai"ßi' oü les generatrices du voile passant par a et ß rencontrent les tympans.
On voit en effet immediatement que le Systeme de forces Q/, q/, Qx", q/' est
equivalent statiquement au Systeme des forces Qu qx. En resume, dans l'hypo-
these de Charge envisagee, les reactions des tympans sont les quatre forces
Qi, Qi", <?/, <7i"- L'etat de contraintes dans le voile se deduit facilement de
lä2). Suivant la bände chargee a^a^^ß^ß^ se propage un etat de cornpression
simple defini par la contrainte de cornpression ayant pour projection horizontale:

cö • a2

2) Nous supposons dans ce qui suit pour fixer les idees, que la fleche / est positive
et les charges <« dirigees vers le bas.
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et s'exercant sur les elements de parabole principale de fleche /' normalement
ä ces elements; suivant les elements de parabole principale de fleche / ne
s'exerce aucun effort. Suivant chacune des bandes a^^/a/, a1a1ß1'ß1',
ßißiai"a.i", ßi_ ßißi"ßi", se propage un etat de traction simple defini par la
contrainte mixte de traction-cisaillement s'exercant sur les elements de parabole

principale de fleche /', dont la composante normale reduite est:
cö ¦ a2

et la composante tangentielle reduite:
cö • a • b

¦f
Sur les elements de parabole principale de fleche/ s'exerce une contrainte mixte
de traction-cisaillement dont la composante normale reduite est:

cö- b"-

et la composante tangentielle reduite:
äi • a • b

Sur chacune des bandes ax ax ß^" ßx", cx/'a/'/?//?' se propage un etat de
cornpression simple defini par la contrainte mixte de compression-cisaillement
s'exercant sur les elements de parabole principale de fleche /', dont la composante

normale reduite est:
cö • a2

A-f
et la composante tangentielle reduite:

cö • a • b

Sur les elements de parabole principale de fleche/ s'exerce une contrainte mixte
de compression-cisaillement dont la composante normale reduite est:

cö • b2

et la composante tangentielle reduite est:
wab
4/ '

La premiere propriete enoncee se trouve ainsi demontree et les valeurs des
contraintes correspondantes dans le voile se deduisent immediatement des for-
mules precedentes.

Supposons maintenant (fig. 27) le voile charge suivant deux bandes ele-
mentaires a/ a/ ß±' ß/, a1"a1"js1"£1'* projetees en a' a' ß' ß' a" a" ß" ß" et li-
mitees ä des arcs de parabole principale de fleche /'. Les deux bandes sont par
hypothese distantes de a en projection horizontale. Soit encore cö la densite
de la charge supposee constante en projection horizontale, cette densite ayant
par hypothese meme valeur sur les deux bandes considerees. Supposons de
plus que la largeur des bandes ait la valeur commune e. Le voile sera en equilibre

ä condition d'appliquer ena/a/, ßi ßi, a/'a/', ß"ß", des forces Qltqu
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Qu qu tangentes aux arcs de parabole a/ /?/ et a2" ß2" et dont les projections
horizontales ont pour valeur commune:

_, Cob2
(/ 4/').

Au lieu d'appliquer les forces Ql} qlt Qu qu il revient au meme d'appliquer
les forces Q/, 7/, Q/', 9/', ayant en projection horizontale la valeur commune

Q' —, suivant les tangentes aux arcs de parabole A/ A^' et 5/ Bx" aux points

a/, ßi, ai", ßy". On reconnait immediatement l'equivalence des deux systemes

Sl^:

f
5;

S^
S^

S

Fig. 27.

de forces. En resume, dans Phypothese de charge envisagee, les reactions des
tympans sont les 4 forces Q/, Qi", qS, qi". L'etat des contraintes dans le voile
se deduit facilement de lä. Suivant chacune des bandes chargees a/ et/ /?/ /?/
et a/'a/'ßi"ßi" se propage un etat de traction simple3) defini par la contrainte
de traction ayant pour projection horizontale:

cö -b2

2/
et s'exercant sur les elements de parabole principale de fleche / normalement ä

ces elements. Suivant les elements de parabole principale de fleche /' ne s'exerce
aucun effort. Suivant chacune des bandes et/ at' ßt" ßi" et a/' at" ß-l ßy' se
propage un etat de cornpression simple defini par la contrainte mixte de compres-

3) Nous supposons toujours pour fixer les idees que la fleche / est positive et les
charges (ö dirigees vers le bas.
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sion-cisaillement s'exercant sur les elements de parabole principale de fleche /
dont la composante normale reduite est:

cö -b2
f 2/

et la composante tangentielle reduite:

cö • a ¦ b

Sur les elements de parabole principale de fleche /' s'exerce une contrainte de
compression-cisaillement dont la composante normale reduite est:

cö • a2
<7

2/
et la composante tangentielle reduite:

cö • a ¦ b

La deuxieme propriete enoncee se trouve ainsi demontree et les valeurs
des contraintes correspondantes dans le voile se deduisent immediatement des
formules precedentes.

Appliquons les resultats que nous avons obtenu ä un voile normal ä deux
tympans principaux dans les trois cas suivants de charge:

1 ° Charge uniformement repartie en projection horizontale de densite cö.

2 ° Charge de densite cö cö0 EI—) cö0 etant une constante, E (x)
designant la partie entiere de x, 2 a etant la longueur de la projection horizontale

des arcs de parabole des tympans, et f la distance comptee horizontalement
parallelement aux tympans d'un point quelconque du voile ä l'un des bords
du voile autres que ceux des tympans.

3° Charge de densite w cö0-j-, cö0 etant une constante, b la longueur

de la projection horizontale des arcs de parabole principale perpendiculaires
aux tympans et t] la distance comptee horizontalement perpendiculairement aux
tympans d'un point quelconque du voile ä l'un des tympans.

Charge uniformement repartie en projection horizontale
de densite cö.

Reprenons le voile projete horizontalement suivant le rectangle Ä A" B' B"
avec A'A" B' B" 2 a, A'B' A" B" b, /designe toujours la fleche de
l'arc de parabole projete en A' A". Soient A et B les milieux de Ä A" et de
B'B", C et C" les points d'intersection de A'B et AB' d'une pari, de AB"
et A"B d'autre part. A'A" et B'B" sont par hypothese les projections des
tympans principaux. On constate immediatement qu'il y a trois etats de
contrainte dans le voile (fig. 28):

1 ° Dans les parties du voile projetees suivant AB' C et A"B" C", un etat
de traction simple de direction perpendiculaire aux tympans et defini par la
valeur

ab2
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de la projection horizontale de la contrainte s'exercant sur des elements paralleles

aux tympans et normalement ä ces elements.
2° Dans les parties du voile projetees suivant AC'BC", un etat de

cornpression double correspondant ä des contraintes principales projetees
horizontalement parallelement aux cötes du rectangle Ä A" B" B' dont les valeurs
sont pour la contrainte parallele aux tympans

cö ö2
q ~r

et pour la contrainte perpendiculaire aux tympans:
cöb2

2/

Fig. 28.

3 ° Dans les autres parties, c'est ä dire dans Celles projetees suivant A Ä C,
AA"C", BB'C, BB"C", un etat de cornpression et traction defini par une
contrainte de cisaillement

cö • a • b

s'exercant sur les elements paralleles et normaux aux tympans, et par les
composantes normales s'exercant sur ces elements, ä savoir zero sur les elements
paralleles aux tympans et

cö a2

sur les elements normaux ä ces tympans.
Les directions principales et les valeurs des contraintes principales sont

immediatement connues dans les deux premiers cas. Dans le troisieme cas la
construction du cercle de Mohr conduit aux resultats suivants dans la region
A A' C. ß' etant le milieu de B B', les directions principales reduites sont paralleles

aux bissectrices de l'angle AA'ß', suivant la bissectrice interieure s'exerce
une contrainte principale de cornpression ayant pour valeur

cö ¦a(a+ ja2 + Ab2)
47

et suivant la bissectrice exterieure une contrainte principale de traction ayant
pour valeur

cö-a(]/a2 + 4b2 — a)

47

Abhandlungen IV
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Les reactions des tympans sont des efforts tangents aux arcs de parabole qui
les constituent et ont pour valeur en projection horizontale

cö • a ¦ b

~~2T~
par unite de longueur. Ces reactions sont toujours dirigees vers le point A pour
le tympan A' A" et vers le point B pour le tympan B' B".

Charge repartie avec la densite cö cö0 £"( — 1

Prenons le meme voile, £ etant comptee ä partir de AB', on est conduit
aux resultats suivants:

k L
Valeur du coefficient K'

dans la formule
Wert des Koeffizienten K'

in der Formel
Value of coefficient K'

in formula

Valeur du coefficient x
dans la formule

Wert des Koeffizienten x
in der Formel

Value of coefficient x
in formula

Valeur du coefficient K.
dans la formule

Wert des Koeffizienten K
in der Formel

Valüe of coefficient K
in formula

4 K
Wo &2

2f

-02

o
-04

?l-Q4 1?

-02

'02

co0a ¦ b

:~Yr

q K 2/

A-e
"<&+' "Sj>3 W ,6+06

+02

(LL

oy

Fig. 29. Densite de Charge
Belastungsgröße
Intensity of loading "ii-*m

1 ° Sur un element de parabole principale de fleche / s'exerce une contrainte
reduite ayant pour composante normale

/ cö0 b2
q K

et pour composante tangentielle

t i

2/

cö0 ab

K.' et x ayant les valeurs donnees par les abaques de la figure 29.

2° Sur un element de parabole principale de fleche/' s'exerce une contrainte
reduite ayant pour composante normale

-,2

K a>0a*
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et pour composante tangentielle

t 7.
m0 ab

35

K et x ayant les valeurs donnees par les abaques de la figure 29.

Charge repartie avec la densite cö cö0 —-.

Prenons toujours les memes voiles, r\ etant comptee ä partir de A' A". On
est conduit aux resultats suivants:

Valeur du coefficient K'
dans la formule

Wert des Koeffizienten K'
in der Formel

Value of coefficient K.'
in formula

Valeur du coefficient z
dans la formule

Wert des Koeffizienten z
in der Formel

Value of coefficient z
in formula

Valeur du coefficient K,
dans la formule

Wert des Koeffizienten K.
in der Formel

Value of coefficient K
in formula

q=K'-
ftln I)2

2/

ALL
-£L-

IZ_
ZZZ.

A'

t x
ooü-a-b

^2f~
B'

JLL

S"

q K- 2/
B'

A' A A '?,

0 ^ 1
V 0

ff"

l* 8
Fig. 30. Densite de charge

Belastungsgröße
Intensity of loading

co0»;

1 ° Sur un element de parabole principale de fleche/ s'exerce une contrainte
reduite ayant pour composante normale

q =K a)0 b2

2/
et pour composante tangentielle

t l co0 ab

K' et x ayant les valeurs donnees par les abaques de la figure 30.

2 ° Sur un element de parabole principale de fleche /' s'exerce une contrainte
reduite ayant pour composante normale

72

q K co0 fl'
~27~
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et pour composante tangentielle

t 7.
(o0ab

TT
K et x ayant les valeurs donnees par les abaques de la figure 30.

Expressions generales des contraintes reduites pour une
charge de densite quelconque constante sur les paraboles

de fleche /.
Reprenons le meme voile et posons:

x ~^>a y

f et t] etant comptes, le premier ä partir de AB', et le second ä partir de
A" B". On est conduit aux resultats suivants; en designant par n (y) la densite,
par yx et y2 les deux fonctions definies par l'abaque de la figure 31 et par sly e2

deux coefficients ayant les valeurs + 1 ou — 1 suivant les regions du voile
comme l'indique la figure 32,

#___. __ ___
A A" K

Fig. 31.

Densite de charge
Belastungsgröße
Intensity of loading

\y)

w. WZ

&>

Valeur des fonctions yx et y% dans les formules

Wert der Funktionen yx und y2 in den Formeln •

Value of functions yx and y2 in the formula

q' jylsi"(yi) + ^" (*)]

q ¦jt[*i*0'i) + <!23I0'2) + 2wO')]

t jjIh^iUi) — s2*(y2)]

Fig. 32. Densite de Charge
Belastungsgröße
Intensity of loading

A"

jt(y)

Valeurs des coefficients | et
Werte der Koeffizienten > «i und ;
Value of coefficients J and

t,--n
t2--1 y

t,--1"\ £2=+»

e,—i
e2--i

C2-H

£;">
C2-*t / £/-*;

C2--1

Et--1
t2—1

B
B'

1 ° Sur un element de parabole principale de fleche / s'exerce une contrainte
reduite ayant pour composante normale

/ b2
q — [«i^O'i) + ^n(y2)]-^-

et pour composante tangentielle

t= [elJi(y1)~e2ji(y2)] jj
2 ° Sur un element de parabole principale de fleche /' s'exerce une contrainte

reduite ayant pour composante normale
a2

q bi"(yi) + «2^(^2) + 2jt(j/)]^
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et pour composante tangentielle

t= \tl7i{yl)- c2-i(j2)]
aib

4/'
Expressions generales des contraintes reduites pour une
charge de densite constante sur les paraboles de fleche /'
ayant meme valeur sur deux paraboles de fleche/' distantes

de a en projection.
Reprenons le meme voile et posons toujours x —, y =—. Designonsabpar 71 (x) la densite, par xx et x2 deux fonctions definies par l'abaque de la

figure 33 et par eu e2 deux coefficients ayant les valeurs + 1 ou zero suivant
les regions du voile comme l'indique la figure 34.

Fig. 33. Densite de charge
Belastungsgröße
Intensity of loading

W

Fig. 34.

Valeurs des fonctions } et
Werte der Funktionen | j^und x2
Value of functions J and B

Densite de charge
Belastungsgröße
Intensity of loading

Valeurs des coefficients
Werte der Koeffizienten
Value of coefficients

n-

Vis
vv

M

£2-0f.2'0

und s
and

1 ° Sur un element de parabole principale de fleche / s'exerce une contrainte
reduite ayant pour composante normale:

q — [e1n(xl) -f £2jz(x2) — n(x)]

et pour composante tangentielle:
2/

t= [E1n(xl)—£iJl(xi)]-jj-.
2 ° Sur un element de parabole principale de fleche /' s'exerce une contrainte

reduite ayant pour composante normale:
72

q — \zxn_(xx) + s2ji(x2)]

et pour composante tangentielle:

t \zxn{xx) — e27i{x2)\

2/

ab ¦

27'

Introduction de tympans secondaires.
Lorsque les tympans principaux ne permettent pas d'equilibrer les reactions

du voile, on peut envisager l'introduction de nouveaux tympans que nous appellerons

tympans secondaires. Ces tympans seront de preference dans deux plans
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de parabole principale de fleche /'; par exemple (fig. 35) suivant les arcs £/ Fx,
Ex" Fx" projetes en E' F', E" F". Un tel Systeme n'est pas dans le cas le plus
general susceptible d'equilibre sans contreventement, mais il suffit toujours de

contreventer un des deux elements de tympans principaux Ex Ex" ou F//Y',
mais on obtient alors un Systeme hyperstatique. On peut toutefois disposer de
l'indetermination laissee jusqu'ici dans le choix des tympans secondaires pour
qu'aucun contreventement ne soit necessaire dans des cas bien determines de
charges. Le Systeme reste cependant hyperstatique, mais nous verrons qu'il est
facile d'elhniner les elements surabondants.

Ei A,

A^v-

£' £A
-My

t2UD

Fig. 35.

Cherchons en particulier ä realiser l'equilibre sans contreventement pour
des charges dont la densite est constante sur tout arc de parabole principale de
fleche /'. II est facile de voir qu'il suffit que les tympans secondaires soient en

projection horizontale distants de —. De tels tympans seront dits normaux.

Supposons en effet cette condition realisee et supposons le voile charge suivant
une bände limitee ä deux paraboles de fleche /'. L'equilibre sera realise ä
condition d'appliquer aux extremites de la bände des efforts convenables normaux
aux tympans principaux. On se rend compte immediatement par le procede des
reflexions successives qu'il est toujours possible de remplacer ces forces _par
d'autres appliquees normalement aux memes tympans mais sur les arcs Ex Ex"
et Fx Fx". Soient Ex et Fx les points d'application de ces forces, E et F leurs
projections. Les projections des forces considerees sont evidemment egales et
opposees et on reconnait sans difficulte qu'elles se fönt equilibre dans le voile
suivant les generatrices E e/ e/' F et E ez" e2' F. Le Systeme est d'ailleurs
hyperstatique, car deux forces egales et opposees appliquees par exemple en E et F
tangentiellement aux tympans se fönt egalement equilibre dans le voile suivant
les memes generatrices.

On peut rendre le Systeme isostatique en supprimant le tympan Ex Et",
ou le tympan Fx' Fx". On arrive au meme resultat en supprimant un des demi-
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tympans Ex' Gx', Fx' Gx', Ex" Gx", Fx" Gx" Gx' et Gx" designant les points des

arcs EX'FX et EX"FX" projetes sur les milieux de E'F' et E"F". On peut
d'ailleurs aussi bien supprimer deux elements de tympans choisis sur deux des

quatre arcs consideres a condition que tout circuit tel que fe/e/' F e2' e2" E ne
rencontre pas plus d'un tympan supprime.

Revenons au Systeme primitif. II n'y a plus d'elements surabondants si
l'on assujetit les reactions ä etre, en projection, symetriques par rapport ä la
projection de Gx Gx". Nous allons tout d'abord calculer les contraintes dans
le voile, dans ce cas lä; il est evident que, pour passer de ce cas ä celui d'un
Systeme isostatique tel que le precedent, il suffit d'appliquer au droit des
elements de tympans supprimes des forces egales et opposees aux reactions cal-
culees aux points correspondants dans le cas de reactions symetriques en
projection. Le Systeme de forces ainsi appliquees n'interesse que l'interieur du
voile Ex Ex" Ft" Fx et le probleme pose revient au calcul des contraintes dans
un voile normal limite ä quatre tympans, lorsqu'on supprime tout ou partie de
certains de ces tympans et que l'on applique au droit des elements ainsi
supprimes des forces tangentielles convenables.

Calcul des contraintes dans un voile normal ä tympans
secondaires normaux charge avec une densite constante sur
les paraboles principales de fleche /' et dont les reactions

sont symetriquement disposees.
Reprenons le voile de la fig. 35 et supposons par exemple que E" A" > Ä E'.

Nous prendrons pour axes des f et des i] les axes A" B" et A' B' et nous pose-
£ v

rons x —, y =-~. La densite de la charge sera la fonction n (x). Distinguons

deux cas:
1 ° E" A" <A A". Decomposons le voile en six zones numerotees 1, 2, 3,

4, 5, 6 comme l'indique la figure 36, les arcs de parabole principale de fleche
/', Hx Ki et Hx" K\" etant definis en projection par

ÄH' A E", N"A" E'A. ¦

A' E'
Posons X =—p-^-> et decomposons la fonction n (x) en trois fonctions nx(x),

n2 (x), ti3 (x) telles que

n (x) nx (x) + n2 (x) + n3 (x)

et definies par le tableau suivant dans les differentes zones I, 2, 3, 4, 5, 6.

fonctions zone 1 zone 2 zone 3 zone 4 zones 5 et 6

?T3(X)

71 (X)

0

0

^(a; + 1)

n(x)-n(x+\)
0

7t(x + \)
7i(2k-x)-7i(2?. + \-x)
7l(x)-7l(X + \)-7l(2?.-X)

+ tt(2?.+x-])

7i(2/.-x)-tt(2X + \-x)
7l{x)-7l(x-\)-7t(?.}.-X)

+ 7i(2). + l-x)

0

0

Les contraintes dans le voile seront la somme des contraintes obtenues en
chargeant successivement avec les densites tix(x), n2(x), n3(x). Or les
contraintes dues aux charges j^ (x) sont connues par application de formules dejä
donnees, puisque les charges ont meme valeur sur deux arcs de parabole de
fleche /' distantes de A' A en projection. D'autre part les contraintes dues aux
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surcharges de densite n2 (x) seront determinees plus loin dans l'etude des voiles
semi-normaux, en remarquant, que l'ensemble des zones 2, 3, 4 forme un voile
semi-normal ä 3 tympans principaux Hx Ex", Kx Fx", Ex Fx charge symetrique-
ment par rapport au tympan principal Ex Fx. Enfin les contraintes dues aux
charges de densite n3 (x) sont egalement connues par application des formules
dejä donnees au voile normal Ex Fx Fx" Ex" charge avec la densite 7i3(x) et
dont EXFX et Ex" Fx" sont les tympans principaux.

At £';

ff?

AH

*i ff,"

£' A E" H" A"

z 3 i, s e

A £' ff'

B F" K"

Fig. 36.

B"

A ff"

B' r x' F" B K"
Fig. 37.

ß'

2° E" A" > A A". Decomposons le voile en six zones numerotees 1, 2, 3,
4, 5, 6 comme l'indique la figure 37, les arcs de parabole principale de fleche
/', Hx Kx et Hx" Kx" etant definis en projection par

A'H' - 2A'E', ÄH" ÄA + ÄE'
Ä E"

Posons i, et definissons les fonctions nx (x), jt2 (x), jt3 (x) par le tableau

suivant:

fonctions zonel zone 2 zone 3 zone 4 zone 5 zone 6

7tx(X) n(x)
0

0

7t (X + \)
7t(2l-x)-7i(2i-i-x)
7i(x)-7t(x+\)-7t(2~l-x)

-7t(2l-\-x)

7t(x + l)
7i(2l-x)-7t(2X + \-x)
TT (x) -n (x+\)~ 7t (2 l-x)

+ «(2A + 1-a;)

7t(X + l)
7l(x)~7t(x+\)

0

^(a;-1)
71 (x)-7t{x-\)

0

0

0

On a:
n (x) nx (x) + n2 (x) + 7T3 (x)

et par consequent les contraintes dans le voile sont la somm'e des contraintes
obtenues en chargeant successivement avec les densite nx(x), ti2(x), ji3(x).
Or chacun des chargements partiels donne des contraintes calculables par des
formules connues, le chargement de densite nx (x) ayant meme valeur sur deux
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arcs de parabole de fleche /' distantes de A' A, le chargement de densite x2 (x)
etant un chargement symetrique du voile semi-normal Ex'Hx"Ki" Fx a trois
tympans principaux EX'HX", FX'KX", Ex" Fx", enfin le chargement de densite
tx3 (x) etant celui du voile normal Ex Ex" Fx" Fx aux deux tympans principaux
Ex' F/, Ex" Fx".

Calcul des contraintes dans un voile normal limite ä quatre
tympans et charge avec une densite constante sur toute
parabole principale de fleche /' perpendiculaire aux tympans

principaux et dont les reactions ont ete rendues iso-
statiques.

Soit le voile normal Ex'Ex" Fx" Gx" projete en E'E" F" G" tel que

E' E" =-^-, E' F' b. Prenons comme coordonnees les distances £' et ?;' aux
£' i'droites E' F' et E' E" et posons x' =—, y'—~~. Nous allons indiquer les re-

sultats dans quatre cas.

Fig. 38.

Densite de Charge 1

Belastungsgrößs \ R(x)
Intensity of loading J

Valeurs de "I et
Werte von [ x', und x2
Values of I and

S" -o

Fig. 39.

1 ° // s'agit d'un voile du type de la figure 38, ou Velement de tympan
Ex Ex" est supprime.

Nous supposerons appliquees ä l'arc Ex Ex" des reactions tangentielles avec
une densite R (x) comptee positivement dans le sens des x croissants. Les
contraintes reduites seront respectivement.

q'= [R(Xl')~R(x2')]^

t R(xx') + /?(*,')

q [R(xx') - R(x2')] 2b

xx et x2 etant donnes par l'abaque de la figure 39.

2° II s'agit d'un voile du type de la figure 40 oh le demi-tyinpan Ex" Gx"
est supprime.
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Nous supposons appliquees ä l'arc Ex" Gx" des reactions tangentielles avec
une densite R (y) comptee positivement dans le sens des y croissants. Lej
contraintes reduites seront respectivement.

-*oo-*oo
q [-RW) + X(y,')]f£

yx et y2 etant donnes par l'abaque de la figure 41.

f.x

Densite de charge 1

Belastungsgröße [^(j)
Intensity of louding J

G

Valeurs de
Werte von
Values of

F1 F" B

Fig. 40.

et de
-Vi «ndj2

and

Fig. 41.

7*2

z

G' G"

B'

Fig. 42.

3° II s'agit d'un voile tel que celui de la figure 42 ou les deux tympans
secondaires normaux EXFX et Ex" Fx" sont supprimes sur les arcs EX'GX et

Ex" Gx" ayant pour projection —
Nous supposerons appliquees ä l'arc Ex G/ des reactions tangentielles avec

une densite R' (y) et ä l'arc Ex" Gx" des reactions tangentielles avec une densite
R" (y), les densites etant comptees positives dans le sens des y croissants.
Les contraintes reduites seront respectivement.

q WR'M) - *iR'(yi) ~ ex"R"(yx") + e2"R"(y2")] ~
t

e>'R'(y,') + e2'R'(f2) - e.'/TOO - e2"R"(y2")
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q [e,'*'<>/) - e2R'(y2) - V'^OV') + e2"R"(y/)] ^
yi> ys, yi", }V' etant donnees par les abaques de la figure 43, «/, e»', e/', e2"

par l'abaque de la figure 44.

4 ° // s'agit d'un voile tel que celui de la figure 45 ou les deux tympans
secondaires normaux Ex Fx et Ex" Fx" sont supprimes sur les arcs Gx Jx et

Jx" Gx" ayant pour projection — issus des points Gx et Gx" ayant pour pro-

fections les milieux de E' F' et E" F".

' / / s.'

pXS

Valeurs de
Werte von
Values of

m

"&V

X
S

yx, y2, yx, y.

fl'I,

£, •£,-<; t,-t2-1
tl-t.,-1 t,-t,-0

£,-£;¦(
F t,-c2-o

£,•£2-0
t'fti-t

Fig. 43.

Valeurs de ]
Werte von \ «j, e'2, «J, «j'
Values of J

Fig. 44.

E" A"

Fig. 45.

Nous supposerons appliquees ä l'arc Gx // des reactions tangentielles avec
une densite R' (y) et ä l'arc //' Gx" des reactions tangentielles avec une densite

R" (y), les densites etant comptees positives dans le sens des y croissants.
Les contraintes reduites seront respectivement

q [ei'R'M - e2'R'(y2) - e/ZTOO + **'R'M] *
2a

t **R'jyi) + e2R'(y2)-el"R"(yl")-h"R"(y2")
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q [<R'(yi') — e2'R'(y.2')-e1"R"(y1") + e2"R"(y2")]~

jVj y%\ y\" et y2" etant donnees par les abaques de la figure 46, ex, e2' ex" et e2"

par l'abaque de la figure 47.

§ 3. Voiles semi-normaux.
Proprietes fundamentales.

Considerons un voile semi-normal Ax Ax" Bx" Bx projete horizontalement
suivant le rectangle A'A" B" B'. On peut l'envisager comme forme par la juxta-
position des voiles normaux projetes suivant AÄ B' B et AA" B" B. Les deux

\»v

&','.

l.c -i
oV,

i__/ ' /& <W
te./
r<&u ,~. '¦£' /'.'/ // /F-Xi

Valeurs de
Werte von
Values of

-Vi y±

Fig 46

£,-£,-<?

e,-e2-oE,-£2M
e;-£;-o Eft

Z,-E2'0 £,-e2-i
trt',-0

Valeurs de
Werte von \eltet, st, ,tValues of J

Fig. 47.

arcs de parabole Ax Ax" et Bx Bx" ont meme fleche /, les deux arcs Ax Bx et
Ax" Bx" ont meme fleche /'. On verifie immediatement que / —/'. Nous
appellerons 2 a la longueur de la projection des arcs de fleche / et b la longueur
de la projection des arcs de fleche /'. Tous les arcs de parabole traces sur le
voile parallelement aux plans principaux ont meme fleche et meme projection
horizontale que les arcs limitant les voiles qui leurs sont paralleles. Ce sont les
arcs de parabole principale du voile.

Cela pose imaginons que le voile soit encastre suivant les arcs de parabole
AX'AX", BX'BX", et AyBi4) dans des tympans verticaux que nous appellerons
tympans principaux. Les proprietes fundamentales du voile considere comme
reportant sur ces tympans les charges qui lui sont appliquees sont alors les
suivantes:

1° Le voile est en equilibre sous un Systeme de charges dont l'intensite
est constante sur tout arc de parabole principale de fleche /.

2° Le voile est en equilibre sous un Systeme de charges dont la densite
est constante sur tout arc de parabole principale de fleche /' et a meme valeur
sur deux arcs de parabole de fleche /' dont les projections horizontales sont
symetriques par rapport ä AB.

4) Les points Ax, Bx sont les points du voile projetes en A, B.
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Dans les deux cas la densite des charges est supposee mesuree en
projection horizontale. Nous allons demontrer successivement ces deux proprietes
et determiner en meme temps les valeurs correspondantes des contraintes dans
tout le voile et des reactions sur les tympans.

Supposons tout d'abord le voile charge suivant une bände elementaire
axaxßxßx projetee en aaßß et limitee ä deux arcs de parabole principale de
fleche / (fig. 48). Soit cö la densite de la charge supposee constante en
projection horizontale et e la longueur de la bände chargee. Le voile sera en equilibre

ä condition d'appliquer en axax et ßxßx deux forces Qx c/, tangentes ä

l'arc de parabole ax ßx et dont les projections horizontales ont pour valeur
commune

Q
co • a2

v e-

a± OL At ~ö!

yyy y
y yy.

\

W7///W/Z2L

-Sz,-?,#(-------- ---"

.L AAa.-

IHHE

^^^^^^
mm

^B'

i irca

>J?'>'

QA

Fig. 48.

Au lieu d'appliquer les forces Qx et qx, il revient au meme d'appliquer les
forces Qx, Qx", Rx, Rx" dont les projections horizontales ont pour valeur Q

pour les deux premieres et Q^ pour les deux dernieres, suivant les tangentes

aux arcs de parabole Ax Ax" et AXBX aux points aX) ax", yx, yx" ainsi definis:
les points ax, ax" sont les intersections des tympans Ax Ax" et des generatrices
passant par ax et ßx; les points yx, y2" sont les intersections des tympans AXBX
et des generatrices passant par ax et a/6). On voit en effet immediatement que
le Systeme des forces Qx, Qx", Rx, Rx" est equivalent statiquement au Systeme
des forces Qx, qx. En resume dans l'hypothese de charge envisagee, les re-

5) Pour fixer le3 idees nous avons suppose que les generatrices passant par ax
coupaient le tympan Ax Ax" entre Ax et Ax et le tympan Bx Bx" entre Bx et Bx". Dans
le cas contraire il faut echanger la position des lettres A, A', A" d'une part et B, B', B"
de l'autre.
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actions des tympans sont les quatre forces Qx, Qx", Rx", Rx'. L'etat de
contraintes dans le voile se deduit facilement de lä. Suivant la bände chargee

«i «i ßi ßx se propage un etat de cornpression simpleG) defini par la contrainte
de cornpression ayant pour projection horizontale

cö • a2

et s'exercant sur les elements de parabole principale de fleche /' normalement
ä ces elements. Suivant les elements de parabole principale de fleche / ne
s'exerce aucun effort. Suivant chacune des bandes axaxax ax, axaxyx"yx",
ßx ßx ax" ax", ßx ßx yx" yx" se propage un etat de traction simple defini par la
contrainte mixte de traction-cisaillement s'exercant sur les elements de parabole

principale de fleche /' dont la composante normale reduite est:
cö ¦ a2

q=-^r
et la composante tangentielle reduite:

cö • a ¦ b

8/
Sur les elements de parabole principale de fleche / s'exerce une contrainte mixte
de traction-cisaillement dont la composante normale reduite est:

cö • b2
q =-i6T

et la composante tangentielle reduite:
cö • a • b

*--87~-
Sur chacune des bandes ax ax yx yx et ax" ax" yx yx se propage un etat de

cornpression simple defini par la contrainte mixte de compression-cisaillement
s'exercant sur les elements de parabole principale de fleche /', dont la
composante normale reduite est:

cö • a2

q==~w
et la composante tangentielle reduite:

cö • a • b

Sur les elements de parabole principale de fleche / s'exerce une contrainte mixte
de compression-cisaillement dont la composante normale reduite est:

cö -b2
q =-T6T

et la composante tangentielle reduite:
cö ¦ a • b

W~'
La premiere propriete enoncee se trouve ainsi demontree et les valeurs des

contraintes correspondantes dans le voile se deduisent immediatement des
formules precedentes.

e) Nous supposons pour fixer les idees que la fleche / est positive et les charges «s

dirigees vers le bas.
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Supposons maintenant le voile Charge suivant deux bandes elementaires
ux'ux'ßx'ßx', ax"ax"ßx"ßx" projetes en a'a'ß'ß', a" a" ß" ß" et limite ä des

arcs de parabole principale de fleche /' (fig. 49). Les deux bandes sont par
hypothese symetriques en projection horizontale par rapport ä AB. Soit en-
core cö la densite de la charge supposee constante en projection horizontale,
cette densite ayant par hypothese meme valeur sur les deux bandes considerees.
Supposons de plus que la largeur des bandes est une valeur commune e. Le
voile sera en equilibre ä condition d'appliquer en ax'ax, ßx' ßx', ax"ax", ßx" ßx"
des forces Qx, qx, Qx, qx, tangentes aux arcs de parabole a/ ßx et ax" ßx" et dont
les projections horizontales ont pour valeur commune:

cö • b2

fai-tt Ai la.\*—a

V7^
Ää-ST A n.s*

20.'

B' fi'f'af efßy
Fig. 49.

Au Heu d'appliquer les forces Qx qx, Qx qx, il revient au meme d'appliquer les
forces Qx, qx', Qi'', qx" ayant en projection horizontale la valeur commune

Q' -ß, suivant les tangentes aux arcs de parabole Ax Ax" et Bx' Bx" aux points
b

ax, ßx', ax", ßx" et les forces/?/, Rx" ayant en projection horizontale la valeur
commune 2 Q', suivant les tangentes ä l'axe de parabole Ax Bt aux points yx', jV'..
On reconnait immediatement l'equivalence des deux systemes de forces. En re-
sume dans l'hypothese de charge envisagee, les reactions des tympans sont les
six forces Qx', Qx", qx, qx", Rx, Ri"- L'etat de contraintes dans le voile se de-
duit facilement de lä. Suivant chacune des bandes chargees ax'ax' ßx ßx et

') Nous supposons toujours pour fixer les idees que la fleche / est positive et les

charges w dirigees vers le bas.
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a-i"a-x"ßx"ßx" se propage un etat de traction simple7) defini par la contrainte
de traction ayant pour projection horizontale:

Co • b2

q=~w
et s'exercant sur les elements de parabole principale de fleche/ normalement ä

ces elements. Suivant les elements de parabole principale de fleche /' il ne
s'exerce aucun effort. Suivant chacune des bandes et/ a/ yx yx, ax" ax" yx y/>
ßi ßi' 7x" 7i", fix" ßi" Vi" Vi "> se propage un etat de cornpression, simple defini
par la contrainte mixte de compression-cisaillement s'exercant sur les elements
de parabole principale de fleche / dont la composante normale reduite est:

co b2

/_ nir
et la composante tangentielle reduite

cö • a • b

^TT"'
Sur les elements de parabole principale de fleche /' s'exerce une contrainte
mixte de compression-cisaillement dont la composante normale reduite est:

cö • a2
q ^r

et la composante tangentielle reduite
cö • a • b

4/
La deuxieme propriete enoncee se trouve ainsi demontree et les valeurs des
contraintes correspondantes dans le voile se deduisent immediatement des
formules precedentes.

Appliquons les resultats que nous avons obtenus ä un voile semi-normal
ä trois tympans principaux dans les trois cas suivants de charge.

1 ° Charge uniformement repartie en projection horizontale de densite cö.

2° Charge de densite cd — cö0j-, co0 etant une constante, b la longueur

des arcs de parabole principale parallele au tympan median, et t] la distance
comptee horizontalement parallelement ä ce tympan d'un point quelconque du
voile ä l'un des deux autres tympans.

3° Charge repartie symetriquement par rapport au tympan median avec

une densite co cö0l — 1 cö0| etant une constante, a la longueur

des arcs de parabole de fleche / et £ la distance comptee horizontalement per-
pendiculairement au tympan median d'un point quelconque du voile ä un des
bords libres.

Charge uniformement repartie en projection horizontale
de densite cö.

Reprenons (fig. 50) le voile projete horizontalement suivant le rectangle
A' A" B" B' avec A' A" B' B" 2 a, A' B' A" B" b, f designe toujours
la fleche de l'arc de parabole projete en A' A". Soient A et B les milieux de

A'A", B'B", et C le point d'intersection de A'B" et A" B'. A'A", B'B" et
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AB sont par hypothese les projections des tympans principaux. On constate
immediatement qu'il y a deux etats de contraintes dans le voile:

1 ° Dans les parties du voile projetees suivant Ä B' C et A" B" C un etat
de traction simple de direction parallele ä AB en projection et defini par la
valeur

cob2

q==^r
de la projection horizontale de la contrainte s'exercant sur les elements per-
pendiculaires ä AB en projection et normalement ä ces elements;

2° Dans les parties du voile projetees suivant AA'C, AA"C, BB'C,
B B" C, un etat de cornpression et traction defini par une contrainte de cis-
aillement:

t
co ab

TT
s'exercant sur les elements paralleles
en projection aux tympans et par les
composantes normales s'exerqant sur
ces elements, ä savoir zero sur les
elements paralleles ä Ä A" et

q
co er

A'/

sur les elements paralleles ä AB. Fig. 50.

Les directions principales et les valeurs des contraintes principales sont
immediatement connues dans le premier cas. Dans le second la construetion
du cercle de Mohr conduit aux resultats suivants, dans la region AA'C; les
directions principales reduites sont paralleles aux bissectrices de l'angle AA'C;
suivant la bissectrice interieure s'exerce une contrainte principale de cornpression
ayant pour valeur

cöa(a + Vg2 + 62)

4/
et suivant la bissectrice exterieure une contrainte principale de traction ayant
pour valeur

cö a(l]a2 + b2 — a)

4/
Les reactions des tympans sont des efforts tangents aux arcs de parabole

qui les constituent et ont pour valeur en projection horizontale
co ¦ ab

par unite de longueur. Ces reactions sont toujours dirigees vers le point A
pour le tympan Ä A" et la partie A C du tympan A B, et vers le point B pour
le tympan B' B" et la partie B C.

C-harges reparties avec la densite m >oT-
Prenons le meme voile, ?; etant comptee ä partir de A' A". On est conduit

aux resultats suivants:

Abhandlungen IV
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1 ° Sur un element de parabole principale de fleche / s'exerce une
contrainte reduite ayant pour composante normale

cö0 b2
q' k

et pour composante tangentielle

t

16/

cö0ab

TT
k' et x ayant les valeurs donnees par les abaques de la figure 51.

2° Sur un element de parabole principale de fleche /' s'exerce une
contrainte reduite ayant pour composante normale

q k

et pour composante tangentielle

t v.

coüa'

TT
cö0 • a • b

~~8f~~
k et x ayant les valeurs donnees par les abaques de la figure 51.

A Aj ff Aj A_ __
A__ß

B'

ä

-02

-04

-OS

-OS

-1 C

-12 4WH

-1U (?*0S
-16 /^ *04

-IS/ >02/ 0 H B'

Valeurs de K
Werte von K
Values of K

Valeurs de K'
Werte von K
Values of K.'

Valeurs de x
Werte von x
Values of x

Fig. 51. Densite de Charge — Belastungsgröße — Intensity of loading co co0-j-

Charge repartie sy me tri quemen t par rapport au tympan
median avec une densite 4>-l'-4|]-

Prenons le meme voile, f etant comptee ä partir de A' B'. On est conduit
aux resultats suivants:

1 ° Sur un element de parabole principale de fleche / s'exerce une
contrainte reduite ayant pour composante normale

q k

et pour composante tangentielle

t

8/

cö • ab

TT
k' et x ayant les valeurs-donnees par les abaques de la figure 52.
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Sur un element de parabole principale de fleche /' s'exerce une contrainte
reduite ayant pour composante normale

et pour composante tangentielle

t x ¦

co • a-

cö • ab

4/
k' et x ayant les valeurs donnees par les abaques de la figure 52.
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Valeurs de K
Werte von K
Values of K

Valeurs de K
Werte von K
Values de K'

Valeurs de x
Werte von x
Values of x

Fig. 52. Densite de charge — Belastungsgröße — Intensity of loading cö cönl-l- —
L I a \i

Fig. 53.

Fonctions yx et y2
Funktionen yx und y2
Functions yx and y2

w *&,
fi

K
1̂"54

A^S

E2--1

E,-E,—1

£,—;
e2-*i

Fig. 54.

Coefficients £t et sa
Koeffizienten sx und
Coefficients £, and e.

Expressions generales des contraintes reduites pour une
densite quelconque constante sur les paraboles de fleche /.

Reprenons le voile et posons
J_
a

x y b

I et i] etant comptes, le premier ä partir de AB' et le second äpartir de A' A".
On est conduit aux resultats suivants, en designant par n (y) la densite, par.yx
et y2 les deux fonctions definies par l'abaque de la figure 53 et par e^ e2 deux
coefficients ayant les valeurs +1 ou — 1 suivant les regions du voile comme
l'indique l'abaque de la figure 54:
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1 ° Sur un element de parabole principale de fleche / s'exerce une contrainte
reduite ayant pour composante normale

q' yy;Wn(yi) + e2n(y2)]

et pour composante tangentielle

t — -^r [ex7i(yx) — e2ji{y2)\.

2° Sur un element de parabole principale de fleche /' s'exerce une
contrainte reduite ayant pour composante normale

<7 J^K^O'i) + £2K(y2) + 2jz(y)]

et pour composante tangentielle

[s17i(y1) — e2n(y2)].

AJ

Fig. 55.

Fonctions xx et x2
Funktionen xx und x2
Funktions xx and x3

8/
*

\ t,-1\ t-2-0

Fig. 56.

tfE2-0 y Coefficients ex et £2

Koeffizienten sx und e2

Coefficients ex and £2

/ E,-0

ß

Expressions generales des contraintes reduites pour une
charge de densite constante sur les paraboles de fleche /'
et ayant meme valeur en des points symetriques par rap-

port au tympan principal median.
Reprenons ce meme voile et posons toujours x —, y -^-. Designons

par n (x) la densite, par xx et x2 deux fonctions definies par l'abaque de la
figure 55, et par ex, s2 deux coefficients ayant les valeurs + 1 ou zero suivant
les regions du voile comme l'indique la figure 56.

1 ° Sur un element de parabole principale de fleche / s'exerce une contrainte
reduite ayant pour composante normale

b2
q öj[si^(x1) +e27i(x2) — 7r(x)]

et pour composante tangentielle

t-^j-[ex7i(xx)- ¦etn(x2)].

2° Sur un element de parabole principale de fleche /' s'exerce une
contrainte reduite ayant pour composante normale

q 2} ta71^1) + £2n(xi)]
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Fig. 57. i; Fig. 58.

Fig. 59

Fig. 61

Fig. 60.

Fig. 62.

Fig. 63.
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et pour composante tangentielle

t -jj [Ex 7l(Xx) — e2tz (x2)].

Introduction de tympans secondaires.
Comme dans le cas des voiles normaux, l'introduction de tympans secondaires

permet de realiser l'equilibre, sans contreventement sous des charges
admettant d'autres repartitions. Reprenons toujours le meme voile et bornons
nous au cas de charges reparties avec une densite constante sur toute parabole
principale de fleche /'. Nous introduirons d'abord un tympan secondaire suivant
Ax Bx (fig. 57) puis un second tympan secondaire suivant Ax" Bx" (fig. 58).

Dans le premier cas oü il n'y a qu'un tympan secondaire suivant Ax Bx
on decompose la charge appliquee en deux charges, la premiere symetrique en
projection par rapport au tympan principal median A B et la seconde appliquee
seulement sur le voile normal Ax Ax Bx Bx, dont Ax Bx et Ax Bx forment les
tympans principaux. Les deux charges ainsi obtenues correspondent ä des equi-
libres dejä etudies, qui sont d'ailleurs hyperstatiques, comme nous l'avons vu.
On peut d'ailleurs les rendre isostatiques par suppression de certains tympans
comme dans les figures 59 (suppression de la moitie du tympan AxBx) et 60
(suppression de la moitie du tympan Ax' Bx').

Dans le cas de deux tympans secondaires suivant Ax' Bx et Ax" Bx", chaque
demi-voile Ax Ax Bx Bx et Ax" Ax Bx Bx" constitue un voile normal charge pa-
rallelement ä ses tympans principaux, cas precedemment etudie. L'equilibre
est hyperstatique. Pour le rendre isostatique il faut supprimer certains elements
de tympans comme dans les figures 61 — (suppression de la moitie des tympans
Ax Bx, AxBx, Ax"Bx"), 62 (suppression de la moitie du tympan AXBX et de
tout le tympan Bx Bx") et 63 (suppression de trois quarts de tympan Ax Bx
et de trois quarts de tympan Ax" Bx").

§ 4. Association de voiles normaux et semi-normaux.
(Voiles Ironques, voiles hyponormaux et sesquinormaux, voiles busques.)
Modes divers d'association des voiles normaux et semi-

normaux.
On peut associer les voiles normaux entre eux, les voiles semi-normaux

entre eux. On peut egalement associer voiles normaux et semi-normaux. Ces
associations peuvent consister soit dans de simples juxtapositions de bords libres
ou de tympans, soit dans la liaison mecanique des voiles suivant un bord libre
ou suivant un tympan.

Dans de telles associations chaque voile pourra toujours etre considere
comme intervenant selon ses proprietes particulieres, mais on pourra souvent
envisager l'ensemble de deux voiles ou de deux parties de voiles comme un
voile special agissant en vertu de ses caracteristiques propres pour certaines
des charges ä supporter. C'est ainsi que la juxtaposition de deux voiles semi-
normaux pourra etre assimilee dans certains cas ä un voile normal.

Les associations ainsi formees constituent souvent des systemes
hyperstatiques. On pourra toujours les rendre isostatiques en pratiquant des coupures
convenables au droit des elements surabondants.

Associations de voiles tronques.
Dans certains cas il peut etre avantageux d'associer des voiles dont on a

au prealable retranche certains elements. C'est ce que nous appellerons des
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associations de voiles tronques. En general on associera les bords suivant les-
quels auront ete operes les troncatures et on adjoindra les tympans supple-
mentaires rendus necessaires par ces troncatures.

Parmi les associations de voiles tronques, nous en etudierons deux parti-
culieres interessantes au point de vue des applications. La premiere est la juxta-
position de deux voiles semi-normaux tronques au quart et se raccordant suivant
un plan tangent commun (fig. 64). Nous appellerons une teile association „voile
hyponormal". La seconde association que nous envisagerons est constituee par
la juxtaposition de trois voiles semi-normaux raccordes deux ä deux suivant un
plan tangent commun (fig. 65) en la considerant comme l'association de deux
voiles normaux tronques au quart et reunis suivant les bords tronques. Nous
appellerons une teile association „voile sesquinormal".

Fig. 64. Fig. 65.

Voiles hyponormaux.
Considerons par exemple le voile hyponormal de la figure 64 constitue par

les voiles semi-normaux Ax' Ex" Fx" Bx' et £/ Ax" Bx" Fx' tronque suivant AXBV
et associes suivant cette troncature. On est naturellement conduit ä considerer
cinq tympans repartis comme l'indique la fig. 66. Le voile ainsi obtenu est ce

que nous appellerons le voile hyponormal hyperstatique symetrique. II est

Fig. 66.

facile de determiner des systemes de contraintes correspondants aux deux cas
de charges suivants:

1 ° Charge ä densite constante sur toute parabole principale dont le plan
est parallele aux tympans £/ Fx, Ax Bx, Ex" Fx".

2 ° Charge ä densite constante sur toute parabole principale dont le plan
est parallele aux tympans Ax'Ax", Bx Bx".

Pour le premier cas de charge envisage, on peut par exemple considerer
la charge comme supportee en partie par chacun des voiles semi-normaux
Ax Ex" Fx" Bx et Ex' Ax" Bx" Fx composants. Dans le second cas de charge, on
calculera les contraintes dans chaque demi-voile tronque Ax Ax Bx Bx et
Ax" Ax Bx Bx" comme s'il s'agissait du voile semi-normal correspondant. 11 est

en effet facile de se rendre compte que les contraintes que l'on obtient ainsi
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sur chaque element du tympan Ax Bx ont necessairement une resultante suivant
le plan du tympan.

Fig. 67.

£, A, £'

E A £'

F, A, t

E A E

Fig. 69

A £' E" A"

\

R

1

B- 5,1

Fig. 71.

Flg. 68

S=4-_£

B,^^ Fi t
A £ A E A

1

\

1

E, E",

Fig. 70.

Fig. 72.

Considerons maintenant un voile hyponormal isostatique obtenu ä partir
du voile hyperstatique symetrique precedent par suppression de certains
elements de tympan. Le calcul des contraintes, dans un tel voile se fera ä partir
des resultats obtenus pour le voile hyperstatique symetrique, en appliquant au
droit des elements de tympan supprimes les reactions correspondantes changees
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de sens et en calculant les contraintes qui en resultent par la methode des re-
flexions successives. Les figures 67—71 donnent quelques types de voiles
hyponormaux isostatiques.

Voiles sesquinormaux.
Considerons le voile sesquinormal de la figure 65 constitue par les voiles

normaux Ax Ex" Fx" Bx et Ex Ax" Bx" Fx tronques suivant AXBX et associes
suivant cette troncature. On est naturellernent conduit ä considerer cinq tympans
repartis comme l'indique la figure 72. Le voile ainsi obtenu est ce que nous
appellerons le voile sesquinormal hyperstatique symetrique. II est facile de de-
terminer des systemes de contraintes correspondant aux deux cas de charges
suivants:

1 ° Charge ä densite constante sur toute parabole principale dont le plan
est parallele aux tympans Ex Fx, Ax Bx, Ex" Fx".

2° Charge ä densite constante sur toute parabole principale dont le plan
est parallele aux tympans Ax Ax", BX'BX".

F'
Fig. 73.

B'

Fig. 74,

Dans le premier cas de charge envisage, on peut par exemple considerer la
charge comme supportee en partie par chaeun des voiles normaux Ax Ex" Fx" Bx
et Ex Ax" Bx" Fx composants; dans le second cas de charge, on calculera les
contraintes dans chaque demi-voile tronque Ay' Ax Bx Bx et Ax" At Bx Bx" comme
s'il s'agissait du voile normal correspondant. II est en effet facile de se rendre
compte que les contraintes que l'on obtient ainsi sur chaque element du tympan
A, Bx ont necessairement une resultante suivant le plan de ce tympan.

Considerons maintenant un voile sesquinormal isostatique obtenu ä partir
du voile hyperstatique symetrique precedent par suppression de certains
elements de tympans. Le calcul des contraintes dans un tel voile se fera ä partir
des resultats obtenus pour le voile hyperstatique symetrique en appliquant au
droit des elements de tympans supprimes les reactions correspondantes changees
de sens et en calculant les contraintes qui en resultent par la methode des re-
flexions successives. Les figures 73, 74 et 75 donnent quelques types de voiles
sesquinormaux isostatiques.

Voiles busques.
Considerons un voile quelconque Mx Mx" Nx" Nx (fig. 76) limite ä quatre

paraboles principales et pourvu d'un nombre quelconque de tympans verticaux.
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Le voile peut etre considere comme engendre par un arc de parabole n ä axe
vertical se deplacant parallelement ä lui-meme de teile sorte que ses extremites
decrivent les arcs de parabole egaux Mx'Mx" et A//Nx". Soit MxNx une position
quelconque de l'arc ti dans le mouvement. Par les points Mx et Nx menons dans
les plans MXMX' Mx" et NXNX'NX" des arcs de parabole paralleles ä axes verti-
caux Mx M2 et Nx N2 dont les extremites M2 et N2 auront memes projections
horizontales que Mx' et A// et dont les deviations aient meme valeur que celle
des arcs Mx Mx et Nx A//. Si nous deplacons l'arc de parabole n parallelement
ä l'arc MxNx de maniere ä faire decrire ä ses extremites les arcs M/MXMX"
et N2'NXNX" respectivement, nous engendrons un nouveau voile que nous de-
signons sous le nom de voile busque, pour rappeler qu'il est engendre par un
meme arc de parabole dont les directrices presentent une discontinuite angulaire.

L'importance de la consideration des voiles busques resulte de la propriete
suivante: un voile busque tel que M2 Mx" Nx" N2" pourvu d'un tympan vertical

Fig. 75. Fig. 76

suivant l'arc de busquage Mx Nx et soumis aux memes charges verticales et aux
memes efforts tangentiels que le voile primitif Mx' Mx" Nx" A// (les densites
de charges etant comptees en projection horizontale) supporte les memes
contraintes que le voile primitif aux points ayant meme projection horizontale. Cette
propriete resulte immediatement du fait que les contraintes dans un voile ne
dependent que de la densite des charges appliquees, comptee en projection
horizontale, des longueurs projetees des paraboles de bord et des fleches de ces
paraboles.

§ 5. Action des efforts tangentiels sur les voiles normaux,
semi-normaux et voiles derives.

Definition des efforts tangentiels consideres — Principe
d'equivalence.

Nous n'avons considere jusqu'ici que des charges verticales ä densite
constante sur toute parabole principale ayant son plan parallele ä celui d'une parabole

de bord du voile considere. Nous allons maintenant etudier l'action sur
les memes voiles d'efforts tangentiels agissant parallelement au plan d'une
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parabole de bord avec une densite constante sur toute parabole principale ayant
son plan perpendiculaire ä celui de la parabole de bord consideree.

Le calcul des contraintes sous l'influence des efforts tangentiels envisages
se ramene tres aisement aux cas precedemment traites oü les charges appliquees
sont des charges verticales, gräce au principe d'equivalence. Ce principe peut
s'enoncer ainsi: etant donne une parabole principale soumise ä des efforts qui
lui sont tangents, il est possible d'obtenir un Systeme equivalent forme par des
charges verticales appliquees le long de la dite parabole et par des charges
s'equilibrant sur l'arc considere comme un fil sans raideur, ou ce qui revient au
meme admettant l'arc pour courbe funiculaire.

La demonstration du principe precedent et la determination effective du
Systeme de charges verticales correspondant ä un Systeme donne d'efforts
tangentiels peuvent s'obtenir ainsi qu'il suit. Soit a la projection horizontale de
l'abscisse curviligne d'un point de la parabole consideree, ©-da la projection
de l'effort tangentiel agissant au point d'abscisse « sur un element da, Q-da
la charge verticale cherchee, ct0 et ax les abscisses des points extremes de l'arc
de parabole, c5 la deviation de cet arc. Pour que l'arc considere comme un fil
sans raideur soit en equilibre sous l'action des charges —Q-da il faut:

I ° qu'en chaque point de l'arc, il s'exerce sur un element perpendiculaire

une contrainte ayant en projection la valeur " ' * —5Z_,
2 o

2° que.sur tout element d'arc da on applique une force tangentielle ayant

en projection horizontale la valeur — * 1

„ „ ——-^ da1 J 2ö da
II resulte de lä que les charges —Qda et les efforts tangentiels appliques

formeront un Systeme en equilibre sur l'arc considere comme un fil sans raideur si

_ («i - «o)2 d£2
e

2-ö da
c'est-ä-dire

Q Q0—
2Ö f' 9da.

(«1 — «o)2 Ja0

Les reactions de ce Systeme sont deux forces appliquees aux extremites de l'arc
et ayant respectivement pour valeur en projection horizontale:

_ Q0(ax-a0)2 __ P-o(ax-aa)2 Pg

Q0 etant une quantite arbitraire. Par consequent si au Systeme initial d'efforts
tangentiels on superpose le Systeme en equilibre (—Q ¦ da) ¦ (-\-Qdu), le
Systeme resultant, equivalent au Systeme initial peut etre considere comrne la
somme d'un Systeme de charges verticales et d'un Systeme de forces admettant
l'arc comme courbe funiculaire. Le principe enonce est etabli.

Supposons en particulier qu'on ait un voile Ax Bx Cx Dx (fig. 77) projete en
ABCD et qu'on soumette ce voile ä des efforts tangentiels projetes parallelement

k AB et ayant une densite constante sur toute parabole projetee parallelement

a. AD. L'application du principe precedent montre qu'il revient au meme
de supposer un Systeme de charges verticales de densite constante sur toute
parallele a AD, complete par un Systeme de forces reparties de maniere ä
maintenir en equilibre funiculaire tout arc de parabole principale parallele ä

AB en projection. Nous appellerons le Systeme de charges verticales le Systeme
vertical et le Systeme se faisant equilibre sur l'arc .t considere comme un fil
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sans raideur, le Systeme funiculaire, pour rappeler que tout arc de parabole
principale parallele ä AB en projection est un funiculaire du Systeme des
charges qui lui sont appliquees. Le Systeme funiculaire ainsi defini est essen-

\y0datiellement caracterise par sa poussee dont la valeur projetee est T
au point d'abscisse a.

Remarquons que l'on peut choisir arbitrairement un des deux systemes de
reactions suivant AD et BC, l'autre Systeme s'en deduisant ainsi que le Systeme
des charges verticales. Nous aurons frequemment l'occasion d'utiliser cette re-
marque dans les applications.

B J

c-'

A" t

Fig. 77. Fig. 78.

Efforts tangentiels sur un voile normal.
Considerons ä nouveau le voile normal Ax Ax" Bx" Bx (fig. 78) projete en

Ä A" B" B' et comportant les tympans principaux Ax' Ax" et Bx' Bx". Rapportons
le voile projete ä deux arcs de coordonnees A'£ et Ä r\ dirigees suivant A' A"

A' A"et Ä B'. Posons toujours a Ä A A A" —^—, b A' B' et appelons

egalement / la fleche de l'arc Ax Ax". Nous allons traiter trois cas d'efforts:
tangentiels analogues ä ceux dejä traites de charges verticales, auxquels ils se
ramenent immediatement.

1°. Efforts tangentiels appliques parallelement ä ÄA"
en projection avec une densite X (f) admettant la periode a.
Considerons separement l'equilibre de deux demi - voiles Ax Ax Bx Bx et
Ax" AxBxBx" et appliquons le principe d'equivalence ä chacun d'eux, en prenant
des reactions nulles sur Ax Bx pour le premier demi-voile et des reactions nulles
sur Ax Bx pour le second. Les charges verticales correspondantes sont reparties
avec la densite

<»(£) =-H[x(£)dS
a j0

sur le demi-voile Ax AxBxBx, et avec la densite

sur le demi-voile Ax" AxBxBx". Le Systeme funiculaire a pour poussee au point

f, t= X(£)d£. Les reactions sur AXBX et Ax" Bx" dues au Systeme funiculaire

sont en projection horizontale paralleles ä A'A" et sont reparties sur AB et
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A" B" avec la densite

d£

Ces reactions se fönt d'ailleurs equilibre sur le voile par reflexion sur les
tympans principaux, comme on s'en assure immediatement. Le Systeme
considere d'efforts tangentiels ne donne donc que des reactions dirigees suivant
les tympans principaux. II est facile d'apres ce qui precede d'en determiner
les contraintes par application des resultats precedemment obtenus.

En resume les contraintes dans le voile se composent:
a) des contraintes dues ä l'application de charges verticales ayant pour

densite

— m X(£)d£ pour 0<£<aa jn
<»(£)

— 24\x(£)d£ pour a<|<2a."- a J a

b) des contraintes dues au Systeme funiculaire qui ont en posant

Tx \ X(£)dg, t= \ X(£)d£ pour0<f<aet t=[ X(£)d£ poura<f<2a
.' o Jo a

les valeurs reduites suivantes:

sur un element de parabole principale de fleche /

pour la composante normale q' — e—^tx

pour la composante tangentielle t e — %x

sur un element de parabole principale de fleche /'
pour la composante normale q r + ext

pour la composante tangentielle t e — xx

b et e' ayant les valeurs donnees par l'abaque de 1^ fig. 79.

2° Efforts tangentiels appliques parallelement ä A'B'
en projection avec une densite F(»;). Supposons que les reactions
dues au Systeme funiculaire et appliquees suivant Ax Ax" aient une densite t0
en projection parallelement ä A'B'. Les reactions appliquees en Bx Bx" auront
en projection parallelement ä AB' une densite

*i ^o + y('i) dli

et la poussee du Systeme funiculaire au point »/ sera

t t0 + f Y(l,)dl,.
•>o

Le Systeme vertical aura pour densite au point v\

« ('/) fr('o+ \"y(v)d;
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Les reactions du Systeme funiculaire ne pourront plus s'equilibrer suivant
les seuls tympans principaux, mais il suffit de prevoir un tympan median suivant
Ax Bx qui permet d'absorber tout Systeme de reactions disposees en projection
symetriquement par rapport k AB. Les contraintes dans le voile se composent
alors:

e-ie-o e—i

Fig. 79 Densite de charge
Belastungsgröße
Intensity of loading
Coefficients e et «'
Koeffizienten « und e'

Coefficients « and s'

X(S)

E-0
E-O E-0

'O
Fig. 80 Densite de charge

Belastungsgröße
Intensity of loading
Coefficients s et «'
Koeffizienten e und f
Coefficients e and e

Y(V)

a)
densite

des contraintes dues ä l'application de charges verticales ayant pour

2/f"(v) -S?)Y('l)dil
b) des contraintes dues au Systeme funiculaire qui ont, en posant

r1 \v(rl)dil, x \,Y(,l)d>,

les valeurs reduites suivantes:
sur un element de parabole principale de fleche /

pour la composante normale q' % — exx

pour la composante tangentielle t e'-—Xx
b

sur un element de parabole principale de fleche /'

pour la composante normale q :
a2

pour la composante tangentielle t e — %,
b

e et e' ayant les valeurs donnees par l'abaque de la figure 80.
Lorsque le voile ne comporte pas de tympan median suivant AyBx, mais

deux tympans secondaires normaux f//7/ et Ex" Fx" (fig. 81) on peut facile-
ment absorber les reactions du Systeme funiculaire. Distinguons deux cas:

a) E" A" < A A". Reprenons la decomposition de la fig. 36. On peut trans-
porter les reactions appliquees sur les elements A/ ///, Bx, Kx', Ax" Hx", Bx" Ki"
le long des generatrices passant par ces elements de maniere ä les composer
avec les reactions appliquees sur Ex Ex" et Fx' Fx". On peut egalement ramener
sur Ex'Ex" et Fx'Fx" les reactions agissant sur /f/f/ et Ki Fi d'une part,
sur Hx" Ex" et Kx" Fx" d'autre part, par simple reflexion sur les tympans EX'FX'
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ou Ex" Fx". On constate alors facilement que les reactions appliquees sur £/ Ex"
et Fx Fx" se fönt equilibre sur le voile normal Ex Ex" Fx" Fx'.

b) E" A" > A A". Reprenons la decomposition de la fig. 37. On peut
transporter les reactions appliquees sur les elements Hx" Ax", Kx" Bx" et Ax Ex,
Bx' Fx le long des generatrices passant par ces elements de maniere ä les
composer avec les reactions appliquees sur Bx Fx et Ax Fx, puis on ramene
sur Ex Ex" et Z7/ Fx" les reactions de ///' Ex", Kx" Fx" par simple reflexion sur
le tympan Ex" Fx". On constate alors facilement que les reactions app'liquees
sur Ex Ex" et Fx Fx" se fönt equilibre sur le voile normal Ex' Ex" Fx Fx'.

3° Efforts tangentiels appliques parallelement ä A'A"
en projection avec une densite X n'admettant pas la pe-
r i o d e a. Dans ce cas les tympans principaux ne suffisent plus pour equilibrer

A-.S a, e;E' A E"

F.g. 81.

A" S A J£¦ E"

Fig. 83.Fig. 82.

les efforts. Supposons donc que le voile admette deux tympans secondaires
normaux (fig. 82) et considerons l'equilibre separe des deux demi-voiles
AX'EX'FX'BX' et EX'FX'BX"AX". Appelons & le f de l'element Ex' Fx'. Le demi-
voile Ax Ex Fx' Bx' sera soumis:

a) aux contraintes dues aux charges verticales de densite:

10 (Z)=~U[x(Z)dt
b) aux contraintes dues au Systeme funiculaire correspondant ä la poussee

reduite

[x(?)d£.
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Ce Systeme funiculaire exerce sur les elements de Ex Fx des contraintes
normales ayant pour valeur reduite

xx [x(£)d£.

De meme le demi-voile £/ Z7/ Bx" Ax" sera soumis:
a) aux contraintes dues aux charges verticales de densite:

2/ f2ß^) -^)X(S)dS
b) aux contraintes dues au Systeme funiculaire correspondant ä la poussee

reduite
,2a

x —\ X(£)d£.
Ce Systeme funiculaire exerce sur les elements de Ex Fx des contraintes
normales ayant pour valeur reduite

xx'=-[x(£)d£.
Sur les elements de £/ Z7/ on doit pour maintenir l'equilibre appliquer des
reactions, paralleles ä Ä A" en projection et de densite

/•2a

d£
'o

II est facile de voir que ces reactions s'equilibrent sur le voile normal
Ex Ei" Fx" Fx par reflexion sur les quatre tympans.

/•2a

H'-Xx= — \ X(£),

Efforts tangentiels sur un voile semi-normal.
Considerons le voile semi-normal Ax Ax" Bx" Bx (fig. 83) projete en

A'A"B"B' et comportant les-tympans principaux Ax Ax", Bx Bx" et AXBX.
Rapportons le voile projete ä deux axes de coordonnees Ä J, Ä t] diriges suivant

A' A" et Ä B'. Posons toujours a AA' AA" ^-, b A' B' et

appelons / la fleche de l'arc Ax' Ax". Nous allons traiter deux cas d'efforts
tangentiels:

1° Efforts tangentiels appliques parallelement ä AB en
projection avec une densite V(»j).

Supposons que les reactions appliquees suivant At' Ax" et dues au Systeme
funiculaire aient une densite t0 en projection parallelement ä AB. Les reactions
appliquees en Bx Bx" auront en projection parallelement ä AB une densite

Tl T0 + Y(lj) di,

et la poussee du Systeme funiculaire sera au point r\

x t0 + Y{i,)di,
J\>

le Systeme vertical aura pour densite au point r\

"(',) |r(T° + j'V(,/)^/
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Les reactions du Systeme funiculaire sur Ax Ax" et Bx Bx" s'equilibreront sur
le tympan Ax Bx comme dans le cas du voile normal ä tympan median soumis
aux memes efforts tangentiels.

2° Efforts tangentiels appliques parallelement ä A'A" en
projection avec une densite X(£).

Considerons l'equilibre separe de deux demi-voiles Ax AxBxBx et
Ax" AxBxBx". Chacun de ces demi-voiles sera soumis ä des charges verticales
et ä un Systeme funiculaire que l'on pourra convenablement choisir de maniere
que les reactions du Systeme funiculaire soient nulles en Ax Bx et Ax" Bx". Les
reactions ä appliquer sur Ax Bx pour equilibrer le Systeme funiculaire sont alors
paralleles ä A' A" en projection et ont pour densite

/•2 a

— X(£)d£.
Jo

II n'est pas possible d'equilibrer ces reactions par les seuls tympans
principaux. II faut ajouter un tympan secondaire tel que Ax" Bx" par exemple. Dans
ce cas les reactions precitees s'equilibrent sur les quatre tympans du voile normal
Ax Ax" Bx" Bx.

§ 6. Voiles les plus generaux limites ä des paraboles principales.
Definition de I'indice d'un voile.

Reprenons le voile de la figure 22 et appelons ax, ßx, yx, ox les extremites
des generatrices issues de Ax, Bx, Clt Dx. Par definition, nous appellerons in-
dice du voile considere le rapport de la projection de AxBx ä la projection de
Ax öx. Avec cette definition on voit qu'un voile normal est un voile d'indice 2,
qu'un voile semi-normal est un voile d'indice 1, qu'un voile hyponormal est un

3
voile d'indice — et qu'un voile sesquinormal est un voile d'indice 3.

Les voiles les plus generaux limites ä des paraboles principales peuvent
etre caracterises par la valeur de leur indice. Lorsque I'indice est un nombre
fractionnaire, le voile peut etre considere indifferemment, soit comme la juxta-
position de voiles normaux, soit comme celle de voiles semi-normaux; dans les
deux cas le voile considere se trouve decompose en un quadrillage de voiles
normaux ou semi-normaux, auxquels les regles de calcul precedemment exposees
sont applicables.

Les voiles les plus generaux peuvent egalement etre etudies directement
suivant les memes principes que precedemment. Nous allons traiter ä titre
d'exemple le cas d'un voile d'indice quelconque envisage comme la generalisation
d'une voüte cylindrique ordinaire, et que nous designerons pour cette raison sous
le nom de „voüte paraboloide".

Calcul de la voüte paraboloide.
Soit le voile AXBXCXDX projete en ABCD (figure 84). Supposons que

les generatrices passant par les cötes Ax Dx et Bx Cx coupent les deux autres
cotes et soient ax, ßx, yx, <5X les extremites des generatrices issues de
Ax, Bx, Ct, Dx. Designons par n I'indice du voile, par / la fleche de l'arc
AXBX, par /' celle de l'arc AXDX, par 2a la longueur de la projection AB et
par 2b celle de la projection AD. Nous aurons:

f „,
Abhandlungen IV 5



66 F. Aimond

Des que n est un peu grand, la fleche /' est petite par rapport ä la fleche /.
Le voile Ax, Bx, Cx, Dx peut alors etre considere comme une voüte de portee 2 a
et de largeur 2 b, voüte d'autant plus rapprochee d'une voüte cylindrique que n
est plus grand.

Disposons deux tympans suivant les retombees Ax Dx et Bx Cx de la voüte
paraboloide Ax Bx Cx Dx et un troisieme tympan suivant la parabole Ex F\ equi-
distante de AxBx et CXDX. Soient ex et Cx les points d'intersection des
generatrices Ax ax et Dx dx d'une part, Bx ßx et Cx yx d'autre part. On voit
immediatement que le voile ainsi organise est stable d'une part sous des charges
verticales symetriquement disposees par rapport au tympan Ex Fx et ä densite
constante sur toute parabole parallele ä ce tympan, d'autre part sous des
charges ä densite quelconque, constante sur toute parabole parallele aux
tympans Ax Dx et Bx Cx. En effet, dans le premier cas, les poussees sur les
tympans Ax Dx et Bx Cx de deux bandes uniformement chargees paralleles ä

Ex Fx et symetriques par rapport ä Ex Fx peuvent etre decomposees suivant les
tympans de retombee et suivant des generatrices se coupant sur le tympan
Ex Fx; les efforts qui se tran'smettent suivant ces generatrices s'equilibrent sur

F I

a,

Fig. 84.

le tympan Ex Fx (d'une maniere plus precise sur les elements de tympan Ex ex

et FxCi). Dans le second cas, des poussees sur les bords libres AXBX et CXDX
d'une bände uniformement chargee parallele ä AxDx se decomposent suivant
les generatrices passant aux extremites de la bände chargee et les efforts ainsi
transmis s'equilibrent deux ä deux sur le tympan Ex Fx avec ou sans reflexion
sur les tympans de retombee. Le voile considere ne sera pas stable pour des
charges ä densite constante sur toute parabole parallele ä Ex Fx qui ne seraient
pas symetriquement disposees par rapport ä Ex Fx. Dans ce cas en effet, les
generatrices qui reprennent les poussees sur les tympans de retombee donnent
sur le tympan Ex Fx des composantes normales residuelles. Pour assurer la
stabilite dans ce cas, il faut alors soit organiser le tympan Et Fx pour qu'il puisse
resister aux composantes normales residuelles precedentes, soit le remplacer
par deux tympans paralleles et symetriquement disposes de maniere ä former
poutre horizontale entre les tympans de retombee, soit buter le voile considere
par un voile identique juxtapose suivant un bord libre.

Rapportons le voile projete ä 2 axes de coordonnees rectangulaires o £ et
ot], o etant le centre du voile projete et o£ etant dirige suivant le tympan

Supposons le voile charge avec une
b

projete E F. Posons: x n—, y
a

densite
d jr0 (y) + Jix (x)

en admettant pour plus de generalite que le tympan median Ex Fx soit concu
pour resister aux composantes normales residuelles dont il vient d'etre parle.
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Appelons q' la contrainte normale reduite sur un element projete parallelement
ä o|, q la contrainte normale reduite s'exercant sur un element projete
parallelement ä oi] et t la contrainte tangentielle reduite s'exercant sur des
elements projetes parallelement äof et oi/. On a, en supposant y > 0

b2
q' ¦2-r[Bini(Xi) + e1'n1(xi') — Jtx(x) — s0n0(y0)]

q — Yf l^0 W ~ £° n° ^°) + eini(xi) + Eini(xi)\

a • b
*

2Ä/W ^ ni^ ~~ SlJri^ ~ £° ,JT° ^°^

Valeurs de sx, e'x et de e0, e'0

Werte von eu e'x und von e0, e'0

Values of elt and sx, e'„

Valeurs de
Werte von \ xx
Values of

ii't ii-
7 e;- «-#ITlt-0 U-0 t0-1tü'-1 Eo'O l0'1

Valeurs de
Werte von \ x\
Values of

A
X

H ß

iÄüÄÄlBJ
e C F

X

Valeurs de
Werte von \ y0
Values of

Fig. 85. Voüte d'indice -=

X
A ß

\ H

V^\ in
£ £ 0

////% X
>-

3 3
Fläche mit Index -= Value of index -=-
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avec

f J si x<Cy + n — 1

£i — i >

l- J si x ;> j; 4- /z — 1
«i

f 0 si \x\ <Cy + n — 1

1 si |jc| >-j + n — 1
«o'

1 * + (1 -y)
Xl [2n—[x + (\-y)]

si

si

j2«+[jf-(l-^)]Xl~\ x-(\-y)
si

si

i y + (n + x)
y° — / \y + (n — x)

s

s

_ f-i si x< — (y + n — 1)

~U si x> — (y + n — 1)

[0 si |*| <j> + /z — 1

-1 si x <-(y + n — 1)
1 si x >y + K-l

x<Cy + n — 1

x^> y + n — 1

x< — (y + n — l)
x> — (y + n — \)

x< — (y + n—\)
xy-y + n — 1

Les figures 85—88 donnent sous forme d'abaques les valeurs de £i,£/,
3

e„, £„', Xx, Xx', y0 pour n — 2, 3, 4.

Appliquons ces resultats aux quatre cas suivants:
1 ° Densite de charge ti0 (y) m0

2 ° Densite de charge 7tx (x) —

3 ° Densite de charge utx (x)
CÜ9

q

q

4 ° Densite de charge %x (x) —^—t,—
n6

cö0, ä>x, cö2, cö3 etant des constantes.

1° Cas: Densite de charge constante cö0.

Dans ce cas on a:
:0

co0a2 pour — (y + n — \)<x<,(y + n — 1)

2/ j (region interieure au quadrilatere Ae'CB de la fig. 84).
0

co0 • b2

q 0

t

2/'

a ¦ b

2ffTJ'-
m0b2

q=-^2f
q= 0

cö0 • a • b

*l tr

pour x < — (y + n — 1)

(region interieure au triangle AEs de la figure 84).

pour x>(y + n — 1)

(region interieure au triangle B Fl de la figure 84).
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2° Cas: Densite de charge -A—

69

Dans ce cas on a

q 0

ä>x • ö2 X

nq ~ 2/
t cox-a-b (1 -y)

21 ff

pour — (y + n — l)<x<C(y + n — 1)

(region interieure au quadrilatere AelB de la fig. 84).

Valeurs de
Werte von
Values of

EX, Ex, £q, E0

A B
H

f,-i \to-0 \t'o—1 \
*i-i
Eo-0
E'o-0

Ä.1
/ el'T/ Eo-1

E'o-1

X

t C C S F

Valeurs de
Werte von xx
Values of

A V. B

///wV&7<y yy
WM
7 7 7 7/7 / V / /

f C e

7 /V
JA.

Valeurs de
Werte von
Values

de
/on } x\
of J

A =*• H 8

E e C

WM^
X

:

Valeurs de
Werte von
Values

de ]
/on [
of J

y»

e e o e F

Fig. 86. Voüte d'indice 2 — Fläche mit Index 2 — Value of index 2.
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q — eux
b2

V
cöx-a2t x\

2lJf~\- n \

pour x<C — (y + n — 1)

(region interieure au triangle A Es de la figure 84).

q =-«1.l2f
cöx-a2 x)

t _ (ö1-fl-ftr1_i-j>i
2V//'L «J.

pour x>(j>+ /z-1)
(region interieure au triangle BFl de la figure 84)

Valeurs de
Werte von \ ex, e\, £0, £0

Values of
*-*cj-f
E„-0
Ei—(

w /t,-i*>-f ¦ / «-f
Eu-0 / £o-'
Ei -0 ./ Ei-»

Valeurs de
Werte von } x,
Values of

Valeurs de ]
Werte von [ x[
Values of J

V

Valeurs de
Werte von \ y0
Values ofj

E £ 0 £ F

Fig. 87. Voüte d'indice 3 — Fläche mit Index 3 — Value of index 3.
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3° Cas: Densite de charge ———s n2

q

q

t

Dans ce cas on a:
Ö>2 -b2

(o2-a2
~~

'2nTJ
m2 a b

'~iT

0-y)2

[*2 + (i-j)2]

*Q-y)

• dans le quadrilatere AelB de la figure 84.

Valeurs de
Werte von
Values of

A x i

B
H

l) Ex, So, E0
E,-A s-i k-i
£i-f\ f,-i hH
Eo-0 \ Eo-0 1 Eo-1
e.o—1 \ Eo-0 I Eo'l

X

Valeurs de
Werte von
Values

de J

ron > xx
of J

Valeurs de
Werte von
Values of

Valeurs de
Werte von } j-0
Values of

: e l F

A B

\ H 1

l lllh X

t E U E

Fig. 8S. Voüte d'indice 4 — Fläche mit Index 4 — Value of index 4.
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q

q

CÖ2-/3'2

2/
co2-ß2

n2-f

i —
m2-ab

F. Aimond

2nf

[x2+2(\x\-n)(\-y-n)]

(\x\~n)(\-y-n)

[(\x\-n)2 + (\-y-n)2]

dans le triangle A e E de la figure 84.

q =¦

q =¦

t =¦

co9 -b2
*'"-[x*+2{\x\-n)(\-y-n)\
2/

m2-a-
"n^f
co2-ab

2nf

(\x\-n)(\~y-n)

[(\x\-n)2+(\-y~n)2}

dans le triangle BtF de la figure 84.

4° Densite de charge
co3xö
~nz~

Dans ce cas on a:

q

q

t

(^-b--3x(\-y)2
2nf
ÖVflV + 3x(l-j')2]

[(l-yy + 3x2(l-y)]

2/z3/
cö3-ab,

¦ dans le quadrilatere /l ecß de la figure 84.

2/z2/

cö3-/>2

2/z/

cö,-/}2

[/zs + 3/z(|x| + l->'-/z)2-3|x|(l-j')2]
ou

3 {n3 + 3(x + «)[(l-.y-/z)2 + ßjc]}
12-«/

co3-a-

2/z3/

Oiz-al

[/z3 + 3/z(|x| + l-j'-/z)2-|x|3-3|xI(l-j)2]
ou

2/z3/
(x + /z)[(x + /z)2 + 3(l-j-/z)2]

z*

co3-a-b
2/z2/

[/z2 + 3/z(x+1-j-/z)2-(1-^3-3x(1-j)]
ou

co3-a-b

2/z2/±^(l-y-,z)[3(*+/z)2 + (l-j-/z)2]

dans le triangle /l ei?

de la figure 84.



q

co3-b2

2/z/

Cög-b2

l 2-nf

l cö3-ö3
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[/z3 + 3/z(x+l-j/-/z)2-3x(l-j')2]

73

ou

{-ns + 3(x-n)[(y-\+n)2-nx]}

^3-j[ns + 3n(x + l-y-n)2-x*-3x(l-y)2]
ou

l 2/z3/ (x-/z)[(x-/z)2+3(j-l + /z)2]

z1

co3-ab
~2n^f

cöa-ab

[/z3+3/z(a;+1-j;-/z)2-(1-j)3-3x2(1-j;)]
ou

~T/727(-v+,z"1)[3(*"ß)2 + (j+/z~1)2]

dans le triangle BCF
de la figure 84.

Les figures 89—92 donnent pour les quatre cas de charges precedents et
3

pour les valeurs —, 2, 3, 4 de n, des abaques traduisant les valeurs precedentes

de q', q, t.
Le calcul du voile sous l'effet d'efforts tangentiels paralleles au plan du

tympan Ex Fx et repartis avec une densite constante sur toute parabole parallele
aux tympans de retombee A D et ß C se ramenera au cas precedemment traite
de charges verticales en utilisant le principe d'equivalence expose au § 5 pour
les voiles normaux, semi-normaux ou derives.

§ 7. Etüde directe de l'aclion de certains efforts tangentiels dans
quelques cas et retour sur le principe d'equivalence.
Definition des efforts tangentiels envisages —

Proprietes fundamentales — Consequences.
Au § 5 nous avons ramene ä des cas dejä connus de charges verticales

l'etude d'efforts tangentiels s'exercant parallelement ä une parabole principale
avec une densite constante sur toute parabole principale ayant son plan
perpendiculaire ä la direction de plans parallele aux efforts consideres. Nous nous
proposons maintenant de trouver directement la repartition des contraintes dans
le cas d'efforts tangentiels agissant parallelement ä une parabole principale
avec une densite constante le long de cette parabole. L'application du principe
d'equivalence aux resultats ainsi obtenus nous permettra alors de traiter des cas
de charges verticales plus generaux que ceux precedemment consideres.

Prenons (fig. 93) le voile AxBx CxDx projete en ABCD, oü toutes les
generatrices passant par Ax Dx rencontrent un des cotes adjacents Ax BL ou
Cx Dx. Supposons que les efforts appliques soient decomposes suivant les
generatrices passant par le point d'application. Le Systeme des contraintes sera
defini en chaque point par les valeurs des contraintes s'exercant sur les elements
de generatrices et dirigees suivant la direction meme des generatrices. Ces
valeurs s'obtiendront en sommant sur chaque generatrice les composantes suivant
la dite generatrice des efforts appliques en tous ses points et en y ajoutant les
reactions des tympans aux extremites s'il y a Heu.
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Supposons en particulier qu'il y ait deux tympans, l'un suivant AXBX et
l'autre suivant Cx Dx. Appelons file de generatrices toute ligne brisee dont
les cotes sont formes par des generatrices et dont l'origine est sur Ax Dx l'ex-
tremite sur Bx Cx et les sommets intermediaires sur les tympans Ax Bx et Cx Dx.
II existe deux series de files de generatrices. Par tout point de Ax Dx et par

A >.
i

b

v_i "-« £ \L
h y

F^ n-3
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Fig. 89. 1er cas: Charge de densite constante
Erster Fall: Belastung von gleichbleibender Größe \ cön
Ist case: Loading of constant intensity

tout point de Bx Cx passe une file et une seule de chaque Serie. Par deux points
du voile situes sur une meme parallele ä AB, il passera deux files de
generatrices, si leur distance est un multiple de la distance de deux sommets conse-
cutifs d'une meme file sur un meme tympan, distance que nous appellerons
periode du voile. Les efforts tangentiels qui s'exercent sur le voile determinent
aux deux extremites d'une meme file des efforts connus ä une constante ad-
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ditive pres. On peut en particulier choisir cette constante de maniere que l'un
de ces efforts soit nul.

L'interet de la consideration des files de generatrices dans le cas des efforts
tangentiels que nous envisageons resulte des deux proprietes suivantes:
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1 ° Dans le cas d'efforts tangentiels paralleles en projection ä A D et de
densite constante sur toute parabole principale parallele en projection ä AD,
la difference des contraintes reduites, s'exercant aux extremites d'une file de
generatrices teile que PNMN'M'N" Q suivant la direction des generatrices
extremes de la file, est constante pour toutes les files d'une meme serie et
change de signe sans changer de valeur absolue quand on passe d'une file d'une
Serie ä une file de l'autre.
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2° Dans le cas d'efforts tangentiels paralleles a AB en projection et de
densite constante sur toute parabole principale parallele en projection ä AB
les contraintes reduites en un meme point dirigees suivant les generatrices ont
les memes valeurs pour deux points situes sur une meme parallele aux tympans
AB et CD et distants l'un de l'autre d'un multiple de la periode du voile.

0,025

« 0.05 -HEX^ 0.10£-^-< J^£P
g-fe XS>i

0,20i? 2_ f\1_f ~A-nl5
S> tn?

2 6s-sl o.w
siss n-z—

I /

Fx

H*
001t

005

*i 010

^^% 020
2

s s>a 030
6-8 S
STB 4•^-9 ^«:§ nsir-

090
Fx

060N SSO
3

M fe,/i-*_f:

»« ^

¦- q
cö, V-

2f"

co2 a'

co2ab
t —== x

*1ff

Fig. 91. 3e cas: Charge de densite
Dritter Fall: Belastungsgröße
3rd case: Intensity of loadiug

Pour demontrer les deux proprietes fondamentales precedentes rapportons
le voile en projection ä deux axes de coordonnees o £ et o »j et appelons 3 et
H les composantes suivant o £ et o ?; des efforts tangentiels appliques sur l'unite
de surface projetee. La difference des contraintes reduites agissant en deux
points R et R' d'une meme generatrice suivant la direction de cette generatrice,
sur un element perpendiculaire ä cette generatrice, a pour valeur
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4':
1 [J/*«+J!H2 s'm cp coscpljR jr

en appelant q> l'angle de R R' avec o £. On verifie assez facilement que la meme
formule est applicable au cas ou R et R' ne sont pas situes sur une meine
generatrice mais se trouvent sur une meme file ä condition d'affecter cp du signe
correspondant ä la generatrice de la file sur laquelle se trouve le point R'. II
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Fig. 92. 4e cas: Charge de densite '
Vierter Fall; Belastungsgröße
4'h case: Intensiity of loading
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suffit par exemple de remarquer que les contraintes reduites changent brusque-
ment de signe sans changer de valeur absolue lorsque le point R' passe par un
sommet de la file consideree.

Prenons d'abord 3 0, H £> et placons R en P et R' en Q. La

formule precedente montre que la difference A$ des contraintes reduites s'exer-
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cant en P et Q suivant les generatrices de la file P N M N' M' N" Q est inde-
pendante du choix de la file dans une meme serie et change de signe sans changer
de valeur absolue quand la file change de serie. Faisons maintenant 3 X (>/),
H 0. La difference Ar est nulle si les points R et R' sont sur une meme
parallele ä AB et ä une distance egale ä un multiple de la periode du voile, on
pourra joindre R et R' par deux files de series differentes et les contraintes
reduites suivant chaque file auront meme valeur en R et R'. Les deux proprietes
enoncees se trouvent demontrees.

De ces proprietes on tire aisement les consequences suivantes:
1 ° Des efforts tangentiels tels que 3 0, H § (|) peuvent etre equi-

libres par l'adjonction d'un tympan vertical perpendiculaire ä AB et CD et
distant des bords libres AD ou BC d'un nombre entier de demi-periodes. Les
contraintes se reduisent ä des cisaillements simples s'exercant sur les paraboles
principales et dont la valeur reste constante sur toute parallele ä AD (fig. 94).

N" C0 N

Fig. 93

2° Des efforts tangentiels tels que 3 X (q), H 0 peuvent s'equilibrer
sans l'adjonction de tympan si le voile est d'indice entier et pair, sinon les
efforts envisages peuvent etre reduits ä des efforts de meme type agissant sur
une portion du voile formant un voile d'indice inferieur ä 2.

Le cas d'efforts 3 0, H § (|) se trouve ainsi entierement resolu. II
n'en est pas de meme du cas d'efforts 3 X (rf), H 0 oü il faut distinguer
suivant que I'indice est ou non un multiple de 2. II en resulte, si on se borne
aux indices entiers, qu'on peut toujours considerer un voile quelconque comme
la juxtaposition de voiles normaux, ou comme celle de voiles normaux et d'un
voile semi-normal, et qu'il suffit de savoir resoudre le probleme pose pour un
voile normal et un voile semi-normal.

Examinons en premier lieu le cas du voile semi-normal projete en ABCD
(fig. 95) et supposons le ä 4 tympans AB et CD, d'une part, BC et DA
d'autre part. On voit immediatement qu'on peut appliquer ä ce voile les conside-
rations qui nous ont conduit ä la premiere propriete fondamentale, en inter-
vertissant les tympans AB et CD avec BC et DA. Les contraintes se
reduisent ä des cisaillements simples s'exercant sur les paraboles principales et
dont la valeur reste constante sur toute parallele a. AB.
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Prenons maintenant le cas du voile normal ABCD (fig. 96) a deux

tympans AB et CD. Adjoignons provisoirement les 3 tympans AD, BC,
MN, M et N etant les milieux de AB et CD. On est ramene au cas de deux
voiles semi-normaux qu'on sait resoudre, comme nous venons de le voir. Mais
on constate immediatement que sur le tympan MN les efforts exerces par le
voile s'equilibrent et que par suite ce tympan peut etre supprime. D'autre part
les efforts exerces sur les tympans AD et BC s'equilibrent sur le voile normal
considere par l'intermediaire de deux series de files de generatrices telles que
PM'N" Q et PN'M" Q suivant lesquelles se propagent des efforts connus.
Les tympans AD et BC peuvent etre alors supprimes.
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Application du principe d'equivalence aux cas d'efforts
tangentiels precedents — Nouveaux cas de charges verti¬

cales.
Reprenons le voile ABCD de la figure 93. Nous venons de resoudre le

Probleme de la determination des contraintes pour des efforts tangentiels
3 X(i]), Z7 § (£). Le principe d'equivalence enonce au § 5 permet de
ramener ä ce cas celui d'efforts verticaux repartis avec une densite de la forme
| X (q) -4- i] § (£). En effet des charges verticales reparties sur une parabole
rj constante avec une densite f X (i]) ont cette parabole pour courbe
funiculaire ä condition d'adjoindre des efforts diriges tangentiellement ä cette parabole

et repartis avec la densite pX(rj), p designant le parametre de la parabole.

De meme des charges verticales reparties sur une parabole cte avec
une densite -q § (f) ont cette parabole pour courbe funiculaire ä condition
d'adjoindre des efforts diriges tangentiellement ä cette parabole et repartis avec
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la densite q £> q etant le parametre de la parabole. II en resulte que le
calcul du voile pour une densite de charges verticales egale ä | X (?;) -f q §
revient au calcul du cas d'efforts tangentiels 3 pX (tf) et H # §

§ 8. Calcul des tympans.
Calcul d'un tympan console soumis ä des efforts tangentiels

le long d'une parabole principale d'un voile quel¬
conque.

Considerons (fig. 97) un tympan console libre ä une extremite O et en-
castre ä l'autre E, et soit OE l'arc de parabole principale du voile suivant
lequel agissent des efforts tangentiels quelconques supposes definis par la
valeur de leur projection sur un axe quelconque ox effectuee parallelement ä
l'axe du paraboloide, projection ayant pour valeur t (x) par unite de longueur

M
idctW>P

Fig. 97.

de ox. Rapportons l'arc de parabole aux deux axes de coordonnees formes
par sa tangente oa au point o et par la verticale o ß et soient a et ß les
coordonnees correspondantes. Les efforts tangentiels appliques le long de O E
peuvent etre definis par la valeur ¦& (a) de leur projection sur l'axe o a effectuee
parallelement ä oß. On a d'ailleurs

0(a) t(x).
Designons par Ex et Mx les projections sur oa du point E et d'un point

quelconque M de l'arc OE et soit:
OMx a MXM ß

OEx au EXE ß0

Calculons le moment Z\ des efforts appliques le long de O AI par rapport
au point Mx. Pour cela cherchons le moment en Mx de l'effort applique sur
un element m m projete sur o a suivant mx mx et tel que

tnxm ß', mxmx da'.om, a

Cet effort a respectivement pour composantes parallelement ä oa et oß

d(a)da et

en designant par p le parametre de la parabole OE. Le moment par rapport
ä Mx de ces deux efforts est donc, en appelant ~ -\- <p I'angle des directions

ü(a) — da
p
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oa et oß
i a

ß COS cp • !}(a')da + (a — o') cos cp ¦ #(u')— da

a2
soit en remarquant que ß' —

C0S(jP
(2aa—a'2)it(a)da.2p

On a ainsi
cos co ca

r, =-2jr\ (2aa'—a'2)0-(a)da.
Posons

6x(a)= \&(a)da, Q2(a) f ©x(a)da, 63(a) f*02(a)da.
•>o Jo Jo

On constate aisement, en integrant deux fois par parties, que

ou encore
2 8,(«)T, ßcoscp \Ox(a)

Cherchons maintenant la position sur MxM du point de passage P de la
resultante des efforts appliques le long de OM, ainsi que les composantes U
et V de cette resultante suivant oa et oß. On a evidemment

U=6x{a)
et

soit en integrant par parties

v=a6x(a)-e2(a)
P

ou en remarquant que ß —-

v_ 2 a6x(a)— 62(a)

D'autre part on a evidemment:
F, V ¦ Mx P • cos cp

d'oü
2 0»

\ «" fc^ (ß)
et

«- fc^ (or)

Quand a varie entre zero et a0 le point P decrit ce que nous appellerons la
ligne des pressions dans le tympan. La connaissance au droit d'une section
quelconque Mx M du point de passage P de la ligne des pressions et des re-

Abhandlungen IV 6
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sultantes U et V determine completement les efforts dans le tympan au droit
de la section consideree.

Dans le cas oü d (a) est de la forme #„a", &„ etant une constante on a:

U -^<**\ V=^%a"ß, PM= 2ß
« + 1 ' n + 2 '"' (b + 2)(« + 3)-

La courbe des pressions est une parabole tangente en o au voile, dont le

parametre est / n/ ,a\ fois celui de la Parab°le D £¦ En particulier si & (et) est

constant et egal ä #0, on a:

U &0a, V=90ß, PM -^
Si # (a) est de la forme &xa, &x etant une constante, on a:

U=±-<ria2, V=^-^aß, PM ^.
S'il s'agit de determiner le point de passage P dans les cas oü (a) est

exprime par un polynöme de la forme:

&0 + &ia + &ta* +
on cherchera les points de passage relatifs ä chacun des monomes composants
ainsi que les valeurs des composantes U et V correspondantes et on en 'de-
duira par une composition de forces paralleles le point de passage cherche ainsi
que les valeurs des composantes U et V de la resultante des forces. Supposons
par exemple

&(a) #0+d1ct
on trouve

PM ll\ '
3| 2 + 4*0

Si en particulier #0 + #1 a 0 pour une valeur de a, on a alors

PM l-.
Calcul complet d'un element de tympan quelconque.

Soit (fig. 98) un element de tympan correspondant ä un arc de parabole
AB et limite ä deux sections verticales AAX et BBx. Supposons ce tympan
non seulement soumis aux efforts tangentiels du voile suivant A B, mais encore
ä des forces verticales ou non appliquees entre les sections AAx et BBX, ainsi
qu'ä des reactions au droit des sections A Ax et B Bt. Pour calculer les efforts
au droit d'une section quelconque M Mx, on determinera tout d'abord la
resultante des efforts tangentiels dus au voile au droit de cette section ainsi que
son point de passage, en appliquant la methode precedemment exposee. Puis
on composera cette resultante avec la resultante des efforts appliques au droit
de AAx et entre AAx et MMx.

Nous passerons en revue quelques cas particuliers qui se rencontrent fre-
quemment.

1 ° Les efforts tangentiels sont constants en projection horizontale, et les
autres forces appliquees se reduisent ä une resultante verticale agissant dans
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la section A Ax. La courbe des pressions des efforts tangentiels est une parabole

teile que AC (fig. 99), la resultante correspondante est une fonction
lineaire et homogene de l'abscisse comptee ä partir de la section A, et le
moment par rapport ä la tangente au voile en A est proportionnel au cube de cette
abscisse. Le moment de la reaction appliquee en A est d'autre part proportionnel
ä la meme abscisse. II en resulte que la courbe resultante des pressions, c'est-
ä-dire le lieu des points oü le moment total est nul, se deduit de la parabole A C
par une simple translation verticale. C'est une parabole A' C facile ä tracer.
Sa connaissance donne immediatement les efforts au droit d'une section
quelconque.

Fig. 98. Fig. 99

2° Les efforts tangentiels sont constants en projection horizontale, les
forces appliquees le long de AB etant verticales et uniformement reparties en
projection.

Soit (fig. 100) AC la parabole des pressions dues aux efforts tangentiels.
Le moment par rapport ä la tangente en A est proportionnel au cube de l'abscisse

Fig. 100.

comptee ä partir de A et la resultante correspondante en projection proportion-
nelle ä l'abscisse. Le moment des forces verticales est par ailleurs proportionnel
au carre de l'abscisse. II en resulte immediatement que la distance ä la tangente
comptee verticalement du point de passage de la resultante generale est un
binöme du second degre sans terme constant par rapport ä l'abscisse consideree.
La courbe resultante des pressions est ainsi un arc de parabole AD passant
par le point A et faisant en ce point un angle non nul avec l'arc de parabole A B.

Chapitre C. Voiles limites ä des triangles curvilignes.

§ 1. Generalites.
Les voiles definis au chapitre A § 3 et ceux etudies au chapitre B presentent

la particularite d'etre limites ä leur pourtour par des quadrilateres rectilignes
gauches (sauf le cas de quatre voiles avec appui central) ou par des quadrilateres
de paraboles principales. II peut etre plus interessant dans les applications
d'envisager des voiles limites ä des quadrilateres plans et en particulier ä des
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rectangles. Pour parvenir ä ce resultat on peut associer des voiles limites ä des
triangles curvilignes dont deux cötes sont formes par des generatrices et le
troisieme cote par une parabole.

Proprietes des voiles busque s.

Nous allons etendre aux voiles les plus generaux en paraboloide
hyperbolique la definition et les proprietes des voiles busques definis au chapitre B
§ 4 pour les voiles limites ä des paraboles principales et busques suivant l'une de

ces paraboles. A cet effet considerons (fig. 101) un
voile quelconque en paraboloide hyperbolique ä axe
vertical et tracons sur le voile une parabole
quelconque AB. Cette parabole divise le voile en deux
parties Px et P2. Faisons correspondre ä tout point
M de P2 un point M' sur la meme verticale de facon
que le vecteur MM' soit egal ä sa distance au plan
de Ja parabole AB multipliee par un coefficient
constant k, que nous appellerons coefficient de bus-
quage. Quand le point M decrit le demi-voile P2 le
point M' decrit un demi-voile P2 qui est egalement
un paraboloide hyperbolique. Par definition l'en-
semble des deux demi-voiles Px et P2 formera un

FlS- 101- voile busque dont la parabole AB sera la parabole
de busquage.

On constate facilement que si l'on suppose les deux voiles Px P2 et Px P2
charges au droit des points situes sur une meme verticale avec la meme densite
en projection horizontale, c'est-ä-dire si deux elements pris dans chaque voile
et projetes horizontalement suivant un meme element sont soumis d'une part
ä des efforts tangentiels ayant meme projection horizontale, d'autre part ä des
efforts verticaux identiques, les voiles subissent les memes contraintes reduites
aux points correspondants situes sur une meme verticale. En outre, suivant l'arc
de parabole AB s'exercent des efforts verticaux, dont la densite en projection
horizontale est egale au produit de la contrainte normale reduite s'exercant sur
l'arc de parabole AB par le coefficient de busquage.

Si dans le voile primitif PXP2 le voile exerce des efforts sur un tympan
vertical defini par un arc de parabole CDE, le voile busque PXP2 exercera
des efforts sur le tympan vertical defini par les arcs de parabole C D et D E'.
Les efforts developpes suivant l'arc de parabole C D et leur resultante sont les
memes dans les deux voiles. Suivant les arcs de parabole D E et D £', les efforts
exerces sur les tympans sont les memes en projection horizontale aux points
se correspondant sur une meme verticale. Les resultantes de ces efforts ont donc
meme projection horizontale et comme elles passent evidemment par un meme
point du tympan de busquage, il suffit pour les definir completement, de con-
naitre au droit de chaque verticale leur point de passage. Or on constate
immediatement que les lieux decrits par ces points de passage dans leurs tympans
respectifs, qui sont les lignes des pressions de ces tympans, se deduisent l'un
de l'autre suivant la meme loi que celle permettant de passer du demi-voile P2
au demi-voile P2. En d'autres termes, la ligne des pressions relative au tympan
D E' se deduit de la ligne des pressions relative au tympan D E, en portant ä

partir de chaque point de celle-ci un vecteur egal au produit par le coefficient
de busquage k de la distance du point considere au tympan de busquage. En
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resume, on passe facilement pour chaque demi-tympan CD et DE d'une part,
CD et DE' d'autre part, du cas du voile primitif ä celui du voile busque, aussi
bien en ce qui concerne la valeur de la resultante qu'en ce qui concerne le trace
de la ligne des pressions.

On peut aller plus loin dans certains cas particuliers et etablir une cor-
respondance identique entre les resultantes et les lignes des pressions du tympan
CDE d'une part et du tympan CDE' d'autre part, les resultantes ayant meme
projection horizontale au droit d'une meme verticale, et les lignes des pressions
etant identiques entre les verticales de C et D et se deduisant l'une de l'autre
comme les demi-voiles P2 et P2 entre les verticales de D et E. \\ suffit pour
qu'il en soit ainsi que dans le cas du voile busque il soit applique au point D
une reaction verticale egale au produit du coefficient de busquage par la
projection horizontale de la resultante en D.

Distinction entre les voiles busques et les voiles juxta-
poses.

Un voile busque peut evidemment etre envisage comme la juxtaposition
de deux voiles suivant une parabole commune. Une difference importante au
point de vue des applications existe toutefois entre un voile busque et deux
voiles simplement juxtaposes ne pouvant etre considere comme un meme voile
busque. Si l'on suppose les deux types de voiles (voiles busques et voiles
simplement juxtaposes) charges avec une densite constante en projection
horizontale, on constate facilement que pour un voile du premier type la parabole
de busquage est soumise ä des efforts verticaux uniformement repartis en
projection horizontale, et par consequent la ligne des pressions dans le plan de la
parabole de busquage coi'ncide avec .cette parabole; au contraire s'il s'agit de
deux voiles simplement juxtaposes suivant une parabole, cette parabole est
soumise de la part des deux voiles ä des efforts qui ne sont pas tous situes en
general dans le plan de la parabole, et dans le cas particulier oü il en est ainsi,
la ligne des pressions dans ce plan ne coi'ncide pas avec la parabole de
juxtaposition.

Voiles incomplets et voiles complets.
Considerons une association de voiles ä axes verticaux limites ä des quadrilateres

gauches et busquons ces voiles de maniere ä remplacer un meme voile
primitivement limite ä un quadrilatere gauche par deux demi-voiles limites
chacun ä un triangle forme de deux droites et d'une parabole. Nous pouvons
obtenir en operant ainsi des associations de voiles dont le contour exterieur
sera dans un meme plan.

Les voiles ainsi definis peuvent etre classes au point de vue de leur re-
sistance aux charges uniformement reparties en projection horizontale en deux
categories, les voiles incomplets et les voiles complets. Les voiles incomplets
sont ceux pour lesquels les poussees s'exercant suivant les paraboles de

busquage ne sont pas compensees ä l'interieur du voile, mais sont equilibrees par
des" elements speciaux tels que tympans, tirants ou butons. Les voiles complets
sont ceux qui n'exercent aucune poussee sur leurs bords et n'ont besoin d'aucun
element exterieur au voile pour resister aux poussees dues au busquage.

§ 2. Voiles incomplets.
Voiles simples busques ä bords rectangulaires.

Considerons (fig. 102) un voile en paraboloide hyperbolique equilatere
limite au quadrilatere gauche OBC A et busquons le en prenant comme para-
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bole de busquage la parabole passant par les points O et C, de maniere que
le point A' vienne coincider avec le quatrieme sommet A du rectangle construit
sur BO et BC. Le voile busque que nous obtenons ainsi travaille dans les
memes conditions que le voile initial. II donne par consequent en projections
sur les cötes du rectangle OBCA les memes reactions que le voile initial sur
les cötes du quadrilatere gauche OBCÄ, mais en outre le voile busque charge
la parabole de busquage OC par des efforts appliques dans le plan de cette
parabole, parallelement ä A Ä.

Supposons le voile busque
charge avec une densite cö

uniforme en projection sur le plan
du rectangle. Le voile est soumis
ä des efforts de cisaillement sivant
les generatrices, efforts ayant pour
valeur par unite de longueur^

v/-
/r-

0
co • a '

Fig. 102.

2AÄ
en designant par a et b les
longueurs OA et OB du
rectangle. Si l'on designe d'autre part
par H la fleche de l'arc de parabole

OC on a:
AA' AH

et par consequent

V- -
co • ab
8H

teile est la formule fundamentale qui donne la valeur du cisaillement dans un
voile simple busque ä bords rectangulaires charge uniformement en projection.

Etudions maintenant dans quelles conditions travaille la parabole de
busquage. Elle est soumise ä une charge uniforme dont la densite en projection
horizontale est egale au produit par le coefficient de busquage de la contrainte
normale reduite s'exercant sur les elements de OC. Cherchons l'expression
analytique de cette densite p. Pour cela appelons / la longueur des diagonales
du rectangle et abaissons la perpendiculaire AA" sur OC. Le coefficient de
busquage k est AA> 4// AHl

AA" a ¦ b a ¦ b

La valeur de la composante normale n de la contrainte s'exercant le long de
O C peut se calculer de la maniere suivante. La composante normale des efforts
agissant sur OC en projection horizontale est egale ä la somme des composantes
des efforts s'exercant suivant B O et B C sur la perpendiculaire B B' abaissee
de B sur OC. On a donc:

nOC 2irBB'
d'oü n-2x> oc -2J~p~
soit en tenant compte de la valeur precedemment obtenu pour i>

n
o-a2b2
4 HP
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La valeur de la densite cherchee p est donc
co - a ¦ b

p kn

formule evidente ä priori; en effet le voile busque ne donne que des efforts
horizontaux ä son pourtour, et par consequent la resultante des efforts verticaux
agissant sur la parabole de busquage, qui est egale ä p l, doit equilibrer la
charge totale co a b du voile, d'oü la formule precedente.

La parabole de busquage etant soumise ä la charge uniforme de densite p,
la courbe des pressions dans le plan de busquage coi'ncide avec la parabole
de busquage, et l'arc de busquage n'est soumis en chacun de ses points qu'ä
un effort normal tangent ä l'arc de parabole dont la valeur en projection
horizontale, que nous appellerons poussee de l'arc de busquage, est donnee par
la formule: coabl

V-~8fT-
Le voile busque considere est un voile incomplet puisqu'il donne aux

extremites O et C de l'arc de busquage deux poussees ayant la valeur commune
precedente qui ne peuvent evidemment pas s'equilibrer par l'intermediaire du
voile. L'existence de ces deux poussees en O et C rend donc obligatoire,
lorsque le voile considere est utilise seul, l'emploi d'un tirant suivant OC ou
de tout autre dispositif mecanique equivalent.

Voiles simples busques limites ä un quadrilatere gauche.
Nous allons etudier en detail un autre voile simple busque qui entre dans

la composition de voiles plus complexes, ä savoir le voile simple busque forme
de parabolo'ides equilateres et limite ä un quadrilatere gauche. Ce voile est

une generalisation du voile precedemment

considere. Pour le definir nous
partirons encore d'un voile limite ä

un quadrilatere gauche O BCÄ (fig.
103). Nous busquerons ce voile
suivant la parabole de busquage OC de

maniere ä amener le point A' en un
point A tel que

AA' 2H + /z.

Soit O' le quatrieme sommet du
rectangle dont les trois autres sommets
sont ACB. Posons

0'A a
O'B b
O'O h

w

O'h

X

F,g. 103.

les longueurs a, b, h, H definissent completement le voile busque considere.

O O' qui est ä l'intersection des plans menes par deux generatrices parallelement

aux plans directeurs est parallele ä l'axe de chaque paraboloide donc

kAA'. .c
Supposons tout d'abord le voile charge avec une densite uniforme en

projection et parallelement ä la direction des axes des parabolo'ides. Designons

toujours par cö la densite de cette charge et par d le cisaillement qui en resulte

sur les elements de generatrices. On a

_ cö • ab
J -^H~'
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on voit en effet immediatement que le gauchissement du quadrilatere primitif
OBC Ä a pour valeur

A'A, AA' — AAX AA'—OO' 2H.
Le voile exerce des reactions sur son pourtour dirigees suivant les generatrices
du quadrilatere gauche O ACB et des reactions paralleles ä O O' sur l'arc
de busquage OC dont la valeur correspond ä une densite constante en
projection horizontale que nous appellerons c5. Si k est le coefficient de busquage
et n la contrainte normale reduite s'exercant suivant O' C, on aura

ö kn.
Abaissons A A" perpendiculaire sur O' C et posons

OC l.
On aura

_ AÄ _ 2H+h _ l(2H+h)
~~AA"~ ab ~ a~b '

/
Abaissons la perpendiculaire B B' sur O' C. La composante normale en
projection sur O'BC des reactions suivant OC a pour valeur nl et est equilibree
par la somme des projections sur BB' des projections sur le plan O' BC des
reactions agissant sur BC et B O. On en deduit sans difficulte Pidentite

nl 2ZBB>=^L
d'oü l'on tire

n

on en deduit

2$ab coa2b-
l2 2 Hl2

coab 2H+h
21 H

L'arc de busquage O C se trouve soumis ä un effort normal dont la
projection sur le plan O'ßCa une valeur constante Q que nous allons determiner.
Pour cela remarquons que la deviation 0 0" de l'arc de parabole OC mesure
le gauchissement du quadrilatere primitif OBCÄ et est par suite egal ä 2H.

r i
II en resulte que la fleche de l'arc de parabole O C est egal ä ^. On a donc

_ _^_ _ <öabl(2H+h)^ — 4/7 — 8/T2 '
•

Calculons d'autre part les composantes verticales aux points O et C dues ä l'arc
de busquage (fig. 104). Ces reactions se composent de deux reactions dirigees

parallelement ä O' et ayant pour valeur -— et de deux reactions dirigees suivant

OC se faisant equilibre et dont la projection sur O'Ca pour valeur la poussee
Q. Par consequent la reaction en O se compose d'une poussee parallele ä O' C
ayant la valeur Q precedemment determinee et d'une reaction dirigee suivant
O O' ayant pour valeur

dl Qh _cöab(2H-\.h) t h

AH \ 2/7
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La reaction en C se compose de meme d'une poussee parallele k O' C ayant la
valeur Q et d'une composante parallele ä O O' ayant pour valeur

2 + / — 4/7 l 2/7/*
Determinons le point zl de l'arc O C oü la tangente est parallele ä O' C et

la distance § de ce point ä la droite O' C. Projetons pour cela le point A en A'
sur O'C. Marquons le point de rencontre A" de AA' sur O" C. On a

2AA" O'O"
A"C

et d'autre part
2AA"
A"C

2 0 O"

0"C

CA'
CO'

O'C
et par consequent

CA' O'O"

ff

z

2Z7+/z Fig 104.
CO' 20 0" 4/7

la position du point A etant ainsi deterrninee, il est facile de calculer £>

§ AA' — A'A" — AA";
or

A'A" O'O" CA'
__ (2/7+ h)2

CO' AH
d'autre part

II en resulte que

,CO'l 8/7 'AA" 0 0"

£ _ (2H + h)2

8/7 H
1 +

h

2/7

soit

on a alors

Un cas particulier interessant et dont nous reparlerons ulterieurement correspond
ä la relation

2Z7+ h 2/7 yT

h 2/7 (12~— l)

£ //.

§ 3. Voiles complets.
Voiles limites ä un rectangle avec points d'appuis aux

milieux des cötes du rectangle.
Soient (fig. 105) le rectangle CDC D', A,B', A',B les milieux des cötes,

O le centre du rectangle, 2 a et 2 b les longueurs des cötes. Les droites A A'
et B B' partagent le rectangle donne en 4 rectangles. Imaginons que par chacun
d'eux nous fassions passer un voile simple busque de teile sorte que les para-
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boles de busquage soient dirigees respectivement suivant AB, B A', A'B', B' A
et aient une meme fleche Z7. Les parabolo'ides sont supposes tous ä axe vertical
et le voile est suppose charge uniformement en projection avec une densite cö.

On voit immediatement d'une part que les reactions dues au voile suivant les
droites AA' et BB' se fönt equilibre, d'autre part que les reactions aux quatre
points A, B, Ä, B' dues aux paraboles de busquage ont leurs composantes
paralleles au plan du rectangle primitif situees suivant A Ä et B B' et se faisant
equilibre. 11 en resulte que les quatre points A, B, Ä, B' n'ont besoin que de

developper des reactions verticales.
Le taux de travail dans le voile est avec les notations habituelles

&
co ¦ ab
~8H~

les composantes suivant A Ä des poussees dues au busquage s'exercant en A

et Ä ont pour valeur commune A ^ ; les composantes suivant B B' des poussees
mab2AH

dues au busquage s'exercant en B et B' ont pour valeur commune

C Zf D

*IQ\

B

*f
106.Fig. 105. Fig.

Si l'on calcule maintenant en chaque point de AÄ et B B' la resultante
des efforts on constate qu'elle croit lineairement depuis les extremites de A A'
ou B B' jusqu'en leur milieu O, la valeur de la resultante au point O' etant
double de sa valeur aux extremites. Cette remarque permet d'ecrire immediatement

la valeur de la resultante puisque sa Variation est egale au produit du
cisaillement # par le deplacement de son point d'application.

Voiles limites ä un rectangle avec points d'appuis aux
sommets du rectangle.

Soit (fig. 106) le rectangle CD CD', A, B', A', B. les milieux des cötes,
O' le centre du rectangle, 2 a et 2 b les longueurs des cötes. Menons par le
point O' le segment O' O ayant pour valeur h. Par chacun des quadrilateres
gauches OACB, OADB', OB'CA', OA'D'B nous pouvons faire passer
un voile simple busque determine comme nous l'avons vu au § 2 par les para-
metres a, b, h et par un parametre supplementaire Z7.

Nous allons chercher la condition pour que le voile forme par la reunion
des 4 voiles simples busques precedents soit un voile complet. Pour cela
supposons le voile charge uniformement en projection avec une densite cö. Par
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raison de symetrie les reactions s'equilibrent de part et d'autre des points
A, B', A', B suivant les cötes du rectangle C DC D'. Par raison de symetrie
egalement les composantes paralleles au plan du rectangle CDC'D' des
reactions en O des 4 voiles composants se fönt equilibre de meme. D'autre part
les composantes paralleles au plan du rectangle CDC'D' des reactions en
C, D, C, D' dues au busquage se fönt manifestement equilibre par l'inter-
mediaire des 4 cötes du rectangle. La condition pour que le voile considere
soit complet est donc que la composante verticale de la resultante des reactions
en O des voiles composants soit nulle. II est d'ailleurs bien evident qu'il faut
et il suffit pour cela qu'il en soit ainsi pour chacun des voiles composants. Or
nous savons que la reaction dirigee suivant 0 O' due au busquage est pour
l'un quelconque de ces voiles,

cö- a-b(2H+ h) t h_\
AH \ 2HI'

Cette reaction doit donc equilibrer la somme des composantes paralleles ä O O'
des reactions s'exercant suivant deux cötes issus du point O et appartenant ä

un meme voile composant (0^4 et OB par exemple). Or chacune de ces
composantes a pour valeur le produit de # par O O'; par suite la somme des deux
composantes a pour valeur

cö • abh

et la condition cherchee
2/7 '

s'ecrit

co • a b(2H+h) 1 h \ Co- abh
AH \ 2H)~~ 2Z7

ou

c'est-ä-dire

(>+A)0-^)=-ff
h2 h

AH2 ~~ H

ou en definitive

Nous savons que cette condition est equivalente ä l'identite

£ =/7.
On peut donc enoncer ce resultat: pour que le voile OC DC D' soit un voile
complet, il faut et il suffit que le fleche totale § du voile soit egale ä la hauteur
ä la cle h divisee par 2(12 — 1); la deviation de chacune des paraboles de

busquage a alors pour valeur 2 ¦£>.

Supposons la condition precedente realisee. Le cisaillement ¦& dans le voile
sera donne par

f
coab

j~aW
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La poussee dans chacun des arcs C OC et D OD' a pour valeur
coab l

2Z7|/2 "

Les composantes de cette poussee suivant les directions AA et BB' ont
respectivement pour valeurs

coa2b cöa2b coab2 coab2
et

2/7V2 2/7+/z 2//V2 2Z7+Ä
L'effort total qui s'exerce suivant chaque cöte du rectangle limitant le voile
varie lineairement depuis les extremites du cöte oü il a l'une ou l'autre des
valeurs precedentes jusqu'au milieu du cöte oü il atteint sa valeur maxima la-
quelle est suivant les cas

(T)a2bi. ,r^r\ cöa2b mab2/. .rx-\ (»ab2
"4/H1 + V2) "2T" -47T (1 + >/2) -27z-

Vu l'importance du voile que nous venons de definir au point de vue des

applications, nous donnons au chapitre D un calcul detaille d'un voile de cette
espece limite ä un carre.

§ 4. Voiles juxtaposes.
Voiles dont les elements sont limites par deux droites et

une parabole.
Considerons (fig. 107) le voile limite au quadrilatere gauche OPRP' et

defini de la maniere suivante:
1 ° Le voile est symetrique par rapport au plan vertical passant par O et R.
2° Chacun des elements triangulaires O P R, O P'R dont le voile est

constitue est un paraboloide ä axe vertical s'appuyant sur les droites O P et
P R pour le premier, O P' et P' R pour le second et sur la parabole de juxta-
position OR dont la deviation OQ 6 est donnee.

Menons par le milieu Q du segment horizontal P P' la parallele Q R' O'
ä la tangente R Q ä l'arc de parabole R O au point R, et designons par et p
les projections sur cette droite des segments QR et RO effectuees parallelement

ä la verticale. Appelons d'autre part 2 a la distance P P'. Les parametres
a, X, p, ö ne suffisent pas pour definir completement le voile considere. II faut
encore leur adjoindre deux parametres, par exemple la direction de la tangente
R Q et la distance verticale de cette tangente ä sa parallele menee par Q. Mais
ces deux parametres n'interviennent pas dans l'etude des proprietes fundamentales

que nous avons en vue.
Supposons chacun des elements de paraboloide soumis ä une charge de

densite constante en projection horizontale. Nous definirons cette charge par
sa densite prise non pas par rapport au plan horizontal mais par rapport au
plan P O' P', densite que nous designerons par cö. Nous supposerons que l'en-
semble du voile est porte par un tympan amenage dans le plan de la parabole
de juxtaposition R O et que ce tympan est lui-meme encastre suivant la verticale

O' O.
Examinons l'equilibre du voile dans les conditions que nous venons de

preciser. Chaque element dont est constitue le voile est soumis ä des efforts
se reduisant ä des cisaillements suivant les generatrices, cisaillements qui ont
pour valeur

cö • an
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En effet si l'on prolonge par exemple l'element de voile PRO jusqu'aux deux
autres cötes du quadrilatere gauche trace sur le paraboloide et dont les deux
Premiers cötes sont PO et PR, on constate que l'element de paraboloide ainsi
forme a pour poids co- a- p et pour gauchissement <5.

Les reactions du voile P O P'R se composent d'abord d'efforts diriges
suivant les generatrices qui limitent le voile et reparties ä raison de & par unite de
longueur, et ensuite d'efforts s'exercant sur l'arc de parabole R O dans le plan
de cette parabole. Les reactions s'exercant suivant les generatrices PR et P' R
ont une resultante appliquee en R dans le plan vertical de l'arc R O et on peut
combiner cette resultante avec les reactions directes du voile sur l'arc R O. On
obtient ainsi un Systeme d'efforts s'exercant sur le tympan de juxtaposition et
dont il est possible de determiner en chaque point la resultante generale et le
moment resultant. Soit % ce Systeme d'efforts. Les reactions s'exercant suivant

A-.

y
fcs

J?

fu=
-tf*^r4t

-&

Fig. 107. Fig. 108.

les generatrices P O et P' O ont une resultante en O, dont nous designerons
la projection suivant Q O' par F. La resultante des efforts du Systeme % au
droit de la section O' O passe par un certain point /de O O' situe ä une
distance i] de O et cette resultante a F pour projection suivant Q O'.

Proposons nous de determiner F et »/. Pour cela prenons les moments
par rapport au point I. Le moment du Systeme % est nul, le moment de
reaction suivant P O et P' O a pour valeur Fq sin (O' O, O' Q). Ce moment doit
donc equilibrer le moment des charges verticales appliquees ä l'ensemble du
voile P R P" O. Nous allons calculer ce moment. Pour cela remarquons que la
resultante des charges verticales sur les triangles curvilignes PORetP' RO passe
par le point n' de la droite Q O' defini de la maniere suivante; si S' designe
le mileu de O'R', le vecteur S' zx' a pour valeur algebrique le tiers de la
projection S' Q de chacune des medianes PS' et P'S'. On a donc

>- +
OV f + l + 2a

Par consequent

Calculons F. On voit immediatement que

5 _L O

Fq sin (O' O, O' Q) cö ap "\ " sin (O' O, O' Q).
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F-. 2VO'Q= 2d(l + p).
Par consequent

cö a p -f- 2 p ö l + 2 p
1] ~ ö» ' l + p ~ TT+7'

Nous pouvons resumer les considerations qui precedent de la maniere
suivante. L'ensemble des deux elements de voile PRO et P' R O exercent sur
le tympan de juxtaposition une action qui se compose:

1 ° d'une force concentree s'exercant au point R qui n'est autre que la
resultante des reactions agissant suivant les generatrices P R et P' R.

2 ° d'efforts tangentiels s'exercant suivant l'arc de parabole R O et de
densite constante en projection.

3 ° d'efforts verticaux agissant suivant l'arc de parabole R O avec une
densite variant lineairement depuis le point R jusqu'au point O.

4° d'une force concentree s'exercant au point O qui n'est autre que la
resultante des reactions agissant suivant les generatrices P O et P' O.

L'ensemble des forces visees aux numeros 1 °, 2°, 3° forment ce que nous
avons appele le Systeme X. Au droit d'une section droite verticale quelconque
du tympan, la resultante des efforts et son point de passage sont uniquement
determines par les valeurs des differents elements constituant le Systeme X, et
le Heu de ce point de passage forme la courbe des pressions dans le tympan.
Cette courbe aboutit au droit de la section O' O au point / situe ä la distance
du point O egale ä la quantite q que nous avons calculee. En ce point la
resultante des efforts du Systeme X s'exercant sur le tympan a sa projection
parallele ä O O' egale ä la quantite F dont nous avons donne l'expression.
L'ensemble des reactions du voile au droit de la section O O' se compose de la
resultante precedente due au Systeme X appliquee au point / et de la resultante
appliquee en O des reactions suivant les generatrices PO et P' O. II est re-
marquable que la position du point / et la valeur de la composante suivant Q O'
de la resultante agissant au point I ne dependent que des quantites cö, a, l,p, d.

Nous allons examiner d'une maniere plus complete l'action du Systeme X
sur le tympan, en cherchant pour chaque section droite de ce tympan la valeur
de la resultante et le point de passage. II est evident ä priori en vertu de ce qui
precede que la valeur de cette resultante varie lineairement le long du tympan.
D'autre part si l'on se rapporte aux considerations developpees au § 8 du
chapitre B, on constate que le Heu du point de passage de la resultante ou courbe
des pressions est la somme d'une parabole ä axe vertical et d'une hyperbole ä

asymptote verticale.
Designons par cö l'angle que fait Q O' avec l'horizontale et par v la distance

R' R. Soit F0 et V0 les composantes de la force concentree agissant au point R
dirigees suivant Q O' et suivant la verticale. On a

F0 2i>l Vü 2ttv.
Les efforts tangentiels qui s'exercent suivant l'arc de parabole R O ont une
densite t qu'il est facile de calculer si l'on remarque la composante suivant Q O'
de la resultante de ces efforts sur l'arc R O tout entier dont la valeur est t p
doit equilibrer les projections suivant Q O' des reactions agissant suivant les
droites PO, PR, P' 0, P'R qui ont respectivement pour valeurs

&(l + p), »l, &(l + p), M.
On a ainsi

tp 2Ü(l + p) + 2l>l



Voiles minces en paraboloide hyperbolique 95

d'oü l'on tire

t 2*2-±±^.

Designons (fig. 108) par x et y les coordonnees d'un point M quelconque de
l'arc de parabole R O comptee parallelement ä Q O' et ä la verticale. La courbe
des pressions relatives aux efforts tangentiels seüls es't l'arc de parabole RI

3
tel qu'au point d'abscisse x, l'ordonnee M' Mx de cet arc soit egal ä ~ y (voir

chapitre B § 8). La resultante des efforts au point Mx a pour composante
parallele ä Q O' la quantite tx et pour composante verticale la quantite ty.

Calculons les moments M0 et Mx au point M' dus ä la force concentree
agissant en R et aux efforts tangentiels. On a

M0 — V0x • cos io — 2^j'jccos w,

Mx -^- t • xy cos co — xy cos co

La densite des charges verticales agissant sur l'arc R O au point M est de la
forme

P + p'x,
p et p' etant deux constantes. Le moment M2 de ces charges est:

*, -(£+*£)«¦.».
Le moment total M0 + Mx + M2 par rapport au point M' est ainsi:

m \A (2l + p px2 p'x3
Wl cos io \^-d LJ~xy — 20-vx — h; '—jr—

L3 p 2 6

et la resultante generale correspondante a pour composante suivant Q O'

\2l + L'.. .1
tx~F0 2»

d'ailleurs on a

x
y d

f-t

par consequent

cm [4& ,<f> \ s
X3 oo Px2 PX3]Tt cos co \-^-{2l + /li) ö—i — 2i)vx — !-= ^r~\

La distance au point M' du point de passage de la resultante a evidemment pour
valeur

ÜB

4 ,'h xa
~(2).+ fi)d—a-2irvx-3 LI6

px2 p x3

2 6

(tx-— F0) cos w
— 2k + "x l

Calculons maintenant p et p'. Remarquons pour cela que p est proportionnel
ä v et que p' ne depend pas de v, comme on le constate facilement du fait que
la Variation de v equivaut ä la consideration d'un busquage le long de l'arc de
parabole R O. Ecrivons que la resultante de toutes les forces agissant sur le
tympan entre R et O, le point O y compris, a une composante verticale egale au
poids coap. On a:
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map V0 — td + pp + ?-gL + V

V etant la composante verticale de la resultante des efforts le long des
generatrices PO et P' O soit:

V 2# (d + v).
Par consequent

O 3 1 '22^c5 — 2&v — 2&d+l-l+pp + ^-+2fr(d+v)
p 2.

et par suite

2 p
On a donc, puisque p est proportionnel ä v et que p' est independant de v

v
p -Air —

p3
On peut donc ecrire

m ^ C0SJ^{21 + p)ö~-2&vx + 2» — x2-2^ö2^^x3\
soit

2»cosco[(2l + p)^-£-vx(\-f)]
On verifie sur cette formule que v n'intervient pas dans la section transversale
O O' comme nous l'avons vu. On verifie egalement en faisant x p que la
valeur de 9JJ correspond bien ä celle resultant des formules precedemment
donnees pour F et q.

Voiles ä tympans en croix.
Nous appellerons voiles ä tympans en croix des voiles Supportes par deux

tympans orthogonaux se croisant au droit d'un appui double au centre de
symetrie du voile. Nous formerons ces voiles ä l'aide de voiles juxtaposes du
type precedemment etudie de maniere que les tympans de juxtaposition coi'n-
cident avec les tympans en croix. Parmi les voiles etudies nous distinguerons
deux categories, les voiles dont le pourtour exterieur est un rectangle et ceux
dont le pourtour exterieur est un octogone gauche projete suivant un rectangle.

Le voile le plus simple ä pourtour rectangulaire peut etre defini de la
maniere suivante: considerons (fig. 109) un rectangle C DC D' dont les milieux
des cötes sont respectivement A, B', A B. Soient 2 a et 2 b, les cötes du rectangle.
Prenons sur la verticale du centre du rectangle deux points O et O' distants de
6 et construisons les arcs de parabole A O, B O, A O', B' O', de deviation 6

et joignons par des droites le point O aux sommets C, D, C, D' du rectangle.
Disposons les tympans en croix suivant les plans A O A et B O B' et construisons
les parabolo'ides definis par chacun des triangles curvilignes AOC, B OC,
B OD', A OD', A OC, B' OC, B' OD, A OD. Nous aurons forme ainsi
4 voiles juxtaposes, OCBD', OD'AC, OC'B'D, ODAC auxquels la
theorie precedemment exposee sera applicable. L'application des formules alors
trouvees conduit aux resultats suivants. La couverture travaille au cisaillement
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suivant les generatrices lorsqu'elle est chargee uniformement en projection
horizontale. Si on appelle cö la valeur de la densite de la charge comptee suivant
le rectangle de pourtour, et $ la valeur du cisaillement on aura

cö • a • b
J ~2d~-

Le point de passage / de la courbe des pressions dans les tympans au centre du

voile se trouve ä une distance du point O egale -^-, et la valeur correspondante

pour chaque tympan de la composante de la resultante parallele aux tangentes
aux paraboles de juxtaposition ä l'origine des paraboles sur le pourtour est,
suivant les cas, 2 ft b' ou 2 & a' en posant

O'A d O'B b'.
Du voile precedent on peut deduire facilement un voile ä pourtour octo-

gonal gauche. II suffit de remplacer le rectangle de base CDC D' de la fig. 109
par l'octogone gauche Cx A Dx B' Cx' A Dx' B de la fig. 110, la definition du

B

-&

Fig. 109.

voile restant la meme. Toutes les proprietes et les resultats precedemment in-
diques restent valables sans changement, comme cela resulte de la propriete
fondamentale enoncee anterieurement.

Les deux voiles precedents sont composes chacun de quatre voiles a
Clements triangulaires juxtaposes. Nous dirons que ce sont des voiles simples en
ce sens que chaque bras de la croix des tympans ne porte qu'un seul voile ä
elements juxtaposes. Nous allons considerer maintenant des voiles doubles,
c'est ä dire des voiles pour Iesquels chaque bras de la croix des tympans porte
deux voiles ä elements juxtaposes.

Considerons (fig. 111) un rectangle CDC'D' de cötes 2a et 2b et dont
les milieux sont respectivement A, B', A, B. Prenons dans les quatre bras de
la croix des tympans passant par les milieux des cötes du rectangle quatre points
arbitraires symetriquement disposes deux ä deux, E et E' d'une part, F et Z7'

d'autre part. Prenons enfin trois points O, O', Ox sur la verticale du centre de
symetrie et donnons nous deux longueurs d et dx de maniere que les arcs de
parabole A E, B' F', A E', B F aient pour deviation 6 et aient leurs tangentes
en A,B', A,B concourant en O' et que les arcs de parabole OE, OF', OE', OF
aient pour deviation öx O Ox. Le contour C ADE definit un voile ä ele-

Abhandlungen IV 7
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ments juxtaposes suivant A E, le contour CODE un voile ä elements juxtä-

poses suivant OE. On peut definir de meme par des rotations de —, n et —
six autres voiles ä elements juxtaposes suivant les tympans en croix. L'ensemble

c B1 D

A'fi**^

Fig. 110.

formera un voile double ä tympans en croix. A chacun des voiles constituants,
ä elements juxtaposes, on peut appliquer les resultats precedemment obtenus.
Mais il y a lieu de remarquer, que dans un meme tympan il y a interference des
reactions dues aux deux voiles ä elements juxtaposes correspondants, d'oü il

¦ft ^~JA

~h.

Fig. 111.

resulte en particulier que le point de passage Z de la courbe des pressions au
droit de la section d'encastrement O O' ne sera pas en general le meme que dans
le cas d'un voile simple s'appuyant sur le meme rectangle CDCD' et le meme
point O ce qui peut permettre d'ameliorer le trace de la courbe des pressions.
Toutefois dans le cas oü les tangentes E Ox et A O' sont paralleles et les points

O, E et A sont en ligne droite, on a — *

et il n'y a pas de Variation du point Z. Dans ce cas il n'y a pas alors d'avantage
au point de vue de l'amelioration de la courbe des pressions, ä remplacer les
voiles simples par des voiles multiples.
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Les memes considerations sont applicables aux voiles multiples ä pourtour
octogonal gauche. II suffit de partir d'un voile ä pourtour rectangulaire et ä

deplacer les sommets du rectangle comme dans le cas des voiles simples.

§ 5. Voile en forme de coupole.
Considerons (fig. 112), dans le plan horizontal par exemple, un rectangle

CDCD ayant pour cötes DC 2a, DC 2b. Soient A, B', A, B' les
milieux des cötes et O' le centre. Portons sur les verticales de ces cinq points
les points A, B, Ä, B et O tels que A'A B'B Ä'Ä B'B Z7' et que
O' O h. Construisons les arcs de parabole OEC, OFD, O EC, OFD ä

axes verticaux dont les sommets E, F, E, F sont ä une distance verticale Z7 du
plan de base CDCD. Ces arcs de parabole et les segments OA, OB, OÄ,
OB, AC, AD, BD, BC, ÄC, ÄD, BD, BC determinent huit elements
triangulaires en paraboloide hyperbolique dont l'ensemble forme le voile que
nous allons etudier.

£

Fig. 112.

Supposons le voile charge avec une densite cö constante en projection
horizontale. Si l'on remarque que les huit elements de parabolo'ides peuvent etre
groupes deux ä deux, chaque groupe comprenant les deux voiles adjacents ä

un meme arc de parabole et pouvant etre considere comme un voile busque, les
reactions des voiles sur leurs bords se reduisent ä ces cisaillements suivant les

quatre noues OA, OB, OÄ, OB et suivant les membrures de bord AC, AD,
BD, BC, ÄC, ÄD, BC, BD et ä des efforts verticaux suivant les quatre arcs
de parabole issus de O. Nous allons calculer la valeur de ces cisaillements et
de ces efforts verticaux, puis nous determinerons la relation qui doit exister
entre H, H' et h pour que les reactions des noues et des arcs au point O
s'equilibrent.

CO'
Appelons AC le rapport -^-ßi, oü E' designe la projection du point E sur

O' C. La deviation de l'arc O E C est egale ä K2 H. Si nous completons (fig. 113)
le quadrilatere gauche du paraboloide OBCE ayant pour sommets O, B et C,
nous obtenons l'element de paraboloide OBC Ax. La parabole BIAx a meme
deviation Ax Ax que la parabole CEO soit K} H; d'autre part Ax' est l'inter-
section de la verticale de A avec le plan OBC et par suite AAx' h — Z7'.
Donc A'Ax K2H — H' + hetAAx K2H — 2H' + h. Si / est l'inter-
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section de la parabole BI Ax et de la parabole O E C, le coefficient de busquage
B a pour valeur:

B ~ J'A' sin CI'A '

/' etant le milieu de AB'. Par consequent si nous appelons / la longueur
1a2 + b2 des diagonales du rectangle de base, on a:

K2H—2H' + h K2Hl(. 2H' — h
B / 'y^ ——'— il_hi 11

ab ab \ K!12H I
Le cisaillement # suivant les generatrices a d'ailleurs la valeur

coab
0) ¦d-

2K2H'
0,1\

-yk' i

_ v

MA,

k > *F-

>.
-r
>i

Fig. 113.

D'autre part l'effort vertical unitaire sur l'arc OEC est egal ä

d__wabL 2H'—h\_2cöab (KH—H')

2abB&
T2

/ V KlH l l K2H
La poussee qui en resulte dans l'arc OEC est en projection horizontale

Ö72
Q

2K2H
soit

_ coabl I 2/7'— h
—TT7i \KH —H).2K2H V K2H 1 K"H

La composante verticale de cette poussee est en O

Q(K2H-h) _ coabl 2H'-h\l h_\ _ 2cöab
~ l 2 l /C2/7/\ K2h)~<K3H

Pour que cette composante equilibre la composante verticale des efforts qui
se propagent suivant les noues il faut et il suffit que

2coab(KH—H')(K— 1)

(KH-H')(K-\).

K3H
2 ö:(A-//')=|^(A-//').
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Or on a

(2) h K(2 — K)H.
La condition precedente s'ecrit donc successivement

2(/C/7 — H')(K— 1) K(2KH—K2H — H')

K_£).m=A=K(2_K)_*
d'oü l'on tire

(3)

K

H' _ 2-K2
H A 2 — K

H

Les relations (2) et (3) definissent la condition cherchee, ä laquelle doivent satis-
faire Z7, Z7' et h. Les valeurs de ö, Q, V sont d'ailleurs en fonction de K et Z7

K—\ 2coab
(4)

(5)

(6)

et

(7)

6

v —

2 — K l
K— 1 coabl

K2(2-K)'~TT
(K'-\)2 0_2coab
K(2-K)

et celle du coefficient de busquage B

2K2(K— 1) Hl
2 — K

'
ab

B

Chapitre D. Calcul d'une coque octopartite ä ceinture carree.

§ 1. Definition de la coque etudiee.
Donnons-nous (fig. 114) un carre de cöte 2 a dont nous prendrons le plan

pour plan horizontal. Ce carre formera la ceinture de la coque etudiee. Considerons

deux arcs formant croisees d'ogives
se projetant suivant les diagonales du
carre. Chaque arc est compose de deux
arcs de parabole symetriquement disposees
par rapport ä la verticale du centre du
carre. Les extremites de chaque arc de

parabole co'incident respectivement avec 2g
un sommet du carre et le point de la
verticale du centre du carre situe a une
distance h au-dessus de ce centre. La
distance Z7 entre le sommet d'un arc de

parabole et le plan du carre est liee ä h

par la relation
(1) /z 2Z7(f2"-l)

Le point de concours des arcs de

parabole sera le sommet de la coque
etudiee. Les droites joignant ce sommet Fjg 114
aux milieux des cötes du carre forme-
ront les noues des coques etudiees. Chaque triangle curviligne dont les cötes
se composent d'un arc de parabole d'une noue et d'un demi-cöte de la ceinture

C A' C

X A ä

c A C
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definit un element de paraboloide hyperbolique. La coque etudiee sera
composee de huit elements ainsi definis.

En vue d'assurer la stabilite d'une pareille coque, nous supposons que la
ceinture, les noues, et la croisee d'ogives sont renforcees, de maniere ä pouvoir
resister aux efforts que ces elements ont ä supporter. Ces efforts sont:

1 ° Sur la ceinture des efforts principaux axiaux et des efforts secondaires
de flexion horizontale et verticale.

2° Sur chaque noue des efforts axiaux.
3 ° Sur chaque arc de parabole des efforts situes dans le plan vertical de

la parabole.

§ 2. Charges appliquees.
Nous diviserons les charges appliquees en quatre categories. La premiere

categorie comprendra des charges verticales reparties avec une densite constante
en projection horizontale. Dans la seconde categorie nous rangerons tous les
systemes de charges ä repartition symetrique par rapport aux plans verticaux
des arcs et aux plans verticaux des noues. La troisieme categorie sera constituee
par ce que nous appellerons des charges symetriques gauches, c'est-ä-dire par
des charges telles que l'une quelconque d'entre elles soit egale et de sens
contraire ä celle appliquee au point symetrique par rapport au plan de l'arc de

parabole adjacent a l'element de paraboloide sur lequel eile agit. La quatrieme
categorie ne comprendra que des charges tangentielles.

Nous verrons que les quatre categories de charges precedentes permettent
de traiter les principaux cas ä envisager pratiquement.

Les charges de la premiere categorie ne donnent que des efforts axiaux
dans les noues, les arcs et la ceinture ä l'exclusion d'efforts de flexion.

Les charges de la deuxieme categorie ne donnent que des efforts axiaux
dans les noues et la ceinture; sur les arcs, elles provoquent des efforts de flexion
composee dans les plans de ces arcs.

Les charges de la troisieme categorie ne donnent que des efforts axiaux
dans les noues et donnent des efforts de flexion composee dans la ceinture; les
reactions sur les arcs sont nulles. Toutefois, suivant les cas, on peut envisager
ou non l'utilisation de la raideur des arcs dans leur plan vertical pour trans-
mettre aux appuis les efforts axiaux propages par les noues, afin de soulager la
ceinture.

Les charges de la quatrieme categorie ne donnent que des efforts axiaux
dans les noues et provoquent des efforts de flexion composee dans la ceinture
et dans les arcs.

§ 3. Action des charges de premiere categorie.
Ces charges sont constituees par des charges verticales reparties uniformement

en projection horizontale avec une densite constante egale ä cö.

L'action locale de ces charges se reduit ä deux cisaillements suivant les
generatrices ayant pour valeur commune

<2> »=!£•
II en resulte sur les noues des efforts axiaux repartis avec une densite egale

ä # de chaque cöte de la noue. Chaque noue transmet donc au sommet de la
coque un effort axial ayant en projection horizontale la valeur

(3) A/=2*« fg-.
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L'action de la coque sur la ceinture donne de meme des efforts axiaux
repartis avec une densite egale ä #. Les resultantes de ces efforts s'exercant d'un
meme cöte d'une noue se fönt equilibre sur la ceinture au droit de cette noue,
la valeur commune de ces resultantes etant

(4) C da=&a'
AH '

Les reactions de la coque sur un arc de parabole sont des charges verticales
reparties avec une densite constante en projection horizontale, densite dont la

4/7valeur <5 est egale au produit du coefficient de busquage — par la valeur com-
a

mune de la contrainte reduite horizontale normale au plan vertical de l'arc de
parabole, s'exercant de part et d'autre de cet arc et dont la valeur est &, soit

4/7
(5) d — V cöa.

Les charges d produisent sur chaque arc de parabole des efforts axiaux
ayant en projection la valeur constante

da2 coa3
(6) A=2H 2H'

On verifie facilement que le sommet de la coque est en equilibre sous
l'action des efforts axiaux des noues et des efforts axiaux des arcs; cela resulte
du fait que quatre efforts egaux s'exercant sur le sommet de la coque
tangentiellement aux arcs sont equivalents ä quatre efforts egaux s'exercant suivant
les noues si les projections horizontales de chaque serie d'efforts sont egales.
Les poussees sur les sommets de la ceinture dues aux arcs dont la valeur
commune est A s'equilibrent par des efforts axiaux suivant la ceinture ayant pour
valeur

(7) r A röa3

12 2Hl2
§ 4. Action des charges de deuxieme categorie.

Commencons par etudier les reactions sur son pourtour d'un element de

paraboloide projete (fig. 115) suivant ABC, (B est la projection du sommet
de la coque et B C la projection d'un arc de parabole). L'element de paraboloide
considere a son sommet O dans le prolongement de CA au-delä de A ä une
distance de A egale ä {\J2 — 1). Adoptons les notations des §§ 4 et 5 du
chapitre A. Prenons pour axes de coordonnees Oy et Of. Oy etant dirige
suivant C A dans le sens de C vers A, Oy' etant parallele ä B A et dirige dans
le sens de B vers A. Le gauchissement unitaire k est ici negatif et a pour valeur

absolue —T soit:
a- ,2/7(8) Ä -^-

Les coordonnees reduites g, g', liees aux coordonnees que nous venons de
definir par les relations
(9) g ky, k' ky
correspondent aux axes de coordonnees Og et O g' respectivement opposees
ä Oy et Oy'. Avec ce Systeme d'axes le point B a pour coordonnees
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(10)

en posant

g
g'

go

gö(12
go

— ka

1)

2/7

Considerons deux generatrices de systemes differents se coupant sur l'arc
projete en BC. Soit UV la projection du segment de la premiere generatrice
compris entre la noue et l'arc et V W la projection du segment de la seconde
generatrice compris entre l'arc et la ceinture. Nous appellerons # la valeur
commune des cisaillements suivant les generatrices en un point, vx l'integrale
indefinie des contraintes reduites s'exercant parallelement ä O g, et v2 l'integrale

indefinie des contraintes reduites s'exercant parallelement ä Og'. Nous

K a -

c A' C
1

3

A~

3

C

9'.
zX A

/ o

u <y\ C 9y
y A\ W

1

1

a(Vz-T)

r•
Fig. 115.

designerons par ¦&¦', v/, v2 les valeurs prises par les fonctions &, vL, v2 au point
U, par #", Vx", v2"j les valeurs prises par ces memes fonctions au point V, et par
#"', Vx"', v2" les valeurs prises par ces fonctions au point W.

Si l'on suppose que le voile considere n'exerce suivant la noue et suivant
la ceinture que des efforts tangentiels, les reactions du voile sur son pourtour
seront les suivantes:

1 ° Sur la noue projetee en A B un effort tangentiel egal ä &•' et dirige de
B vers A.

2 ° Sur la ceinture A C un effort tangentiel egal ä &'" et dirige de C vers A.
3 ° Sur l'arc projete en B C un effort tangentiel t" dirige dans le sens de

B vers C et une contrainte normale reduite n" dirige vers Pexterieur de l'element
ABC, les valeurs algebriques de t" et n" etant respectivement

t» _ h — v\
__

v"t — v"i

(12)

n"= d" + +
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Les Conventions de signes adoptees sont les suivantes: § sera positif quand
il tendra ä ouvrir l'angle gog', vt et v2 seront consideres comme positifs quand
ils representeront des charges dirigees dans le meme sens que les coordonnees.

Fig. 116.

Fig. 117.

N0, S0 et C0 sont des fonctions de gä don¬
nees par les fig. 117, 118 et 119.

Na, So und C0 sind Funktionen von£"0' und
durch die Fig. 117,118 und 119 gegeben.

A/0) S0 and C0 are functions of g0' given
by the fig. 117, 118 and 119.

Valeur approximative | n q
Angenäherter Wert } N0 0,3^Approximate value J £"

Valeurs de AZ0

Werte von N0
Values of N0

' -f- 4- -44-- -44
Vuf~-

ftt "Xf
--~y

M \m
f->.

— -i+ \U~

\f \~ -tl- ll-i>

0 0 6 0 7 0 8 0 S -*yc

Na
^1 -f 1,1716 g'J z-0,5

2^-c U2 ¦f 0,0858 L
*b+ff+1,1716#

/TT 0,1716 g-02

Faisons maintenant intervenir l'hypothese relative ä la symetrie des charges
appliquees. Sur chaque noue se propagent des efforts axiaux dont la resultante
au sommet de la coque a pour valeur en projection horizontale

03) N=-^\Si'dg',
so Jo

le sens positif adopte etant celui de A vers B. L'effort vertical correspondant
s'exercant sur chaque arc d'ogive au sommet de la coque est

(14) S 2ä'(VT-1)a/
le sens positif adopte etant celui de la verticale ascendante. L'action de la coque
sur la ceinture donne des efforts axiaux dont les resultantes s'equilibrent de
part et d'autre de la noue. La valeur commune de ces resultantes est, en prenant
pour sens positif le sens de A vers C

(15) C=—Zr\**dg,
g° "W2-1)
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Les reactions de la coque sur un arc de parabole se composent (fig. 116)
d'une charge verticale de densite d en projection horizontale et d'une charge
tangentielle de densite t en projection horizontale, ö et t ayant pour valeurs

(16) I 6=2^n"

en adoptant pour sens positif des ö le sens de la verticale ascendante et pour
sens positif des t le sens de B vers C. Les formules (16) se deduisent des

4Z7formules (12) en remarquant que le coefficient de busquage — a pour valeur
2g'Q en vertu de (11). a

Fig. 118.

Valeurs de S0
Werte von S0
Values of S0

S0 0,8284 go'No

Valeur approximative j
Angenäherter Wert > S0

Approximate value 1

3 + go

So

^ifc--^--

05 06 01 08 09 1 9o

Nous allons faire l'application des formules precedentes aux principaux
cas de charges de deuxieme categorie que l'on rencontre dans la pratique. A
cet effet nous repererons un point courant sur un arc de parabole par sa distance
horizontale au sommet de la coque, nous appellerons / la valeur de r aux som-

mets de la ceinture et nous designerons par q le rapport —

Fig. 119.

Valeur approximative
Angenäherter Wert
Approximate value

C0 0,2428 +

0,3536

0,4223

Valeurs de C0

0,1036

0.5 OS 0.1 0.8 03 t *'9o
Werte von C0 — Values of C0

1 M142g'+^1 +2 g?
Vi + 0,1716jtf + y-j¥L-° * * *" "' '" ' ""¦""S0 ' *ST 0,4142^ +V1 + 0,1716^

S0 et 4 sont des fonctions de e et gn' donnees par les fig. 120 et 121. ' SS
S0 und t0 sind Funktionen von e und g0' und durch die Fig. 120 und 121 gegeben.1,
<50 and /0 are functions of q and g0' given by the fig. 120 and 121.

1 ° Cas d'une charge verticale descendante P appliquee au sommet de la
coque. La charge consideree donne sur chaque arc d'ogive une reaction verticale

pdescendante concentree au sommet de l'ogive ayant une valeur --. II n'y a au-

cune reaction sur les noues et la ceinture.
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2 ° Cas d'une charge verticale descendante de densite constante p en
projection horizontale et appliquee uniformement sur les arcs de parabole. La
charge consideree donne sur chaque arc d'ogive une reaction verticale descendante

de densite p en projection horizontale.

3° Cas de charges verticales descendantes appliquees sur les noues avec
une densite variant lineairement depuis zero sur la ceinture fusqu'ä la valeur
p' au sommet de la coque. Si l'on decompose chaque charge elementaire
appliquee suivant les deux generatrices se croisant sur la noue, on constate
que les efforts qui se propagent suivant les generatrices sont des efforts de

Fig. 120. Valeurs de <50 — Werte von <50 — Values of S0

0,4142 + e+ |/-^ + l,1716-l,1716e + 2e2
r Soo=^0 1/^ +1,1716-1,1716e + 2 e2 |-^z.<5„

0,4142 + u*I7i6-2e + e2

(0,4142 +
\-e +

g'oL-
n + l,1716-l,1716 + 2e2

u<°- 1716+ 0,8284 q + 82

ISO

I

US

y\/ i Ss
s y S

,-" **~

t^ s~ L5 22 ¦&.

wo

g0-aeo

g'o m"-n

g'0-aso

9o-°5S
9o -o-so

'S

Valeur approximative — Angenäherter Wert — Approximate value
«50 0,980 + 0,107g; + 0,216g02 + (0,144-0,711g;-0,357g0»)e + (-0,234 + 1,091 & + 0,515g02) QK

traction ayant pour valeur, par unite de longueur de noue en projection

horizontale, la quantite constante P
2 g'o'

II en resulte que chaque arc de parabole

est soumis d'une part ä des charges verticales descendantes ayant en projection

une densite constante egale ä -—, d'autre part ä des charges tangentielles

dirigees de C vers B ayant pour valeur par unite de longueur en projection
horizontale la quantite constante

2 g'o
4° Cas d'une charge verticale descendante de densite constante cö par

unite de surface. En appliquant les formules donnees §§4 et 5 du chapitre A,
on trouve les valeurs suivantes des quantites
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(17)

N= cöa2N0,
5 — cöa2Sli,
C cöa2 C0,
6 - cö a d0,

t - co a tu.

h

ff°

ons
1

\ \\ tO.

0125 \ tp

Sv£>-

\
<i \\f \

V

aroo
\

s.

V CP \
\S>- \
>N \

^1
\

0075 \\ • \
\ \\

s \
s\

0050
V
\\

\\s

\̂
¦%

S^

0000

Fig. 121. Valeurs de t0 — Werte von t„ — Values of /<
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5 ° Cas d'une pression uniforme Px appliquee normalement et au-dessus
de la coque. En appliquant les formules donnees aux §§ 4 et 5 du chapitre A
on trouve les valeurs suivantes des quantites

N
S

c

Pxa2(\ + 0,5Q49gi)

P^2 (0,8284 4- 0,4181 g'02)

P,a2(^ 4-0,4596^)

d' -Px a [1 -f- ^ö2 (0,3432 — 4,3432 q + oq2)]
t =-Pia\g'0 (0,8284 — 0,8284 q)]

§ 5. Acfion des charges de troisieme categorie.
Les considerations du debut du § 4 et en particulier les formules (12)

sont applicables au cas actuel de charges symetriques gauches. Si l'on de-

X

/ A

yyyyyy/yyy' / //v,
/yyyyyZthC/ /y'
WyWiWM.

~N

2n'

\2n"

Fig. 122.

compose la contrainte normale reduite n" suivant ßC et VW et si on trans-
porte la contrainte ainsi obtenue suivant V IV au point W, on constate:

1 ° Que l'effort tangentiel exerce par un voile sur un arc de parabole fait
rigoureusement equilibre ä l'effort tangentiel exerce par le voile adjacent sur
le meme arc de parabole, et qu'en consequence les arcs de parabole ne sont
soumis ä aucune charge.

2° Que les noues ne sont soumises qu'ä des efforts axiaux dont la resultante

s'obtient par l'integration des contraintes &' le long de la noue

a K,
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3° Que la ceinture est soumise d'une part ä des efforts axiaux resultant
des contraintes &'" dont la resultante le long de AC a pour valeur

a Cs°'*/Y

et d'autre part ä des efforts de flexion dus aux charges transmises par les
generatrices et s'appuyant sur la ceinture avec une densite egale ä 2 n" par unite
de longueur de ceinture, n" etant donne par la formule (12).

Appliquons ces resultats au cas (fig. 122) d'une pression uniforme P2

appliquee normalement ä l'element ABC au dessus de la coque et d'une de-

pression uniforme egale appliquee normalement ä l'element adjacent ABC au
dessus de la coque. On a:

N P2a2p4+ 0,2525 g'

¦ C P2a2(^+ 0,4596 g0

2/z" ^44 + go(0,3432 - 4,3432 y + 6 y2)]

le sens positif choisi pour le charges 2 n" appliquees sur la ceinture A C etant
celui de B vers A, et y designant l'abscisse sur A C, en prenant A pour origine
et A C pour unite.

Resume.
L'etude statique des voiles minces en paraboloide hyperbolique travaillant

sans flexion est faite successivement geometriquement et analytiquement. Des
formules simples permettent de faire le calcul des contraintes dans tous les cas
de charge. Pour le calcul des couvertures les formules sont traduites en abaques.

Les voiles limites ä des paraboles principales peuvent etre etudies
geometriquement. Ces voiles se classent en voiles normaux, semi-normaux, tronques,
hyponormaux, sexqui-normaux, busques, voütes parabolo'ides, suivant la dispo-
sition des tympans. Ceux-ci se calculent d'une maniere simple en faisant usage
d'une remarque generale sur la propriete de la parabole. L'etude du type de
voile depend du genre de construction et l'etude geometrique faite a pour but
d'analyser d'une facon intuitive les efforts principaux permettant de faire un
choix rationnel du type de voile.

Les voiles limites ä des triangles curvilignes peuvent etre etudies d'une
facon semblable et se deduisent des voiles limites ä des generatrices rectilignes
par busquage. Au point de vue de l'emploi que l'on en peut faire il y a Heu
de distinguer entre les voiles busques et ceux simplement juxtaposes. Une
distinction importante au point de vue de la construction est celle des voiles
incomplets et des voiles complets. On peut ainsi construire des voiles limites
ä un rectangle avec points d'appuis, soit au milieu des cötes, soit aux sommets.
On peut egalement construire des voiles limites ä deux droites et ä une parabole

et effectuer plusieurs juxtapositions de ces voiles, par exemple les voiles
ä tympans en croix. On peut egalement construire des voiles en forme de
coupoles.

Un type de couverture donnant lieu ä des applications interessantes est
constitue par la coque octopartite ä ceinture carree formee de huit elements tri-
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angulaires identiques ou symetriques. Le calcul complet de cette coque est
facilite par la construction d'abaques.

L'etude est faite uniquement au point de vue statique et la question des
deformations n'est pas traitee.

Summary.
The statical investigation of thin Shells, stiff against bending, of parabolic-

hyperboloidal shape, is carried out by geometrical and analytical methods. The
stress calculation for all cases of loading can be effected by simple formulae
and by means of diagrams.

Shells with parabolic boundaries can be examined geometrically. Such
Shells can be divided up into plates. The calculation in such cases follows the
general remarks given concerning the properties of a parabola. The investigation
of Shells depends on the nature of execution. The geometrical treatment consists
in elucidating the main effects and rendering a suitable choice of the type of
shell possible.

The investigation of Shells ending in curved-line triangles can be done in
a similar way. These Shells are derived by kinking from Shells terminating in
straight line genetrices.

A Separation into incomplete and complete Shells is necessary as regards
application. Thus it is possible to form shells of rectangular border with points
of support in the middle of the sides as well as at the highest points. The same
is possible for shells where two straight lines and one parabola form the border
and give repeated juxtaposition, as e. q. with cross panel shells. Shells in
cupola form can also be constructed.

A special kind of covering which leads to interesting applications is re-
presented by the shell of eight sections with quadratic plan, composed of eight
equal-sided or symmetrical triangles. The füll calculation can be simplified
by use of tables.

The investigation is purely statical and does not consider deformations.

Zusammenfassung.
Die statische Untersuchung der dünnen biegungslosen Schalen in der Form

von hyperbolischen Paraboloiden wird geometrisch und analytisch durchgeführt.
Einfache Formeln erlauben die Spannungsberechnung in allen Belastungsfällen,
die auch mit Hilfe der Diagramme erfolgen kann.

Die parabolisch begrenzten Schalen können geometrisch untersucht werden.
Diese Schalen lassen sich nach der Form der Scheiben einteilen. Sie lassen
sich einfach berechnen mit Hilfe einer allgemeinen Bemerkung über die
Parabeleigenschaften. Die Untersuchung der Schalenart hängt von der Ausführungsart
ab; die geometrische Behandlung soll die Hauptwirkungen auf anschauliche
Weise entwickeln und eine zweckmäßige Wahl der Schalenart ermöglichen.

Die durch krummlinige Dreiecke begrenzten Schalen können ähnlich untersucht

werden; sie leiten sich durch Knickung von den mit geradlinigen
Erzeugenden begrenzten Schalen ab. Im Hinblick auf die Verwendung muß
zwischen geknickten und einfach überlagerten Schalen unterschieden werden. Eine
wichtige Trennung für die Ausführung ist die in vollständige und unvollständige
Schalen. Man kann so rechteckig begrenzte Schalen mit Auflagerpunkten sowohl
in den Seitenmitten als auch dem höchsten Punkt herstellen. Dasselbe ist für
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Schalen mit zwei Geraden und einer Parabel als Begrenzung und mehrere
Überlagerungen möglich, wie z. B. die Kreuzscheibenschalen. Auch Schalen in
Kuppelform können hergestellt werden.

Eine Abdeckungsart, die zu interessanten Anwendungen Anlaß gibt, stellt
die achtgeteilte Schale auf quadratischem Grundrisse mit acht gleichen oder
symmetrischen Dreieckteilen dar. Die vollständige Berechnung ist mit Rechentafeln

erleichtert.
Die Untersuchung ist rein statisch; die Verformungen werden nicht

behandelt.
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