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ETUDE EXPERIMENTALE DES CONTRAINTES
PRODUITES DANS UNE POUTRE PAR DES CHARGES

CONCENTREES.

EXPERIMENTELLE UNTERSUCHUNG DES SPANNUNGSZUSTANDES
IN EINEM BALKEN INFOLGE VON EINZELLASTEN.

EXPERIMENTAL RESEARCH ON THE FLOW OF STRESSES
IN A BEAM SUBJECTED TO POINT LOADS.

V. TESAR, Ingenieur, Docteur es-Sciences techniques, Paris.

L'etude des phenomenes produits par les charges concentrees a fait dejä
l'objet de nombreuses recherches theoriques et experimentales, dües notamment
ä Boussinesq, C. Wilson, Stokes, Pigeaud, Mesnager, Coker, Filon, Miura,
Seewald, Bay, Dischinger; on trouvera la bibliographie correspondante ä la fin
de cette etude.

Ce probleme se presente tres frequemment dans les constructions, et dans
des circonstances tres variees; aussi, nous estimons utile de presenter ci-dessous
les resultats des recherches photoelasticimetriques que nous avons pu faire
recemment au Laboratoire de l'Ecole nationale des Ponts et Chaussees ä Paris.

Objet des recherches.
On sait que les regles de la Resistance des materiaux sont basees sur

certaines hypotheses gräce auxquelles les methodes de calcul sont assez simples;
la plus fondamentale doncerne la repartition lineaire des tensions normales
dans chacune des sections transversales des poutres. Cette hypothese, deduite
de la Solution du probleme de St-Venant, est en effet exacte, ou tout au moins
ne s'ecarte qu'assez peu de la realite tant que l'element considere:

1 ° a la forme d'une poutre dont la section transversale ne varie que tres
lentement d'un point ä un autre;

2 ° ne presente aueune discontinuite de forme, et ne supporte que des charges
continues;

3° n'a qu'une section transversale relativement faible par rapport ä sa

longueur.
II resulte de ces restrictions que, en pratique, dans tous les cas, meme les

plus simples, on rencontre certaines zones dans lesquelles les methodes clas-
siques de la Resistance des materiaux se trouvent en defaut.

La theorie de l'elasticite permet cependant, dans certains problemes, en
nombre d'ailleurs encore assez limite, d'obtenir des Solutions analytiques qui
ne se pretent generalement pas ä une utilisation aisee.

II est donc d'un grand interet de recourir ä des procedes qui permettent
d'obtenir les Solutions correctes lorsque les methodes de calcul sont soit im-
puissantes, soit inutilisables en raison de la complexite de leurs resultats.
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La Photoelasticimetrie due ä A. Mesnager, qui, en partant des travaux de
ses precurseurs (Brewster, Carus Wilson, Wertheim) a reussi non seulement
ä creer les bases d'une methode complete, mais aussi ä realiser les premieres
applications pratiques (17), (18)1), permet precisement de resoudre ces
problemes par la voie experimentale.

Conditions generales de l'execulion des recherches.
La photoelasticimetrie est une methode optique qui ri'utilise actuellement

que la lumiere des sources4umineuses courantes visibles pour l'oeil; aussi, les
recherches doivent etre faites sur des modeles reduites transparents. Cette
circonstance provoque parfois l'objection suivante: l'etat des tensions relevees
sur les modeles transparents n'est-il pas different de l'etat des tensions des
constructions reelles en bois, en acier, en duralumin, etc...? Elle est pratiquement

sans fondement, car la similitude de l'etat des tensions dans les modeles
reduits et dans les ouvrages reels est completement realisee, moyennant
certaines precautions que l'on doit prendre dans l'execution des essais. •

En effet, les etudes comparatives faites sur les constructions et les modeles
semblables executes avec des materiaux et ä des echelles tres differents con-
firment parfaitement, comme l'indique d'ailleurs la theorie de l'elasticite, que,
tant que les taux de fatigue ne depassent pas les limites elastiques et tant qu,e
le coefficient de Poisson des materiaux utilises n'est pas trop different, l'e t a t
d'equilibre elastique est pratiquement independant de la
nature du materiau.

En outre, un tres grand nombre de problemes peut etre interprete en
elasticite plane, et dans la plupart des cas, l'etat des tensions elastiques est
alors independant de ce coefficient.

Ajoutons enfin que la photoelasticimetrie peut etre utilisee egalement pour
l'etude des phenomenes qui se produisent dans le domaine plastique; dans ce

cas, il convient alors de faire un choix plus particulier des materiaux d'essai et
de la grandeur des charges.

Solutions experimentales de quelques problemes.
Nous envisagerons successivement quatre problemes.
1 ° Poutte rectangulaire droite, de section constante, simplement posee

et chargee, au milieu de la portee, egale ä 5 fois la hauteur de la poutre, par
une force repartie sur une longueur egale au huitieme de la hauteur.

Nous avons pris pour premier exemple ce cas simple, qui, ä premiere vue,
ne presente aucune difficulte pour la determination theorique des tensions
interieures.

Mais si on le considere de plus pres, on constate qu'il est impossible de
culculer les tensions ä l'aide des regles de la Resistance des materiaux, dans
les zones avoisinant les points d'application de la charge et des reactions des
appuis (surfaces hachurees sur la fig. 1).

Ce n'est que dans les parties restant en dehors de ces zones que les
resultats des calculs usuels concordent avec la realite.

Ce probleme est resolu par la theorie d'elasticite (v. 19 bis), p. 183—205.
Mais les expressions analytiques correspondantes sont des series de fonctions
hyperboliques, difficilement susceptibles d'etre utilisees dans la pratique.

Par contre, l'etude experimentale est facile ä realiser.

1) Les chiffres entre parentheses renvoient ä la bibliographie ä la fin de l'article.
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La figure 2 represente les lignes isostatiques des deux families. Soient vx
et v2 les contraintes principales orientees suivant les tangentes aux courbes
dessinees respectivement en traits discontinus et en traits pleins.

Fig. l.

On voit immediatement, ä l'aspect de ces lignes, que c'est seulement entre
les sections I—I' et II—-II' oü elles sont symetriques par rapport ä Faxe longi-
tudinal de la poutre, que les regles de la Resistance des materiaux sont
applicables ; et l'on verifie que l'effet des perturbations causees par les charges
concentrees est pratiquement insensible ä une distance de ces charges egale ä la
hauteur de la section transversale.
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Ge Et
Sections
Schnitte

Pour pouvoir mieux apprecier le caractere de ces perturbations nous avons
determine les contraintes dans les sections verticales passant:

A par la charge centrale P.
G et Ge par les axes des appuis de droite et de gauche.

B et C; Bx et Cx, ä des distances egales ä — et — ä droite et ä gauche
de la section mediane A. 4 2

h h
D, E et De, Ee ä des distances egales ä — et —/ comptees ä partir des

appuis de droite et de gauche, vers le milieu de la portee.
E' symetrique de la section E, par rapport ä l'appui de droite.
Nous avons represente les resultats des mesures relatives ä ces sections

dans les figures suivantes:
fig. 3: sections A, B;
fig. 4: sections C, D, E, G;
fig. 5: sections Ee, Ge;
fig. 6: sections E'.

Le premier diagramme relatif ä chaque section figurant sur ces dessins est
le releve des differences des contraintes principales (vx — v2) qui
sont determinees directement par les mesures des birefringences sur le modele.

Abhandlungen IV 35
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Nous avons represente ensuite pour toutes les sections: les contraintes
horizontales vx, les cisaillements x, les contraintes verticales vy et la somme
des contraintes principales (vx A- v2) (vx A- vy) valeur qui intervient avec
la difference (vx — v2) dans la definition de l'etat des tensions si l'on se sert
de la representation de Mohr.
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En ce qui concerne la section A (fig. 3), on constate que la contrainte vy
qui lui est parallele a son maximum sur le contour superieur; en se rapprochant
du contour inferieur, eile diminue rapidement pour s'annuler au bord meme.

La repartition des contraintes vx normales ä cette section est tres loin de
celle que l'on aurait si les regles de la Resistance des materiaux etaient encore
applicables. Le calcul correspondant donnerait en effet pour valeur des
contraintes extremes en supposant la charge P concentree en un point et les appuis

M-h P bPh
ponctuels: A-- -yy- ± 7,5 --, le moment etant M et le moment
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d'inertie / — (l'epaisseur etant prise egale ä l'unite).

L'experience montre au contraire que le taux de fatigue de la fibre inferieure

tendue est un peu plus faible (ö,8— au lieu de 7,5 —), tandis que le taux de

fatigue en cornpression de la fibre superieure est majore de 73,4o/0 (vx 13 —
P\ \ h

au lieu de 7,5 —

Mais il importe de souligner que cette cornpression elevee ne regne que
sur la longueur de la zone supportant la charge concentree, oü la contrainte

pverticale vy est egale ä 8 —, la charge P etant uniformement repartie2) sur

une longueur egale au Vs de la hauteur de la poutre.

Contraintes paralleles au contour-
Spannungen parallel 2um UmFang
Stresses parallel to penmeter

Contraintes normales au contour
ÜB Spannungen senkrecht zum UmFang

Stresses normal io penmeter
13 Z-

ä s»
<J?*- C3

Ge £, Dc C, B, A B D £ E £^I

K kc£

«f Wf\l7 ,7f\1.1
fcG, £. 0.

fei $-Z5h

B, A B
1 L£+£J '

5
ihm

0 £ G "E

h

Fig. 7.

Au voisinage immediat de la charge P, la cornpression vx de la fibre
superieure diminue rapidement; ainsi, ä la distance — du milieu de la poutre, soit

P Ple vingtieme de la portee, eile est reduite de 13 — ä 6 y-, valeur dejä inferieure

P
ä la valeur qui decoulerait du calcul approche, soit 6,75 y-.

Pour rendre plus sensible l'etat des contraintes sur les bords de la poutre,
nous avons represente sur la figure 7 les contraintes tout le long du pourtour

du modele: les surfaces dessinees en hachures serrees sont relatives aux
/ pcontraintes normales au contour aux appuis de gauche et de droite v« 4 -r-;\ p\ h

ä l'aplomb de la charge centrale, vx 8 — I; les surfaces aux hachures plus

espacees sont les contraintes longitudinales sur le contour.
A titre de comparaison, on a trace en traits mixtes sur les contours superieur

et inferieur la ligne representative des valeurs des contraintes telles

2) Pour assurer cette repartition uniforme dans l'experience, nous avons utilise une
couche de carton delimitant la zone d'application de la charge concentree P.
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qu'elles resulteraient du calcul usuel, donnant une repartition lineaire, qui part
des valeurs 0 au droit des appuis (section G et Ge) pour atteindre au milieu

pde la portee la valeur 7,5-—.

En raison de la symetrie il n'y a pas de cisaillement dans la section A.
Sur la figure 3, on trouve egalement les contraintes relatives ä la section B.

On pourrait s'etonner de voir que, dans cette section ainsi que dans les suivantes,
les differences des contraintes principales (vx — v2) ne changent pas de signe,
tandis que dans le cas de la section Ä, les differences des contraintes (vx — vy)

\(vx — v2)[ sont des tractions pres du bord inferieur et des compressions pres
du bord superieur.

Pour eviter toute Interpretation erronnee, il est necessaire de bien distinguer
les contraintes vx et v2 des contraintes vx et vy. Ces dernieres etant les contraintes
horizontales et verticales sont egalement les contraintes principales dans le
cas particulier de la section A; mais dans la partie superieure de la poutre, aul-
dessus d'un certain point, que l'on appelle point singulier [oü s'annule
la difference des tensions principales (vx — v2)\ on a: vx v2, vy vx, tandis
que entre le point singulier et le bord inferieur, on a: i1, V] et vy v2.

On s'en rend aisement compte en se reportant au dessin des lignes
isostatiques (fig. 2).

On trouve en effet que dans la section A, au-dessus du point singplier
(oü, en meme temps que la difference des contraintes principales s'annulent
egalement les rayons de courbure des lignes isostatiques), les isostatiques des
contraintes verticales sont dessinees en trait discontinu (vx), et les isostatiques
des contraintes horizontales sont en trait plein, (v2), d'apres la definition que
nous avons choisie plus haut; c'est l'inverse au-dessous du point singulier.

En general, quand on traverse un point singulier
suivant la courbe isostatique double qui y aboutit, il y a
toujours interversion des families des isostatiques.

Nous utiliserons dans la suite ces constatations qu'il nous a paru necessaire
de signaler ici, pour faciliter l'interpretation des phenomenes se produisant
sous l'action de la charge concentree.

La Variation des contraintes normales, vx, dans la section B (fig. 3) se
rapproche dejä beaucoup plus de la loi lineaire du calcul approximatif, qui

pdonnerait pour valeur extreme des contraintes A-- 6,75 —.
PLa courbe des cisaillements a son maximum 0,9 — ä une distance de

0,31 h du bord superieur, contrairement au calcul approche qui fournirait
pt 0,75— au milieu de la hauteur de la sectiqn.

La contrainte verticale vy a dejä une valeur relativement tres faible, avec
p

un maximum egal ä 0,3 —.
Les contraintes vx et t des sections C et D (figure 4), relevees

experimentalement, montrent des ecarts tres faibles par rapport au calcul approximatif.

C'est seulement dans le trace des differences des contraintes principales
(vx — v2) de la section D, que commence ä se manifester l'effet de l'appui qui

se trouve ä une distance — de la section D.
2
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Les perturbations s'accentuent au für et ä mesure que l'on s'approche de

l'appui, ainsi qu'on peut le constater sur les traces des courbes des contraintes
des sections E et O de la figure 4 et sur la figure 7.

On constate notamment que, sur le contour inferieur de la poutre ä proxi-
mite de l'appui (fig. 7) la tension ne diminue pas aussi rapidement que le
ferait supposer le calcul approche, et que sur l'appui meme, la tension longi-
tudinale devient brusquement une cornpression sur la longueur entiere de la
zone de repartition de la charge de l'appui.

Sur les diagrammes des contraintes de la section G (appui de droite) (fig. 4)
on se rend compte en effet que la contrainte vx est une cornpression d'une valeur

pde 2,7 y- sur le bord inferieur; si l'on s'eloigne de ce bord, eu suivant la

verticale, la cornpression se change en traction; eile redevient une cornpression
en s'approchant du bord superieur.

La courbe de repartition des cisaillements % de la section G conserve sen-
psiblement une forme parabolique avec une valeur maximum de 0,4—

La contrainte verticale vy nulle sur le bord superieur, augmente d'abord
p

lentement, puis rapidement, pour aboutir ä la valeur 4 — au contour inferieur
h p

sur l'appui meme, en raison de ce que la zone de repartition de la reaction —

a une longueur -—.
o

Dans le cas de l'appui de gauche, la repartition des contraintes est con-
siderablement modifiee par le fait que l'extremite de la poutre se trouve sur
le bord exterieur de l'appui, ainsi qu'on peut en juger sur la fig. 5, repre-
sentant les contraintes dans les sections Ee et Ge, et en la comparant avec les
sections E et G de la figure 4.

Enfin, nous avons mesure egalement les contraintes dans la section E'

situee ä une distance de — ä droite de l'appui de droite (fig. 2 et 7), les

resultats de ces mesures etant reportes dans la figure 6.
Dans cette section, qui se trouve en dehors de la portee de la poutre, 1 e s

contraintes ne sont pas nulles, contrairement ä ce que don-
nerait le calcul approximatif. On verifie toutefois que la repartition
des contraintes dans la section E' est teile, que l'effort normal, l'effort
tranchant et le moment flechissant sont nuls, conformement aux conditions statiques
du probleme.

Dans le cas present, les valeurs absolues des contraintes au voisinage des

appuis sont relativement faibles par rapport aux contraintes dans les sections
centrales A, B, C, parce que l'effet du moment flechissant est predominant.
Mais il en serait tout autrement si l'on reduisait la portee de la poutre en
augmentant en meme temps la charge, ou si la force agissant sur le contour
superieur etait placee pres de Tun des appuis. Dans ces deux cas, la section
la plus fatiguee ne serait plus la section mediane, mais se trouverait dans la
zone de l'appui meme. Et c'est pour ces cas, en particulier, que l'examen des
sections pres de l'appui est utile.

Etude detaillee des efforts ä l'aplomb de la charge centrale.
Examinons de plus pres la Variation de l'etat des contraintes dans la zone

situee au-dessous de la charge centrale P (v. figure 2), en fonction de la
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longueur de repartition de la force P sur le contour, tout en supposant toujours
cette repartition uniforme.

Pour nous permettre de comparer les resultats experimentaux avec la
Solution analytique, nous assimilerons l'etat des contraintes au voisinage im-
mediat de la Charge centrale de la poutre flechie ä celui produit par la
superposition de deux etats de charges elementaires (fig. 8 a et 8 b):

a) Un demi-plan indefini charge uniformement sur une zone AB.

A

i
2.

B
F
t
.1

Fig. 8 a. Fig. 8 b.

Fig. 9.

On sait que dans ce cas les contraintes vx, vy et r sont definies par les
formules suivantes:

"' 1 - JL \ft 4- 2ay(x>-f~-a?) 1

vA ~ it V ~ (x2A- v2-f-a2)2 — 4a2x2\

ou

%

p

(x2 A-y2 + a2)2

Aaxy2
ic (x2-\-y2 + a2)2 — Aa2x2

P
2a
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Les lignes isostatiques sont des hyperboles et des ellipses homofocales
(«g. 9).

b) Le meme demi-plan indefini comprime dans le sens horizontal suivant
la loi vx v0 — ky; alors vy 0, r 0.

La superposition des deux etats de charges elementaires conduit ä un etat
elastique qui fait apparaitre trois points singuliers sur l'axe vertical
de symetrie; sur cet axe on ar 0, et les contraintes principales sont identiques
ä vx et vy. On aura pour x 0:

p Aay
*y — n (y2 Ar a2)

ky.

Za

K

^Jrt*
y^tiy.

&

Fig. 10.

Les points singuliers sont caracterises par la condition vx — v2 0, c'est-
ä-dire ici: vx — vy 0, ce qui conduit ä l'equation de 34me degre:

ky3 — v0y2 + a[ak -\--^y — v0a* =0.
Les lignes isostatiques ont alors en general l'allure qui est donnee par

la figure 10.
On remarque sur l'axe vertical de symetrie les 3 points singuliers Sx, S2

et 5,.
Ce dessin represente la disposition des lignes isostatiques dans la zone

situee au-dessous de la charge centrale, pour une poutre flechie d'une facon
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entierement analogue ä celle de la poutre de la fig. 2, mais avec une legere
modification, relative ä la longueur de la zone sur laquelle la charge P est
repartie.

Tandis que dans le cas de la fig. 2 la longueur de cette zone etait le 1/8

de la hauteur, dans le cas de la figure 10, la longueur AB est seulement egale
ä A/12.

Si l'on reduit encore la longueur A B 2 a en conservant les autres donnees
caracteristiques du probleme, le point singulier S2 s'eloigne tres peu du bord
superieur, tandis que le point 53 s'en rapproche pour se confondre finalement

ii i i i y. >y. mm

/
T

>^3 -^

--^7 \^--.^ / / \N x/ * \\ N/ /
\

Fig. 11.

avec les points A et B, dans le cas limite oü la longueur de repartition AB se
reduit ä zero, c. ä. d. quand la force P devient une charge concentree en un
point. Dans ce cas, l'allure des lignes isostatiques est celle qui est representee
sur la fig. 11.

Ce dernier probleme a ete resolu analytiquement d'une facon rigoureuse
par A. Mesnager (19 bis) ainsi que nous l'avons dejä signale au debut.

D'autres savants comme C. Wilson, Stokes, ont cherche des Solutions
approximatives pour obtenir les expressions des contraintes vx, vy, r sous formes
finies; l'inconvenient de ces dernieres Solutions consiste en ce qu'elles ne
donnent des resultats satisfaisants que dans certains cas particuliers; si l'on
voulait en faire usage pour d'autres cas, on se trouverait, quant au degre d'ap-
proximation, dans la meme incertitude oü l'on est lorsque l'on utilise les regles
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de la Resistance des materiaux pour resoudre les problemes dans lesquels les
hypotheses simplificatrices correspondantes ne sont pas satisfaites d'une
maniere suffisamment approchee.

Les Solutions analytiques rigoureuses ou approximatives que nous avons
signalees, supposent d'ailleurs une poutre de longueur indefinie. On se heurte
ä de nouvelles difficultes lorsqu'il s'agit d'etudier l'etat des contraintes aux
abords des extremites.

Fig. 12.

Notre etude experimentale (fig. 2 ä 7) a eu pour objet, entre autres, de
faciliter la comparaison entre les contraintes qui se produisent au voisinage,
d'un appui (ä gauche) place ä l'extremite meme de la poutre et d'un autre
appui (ä droite) au-delä duquel la poutre est prolongee jusqu'ä une distance
teile que l'effet produit par l'extremite de la poutre ne se fait plus sentir dans
la section de l'appui.

n
M

Im$33

Fig. 13.

Nous avons poursuivi d'autre part les essais comparatifs sur un modele
analogue, presentant des saillies rectangulaires, normales aux faces de la poutre,
avec des conges de raccordement d'un rayon egal ä /z/25 (fig. 12). La largeur

h
des saillies transmettant les charges concentrees a ete de —- environ.

Les figures 13 ä 18 representent respectivement les lignes isostatiques et

les contraintes le long du contour du modele dans 3 zones designees sur la
figure 12 par les lettres a, b, c.

Parmi les cas particuliers relatifs ä l'etat general des contraintes sous la
charge centrale, represente sur la figure 10 nous avons examine jusqu'ici la
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modification de l'allure des courbes isoßtatiques qui se produit quand on res-
serre la longueur A B de la zone de repartition de la charge.

Si on la dilate, par contre, on se trouve justement dans le cas etudie sur
les figures 2 ä 7, oü la largeur de repartition est /z/8 au lieu de /z/12 de la
figure 10. En comparant la configuration des lignes isostatiques de cette
derniere figure avec leur disposition dans la zone correspondante de la figure 2,
on constate qu'au lieu de 3 points singuliers, on a dans le cas oü la longueur
de la zone de repartition est egale ä /z/8, un seul point singulier sous la charge.

M

Fig. 17.

Cette disparition des points singuliers S2 et S3 (figure 10) correspond,
dans I'interpretation analytique du phenomene ä ce que deux des trois racines
de l'equation du 3™e degre qui determine les ordonnees des points singuliers
sont devenues imaginaires.

On remarque sur la figure 10 que les points singuliers Si et S3 sont du
meme caractere, que nous avons designe dans notre communication anterieure
(36) comme positif, contrairement ä celui du point S2 qui est negatif:

Nous rappelons que nous considerons un point singulier comme „positif"
ou „negatif" suivant que la rotation des lignes i s o c 1 i n e s autour de ce point
a lieu dans le meme sens que la rotation des directions des tensions principales
ou dans le sens contraire3).

En dehors des points singuliers i s o I e s, ou de premier ordre,
qui sont traverses par une seule isoclinede parametre determine, il

3) Cette designation a pour but d'eviter les confusions entre les points singuliers
de premiere et de deuxieme espece. M. Föppl (7 bis) appelle en effet point singulier
de „erster Art" ce que M. Friedel (11) et A. Mesnager (20), (21) appellent point singulier

de deuxieme espece et inversement.
La figure 22 est une recapitulation de la definition relative au p o i n t singulier

i s o 1 e.
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existe des points singuliers du deuxieme ordre ou du troisieme ordre
ou encore d'ordre plus eleve, suivant qu'ils sont traverses par 2, 3, etc..,.
lignes isoclines de meme parametre.

Un point singulier du premier ordre (ou isole) ne peut etre en partie
positif et en partie negatif, ainsi que l'a dejä signale A. Mesnager [(21) p. 25,
(20) p. 102].

Orientation des directions
des contraintes principales
Orientierung der
Hauptspannungsrichtungen
Orientation ofprincipal
stress directions

SO'
-y/i

60-y / i/ I
40 I

20
0.0

W \\ \\ 60
80

20

40

Lignes isoclines
Linien gleicher Neigung
Isoc/inic lines S/

40" ////
20 '

/ ¦-•

\\
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>^60'

80'
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Lignes isostatiques
Linien gleicher Spannung
Lines of equal stresses

\

Point singulier isole
Einzelpunkt
Isolated Singular point

posiHF
positiv
positive

negatif
negativ
negative

Fig. 22.

Mais les points singuliers d'ordre superieur äun peuvent
etre de caractere mixte c. a. d. en partie positif et en partie negatif.

De tels cas se presentent sur les surfaces des ouvrages, partout oü il y a

une discontinuite dans les distributions des charges; par exemple ici, aux
extremites des zones supportant les charges concentrees. Dans le cas de la
figure 10, les points A et B sont des points singuliers de caractere mixte.
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L'equation des lignes isoclines, — lieu geometrique des points oü les
contraintes principales sont paralleles ä une direction fixe, definie par un
parametre donne, — s'exprime en fonction des contraintes vx, vy, et x par la relation

tg2v
2%

On l'obtiendra donc en coordonnees cartesiennes en substituant dans cette
equation les valeurs de x et (vx — vy) precedemment indiquees.
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Fig. 23.

Dans le but de simplifier autant que possible les calculs, et comme il ne
s'agit que d'etudier le caractere des courbes au voisinage immediat des points
A et B (fig. 10), nous pouvons supposer k 0, ce qui aura pour consequence
de rejeter ä l'infini le point singulier Sx, sans changer le caractere des phenomenes

que nous desirons etudier aux points A et B.
Dans ces conditions, on aura:

tg2v
nv0 [(x2 + y2 Ar a2)2 — 4 a2 x2] 4- 2y (x2 —y2 — a2)
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La figure 23 represente les lignes isoclines correspondant aux directions
0, 25, 50 et 75 grades, calculees ä l'aide de l'equation precedente dans le cas

particulier oü j>0 -.— •4jiß

3S

^ SSS ö^ 2.5
°>E

¦4*&PZ&^&•*<-
BSMl 11

P-2p.a

E SS g- _J%& g—:E"s3 J>

Sj t».

x Fig. 24.

—f!J Fig. 24 b.

.||| Fig. 24 a.

Les lignes isostatiques dessinees ä l'aide de ces isoclines sont donnees
sur la fig. 24.

Pour le cas que nous avons voulu etudier, il suffit de conserver seulement
la moitie inferieure de la figure 24, ainsi que nous l'avons fait dans les fi-

Abhandlungen IV 36
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gures 24 a, 24 b. Cette derniere correspond ä un corps charge par une force
verticale P, uniformement repartie sur une longueur 2 a, et comprime uniforme-

pment dans le sens horizontal par la contrainte v0 -.
4 na

La moitie superieure correspondrait ä un corps semblable, qui, au lieu
d'etre comprime, serait tendu dans le sens horizontal.
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Fig. 25.

Pour en revenir ä l'examen des points A et B, nous constatons sur le
dessin des lignes isoclines, fig. 23[, que ces points sont toujours traverses
deux fois par l'isocline relative ä un parametre donne, tandis que chaque
isocline ne passe qu'une seule fois par le point singulier 53.

S3 est donc un point singulier du premier ordre, tandis que les points A
et B sont du 2^« ordre.

On remarque, en outre, sur le dessin des lignes isostatiques 24 a que le
point S3 est positif, suivant la definition donnee plus haut.

Si l'on reduit la zone d'application AB 2a a zero, l'equation precedente

definira les isoclines dans le cas d'une charge verticale concentree en
un point, appliquee au contour d'un corps comprime ou tendu dans le sens
horizontal; eile deviendra
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tg2v
Axy2

!^L(x*Jrf.)2 + 2y(x2-y2)

La figure 25 represente les lignes isoclines correspondant au cas oü
2P

v0
nyo

La figure 26 represente les lignes
isostatiques dont la partie inferieure
(fig. 26 a) ou superieure (26 b) ä Taxe
X— X donne la direction des
contraintes principales au voisinage du bord
horizontal d'un solide comprime dans
le sens vertical par une force P
concentree en un point, et comprime ou
tendu dans le sens horizontal par une
charge uniforme.

Sur la figure 25, on peut constater
que le point 5 d'application de la charge
est traverse trois fois par chaque
courbe isocline; c'est donc un point
singulier du troisieme ordre.

Si l'on compare la figure 26 a ä la figure 11, on voit sur cette derniere
que le point d'application de l'effort concentre est de caractere absolument
analogue ä celui du point 5.

Fig. 26.

—i—

?S g-Slik-ll- ~_lL?g*= « KQ Qj ^
&>k &>^

II F'S- 26 b.

Fig. 26 a.

2 ° Poutre droite, simplement posee et chargee par une force isolee placee
au 1/10*™ de sa portee, la hauteur de la poutre etant egale au I/5ime de sa
portee,

L'ecart entre les contraintes relevees experimentalement dans le cas de
l'etude dont les resultats sont representes sur les figures 2 ä 7, et celles qui
sont determinees par le calcul usuel approximatif, est, on le voit, assez con-
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siderable; il l'est davantage encore dans le cas d'une poutre chargee par une
force placee dissymetriquement par rapport aux appuis.

Nous avons represente sur la figure 27 les lignes isostatiques relevees
experimentalement.

y L=5h

Fig 27

v,-72
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7v, 33
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-10

212ros*>
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Fig. 28.

La poutre a ete chargee sur la face superieure par une force P agissant ä

une distance de h/2 de l'appui gauche. Les efforts düs ä la charge P et aux
deux appuis ont ete transmis au modele par l'intermediaire des plaquettes de
repartition de longueur h/8 chacune.

Etant donne que la poutre est sut appuis simples, les reactions des appuis
ont les valeurs suivantes: appui de gauche: 0,9 P, appui de droite: 0,1 P.

Nous avons trace sur la figure 28 les contraintes mesurees le long du
contour; ä titre de comparaison la repartition des contraintes calculees d'apres
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les regles de la Resistance des materiaux, en supposant la charge ponctuelle,
ainsi que les appuis, est indiquee en traits mixtes.

Les contraintes vx, vy, % dans les trois sections:
A: sous la charge P;
C: dans l'axe de l'appui de gauche;
B: au milieu de la distance entre A et C, sont donnees par la figure 29.
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On remarque notamment que la contrainte vx mesuree sur la fibre
inferieure tendue dans la section B est superieure au double de la contrainte
calculee.

o =nr= o
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Fig. 30 a. Fig. 30 b.

La contrainte de la partie comprimee de la meme section n'est pas maximum

sur le contour superieur ainsi que le suppose le calcul approche, mais ä

une distance de 0,158 h au-dessous de celui-ci.
Dans la section A, on constate une brusque augmentation locale de vx,

sous la charge, que nous avions trouvee aussi dans la section A de la premieie
etude (v. fig. 3).
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Contraintes normales au contour
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Stresses normal to perimeter

^^ Contraintes paralleles au contour
11| | | Spannungen parallel zum Umfang

Stresses parallel to penmeter

Fig. 31.

L'effet des perturbations cesse pratiquement ä une distance legerement
superieure ä h, comptee horizontalement ä partir de la section A; dans toute la partie
restante de la poutre, ä l'exception de la zone de perturbation voisine de l'appui
de droite, l'experience confirme la validite des calculs de la Resistance des
materiaux.
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Les perturbations causees par l'appui de droite dans le cas present sont
sensiblement celles qui ont ete etudiees dans le cas de la poutre examinee au
debut (fig. 2 et 5).

3 ° Poutre droite chargee par deux forces opposees, dirigees notmalement
ä l'axe longitudinal de la poutre, et placees ä son extremite (fig. 30 et 31).

La longueur de la zone de repartition de la charge exterieure F a ete dans
cet essai: b 0,171 h. Le modele a ete observe tout d'abord en lumiere po-
larisee rectilignement, ce qui a permis de relever les lignes isoclines (fig. 30 a)
ä l'aide desquelles on a trace ensuite les lignes isostatiques (fig. 30 b).

La deuxieme phase experimentale (mesure des birefringences en lumiere
polarisee circulairement), nous a fourni le reseau des lignes d'egales differences
des contraintes principales (vx — v2) (fig. 31a).

La graduation des courbes portee sur cette figure represente le resultat
direct des mesures, avec une legere dissymetrie par rapport ä l'axe longitudinal
qui est due ä de petits defauts, d'ailleurs inevitables, du Systeme experimental.
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Fig. 32 a. Fig. 32 b.

L'unite de graduation est definie par la valeur relative de la charge ex-
F

terieure -y- 0,334.

A l'aide de ce dessin, en prenant les valeurs moyennes des deux moities
et en utilisant quelques mesures complementaires, il est facile de tracer les

lignes representant les contraintes le long du contour (fig. 31 b). Pour faciliter
l'utilisation de ces resultats, nous avons exprime dans cette figure les contraintes

F
en prenant pour unite le rapport -y-.

Sur cette meme figure, nous avons represente aussi les contraintes relatives
ä l'axe longitudinal, oü vx et vy sont les contraintes horizontale et verticale.
Les lettres p et t designent une cornpression et une traction pour eviter toute
erreur dans l'interpretation des resultats.

4 o Poutre droite chargee par deux forces opposees, dirigees normalement
ä l'axe longitudinal de la poutre et placees ä une distance de h/2 de son
extremite, h etant la hauteur de la poutre (fig. 32, 33).

L'etat des contraintes varie assez rapidement si l'on change la position
des forces F.

L'etude qui fait l'objet des figures 32 a et b, 33 a et b, a ete executee dans

les conditions entierement analogues ä celles de l'etude precedente.

Figures 32a: lignes isoclines;
Figures 32b: lignes isostatiques;
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Figures 33a: lignes d'egales differences des contraintes principales pour

^=0,429;
Figures 33 b: contraintes le long du contour et le long de l'axe longi-

F
tudinal, le rapport — etant pris egal ä l'unite.

Ici encore, les lettres p et t designent une cornpression et une traction.
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Fig. 33 b.

II est interessant de constater que, dans le cas oü la charge F se trouve
ä l'extremite de la poutre, la contrainte horizontale vx relative ä l'axe
longitudinal est une cornpression (fig. 31b), tandis que si la charge F est
eloignee de l'extremite (fig. 33 b) la meme contrainte vx est une traction
sur une partie assez grande de l'axe longitudinal de la poutre; ce n'est alors
que dans la zone plus eloignee de l'extremite de la poutre, qu'elle devient une
cornpression, avant de s'annuler ä une distance egale ä 1,5 h comptee
horizontalement ä partir du point d'application des charges F.

Nota. Le modele qui nous a servi pour l'execution des recherches
relatives ä la position des points singuliers sous la charge a ete decoupe dans
une lame de p a r i 1 i t h e, matiere fabriquee par les Etablissement Kuhlmann
ä Paris, qui ont bien voulu en mettre gracieusement ä notre disposition. Cette
matiere a une sensibilite optique tres elevee, environ 20 fois plus forte que
le verre; mais malheureusement, eile presente ä peu pres des inconvenients
semblables ä ceux de la bakelite ou phenolithe, c. ä d. une hysteresis elastique
assez prononcee, et des contraintes initiales, en particulier le long du contour
decoupe. L'avantage d'une plus grande sensibilite se trouve reduit en grande
partie par la necessite de faire deux series de mesures, l'une sur le modele non
charge, l'autre sur le modele charge, dans le but d'eliminer les contraintes pre-
existantes. On remarque sur les photographies 19, 20 et 21 et sur les auto-
chromes 19 bis, 20 bis et 21 bis, qui representent les franges d'egales bire-
fringences, ou d'egales differences des contraintes principales, dans les trois
zones interessees a — b — c, une certaine perturbation de ces franges sur le
contour du modele, ces perturbations etant dües aux contraintes consecutives
au decoupage.
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Un recuit convenablement execute peut ameliorer ces defauts, mais non
pas d'une facon durable, car, generalement, au bout de deux ou trois jours,
les contraintes initiales reapparaissent. Mais dans beaucoup de cas, le recuit
meme reste impuissant, si l'etat initial de la matiere n'est pas suffisamment bon.

Quand il s'agit de mesures tres exactes, surtout sur le contour, ce sont les
modeles en verre qui donnent incontestablement, au moins jusqu'ä present, les
meilleurs resultats.

Neanmoins, au Japon, M. Tuzi, et aux Etats-Unis, MM. Frocht et So-
lakian ont obtenu des resultats remarquables sur des modeles en phenolithe
et bakelite.
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Resume.
Le calcul sommaire suivant les regles de la resistance des materiaux laisse

echapper souvent les zones de fatigues importantes auquelles les constructions
sont exposees par effet des charges concentrees. Les calculs precis ayant pour
base la theorie d'elasticite sont en general beaucoup trop compliques, si non
entierement inabordables pour les besoins de l'art de Pingenieur.

Les recherches experimentales ä l'aide de la lumiere polarisee sur les
modeles reduits offrent les moyens rationnels de Solutions exactes de tels
problemes.

Dans les recherches, qui fönt l'objet de la presente etude, l'auteur a traite
le probleme d'une poutre simplement posee .et chargee d'une force concentree
agissant, dans un cas, au milieu de la portee, et dans le second cas, ä proximite
de l'un des appuis.

Les considerations theoriques relatives aux „points singuliers" fönt suite
aux definitions des caracteristiques experimentales des zones aux voisinages
immediats des charges concentrees.

L'etude se termine par l'expose des resultats experimentaux d'une poutre
chargee par deux forces normales et opposees, appliquees, d'une part, sur les
faces longitudinales ä l'expremite meme de la poutre, et d'autre part ä une
distance, de l'extremite, egale ä la demi-hauteur de la poutre.

Zusammenfassung.
Bei der gewöhnlichen Berechnung nach der Festigkeitslehre werden oft

die Zonen übersehen, wo infolge der Wirkung von Einzellasten bedeutende
Beanspruchungen auftreten können. Die genauen Berechnungen auf Grund der
Elastizitätstheorie sind im allgemeinen zu verwickelt, wenn nicht gänzlich
unlösbar, für die Zwecke des Ingenieurs.

Die Versuchsforschungen mit polarisiertem Licht an verkleinerten Modellen
bieten die zweckmäßigen Mittel für die genaue Lösung solcher Probleme.

Der Verfasser behandelt in den Versuchen dieser Studie die Frage eines
einfach aufgelagerten Balkens, der durch eine Einzellast in einem Falle in der
Mitte und im andern Falle bei einem Auflager belastet wird.

Nach Bezeichnung der Versuchsmerkmale an den Teilen neben der Einzellast

werden theoretische Betrachtungen über die singulären Punkte angestellt.
Die Untersuchung schließt mit der Angabe von Versuchsergebnissen bei

einem durch zwei senkrechte und entgegengesetzte Kräfte belasteten Balken;
diese Kräfte wirken in einem Falle auf die Längsseiten am Ende des Balkens,
im andern Falle in einem Abstand gleich der halben Höhe vom Ende entfernt.

Summary.
The usual method of calculation, based on the theory of strength of material,

offen overlooks those zones where considerable stresses are set up due to effects
of point loads. The exact methods of calculation as offered by the theory of
elasticity are in most cases by for too intricate, if not fully insoluble, for the
purpose of engineers.
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Experimental investigation with polarised Iight on reduced scale modeis
supplies a suitable means of accurately solving such problems.

The author studies by means of tests the behaviour of a simply supported
beam loaded in one case in midspan by a point load, and alternatively by a
point load and placed over the point of support.

The necessary explanations of the characteristics of the tests are given for
places near the point of application of the concentrated load, followed by
theoretical considerations on Singular points.

The investigation concludes with a statement of test results obtained from
a beam loaded with two forces acting in opposite directions. In one case these
forces, placed at the ends of the beam, act on its longitudinal faces; in the
other case at a distance equal to half the depth.
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