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DER DURCHLAUFENDE BALKEN AUF
NACHGIEBIGEN STUTZEN.

LA POUTRE CONTINUE SUR APPUIS COMPRESSIBLES.

CONTINUOUS BEAMS ON COMPRESSIBLE SUPPORTS.
Prof. Dr. M. RITTER, Ziirich.

Im Folgenden wird die Berechnung des in Fig, 1 skizzierten Tragwerkes
vorgefithrt, das im Eisenbetonbau tiberaus haufig zur Anwendung gelangt. Ein
vollwandiger Balken ruht auf beliebig vielen, mit ihm biegungsfest verbundenen
Stiitzen oder Sdulen und wird derart beansprucht, daf§ sich die Formanderung
in der Ebene des Systems vollzieht, Wir beriicksichtigen in der Untersuchung
sowohl den Biegungswiderstand der Stiitzen, als auch elastische und unelastische

[T 1

Fig. 1.

Stiitzensenkungen; der meist sehr geringe EinfluBl der Normalkrifte im Balken
selbst werde vernachldssigt. Ferner wird vorausgesetzt, dal ein festes End-
auflager vorhanden ist, die Stiitzenkopfe somit keine wagrechten Verschiebungen
erleiden. Die Darlegungen vermeiden analytische oder geometrische Betrach-
tungen am Seileck der Momentenfliche, wie sie in den klassischen Studien von -
O. Mohr, W. Ritter u. a. zu finden sind; als rein statische Grundlage dient die
Theorie des elastisch eingespannten Balkens, die in einfachster Weise mit Hilfe
des Gesetzes der Superposition entwickelt wird.

1. Der elastisch eingespannte Balken auf festen Stiitzen.

Wir beginnen mit einer kurzen Darstellung der Theorie des elastisch ein-
gespannten Balkens auf festen Stiitzen, soweit sie fiir die Behandlung des durch-
laufenden Balkens benotigt wird.

Als statisch bestimmtes Grundsystem wihlen wir den einfachen Balken
von der Stiitzweite /, an dem die Einspannmomente M, und M, als iiberzihlige
Grofen wirken, vergl. Fig. 2. Die elastische Linie bildet an den Auflagern mit
der Wagrechten die Winkel « und g, die wir positiv rechnen, wenn sie wie in
Fig. 2 geofinet sind. Das Gesetz der Superposxtlon liefert fir diese Auflager-
drehwinkel die Beziehungen '

a = ay+ My e+ M ey, }

B = Bo - M, By -+ My Ba; ()



510 M. Ritter

darin bezeichnen am frei aufliegenden Balken

ag, By die Winkel infolge der Belastung,

as, f, die Winkel infolge M, = 1,

as, f; die Winkel infolge M, = 1.
Als elastische Einspannung eines Auflagers definieren wir den Fall, wo der
Auflagerdrehwinkel einzig vom Einspannmoment abhingt, das vom Balken in
das Auflager iibergeleitet wird und ihm proportional ist. Wir unterscheiden
drei verschiedene Fille:

L.
X

Be

<&‘.§
H

My

Y
SR S R ——— g St D
/52 |

N)\‘%yz'!
Fig. 2.

Erster Fall: Die Ursache der Winkeldrehung o liege rechts vom linken
Auflager. Der Balken selbst sei unbelastet. Dann ist o eine lineare Funktion
von M,;, was man sofort erkennt, wenn man das linke Widerlager unmittelbar
rechts vom Einspannquerschnitt wegschneidet und fiir sich betrachtet. Es wird
— sofern keine Senkung durch die Querkraft erfolgt - einzig durch M, de-

" formiert; somit ist, wenn das Superpositionsgesetz gilt,
a=—¢& M, (2a)

worin &, die Drehung des Widerlagers infolge M; = — 1 bezeichnet. Die erste
der Gl. (1) lautet darnach

My(ey + &)+ M, 05 =0.
Die Momentenlinie ist eine Gerade; der Momentennullpunkt J ist ein Fest-
punkt, d.h. sein Abstand a ist unabhingig von der Gr6Be der Momente. At
obiger Beziehung und Fig. 3 a ergibt sich

M, a

E—- l_a- al—l—el,

somit
g = f2 L. (2b)
o +a &
Der Drehwinkel am rechten Auflager 148t sich jetzt als Funktion von M, allein
darstellen; indem M, eliminiert wird, findet man
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B = MB+ Mafo = My (B — T2 8).

l—a
Wir benotigen spiter den Winkel fiir M, = 1, der mit ¢, bezeichnet sei,

2 5. | (20)

&g = [}y —

l—a

: Fig. 3.

Zweiter Fall: Die Ursache der Winkeldrehung p liege links vom
rechten Auflager, der Balken sei wieder unbelastet. Dann ist g8 proportional M.,

f=—eM,, (3a)

worin &, die Drehung des rechten Widerlagers infolge A, = — 1 bezeichnet.
Die zweite der Gl. (1) lautet

M8y 4+ M,y (B; +e) =0.

Die Momentenlinie ist eine Gerade; der Wendepunkt 1(' ist wieder ein Fest-
punkt. Aus obiger Beziehung und Fig. 3b folgt

My b B
M, I—b Bz e
somit betrigt der Abstand & vom rechten Auflager

_ B
b= P+ B2+ & ‘- : (3b)
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Fiir den Drehwinkel a 148t sich schreiben

b ;
a:Mlal +M2a2 :Ml(al_l_baQ)-

Fiir M, = 1 ergibt sich die spiter benétigte Formel

b
sb:al‘—'mag. ) (3(:)
Dritter Fall: Die Ursache der Winkeldrehungen a und g liege zwischen
der Auflagerquerschnitten, beide Widerlager sind elastisch eingespannt. Dieser
Fall ist nur denkbar, wenn der Balken belastet ist. Die Grundgleichungen (1)
liefern in Verbindung mit den Gleichungen (2a), (3a) die Elastizitits-
gleichungen, die sich nach M, und M, auflésen lassen. Die Gleichungen lauten

a0+M1(0‘1+51)+M2az=0’ } (4)
fo + My By + My (B2 4-2) = 0.

Um die Auswertung zu vereinfachen, empfiehlt sich die Einfithrung der sog.
Festpunktsmomente M; und M, nach Fig. 3¢, aus der sich ergibt, daB

[—a a
Mi = M1 l +M2 77
[— b
Mk — M_l i + Mz Ty .
/ [
7 oA ||l la __kxe rKr
I [ || Y D r
| ) ,,|. |, } l\ !
1 /
s v | ! 7
7z 7277
Fig, 4
Daraus erhilt man umgekehrt
I—b a )
My =My ——— M, ——
& c
[-—a b ©)
M2 = Mk Mi—)
& c

worin ¢ = [—a— b die Distanz der Festpunkte bezeichnet.
Die erste der Gl. (4) lautet daher

Das letzte Glied fillt weg, sodaB fiir M, ein sehr einfacher Ausdruck entsteht.
In gleicher Weise 146t sich aus Gl. (4b) M, berechnen. Man findet

. a @ b B
Ml G l a2 ] Mk - l ‘81 Lk (6)
Hat man M; und M, berechnet, so gewinnt man M, und M, leicht mit den
Gl. (5) oder graphisch, indem man die SchluBlinie auftrigt. Bei konstantem
Trigheitsmoment und einfachen Belastungszustinden lassen sich mit Hilfe der
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Gl. (6) die bekannten graphischen Konstruktionen zur Bestimmung der Schluf3-
linie (nach O. Mohr und Wilhelm Ritter) ableiten, die in den Lehrbiichern zu
finden sind und von den praktisch titigen Statikern bevorzugt werden.

2. Der durchlaufende Balken auf elastisch drehbaren,
festen Stiitzen!).

Die Offnung A B des in Fig. 4 skizzierten Balkens auf starr mit ihm ver-
bundenen Stiitzen sei lotrecht beliebig belastet, wihrend alle andern Felder von
Lasten frei seien. Von Stiitzensenkungen werde zunichst abgesehen. Ausgehend
von der eben behandelten Theorie des elastisch eingespannten Balkens, liBt
sich itber den Momentenverlauf in den verschiedenen Feldern folgendes aus-
sager.

I . )
m_“\- a |I 1 : al : ’
L ! -

\ -

-,
-,

| MsEs

Fig. 5.

Die belastete Offnung verhilt sich wie ein beidseitig elastisch eingespannter
Balken, da die Ursache der Deformation zwischen 4 und B liegt, somit der in
Abschnitt 1 als dritter Fall gekennzeichnete Zustand gilt. Kennt man die Fest-
punkte / und K in dieser Offnung, so findet man mit den Formeln (6) oder
den bekannten Konstruktionen leicht die SchiuBlinie der Momententliche und
damit die Einspannmomente M, und M,.

Eine unbelastete Offnung C D, links von der belasteten Offnung gelegen,
deformiert sich in der in Fig. 4 angedeuteten Weise; da die Ursache dieser
Deformation rechts der Offnung C D liegt, so handelt es sich hier um den in
Abschnitt 1 als ersten Fall beschriebenen Zustand, fiir den die Beziehungen (2)
gelten. Entsprechend verhilt sich eine unbelastete Offnung E F, die rechts der
belasteten Offnung liegt, im Sinne des in Abschnitt 1 definierten zweiten Falles
mit den Beziehungen (3).

Um den Momentenverlauf zu ermitteln, sind zunichst die Festpunkte 7
und K in allen Offnungen zu ermitteln. Wir bezeichnen mit / und / die Stiitz-
weiten zweier aufeinander folgender Offnungen, die links von der belasteten
Offnung liegen, vergl. Fig. 5. Nach Gl. (2b) hat der Festpunkt // in der Off-
nung / vom linken Auflager den Abstand

7

— &y !
o a8
1) M. Ritter: Der kontinuierliche Balken auf elastisch drehbaren Stiitzen.
Schweizer. Bauzeitung, 1911. In dieser Arbeit sind Stiitzensenkungen nicht behandeit,

dagegen der Einflufi wagrechter Krifte bei fehlendem Endwiderlager, sowie die Wir-
kung von Temperaturinderungen mit Hilfe der Festpunkte berechnet.

’

a

Abhkandlungen 1V 33
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darin bezeichnet ¢, den Drehwinkel des linken Auflagers der Offnung 7, wenn
diese weggeschnitten und das Moment M,” = — 1 am Knoten angebracht wird.
Um denselben Winkel drehen sich bei dieser Forminderung sowohl die Siule,
als auch die Offnung /. Wir bezeichnen in der Folge die Einspannmomente
der Offnung ! mit M, und M,, die der Offnung ¥ mit M," und M,’; dann ist

Ms == Ml’__ M2 (7)
das Moment, das in die Siule iibergeht.

Bezeichnet ¢, die Drehung des Stiitzenkopfes fiir M, = 1, so gilt mit Be-
niitzung der Formel (2c) fiir die Drehung e, des Balkens { infolge M, — 1

' Mi'e = Mye, = (Mxl_M2) Esy
daraus folgt

€s &s

M= M s, ™ Mg, (84)
somit
, . &t & 1 1 1
g = PRy oder e—l,_e—s—]——e;. (8b)
Die Gleichung fiir ¢’ lautet darnach
o = e (©a)
’ 7 s " Ca
o’ o + &+ &

Diese Beziehung erméglicht die einfache Berechnung aller Festpunkte /. Man
beginnt am linken Trigerende, berechnet zunichst aus a (dieser Wert ist ent-
weder gleich Null oder aus der Einspannung des linken Endauflagers zu er-
mitteln) den Wert

a

€a = ﬁz—mﬁl

und darauf nach GI. (9) den Abstand &’ des Festpunktes /’ in der zweiten Off-
nung. Alsdann wird die zweite und die dritte Offnung mit / und 7 bezeichnet
und in gleicher Weise &' aus 2 bestimmt, usw.

Uber den Stiitzen 4dndert sich das Moment sprungweise, indem der Anteil
My — M, = M, in die Stiitzen geleitet wird. GemiB Gl. (8a) ist das Moment
My’ beim Uberschreiten einer Stiitze von rechts nach links mit der Ubergangszahl

_ M, _ &g
iu _,Mlt _ gs_l_ea (103)

zu multiplizieren.

In entsprechender Weise lassen sich die Festpunkte K berechnen. Man be-
ginnt am rechten Tragerende und findet aus dem Abstand &’ einer Offnung /
den Abstand & der links benachbarten Offnung / nach der Beziehung

b = ‘81 * ls - — (9 b)
- &
bbbt
worin &’ = a,’ — l,—_b_7 ay’. Die Ableitung entépricht ganz der Ableitung der

- GL (9). Beim Uberschreiten einer Stiitze rechts der belasteten Offnung von
links nach rechts ist das Moment M, mit der Ubergangszahl
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M1 83— »
s - = : 10b
i M, &+ & ( )

zu multiplizieren.

Das Gesagte geniigt, um die Momentenfliche in allen Offnungen aufzu-
zeichnen. Sind mehrere Offnungen belastet, so behandelt man die Belastung
jeder Offnung fiir sich und addiert zum Schlusse die Momentenordinaten in
jedem Schnitte.

Bei konstantem Tragheltsmoment J ist nach bekannten Formeln

! . /
oy = fiy = 3E_] “2213126—157-
Man erhilt damit

o= — et = 612](2_1:{1)"

o = 2 , - (11)
a
! =7
3+
Iy _i_;(g_ﬂ__ﬁ_)
6E] & [—-a
6a : 6b
Mi=—‘l—2"E]“o, M= — “EJB,. (12)
Fiir gleichmiBige Belastung wird
= g6l -
M; —_— 4 y Mk—— — 4 .

Auclt die Berechnung der EinspanngréBen & der Sdulen bietet keine Schwie-
rigkeiten. Man erhilt bei konstantem Trigheitsmoment J; einer Siule von der
Hohe 4 : :

h " .
& = 3EJ,’ SaulenfuB gelenkig,
By & ; 5 eingespannt,
4E],
4E] . _r
P 14 = CIek’ SdulenfuB auf nachgiebigem Baugrund.
Fil
B == (C = Bettungszitfer, /r = Trigheitsmoment der
E/ 3EJ:  Fundamentsohle. )

' e
Die Berechnung der Auflagerdriicke bezw. der Normalkrifte in den Saulen
erfolgt mit der bekannten Beziehung
B M, —M, M — M
worin A den Auflagerdruck bezeichnet, wenn / und /” als ecinfache Balken ge-
lagert sind.

(13)

3. EinfluB gegebener Stiitzensenkungen.

Der Kopf einer beliebigen Stiitze, die die Offnungen / und /’ trennt, senke
sich um einen gegebenen Betrag v, wihrend alle andern Stiitzenkdpfe in ihrer
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Hoéhenlage verbleiben. Das System verbiegt sich, wie in Fig. 6 angedeutet. Bei
dieser Deformation ist der Balken [ links, der Balken /' rechts elastisch ein-
gespannt, doch sind die Grundgleichungen (1) zu erginzen, da zu den Winkeln,

die die elastische Linie mit der Stabsehne bildet, noch der Stabdrehwinkel {)
bezw. Tv' hinzutritt. Versteht man unter a und g die Winkel mit der Wag-

rechten, so schreiben sich die Gleichungen (1) jetzt

1Y
o = —& My = My oy My g~ 55
v
g=Mp Jr'/Wz/))z—‘T-

Die erste Gleichung liefert mit Gl. (2b)

(14 a)
--Jf" \\ A 7 | I
{ : R ]
1 = x n
| ; |
1 i
\
T L
Fig. 6.
Dieser Wert in die zweite Gleichung eingesetzt, gibt mit Gl. (2¢)
v
B = My eq— T (15a)
Entsprechend erhélt man fiir den linken Drehwinkel der Offnung /
v
o :Mllab’—m. (15b)

Wegen der starren Verbindung der Siule mit dem Balken miissen die Winkel
B und ¢ der Drehung des Saulenkopfes entsprechen; daher ist

v
My &g — T4 = & (M, — Ms),
M ey — s = & (My — MY’
IEb__?'_;Tb,_ES( : — My).
Daraus folgt
1+ &4'/es 4 1 1 4 enfes 1
[—a I — b ) r'—bv "V i—a
MZ =y Sagb’ Ml =V P Eb' (16)
&+ & + &a & -+ =

€ 5 ¥ 83
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Aus M, findet man mit Gl. (14a) M,; die entsprechende Beziehung fiir A1,
lautet
My = Y (M'—i— ; ) 14b)
2 — T l;—_[;;— i B]I I . (

Der Auflagerdruck bezw. die Normalkraft in der Siule berechnet sich aus
Gl (13), in der A = 0 zu setzen ist.
Fiir den Fall einer frei drehbaren Stiitze gehen die Beziehungen (16) mit
e, — oo (iber in
1 1
1L
,_ I—a TT—¥
My=M'=v PR (17)

Man gelangt in diesem wichtigen Sonderfall zu einer sehr einfachen graphischen
Konstruktion, wenn man ¢, durch den Abstand &' des Festpunktes /’ in der
Offnung £ ausdriickt; nach Gl. (9a) ist mit & = co
, V ag' ll
a = ’ ’ 4
a) + o -+ &

woraus
&y = a’[’_*a’—a'
a 2 a, 1
und weiter
ll . ar , bl
€a+£b’:a2’T—azl,—_7
folgt. Gl. (17) geht damit Giber in
s ll _bl
My =y = Y al—atr—b)

T ol (—a)('—a =0

Mit dieser Formel 14Bt sich leicht die einfache graphische Konstruktion von
M, beweisen, die Fig. 7 wiedergibt; man trigt an der Stittze A B= v/ay' [’ ab,
zieht die Linien J* 7”7, J /”, K’ J”, worauf sich B C — M, ergibt. Fiir konstantes

Trigheitsmoment und freie Drehbarkeit aller Stiitzen ist diese Konstruktion auf
ganz anderem Wege bereits in der klassischen Literatur abgeleitet.

Ein anderer Sonderfall von Interesse betrifft die starre Stiitze, &, = 0. Die
Gl (16) lauten hiefiir
v v

S P A 18
MZ P (l——a) ’ M] Eb, (ll__bl) ( )
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Ausgenommen abnormale Fille, erhidlt man bei elastisch drehbaren Stiitzen
keine wesentlich abweichenden Auflagerdriicke, wenn man zur Vereinfachung
niherungsweise nach Gl. (17) oder (18) rechnet.

In den Offnungen, die links von / bezw. rechts von ! liegen, fallen die
Nullstellen der Momente infolge der Stiitzensenkung v in die Festpunkte J
bezw. K; ferner gelten die Beziehungen (10) fiir alle Stiitzen, ausgenommen
die Stiitze mit der Senkung v. Die in Abschnitt 2 und 3 enthaltenen Dar-
legungen geniigen also, um die Momentenverteilung im ganzen Tragwerk zu
finden und auch die Normalkrafte in allen Stiitzen zu ermitteln. Wie weiter-
hin gezeigt wird, dient die Berechnung der Normalkrifte fiir v = 1 als Grund-
lage bei der Untersuchung elastischer Stiitzensenkungen.

4. EinfluB elastischer Stiitzensenkungen.

Wir behandeln nachstehend den Fall, daB die lotrechte Verschiebung jedes
Stiitzenkopfes nur von dem in dieser Stiitze herrschenden Auflagerdruck ab-
hangig und ihm direkt proportional ist; die Senkung kann die Folge der
Elastizitit der Stiitze oder auch der (elastischen) Nachgiebigkeit des Baugrundes
sein. Dieser klassische Fall hat fiir frei drehbare Stiitzen in der Literatur mehrere
umfassende Darstellungen gefunden. F. Engesserund E. Winkl1er stellten
als Elastizititsgleichungen die sog. ,,Fiinfmomenatengleichungen® auf, mit deren
Auflosung sich spiter u. a, H. Miiller-Breslau und A. Ostenfeld be-
faBten; der letztere gibt in seinem Lehrbuch ) eine besonders ausfiihrliche Dar-
stellung der analytischen Theorie. Im Falle elastisch drehbarer Stiitzen diirfte
diese Theorie zu sehr verwickelten Beziehungen fiihren. Das klassische Werk
von Wilhelm Ritters), ,Anwendungen der graphischen Statik, nach C.
Culmann bearbeitet‘, brachte eine andere, zum Teil graphische Berechnungs-
weise, indem hier nicht sofort die Stiitzenmomente, sondern zunichst die Null-
stellen einzelner Seiten der Momentenlinie ermittelt wurden. Das Studium
dieser hochwertigen, mit Tabellen und wichtigen Anwendungen durchsetzten
Arbeit stellt an den Leser hohe Anforderungen, da die Beweisfithrung stellen-
weise nur angedeutet ist und stark auf das Gebiet der Geometrie iibergreift.
Gestiitzt auf die Darstellung Wilhelm Ritters, aber unter Beschriankung auf
statische Hilfsmittel, hat spater L. Vianello*) eine rein graphische Behand-
lung der Aufgabe durchgefiihrt. Auch bei diesen Lésungen entstehen indessen
grolle Schwierigkeiten, sobald man versucht, sie auf den Balken mit elastisch
drehbaren Stiitzen zu erweitern. _

Als Grundlage zur Berechnung des durchlaufenden Balkens auf elastisch
senkbaren Stiitzen kann auch die Theorie des elastisch eingespannten Balkens
dienen, die sich auf den Fall elastisch senkbarer Widerlager erweitern 18t 5).
Die Auflagerdrehwinkel a und § der elastischen Linie sind in diesem Falle
nicht nur von den betreffenden Einspannmomenten abhingig, sondern wegen
der Auflagersenkungen auch von den Querkriften. Fiir die Elastizitatsbedin-

gungen ist daher an Stelle der Gl. (2a) und (3 a) allgemeiner zu schreiben
o = &9 — My & + Myeyq,
P = &30 — My &y9 + M, &gy,

2) A. Ostenfeld: Teknisk Statik, II (in dinischer Sprache). Kopenhagen 1925,

83) Wilhelm Ritter: Der kontinujerliche Balken. Ziirich 1900.

) L. Vianello: Der durchgehende Triger auf elastisch senkbaren Stiitzen. Zeit-
schrift des Vereines deutscher Ingenieure, 1904. Eine kurze Darstellung enthilt das
Lehrbuch von Miiller-Breslau.

5) Der Verfasser: Allgemeine Theorie des elastisch eingespannten Balkens. Ab-
handlungen der I. V. B. H., Band II, 1934
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dazu kommen die Einsenkungen
Vi = Vo - Myvi + Myvys,
Vo = Voo — My gy + My vy, .

Die Anwendung auf den durchlaufenden Triger auf elastisch drehbaren und

_elastisch senkbaren Stiitzen bietet keine prinzipiellen Schwierigkeiten, ist je-
doch insofern etwas miihsam, als in jeder Offnung acht verschiedene Einspann-
groBen, niamlich die Werte &y, 5, V14, Vi3, &2 Usw. auftreten; zu ihrer Berech-
nung lassen sich Rekursionsformeln aufstellen.

Das nachstehend beschriebene Verfahren l6st die Aufgabe auf anderem,
besonders einfachen Wege, indem es die in Abschnitt 3 der vorliegenden Ar-
beit gegebenen Hilfsmittel verwertet. Fiir die Darstellung nummerieren wir
die Stiitzen des durchlaufenden Balkens in ihrer Reihenfolge und bezeichaen
die Auflagerdriicke bezw. die Normalkriafte in den Saulen mit C,, C,, C; ...,
die entsprechenden Verschiebungen der Stiitzenkopfe mit vy, v,, v5... Nach dem
Gesetze der Superposition kdunen wir schreiben

C1:C10+V1C11+V2_C12+V3C13+"‘ .
Co=Coo+viCyy +v2Cog 413 Co5 + -+~ (19)

Cs = Cyo v Cay + v2 Cy2 -+ v3 Ca3 + -+ - usw.
Darin bezeichnen

Cio, Csp, Csp - - - die Stiitzendriicke fiir feste Stiitzen,

CII’CZI)C31"' 1 » » V1:17 Vg = V3 = :07
C12)C221C32"' » ” ” VZ:I’VIZVS:"':Oy
C137C23;C33"' » ” » V3:1, VI:VZ-——‘V4:---:O,USW

Diese, mit Doppelzeiger versehenen Werte, lassen sich nach dem in Abschnitt 3
vorgefithrten Verfahren leicht berechnen. Um z. B. die Driicke Cy;, Css, Csz . ..
zu finden, ermittelt man die Einspannmomente in allen Offnungen fiir v, = 1

(vy = vs = ... = 0) und berechnet nach Gl. (13) mit A = 0 alle Stiitzendriicke.
Als Kontrolle dient die Gleichgewichtsbedingung
Ciot+Cor+Coo -+ =0,

die erfiillt sein muB, weil diese Driicke die Reaktionen infolge v, = 1, also
nicht infolge einer Belastung, darstellen.

Die elastische Nachgiebigkeit der Stiitzenkopfe kommt zum Ausdruck durch
die Bedingungen

v =kGC, ve = ky Cp," % vy = A3 Cy - e (20)

darin sind %, k,, ks ... die Senkungsmasse der Siulen, d.h. die durch den
Stittzendruck 1 (auf die vom Balken losgel6sten Saulen) erzeugten Verschie-
bungen der Sdulenk6épfe. Nach Einsetzen der Beziehungen (20) in (19) ent-
steht das Gleichungssystem

Cl = Clo—f—klclcll —{—kQCgClg +k3C3C13 + R ]

C, = Gy +kchC2I +hy Co Cop 4 £ C3 Cos -+ (21)

Cy = Cyo+ £~ G Cyy + 42 G Cyp k3 C3 Gy 1 - - - usw.
usw., dessen Auflosung alle Stiitzendriicke C,, C,, C; ... liefert, Daraus folgen
nach Gl. (20) die Verschiebungen v, mit deren Hilfe man nun nach Abschnitt 3
die endgiiltigen Momente bestlmmt man hat nur die Momentenordinaten fiir

¥ = 1 mit v zu multiplizieren und die Einfliisse aller Stiitzensenkungen mit
den nach Abschnitt 2 bestimmten Momenten fiir feste Stiitzen zu superponieren.
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Die Auflésung der Gleichungen (21) gestaltet sich sehr einfach, wenn man
das Verfahren der Iteration beniitzt. Da die Driicke mit gleichem
Doppelzeiger, wie man leicht einsieht, stets iiberwiegen, so werden im ersten
Rechnungsgang nur diese Driicke beruckswhtlgt und man findet aus den
Gl. (21) die angeniherten Werte

' CIO ’ C20 C30
“ETThe YT T—hGy [k, Cay

Mit diesen Naherungswerten berechnet man aus den Gl. (21) in einem zweiten
Rechnungsgang die verbesserten Werte

C,"{(1 —4C) =Cio+ £ C/Ciy + 23 C/Crg + -+ -
C2”(1 — ks sz) = Gy, +k1 G/ Gy + ks Cy'Coy + -
Cs"(l —ks Cas) — Czso +k1 C1'C3x + kz Cz’Cs-z + -

Die Rechnung kann beliebig fortgesetzt werden. Das Verfahren konvergiert
rasch; in der Regel liefern bereits der erste und zweite Rechnungsgang wenig
abweichende Werte. Sobald die Zahl der Stiitzen ein bescheidenes Mal iiber-
steigt, ist fiir die praktische Anwendung das Gleichungssystem (21) dem System
der klassischen Fiinfmomentengleichungen bei weitem vorzuziehen, abgesehen
davon, daB letztere nur fiir frei drehbare Stiitzen gelten, Man erkennt leicht,
daBl die Rechnung um so besser konvergiert, je kleiner die Verhiltniszahlen
E J k/l> ausfallen, d. h, je elastischer der Balken im Vergleich zu den Siulen ist.
Im Falle relativ wenig nachgiebiger Stiitzen geniigt schon der erste Rechnungs-

gang.

C' =

Zusammenfassung.

Ausgehend von der Theorie des elastisch eingespannten Balkens, wird die
statische Berechnung des durchlaufenden Balkens auf elastisch drehbaren und
senkbaren Stiitzen vorgefiihrt.

Résumé.
En partant de la théorie de la poutre élastiquement encastrée auteur ex-

pose le calcul statique de la poutre continue sur appuis élastiques et compres-
sibles.

Summary.

Starting from the theory of elastically restrained beams, the static cal-
culation of continuous beams on supports sub]ected to elastic turmng and de-
pression is demonstrated.
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