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NOTE SUR UN TYPE PARTICULIER DE POUTRE
Ä BEQUILLES.

BEMERKUNGEN BEZÜGLICH EINER BESONDEREN RAHMENART.

TREATISE ON A PARTICULAR TYPE OF FRAME CONSTRUCTION.

PH. DEYMIE, Ingenieur des Ponts et Chaussees.

On sait que pour une poutre ä bequilles, sur appuis ä rotules, de hauteur h
et de portee /, et une charge p uniformement repartie sur la traverse superieure,
la poussee q est donnee par l'expression:

12A(l + p)
h Ien posant: k _ - —.' J

I etant le moment d'inertie suppose constant de la traverse superieure;
/ etant le moment d'inertie suppose constant des bequilles.

Cette poussee donne naissance au sommet des bequilles ä un moment
negatif egal ä —qh qui soulage la traverse horizontale.

Si l'on considere des poutres ä bequilles de portees croissantes et de meme
hauteur h on voit que q croit plus vite que la reaction verticale sur les appuis

\-tA; la resultante va en s'ecartant de la verticale, et la fondation peut devenir

onereuse si on ne dispose pas d'un bon sol de fondation ä faible profondeur.
D'autre part quand la hauteur h est assez grande le montage des portiques

pose des problemes difficiles, dont la Solution la plus elegante et la plus eco-
nomique est souvent le montage par encorbellement.

La presente note a pour objet d'indiquer un type de poutre ä bequilles
qui permet de reduire et meme d'annuler la poussee, et qui facilite le montage
par encorbellement, tout en realisant une portee sans appuis intermediaires. Dans
ce type les bequilles ä leur partie interieure se prolongent ä angle droit par
des retroussements horizontaux; le Systeme repose sur ses appuis ä l'extremite
de ces retroussements; les appuis peuvent etre ä rotules ou encastres.

Poutre ä bequilles reiroussees sur appuis ä rotules.
Nous appelons:

r, la longueur des retroussements supposes egaux;
P, une charge isolee sur la traverse superieure ä l'abscisse a comptee ä partir

de B0;
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p, une charge uniformement repartie sur la traverse superieure;
P0', une charge isolee sur le retroussement de gauche ä l'abscisse a„';
Px, une charge isolee sur le retroussement de droite ä l'abscisse «/;
p', une charge uniformement repartie sur les retroussements;
Px, une force horizontale agissant sur la bequille de gauche ä la hauteur ß au

dessus des appuis;
q0 et qx les reactions horizontales sur les appuis A0 et At;
V0 et Vx les reactions verticales sur les appuis A0 et Ax)
Ro et Rx les moments ä l'encastrement des retroussements sur les bequilles;
Mo le moment d'encastrement de la bequille sur la traverse superieure;
Mx' le moment d'encastrement de la traverse superieure sur la bequille de droite;
z l'ordonnee d'une section par rapport ä la ligne des appuis supposee hori¬

zontale;
x l'abscisse d'une section par rapport ä la verticale passant par l'appui A„

comptee positivement de gauche ä droite;
w l'aire du diagramme des moments flechissants produits par le Systeme de

forces appliquees ä un des elements de la construction (bequilles, traverse
ou retroussements) sur cet element suppose reposant sur deux appuis
simples ä ses extremites;

E le coefficient d'elasticite du materiau considere;
c5 le coefficient de dilatation du materiau considere;
t une Variation de temperature comptee positivement s'il s'agit d'une elevation

de temperature;
(/) le moment d'inertie d'une section quelconque du portique.

Les forces et reactions horizontales sont comptees positivement de gauche
ä droite.

Les charges sont comptees positivement dans le sens descendant et les
reactions verticales dans le sens ascendant.

Les abscisses a, a0', a/ sont des distances en valeur absolue toujours
comptees positivement ä partir de A0' et A/.

Pour la superstructure le moment flechissant d'une section consideree est
le moment des forces situees „a gauche" de cette section, c'est ä dire le moment
des forces agissant entre l'appui A0 et la section consideree.

Pour les retroussements et les bequilles le moment flechissant d'une section
consideree est le moment des forces situees au-dessous de cette section, c'est
ä dire le moment des forces agissant entre l'appui correspondant et la section
consideree.

Les moments sont comptes positivement dans le sens de rotation des
aiguilles d'une montre.

2 —- est un Symbole qui represente la somme des moments statiques de

chaque aire elementaire d'abscisse x du diagramme w divise par le moment
d'inertie de la section de meme abscisse par rapport ä la ligne des appuis;

CO X2 jj- est le symbole analogue, le moment statique etant pns par rapport

ä l'axe vertical passant par l'appui A0;

2-z-^ est la somme du quotient de chaque aire elementaire, d'abscisse x du

diagramme io, par le moment d'inertie de la section de meme abscisse.
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Equations generales.
En prenant pour inconnues les quatre reactions d'appui q0, qL, V0, Vx les

quatre equations suivantes resolvent le probleme

(a) (qx-qo)H^Hk)HVo + Vl)r(nk)+[2P0a0+2P;a]](nk)-(\+%k)2Px(/i-ji)
2/ v toz 2/

-Jh2-(I)-JhEÖz{1-2^
(s0 Wo + qx — zpx
(*i) v0+Vx 2p0 + 2p; + 2p;
(si) Vx(l—2r) moment par rapport ä A0 des forces exterieures.

La relation (a) resulte de l'equation de Clapeyron dans laquelle on neglige
les deformations dues ä l'effort normal et ä l'effort tranchant (voir ä ce sujet
„Resistance des materiaux" par M. Bertrand de Foutviolant). Les trois autres
equations resultent de la statique.

Botio M,'B,

M" 1

L

J

/
r ^k

,7° '

W ¦«?'

J

*Ro J

«-*"^

/7, J' ff,'

Fig. 1.

Pour les differents cas de charges oü de Variation de temperature on resout
aisement le probleme; voici les resultats:

/ ° Charge Isolee P sur la traverse superieure:

Dans ce cas: 2PX 0; 2P=P; 2~ ^t^; 2P0 2P; 0

<7o <7i 2lh(\ + %k)
[a(l—a) — rl(\ + k)\

Vx- l_2/, V*-I Vx.

2» Charge p uniformement repartie sur la traverse superieure;

Dans ce cas: 2— ?-—-

qo — q

V0 Vx

_ pi2
l~\2h(\ + %k)

pl

[l-6-f <1 + *)]
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3° Force horizontale Px agissant sur la bequille de gauche:

Dans ce cas: qx + q0 - Px; V0 + Vt 0; 2~ Pxß{h*~ßi)

y° 2A L ^ A2(3 + 2Ä)J

„ P^h i *(*'-/*')¦!Vl 2A L "*"
k2(3 + 2k)\

l—2r
Dans le cas particulier oü la force horizontale Px agit au sommet de la

bequille ß h et les expressions precedentes se reduisent ä:

<7o Vx — y
Ko - K, - / —2r

4° Forces symetriques P' sur les retroussements:

Nous posons: a0 a\ a

_ _ P'(r — a) 1 + £
qo - -qx - j- Y^Yk
V0=Vx=P'.

5° Charge uniformement repartie p' sur les retroussements:

_ _ p'r2 \+kq«--qx- YF' TTp
V0=V1=p'r.

6 ° Effet des variations de temperature:

Dans ce cas: q0 —^t; 2-t=- 0

__ _ EIdr(l—2r)q°~ qx — lh2(\+%k) '

Poulre ä bequilles reiroussees sur appuis encaslres.
En plus des notations precedentes nous appellerons:

Co le moment d'encastrement de la fondation sur le retroussement de gauche;
Cx le moment d'encastrement de la fondation sur le retroussement de droite;
/' le moment d'inertie suppose constant des retroussements et nous posons:

i f



(c)

(sx)

(*)
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Equations generales.
2/ io z 2EIöz(l—2r)
~lh IJj lh(R*-R>)f + (Af0 + Ml)(1 + §*) - jj-^YTj- -

Mo(j-r)+M{[l(z+k)-r(\+2k)]-Rx(l-2r)(k+k')-Cx(l-2r)k'=-y-2

(C0 — Cx)k'+(R0-Rx)(k + k')+(M0 + Ml)(\+k)=-y-2-^

2 / ,_, w x
V)

q0 + qx — 2Px
V0+ Vx 2P + 2P0 + 2Pi

.Co + Cx — Vx r moment des forces exterieures par rapport ä A0.
Les relations (a), (b), (c) resultent de l'equation de Clapeyron dans la-

quelle on neglige les deformations dues ä l'effort normal et ä l'effort tranchant;
les trois autres relations sont fournies par la statique.

ßotio M,'B,

Ml'W

« r J
Ro

R'r J' Wi
Ul

Fig. 2.

On sait exprimer les moments M0, Mx', Ro, Rx en fonction de C0, Ct, q0, qx,
V0, Vx et on est ainsi ramene ä un Systeme de six equations ä six inconnues.

Nous nous bornerons ä donner les resultats obtenus dans des cas simples:
/ ° Charges symetriques sur la traverse superieure:

Dans ce cas: M0 Mi; R0 — Rx; C0 — Cx

p
qo——qx; v0 vt — 2—

v io z coh to co

V)-yy; (7) t-
II suffit, pour resoudre le probleme, des equations (a) et (c) qui s'ecrivent:

(a)

(c)

R0~ + M0(\ + %k)=-~
C0 k' + R0 (k + k') + M0 (1 + k) — -j

auxquelles on Joint la relation:

^?o C0 — V0r CQ — r2 —
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La resolution de ces equations donne:

C0 — Ct —

k-- + V0r[k(2+k) + k'(3 + 2k)]

k(2 + k) + 2£'(3 + 2~Ä)

M0 M[
2-^-(k + 3k') — V0rkk'

q0

V0 Vx

k(2 + k) + 2ä'(3 + 2ä)

^-(k+2k')-V0rk'(\ + k)

3

P

[k(2 + k)-\-2k'(3 + 2k)]

Dans le cas particulier oü il s'agit d'une charge p uniformement repartie

sur la traverse superieure il suffit de remplacer — par ^- et V0 par ^- dans

les expressions precedentes qui deviennent:
12

C0 — Cx

M0 M[

<7o —

V0 Vx

p£ kl+br[k(2 + k) + k'(3 + 2k)]
12' £(2 + £) + 2£'(3 + 2£)

pl l(k + 3k') — 3kk'r
6 k(2 + k) + 2k(3 + 2k)

_ pl l(k + 2k') — 6rk'(x+k)
qi ~ Ah' k(2 + k) + 2*'(3+ 2*)

pl
2 '

2° Charges symetriques sur les retroussements:

Nous supposons que sur chaque retroussement agit une charge P' placee
ä l'abscisse u' par rapport ä la bequille correspondante (a' est pris en valeur
absolue).

Nous avons encore:

M0 M[\ R0

co z 0)
"¦¦ sm

Rx; C0 Cx; q0 —qx\ V0=Vx
2P' a(r—a)

P'

II suffit des equations (a) et (c) qui s'ecrivent:

k
(a)

(c)

Ro~ + M0(\ + ik) 0

C0 k' + R0(k + k')+M0(l+k)
k' P'a(r — «')

auxquelles on Joint la relation:

R0 C0+ P'(a' — r).
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La resolution de ces equations donne:

A(2 + £) + //(3 + 2A)(l —-
C0 -Cx=P'(r-a)
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k(2 + k) + 2k'(3A-2k)

kk'r[\ —
M0 M[ P'

v'2

k(2-\-k) + 2k'(3 + 2k)

3P'rV-y* 0 + *)*'
<7o — qx

V0 Vx P'

C0 + P'(a'-r) — Mn^
h

'
h[k(2 + k) + 2k'(3 + 2k)]

Dans le cas particulier oü il s'agit d'une surcharge p' uniformement
repartie sur les retroussements il suffit d'integrer en faisant varier a' de o< ä r:

pr2 3£(2 + £) + 2A'(3 + 2A)
C0 — Cx

M0 M\

6 k(2 + k) + 2k'(3-\-2k)
§ //' r2 k k'

k(2 + k) + 2£'(3 + 2£)

2p'r2(\ + k)k'
g° gi h[k(2 + k) + 2k'(3 + 2k)]

{ V0 Vx= pr.
3° Effet des variations de temperature:

Dans ce cas: M0 M\; R0 -Rx C0 -Cx; q0 -qx; V0 K, 0

^ ^ ^
(/) (/) (/)

II suffit encore des equations (a) et (c) qui s'ecrivent

x(l
Ih

/ \ i ^ k ,n ii p l\ EIdv(l—2r)
(a) | C0y + AfoO + P)
(c) \ C0(k + 2k') + M0(\+k) 0

d'oü on tire:

C0 — — Cx — R0 — — Rx —
3EId%(l—2r) (1 + *)

,W0 M[= —

lh

3EIöt(l — 2r)

[k(2 + k) + 2A'(3 + 2£)]
A + 2A'

/A

r(/
/A2

k(2 + k) + 2Ä'(3 + 2A)

_ _ _ 3ElST(l—2r) \ + 2k + 2k'
q0 - —qx - TV2 I(2~+k) + 2k(T+Jkj

4° Force horizontale Px agissant au sommet de la bequille de gauche:
On sait que l'on a dans ce cas:

Px
<7o Qi C0 + Q; R0 Rx; M0 — M[; V0 — Vt.
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Dans ces conditions l'equation (b) s'ecrit:

(b) M0 [y + A(/—2a)] + R0 (l—2r) (k + k') + C0 (l—2r) ti 0

ä laquelle on Joint les relations:

Ro Co — V0 r

M0 Ro +
hPx

et la relation fournie par la statique (somme des moments par rapport ä A0
nulle):

2C0 + V0(l—2r) + hPx 0.
On en deduit:

C -C --*** 6
^0 *-! o

1

+ (l-2r)[t + j-(k+k')]

M0 ¦ M[
hPx

Ro — Rx — ^~
hP_x

2

V0=-Vx
hP>

-L+{i_2r)(k + k'-k'j)
(l—2r)(k+2/t)

y + 2(/-2r)(A + A'-A'y)

i + (l-2r)(^-k'j)
^ + (l-2r)(k + k'-k'±)

(l—2r)(k + 2k')

l[l + (l-2r)[k + k'-k'j)]

Conclusions.
Si nous prenons le cas de la charge p uniformement repartie sur la traverse

superieure nous voyons que la poussee produite par cette charge est susceptible
de s'annuler si:

r — • dans le cas des appuis ä rotules,l_
6

/
1 + k

k-\-2k' dans le cas des appuis encastres.
6 A'(l + k)

Si une de ces relations (suivant le cas) etait satisfaite la poussee due ä la
charge p serait nulle quelle que soit p.

On desire en meme temps soulager dans une certaine mesure la traverse
superieure, c'est ä dire que les moments M0 et Mx' soient egaux ä une certaine

n/2
fraction de ±-—-; ceci donne une seconde relation entre r et K-

o
La poussee totale est la somme des poussees dues aux differentes charges

qui agissent sur le portique; en particulier les poussees dues aux poids des
retroussements et des bequilles sont negatives (comme on le voit sur les ex-
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pressions trouvees plus haut) et viennent se retrancher des poussees dues aux
charges reparties sur la traverse superieure, de sorte que les poussees s'annulent'
avant que les retroussements atteignent les longueurs donnees par les ex-
pressions precedentes; d'ailleurs on peut charger facilement les retroussements
et surtout la partie inferieure des bequilles ce qui permet d'introduire des
poussees negatives supplementaires.

Cette surcharge artificielle de la partie inferieure des bequilles peut etre
avantageuse non seulement pour la raison que nous venons d'indiquer, mais
pour faciliter le montage par encorbellement; on commencera par monter les
retroussements, puis les bequilles, ensuite chaque demie traverse superieure;
chaque demi portique prendra appui d'une part sur son appui definitif a
l'extremite du retroussement, d'autre part sur un appui provisoire place sous la
bequille.

Pendant le montage on est generalement amene ä laisser un des appuis
sur rouleaux au moins jusqu'ä ce que les deux demis portiques soient assembles
de facon ä ne pas introduire dans le Systeme des contraintes mal connues; les
retroussements permettent de retarder la fixation du deuxieme appui, puisque
le soulagement de la traverse superieure se produit meme sans qu'il y ait
poussee. L'avantage ainsi procure peut se comparer a celui obtenu dans un
arc que l'on maintient ä trois articulations pendant sa construction.

En somme les retroussements permettent dans une certaine mesure de
rendre le soulagement de la traverse superieure independant de la poussee sur
les appuis; l'alourdissement, produit par les retroussements et le renforcement
de la partie inferieure des bequilles, se place dans une region de montage facile;
le Supplement de depenses qui en resulte est susceptible, dans certains cas,
d'etre largement compense par l'economie realisee sur la fondation, l'allegement
de la traverse superieure, et les facilites de montage.

Resume.
La presente note a pour objet d'indiquer un type de poutres ä bequilles

qui permet de reduire et meme d'annuler la poussee, et qui facilite le montage
par encorbellement tout en realisant une grande portee sans appuis inter-
mediaires.

Dans ce type, les bequilles ä la partie inferieure se prolongent ä angle
droit par des retroussements horizontaux; le Systeme repose sur ses appuis ä

l'extremite de ces retroussements; les appuis peuvent etre ä rotules ou en-
castres.

Les retroussements introduisent un moment supplementaire; le moment
des reactions verticales sur les appuis qui est de meme signe que le moment
de la poussee et qui aide efficacement au soulagement de la traverse superieure,
de sorte que avec une longueur de retroussement convenablement choisie et
eventuellement le lestage de la partie inferieure des bequilles, on peut obtenir
le soulagement desire de la traverse superieure avec une valeur de la poussee
reduite et meme nulle.

En meme temps les retroussements facilitent le montage par encorbellement,

chaque demi-portique prenant appui pendant le montage d'une part sur
son appui definitif ä l'extremite du retroussement, d'autre part sur un appui
provisoire place sous la bequille; un des appuis sera maintenu sur rouleaux
le plus longtemps possible, et les retroussements permettent de retarder la
fixation de ce deuxieme appui, puisque le soulagement de la traverse superieure
se produit meme sans qu'il y ait poussee.

Abhandlungen IV 15
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Zusammenfassung.
Der vorliegende Aufsatz beschreibt eine Rahmenart, bei der der Horizontalschub

kleiner und sogar Null werden kann; sie erleichtert auch den Freivorbau
und gibt die Möglichkeit, große Öffnungen ohne Zwischenstützen zu
überspannen.

Bei dieser Art verlängern sich die Pfosten unten im rechten Winkel durch
waagrechte Fortsätze; die Lager können gelenkig oder eingespannt sein.

Durch die Verschiebung der Auflager wird ein zusätzliches Moment
eingeführt. Dieses Moment der senkrechten Auflagerkräfte wirkt in derselben
Richtung wie das des Horizontalschubes und entlastet ebenfalls den oberen
Riegel. Dadurch kann bei passend gewählter Verschiebungslänge und etwaiger
Belastung des Pfostenfußes die gewünschte Entlastung des oberen Riegels
durch einen geringen oder verschwindenden Horizontalschub erreicht werden.

Gleichzeitig erleichtern die versetzten Auflager den Freivorbau. Jeder
Halbrahmen lagert während dem Bau auf seinem endgültigen und einem
vorläufigen Auflager unter dem Pfosten. Eines der endgültigen Auflager wird so
lange als möglich auf Rollen gelagert. Die Auflagerarme gestatten den
Zeitpunkt der Befestigung desselben hinauszuschieben, da sich die Entlastung
sogar ohne Horizontalschub einstellt.

Summary.
The author describes in his paper a particular type of frame which is so

arranged that the horizontal thrust can diminish, even down to zero; this facilü-
tates free cantilever erection, and offers the possibility to bridge wide spans
without the necessity of intermediate supports.

The posts of this construction are extended at the base at right angles by
horizontal arms. The bearings can be hinged or fixed.

By moving the bearings an additional moment will be introduced. This
moment due to vertical reaction forces is acting in the same sense as the
moment produced by the horizontal thrust, and its effect is a relief to the brace
of the frame. Thus by choosing suitably the length of displacements or loading
at the base of the post it is possible to create a required releaf of the brace by
establishing a small or vanishing horizontal thrust.

The corbelled position of the bearings facilitates free cantilever erection.
Each half of the frame rests during erection on a permanent and a temporary
bearing at the base of the post. One of the permanent bearings will be kept
on rollers as long as possible. The existence of the arms at the bottom of the
posts permits the final fixing of the bearing to be postponed, since release can
take place even without horizontal thrust.
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