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ETÜDE SUR LES SURFACES AUTOPORTANTES MINCES
METALLIQUES.

CONSIDERATIONS THEORIQUES ET CALCUL.
EXEMPLES DE REALISATION (COUVERTURE).

UNTERSUCHUNGEN ÜBER FLÄCHENTRAGWERKE IN STAHL,
THEORIE UND BERECHNUNG.

STUDIES ON SELF-SUPPORTING STEEL SHELLS, THEIR THEORY
AND CALCULATION.

L. BESCHKINE, Ingenieur aux Etablissements Delattre et Frouard Reunis.

lre partie.
Considerations theoriques.

Chapitre I. Conditions d'emploi de surfaces metalliques minces.
Les surfaces minces de grande portee ont ete employees en premier Heu

dans la construction en beton arm'e. Dans ce mode de construction les
elements d'ossature peuvent etre ä des distantes assez importantes les uns des
autres, sans crainte du flambage de la surface. — Au contraire, dans le cas
de la construction metallique, les faibles epaisseurs pratiquement utilisables
(1 mm ä 4 mm — au Heu de 4 ä 8 cm pour le beton arme) rendent impossible
l'utilisation des principes de construction adoptes pour le beton arme.

Prenons par exemple, pour illustrer cette idee, le cas de voütes cylindriques
avec raidisseurs (ces raidisseurs etant, soit des nervures dans la voüte, soit
des plans realises avec une membrure superieure et un tirant, un treillis reliant
les deux).

La relation liant la pression critique sur la voüte, supposee radiale (p0)
l'epaisseur de la voüte (e), le rayon de la voüte (R), l'ecartement des raidisseurs

(L), le module d'elasticite (E) et le coefficient de Poisson (0) est:

xp

oü:

*=a<^f -!» (£)"
r]-. nombre d'ondes de flambage pour un cylindre complet, defini de

maniere ä rendre V minimum.
(Loir par exemple, pour les formules permettant d'etablir ces resultats,

Love „Mathematical Theory of Elasticity", 4«me edition, pp. 571 et s.)
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Prenons par exemple:
1° beton e 5 cm R 60 m £ 8 m E 2 • 109 kg/m2 a 0,1

on trouve: p0 350 kg/m2.
2° acier « 3mm /? 10 m Z. 1 m E 2 • 1010 kg/m2 a 0,3

on trouve: p0 387 kg/m2.
On voit les petites dimensions de voiles metalliques auxquelles on est

conduit, si on veut les faire travailler ä la cornpression dans des conditions
analogues ä Celles des voiles en beton arme.

II a donc fallu, pour realiser des surfaces metalliques autoportantes,
s'orienter vers de nouvelles Solutions.

Deux procedes, totalement differents, ont ete appliques. On peut, soit
s'imposer la condition qu'en aucun point, le voile ne travaille en cornpression,
le voile metallique faisant office de toile tendue sur un cadre, soit diminuer
les rayons et les distances entre raidisseurs, pour obtenir des elements pouvant'
resister ä la cornpression.

Dans le premier procede, on est conduit ä realiser des surfaces ä courbures
opposees de maniere ä avoir toujours une direction en traction quel que soit
le sens de l'effort applique. Ces surfaces sont en principe de revolution, de
maniere ä permettre de constituer des elements d'assemblage identiques.

Dans le deuxieme cas, que nous etudions ici, on realise des surfaces ayant
au moins un rayon de courbure qui est tres petit par rapport aux dimensions
generales de l'ouvrage.

On realise ce que nous appelons des membranes minces ä cadres, dont
nous faisons ci apres une etude theorique generale.

Dans tous les cas d'ailleurs, les surfaces sont realisees par des elements
de surface developpables, l'obtention de surfaces non developpables en metal,
par exemple par emboutissage, etant tres onereuse.

Chapitre II. Generalites sur les membranes ä cadre en forme de
segment d'hyperboloide de revolution.

Une membrane ä cadre est un element constructif forme d'une surface mince
entouree par un cadre. La surface est assez mince pour ne supporter aucune
flexion; le cadre est assez rigide pour supporter les forces induites sur les rives,
de la membrane, il est calcule en consequence.

Dans ces conditions, l'element considere forme un tout capable d'absorber
des efforts quelconques, exactement comme une poutre droite formee d'une
äme et de semelles est un ensemble pouvant supporter tous les efforts situes
dans son plan.

Un groupement de ces elements, rigidement lies entre eux, constitue une
construction qui peut etre etudiee dans son ensemble, suivant les prin-
cipes classiques de la Resistance des Materiauxä condition que sa
forme generale corresponde aux hypotheses de la Resistance des Materiaux.
En particulier il faut que l'on puisse definir d'une facon naturelle une ligne
moyenne, ce qui implique que le corps doit etre long par rapport ä sa (ou ses)
dimensions transversales (problemes plans ou ä trois dimensions).

On peut donc definir en tout point de la ligne moyenne, le moment, l'effort
; normal et l'effort tranchant, seules quantites utilisees en Resistance de Materiaux

de par le principe d'equipollence (cas du probleme plan).
Ces quantites sont determinees sans hypothese pour des systemes

isostatiques.
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Dans le cas de systemes hyperstatiques, il est possible de tenir compte
de divers facteurs:

I ° Si l'on se borne ä tenir compte des deformations de flexion seulement,
l'hypothese de la planeite des sectionß apres deformation n'entraine pas de
contradiction appreciable avec les resultats fournis par les calculs d'elasticite,
et le probleme est resolu, ä une approximation normalement satisfaisante.

2° Si l'on met en compte les efforts tranchants et les efforts normaux
perpendiculaires ä la ligne moyenne, ces efforts calcules ä partir de l'hypothese

de planeite, sont entierement errones; aussi faut il corriger partiellement
les resultats en tenant compte des equations differentielles d'equilibre.

II resulte de ces considerations que, dans le cas des membranes, si l'on
ne calcule le Systeme qu'ä la flexion, les resultats donnes par la Resistance
des Materiaux des corps allonges sont exacts ä leur precision habituelle.

Dans le cas oü l'on veut calculer le Systeme en tenant compte des autres
facteurs (forces normales transversales et cisaillements) il faut, compte tenu
d'un premier calcul approche, determiner les deformations subies sous l'in-
fluence de ces facteurs, et faire un deuxieme calcul definitif.

La determination des deformations locales, la repartition generale des
efforts etant supposee connue, est precisement l'objet de cette etude.

A partir des deformations locales pn peut definir. les efforts transmis par
la membrane ä son cadre, et accessoirement les efforts dans la membrane qui
sont d'ailleurs definis assez exactement par la Resistance des Materiaux.

Le calcul exact de la membrane proprement dite est peu utile, etant donne
que dans Jes conditions normales d'emploi, les efforts sont nettement inferieurs
aux fatigues limites, ä cause de l'epaisseur minima que l'on doit adopter pour
la membrane (absence supposee de deformations initiales, resistance aux charges
locales, rigidite pour la mise en place et le transport, resistance ä la corrosion).

Dans les chapitres suivants, compte tenu des considerations qui precedent,
nous etudierons les deformations des membranes en forme de segment d'hyper-
bolo'ide de revolution, le segment etant limite ä deux paralleles et deux me-
ridiens.

Les divers Segments sont lies Tun ä

l'autre par les meridiens.
Considerons un segment realise par un

cadre avec membrane mince formant un
element de poutre continue, droite ou courbe.

Fig. l. D'apres ce qui precede nous introduisons
Rahmenelement. Cadre elementaire. l'hypothese de planeite des sections apres de-

Fram element. formation.
D'une maniere plus precise, nous supposons que la repartition des

deformations est lineaire le long de la hauteur de l'element, ce qui conduit
ä introduire le coefficient de Poisson et les contraintes transversales, procede
plus precis que celui habituel en resistance des materiaux.

D'autre part, cette distribution entraine une distribution hyperbolique des

contraintes (Solution approchee de Resal pour les poutres courbes, Annales
des Mines 1862) qui, pour des rapports du rayon de courbure ä la hauteur
superieurs ä 10, est pratiquement confondue avec la distribution reelle (Solution
de H. Golovine, Bulletin de l'lnstitut de Technologie de Saint Petersbourg 1881,
et de C. Ribiere, Comptes Rendus, Vol. 108, 1889). Pour la comparaison
effective de ces Solutions, voir Timoshenko: Theory of Elasticity, p. 61 et aussi
du meme, Strength of Materials, Vol. II, p. 429.
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D'une maniere plus precise, l'hypothese de planeite des sections (distribution

lineaire des deformations) n'est pas introduite en termes differentiels
pour un element infinitesimal pris le long de la ligne moyenne, ce qui don-
nerait des contraintes en contradiction avec les equations d'equilibre du voile.
Nous ecrivons uniquement que.la deformation globale d'un cadre elementaire
est definie par cette hypothese de planeite, c'est ä dire que la deformation
totale entre les 2 rives du cadre (dans le sens de la ligne moyenne) est definie
par une loi lineaire. Cette, condition est jointe aux efforts totaux definis dans
la section moyenne du cadre (ces derniers calcules par la Resistance des Materiaux

classique), effort normal et moment de flexion d'une part, effort tranchant
d'autre part.

On obtient ainsi deux equations definissant les valeurs moyennes des
contraintes (equations des moments et des efforts normaux).

D'autre part les equations differentielles d'equilibre des surfaces minces
sont au nombre de 3:

2 equations differentielles
' ' \ 1 equation ä termes finis

la derniere equation pouvant, au moins dans le cas de surfaces ä courbures in-
verses, etre ecrite (voir plus loin):

% Rn2~Ü'

x etant la contrainte composee de cisaillement en coordonnees asympto-
H2

tiques, RN l'effort normal, ^r— une fonction de la courbure, („gauchissement"

de la surface).
Cette derniere equation, jointe, non aux 2 equations differentielles mais

aux 2 equations tirees de l'hypothese de planeite donne un Systeme de 3

equations ä termes finis determinant les valeurs moyennes des
contraintes le long de leurs lignes d'action qui sont les asymptotiques. En
particulier le probleme est tres simple quand les asymptotiques sont rectilignes.

Le Systeme d'equations ainsi forme dit Systeme (B) n'est pas en contradiction

avec le Systeme (Ä).
Celui ci donne en effet les variations des contraintes dans un element, maig

ne definit pas leurs valeurs moyennes.
Le Systeme (B) au contraire, donne les valeurs moyennes, sans definir

les variations.

Le Systeme (B) est d'ailleurs süffisant, au point de vue de la connais-
sance des contraintes, quand le cadre elementaire est petit par rapport aux
dimensions generales de la piece.

II faut d'ailleurs noter que des constructions des types envisages etant
destinees ä supporter des charges reparties, des charges rapidement variables'
(concentrees) qui rendraient le procede de calcul illusoire, ne sont pas ä
considerer.

Nous etablirons le calcul ä partir des equations (B) uniquement.
II est ä remarquer que l'introduction des equations (A) n'augmente pas

les difficultes du calcul et vient simplement completer les resultats fournis
par les equations (B).
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Chapitre III. Formules generales d'equilibre des membranes.
Dans l'etude que nous avons faite pour Monsieur Lafaille sur la construction

des voütes en beton (voir le Rapport paru dans les Publications Pre-
liminaires) nous avons developpe, ä partir des formules fondamentales etablies
par Monsieur Aimond et relatives ä l'equilibre general des surfaces minces,
un certain nombre de resultats d'ensemble relatifs au calcul de ces surfaces,
et que nous ne reproduisons pas ici.

Nous reprenons simplement d'une facon plus complete les calculs relatifs
aux surfaces doublement reglees avec application plus particuliere aux hyper-
boloides de revolution, ces calculs servant de base au calcul des membranes ä

cadre en forme d'hyperboloide.

Section I: Formules de geometrie.
Soit une surface doublement reglee definie par les equations

x x(u,v) y =y(u,v) z z (u, v)

u et v etant les coordonnees asymptotiques de la surface, c'est ä dire que
u Cte et v C'e definissent les droites des 2 families de la surface. Posons:

- © + © + ©'
_ Bx dx .dy dy dz dz
~ Bu Sv * Su d v du dv

\dv)
H2 EG — F2.

Un element d'arc ds (du, dv) est egal ä:
ds2 Edu2 + 2Fdudv + Gdv2.

Un element de surface dS (du, dv) est egal ä dS H du dv.
Les directions principales sont definies par

du dv

°=GW+G

yJG ye
Nous definissons les directions asymptotiques par leurs vecteurs unitaires

U et V. Par exemple la projection de U sur l'axe des x est
1 dx

iu ~ fE du '

Section II: Equations d'equilibre.
Les forces exterieures de surface etant representees par le vecteur

~R(X,Y,Z)
sur l'element (du, dv) agit la force

RHdudv
>

Nous decomposons R suivant les 2 directions asymptotiques (Ru et Rv)
et l'intersection des plans osculateurs aux directions principales de la surface

->-

(Rw). La projection de R sur la normale ä la surface est RN.



160 L. Beschkine

Les contraintes internes agissant sur les cotes de l'element du, dv, sont:
vx agissant sur aV parallelement ä du
vt „ „ du „ „ dv

t „ tangentiellement sur du et sur dv.

L'equation generale d'equilibre est:

HR=4;(V* Vö+ Uvx \~G) + JL(Ut1/E+ Vv2 fE)
ciu dv

\3u ' ' So ' 1

Le vecteur

epio+i^
du dv

est l'intersection des plans osculateurs aux directions principales de la surface.
¦>- ¦>¦

En effet, les lignes principales ont pour directions U + V.
•»- >

Les plans osculateurs, sont definis par U + V et par:

(u±v)'tj+
c'est ä dire:

avec:

et comme:

SU
du

U+V

^ du.\^(ev. ev.du 4- —— öd + —- du + —— dv
' dv 1 \du dv

du
+

dv

Vo yz
0 dVSU

du " dv

la direction commune des deux plans est bien:

SV

0 (asymptotiques rectilignes)

WfE+^][G.
dv ' ^ da '

La projection de ce vecteur sur la normale ä la surface a pour valeur:

8 8 822D'
-ry- avec D — du ' dv ' du,dv

(x,y, z).

On a donc:

HRV

s(vxJG) 8(t\E)
du Bv

8 (v2 fE) ,e(r fö)
dv + du

Hl
2D7Rn.
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Section III: Cas des hyperboloides de revolution.
I ° Formules de geometrie.

L'hyperboloide est represente par l'equation
z2 _ x2 -fy2
b2 ~ a2

avec c' a*

1 =-^ 1
a2

+ b2.

Les coordonnees asymptotiques seront cp et \p,
angles pris sur le cercle de gorge correspondant aux
intersections avec celui-ci des 2 asymptotiques
passant par le point M (x, y, z) considere.

Posons: ß ^±£; y=<^.

M^ P =\~

J^
^H

Fis?. 2

On a:

x a
COS/S

y a-
sin ß

cos y ' cos y '

En particulier, pour ß 0 (plan x 0 z)

a

z b tg y

x
cos y

z b tg y

Dans ce qui suit, les coordonnees (x, z) seront issues du point cp — 0,
ip 0, de sorte que:

1 \ _ asin2 y
^COS y 7 COS y (1 + COS y)'

Les coordonnees curvilignes fundamentales etant considerees comme etant
y>, cp, et les formules etant exprimees ä l'aide de ß, y, on a:

c
K. yJE )lG

2 cos2 y

H
a"2cos3y-}'s{n2'/+7J=^^i8lü-

co est le demi-angle des asymptotiques, tel que:

cos co — cos y; sin ei

H2 t/ b2

s.n-y+^; tgw
l/sin2r +^

cos y

La quantite yy-7 a pour valeur:

H2 _a^_
2D'~ 2b

Le rfs d'arc de parallele est:
n

ds
cos y

tg3 «.

a1/?.

Le rfe d'arc de meridien est:

dt — dy.
cos y '

Abhandlungen IV
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Enfin, X etant l'angle avec l'axe du plan tangent en un point, on a:
a „._ tg y _

b
tg* siny; sinZ

tgto
cosZ

a cos y tg to'

yj'C

=c

ji
(A)

On a, par application des formules generales:
a2

09? Vcos-y.

S l vi
dip \COS2y.

t=^^-tg2to

UV "r" 77 Vcös^yj ^

+
oy

<3

99

/?V

a2 tg w

c cos2y
a2 tg «>

S<p Vcos2y/ '' c cos-y
W/nAe/ y f> sfeijtnJ

Angies y f cnfsaanh R q> et R tp remplacant respectivement Ru Rv des
Angle ijisndcp nsmg

Fig. 3.

formules generales.

II0 Formules d'equilibre sur les directions principales.
Si l'on considere les lignes ß Cle, y Cte (meridiens et paralleles)

les fatigues normale et tangentielle sont:
Sur un element d ß: px, &
Sur un element dy: p2, ©

On a les relations suivantes entre ces contraintes et les contraintes
asymptotiques :

tgw 1 i n \Px -^5—("i +v2 —2 t)

1

P2 2tgw

Ö=y(v,

("1 +^+2^)

n).

+r

Fig. 4.

La combinaison des formules precedentes en asymptotiques donne:
S (p2 tg to) 8 1 & \_

dß \ cos2 y)~^ dy \ cos2 y 7 A"
tg-

f. ^'1

dy Vtg rocos2 y

i"2 tg CO

dy \ cos2 y

+

cos^y
a

dß\cos2yJ ycos3y

Ces formules seront utilisees plutot sous la forme:
a2

Px p2tg2to — RN—tg3to

8j9_ _a_
dß ^cosy cos2 y-

i"i

si_e\_yy\;y vcos^y.
=¦ Rßß

By Vtg wCOS2y;

tg w tg w ßfl2

cos3y cos2y d/2
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Dans une premiere partie, nous determinerons la repartition des effort9
N et M (effort normal et moment de flexion). Dans une 2<= partie nous mettrons
en compte l'effort tranchant T, qui permet de repartir les efforts de cisaillement.

Chapitre IV. Etüde de la repartition des efforts normaux
ä partir des hypotheses de planeite.

1° Introduction.
Soient 2 sections droites voisines d'une poutre (droite ou courbe) ä l'etat

libre.
Quand on charge cette poutre, les

sections, tout au moins en general, ne restent
pas planes, et l'on ne peut plus definir
l'angle des 2 sections apres deformation.
Mais il est toujours loisible d'ecrire que,
en premiere approximation, l'allongement
des fibres tout le long de l'axe transversal
ox est de la forme:

A dlX + ö0 (1)
Cette expression entraine evidemment

une repartition des contraintes bien de-
terminee. y—

Dans le cas usuels, cette repartition
est evidemment en bonne approximation
de la repartition reelle dont eile represente
sensiblement les premiers termes du de-
veloppement en serie en fonction de x.

Si l'on considere le developpement
comme limite ä ces deux termes, la
statique pure permet de definir leur valeur, si le moment et l'effort normal sont
definis au droit de la section.

D'autre part l'expression (1) permet evidemment d'ecrire (en lui ad-
joignant les deformations d'effort tranchant) des relations entre les deformations
angulaire et metrique de la piece, d'une part, et les efforts qui lui sont appliques'
en chaque point, d'autre part.

II en resulte que des relations, telles que les theoremes de Castigliano et
de Menabrea, peuvent etre transposees ä cette elastique dont la formule fonda-
mentale est (1).

II est alors interessant de remarquer que si la formule (1) ne donne pas de
resultats exacts pour la repartition rigoureuse des contraintes, les 2 quantites
d0 et dx representant l'allongement moyen et la rotation moyenne, suffisent pour
une application tres precise de theoremes sus-indiques, de sorte que la resolution
du Systeme hyperstatique est relativement bien plus exacte que la resolution
du probleme de la repartition des contraintes.

iztz

yn\
I \

pq
hj»-^

—4-

W,w//
Fig

II0 Relation entre les contraintes et les deformations.
Soit un cadre elementaire d'un hyperboloide de revolution defini par son

rayon R a au cercle de gorge et la valeur b de l'axe non transverse de l'hyper-
bole meridienne.

Soient 2 L la longueur d'arc sur le cercle de gorge, 2 B la largeur du cadre.



164 L. Beschkine

cp et xp etant les coordonnees asymptotiques, on a sur le meridien de rive,
l'axe de l'element etant pris pour origine:

ß ± e.

Sur les rives des paralleles on a:
y y —cp l et btgl B.

a a

Sur Taxe

x
w — cp cos y

cos '

z btgy^ btgl
Soient pt et j«2 les contraintes suivant le meridien et le parallele, prises

pour toute l'epaisseur e.
La deformation dans le sens du parallele est:

(E: module d'Young,
a : coefficient de Poisson)

(p2 — ff^)—.
La deformation totale le long de l'element est:

A
~Ee J ^'2 ~ "^ ds

a re
A Ee cos y J _^'2 ~ a^ dP

puisque ds dß\.

Dans le cas de cadres normalement utilises, e est petit (de l'ordre de Vso)-
Dans ces conditions l'integrale:

devient:

Comme:

/ («2 — apx)dß

I 2e(p2 — a p^.

a2
Pi =A'2 tg2 oi — RN-^ tg3 to,

A ~^~
tSTy

2E [<"2 (1 - atg2 w) + aRNTtg310\¦

il resulte:

Ee cos y'
Comme il a ete dit, nous posons:

A dx x + ö0.

Remplacant dx et d0 par des quantites proportionnelles telles que:
mx m0 Ee
dx ö0 2 a e '
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il vient:

mx x + m0 p.
1 — a tg2 co atg

cos y

II en resulte la formule fondamentale:
cosy RnT'

atg3 to a2 cos y

tg2«

Les quantites mx et aaz0 sont determinees en ecrivant que la resultante des
p2 est egale ä l'effort normal resultant, et que le moment des forces «2 est
egal au moment resultant.

On a donc les equations:
N J t«2 dS
M J p2xd2

les moments etant pris sur le cercle de gorge,
On a:

dZ a-l^dy.
cos y '

On peut generaliser ces equations en ecrivant que les pieces formant les
rives paralleles participent ä la. deformation.

Soit 5 leur section et / leur moment d'inertie, les rives etant soumises ä

une contrainte n, on a immediatement:

az • 2ea
— E cos y'

En appliquant les regles classiques de la resistance des materiaux il vient,
/o etant l'abscisse du centre de gravite de la rive:

nds (f0o1 + ö0)S^ - (f0mx+m0) — cos y0.

y0 est l'angle moyen, pratiquement confondu avec l'angle correspondant

De meme, on a:
5 /

nx ds fo(f0nix + m0) — cos y0 -| mx cos y0.

II en resulte les formules:

ä /o

(I)
M_ (XP2a2tgcof 1 l) dy 1

(S^/W] + IlUl ~^ Sf° OT°) COS y°
Jo cosy \cosy 7 ' e

2 a tg co S

cosy
d7 + — (mx U + mo) cos y0

A'2

AZ

y \cosy
a tg3 co a

X —atg2 m b

(mx x + m0)
— — cos y

-7- /?AV + (AKi X + AAZ0)
cos y

1 — ff tg2 co
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III0 Relation entre les efforts totaux et les deformations
— Centre d'action — Potentiel interne.

Posons:
C cos y dl S

\ —atg2 co
cos y0 /0

"

x cos y d2 5
l-fftg2co+T/oCOSyo=/t

Vcosya"^ Sf02 + I
1 — a tg2 co e

u tg3 co a

cos y0 I2

1 —fftg2co b

atg3 co a2
1 — ff tg2 co T

RNdZ= —P'Ro

RNxdZ= —Pro.

II vient:
TV mxh +m0I0—PRo
M mxl2+ m0Ix — Pro

Dans un calcul de Systeme hyperstatique, M est defini par rapport au
centre de gravite de la section et l'on obtient:

J l__M_
r r0

~~ EI'
Pour que l'on puisse ecrire ici une teile relation cherchons un point tel

que la deformation angulaire aaZj ne depende pas de l'effort normal, quand on
definit le moment par rapport ä ce point.

Soit g ce point (x g), Mg le moment correspondant:
M Mg+gN.

Donc:
Mg mx (I2 —glx) + m0 (A — g/0) — (Pr — P'Rg) a.

On deduit immediatement:

' f-
On voit que:
1 °) g n'est pas le centre de gravite defini en Resistance des Materiaux. II

en differe par l'introduction dans les integrales It et /0 de cos y (qui est une
generalisation au cas des poutres courbes des formules uselles pour lesjpoutres
droites) et de l'expression 1 — otg2a> qui provient de la contraction
transversale.

2°) aaZj est donne par la relation:

m _Mg+(P'R-P'Rg)ami~ h=¥T0 •

Au denominateur figure une expression du type / — Sg2 qui represente un
moment d'inertie.

Au numerateur, Me ne figure pas seul. Les integrales PR' et Pr" existent
de par la presence du coefficient de Poisson.
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La deformation angulaire peut etre definie par dx'.

donne la Variation de courbure -j- qui est:
2e(a + g) dy

da_ _ J___J a Mg-j-(PR — PRg)a
dy ~ q a+-g~~ Ee(a+g) f2—g2/0 '

Posons:

W('75^+>'°-*>'+'>-*

g etant le rayon de courbure:
1 Mg + Pro4y E lge" + S

a

L'expression du rayon de courbure ne differe de l'expression classique que
par les Conventions sur la definition de g et de lg, d'une part, et par l'intro-
duction de aPR, d'autre part.

Posant: aaz0 + mxg mg,
on a:

TV mgI0 — Pr ff.

Posant :

n /0e-

I l"-±*'s a

a

e

on a donc (i etant le raccourcissement unitaire):
N+Pka 1 N+Pro N+PRa

s" /o ' E a + g ~ EQ
'o e

a

_Mg + PRO. /1\_ 1 Mg + PRO _ Ms+-PRa
mi~ h ' \o)- E /ea + g ~ EI '

s a

On deduit immediatement l'expression du potentiel interne par unite de

longueur sur le cercle de gorge:

W= Yj^; [mx2Ig—mx ff Pr + mg2/0 — msa Pr]

_
1 \(Me + $PRoy-{$oPR)* ¦ (N+±PRa)2-(ioPR)2l

2Eel Ig "*" /„ J'
La partie utile de l'expression de W pour le calcul des reactions hyper-

statiques est (c'est la seule partie dependant des reactions hyperstatiques):

W - J_ Wl±±^_£)1 ;
1 (N+^Pka)2

U~2E elg 2E e/0

Wu est donc la somme de deux carres l'un en M, l'autre en N.
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L'application du theoreme de Menabrea ä cette expression se fait de la
meme facon qu'ä une expression du meme type de la Resistance des materiaux
classique.

Chapitre V. Repartition des efforts de cisaillement.
Les efforts de cisaillement sont definis par les 2 expressions suivantes:

(1) i® /? " cos2v^-( ^K) dß *7 cosy
S 7 dy Vtg co cos2 y)

(2)
8 & \ — R8atg0i tg(° 6fl'

K' dy Vcos2y/ Pcos3y cos2y dß'
Ces 2 formules s'interpretent de facons differentes. La formule (1) definit,

dans l'interieur d'un cadre, la Variation de © le long d'un parallele, mais ne
definit pas les valeurs de © le long d'un meridien. Dans son expression figure
la quantite:

6 px

By Vtg co cos2 yi
qui peut etre calculee ä partir des considerations indiquees ci-dessus.

En effectuant les Operations on trouve:

8Q -Rv a {%v
-^T — R7-,Bß 'cosy 1 —fftg2co

c3

2^ —cos2 y
et

mxatgca + (mxx + m0)\ --—-, \-

KS+sin2r

+ 2o^__^_j__2^_/ c2
1 1 rr Trr2 ,,* /t.2 nrtc ai f nrtc2 h \ ' '

+

1 — atg2 (o a2 cos y j cos2 yb V ' ' 1 — ff tg2 co

a2 tg2 co SRN

+

b (1 — fftg2co) By '

D'autre part, la formule (2) semble definir la repartition de 0 le long
d'un meridien, mais on doit remarquer que:

'co 8p28 /p2tgco\ tg,
8ß\cos2y) cos')ß Vcos2 y cos2y dß

n'est pas defini par les considerations qui precedent. D'autre part, la distribution
des cisaillements en section est fonction principalement de la distribution des
efforts normaux p2, non ä l'interieur d'un cadre, mais le long de la ligne

moyenne, d'un cadre ä l'autre. II s'ensuit donc que —'-£ peut etre obtenu en
B ß

derivant par rapport ä ß l'expression de p2 calculee sur l'axe du cadre, e n
considerant M et N comme des fonctions de ß.

Nous pouvons donc ecrire:

d,u2 2<rtgr,o 8 t 18 mt x 8 m0\ cosy
7J ~~ ~ 1 — fftg2 co Jß ' V Sß ' ~dß~) 1 — ff tg^co'

Posant:
Bmx S m0
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il vient donc:
S u2 2 ff tg co 8 t
dß '

D'autre part:

1 — c; tg2 co S ß + (LlX + L0)
cos y

1 — ff tg2 co
'

dMt
dß

s TRm. % -T+»*,.
RM est le rayon de la ligne moyenne, Pt la composante tangentielle des

forces exterieures, Me le moment sur la gigne moyenne.
On a: M — Mg + Ng.

<»)

gPtRM -f- TR
8 Ho atg co

x-~ s— dv
8 ß cos y '

PtRM-T=\^-^dyj B ß cos y
(R est le rayon du cercle de gorge R a.)

En introduisant les sections des membrures, on trouve, d'une facon generale,

les 3 formules fondamentales:

(II')

Sp2
8ß

otg3w a2 BRn n „ s cosy
\ — atg2cob 8ß ^( ' ^ o)\ — atg

PtRM-T= J^a'^-f^(L1/0 + Z.0)cosy0
ßß

tg2co

gPtRM+TR ^x^d^ + (SflLx + ILx +Sf0L0) c0s y0

dß

La formule (2) ci dessus permet de determiner — I ~) compte tenuv ' ' dy Vcos2y/ '
du fait que pour y 0 par raison de symetrie, le cisaillement est nul.

dO
0, jointe ä la formule —-, donne

dß
Cette determination de © pour ß

toutes les valeurs de 0.
Ces formules ne permettent pas de resoudre le jirobleme des efforts intro-

duits par les cisaillements dans les pannes. En effet representons en fonctions
de ß la loi de cisaillement 0 pour y c'e, dans 2 cadres consecutifs.

Dans chaque cadre ä partir de la valeur &0 cal-
caluee sur son axe 0 varie suivant la loi en trait
plein. 0o qui peut etre calcule en tout point de la
ligne moyenne, varie suivant le trace en pointille
(qui ne correspond pas ä une distribution materielle
de cisaillements). On peut dire que le cisaillement
supporte par la panne, du au cadre /, est egal ä
A B et que le cisaillement supporte par la panne,
du au cadre //, est egal ä A C. On voit immediatement

que:
'ee e&0\

Fig

AB z=

ee0
8ß

.8ß dß.

s'obtient en derivant les formules (II').
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8Q
On a -—- par la formule (1).

avec —f Kx', -irr Ko)
8 p B ß 1

(III')

_^(_e1_) sRäa _j e^t^co^
eyBß\cos2yJ 8ß & cos3y 8ß2 cos2y
82p2 atg3co a2 82Rn cosy— + (kx x + k2) -.

dß2 \ — otg2tobeß2* K1 ' "1 — atg2 co

8Pt-RM + N-PnRM ^8l^d^ + ^-(kif0+k0) cos y0
8ß

8Pt x,D n nn L^."* ^v (SflKx+IKx+Sf0Ko) COSy0

gRMfj-NR + PnRRM=^x?lßdZ + y-

On definit ainsi la valeur des cisaillements dans la panne.

Chapitre VI. Efforts dans les pieces du cadre.
Les pieces du cadre sont: les membrures (le long des paralleles) et les

pannes rives interi eures (le long des meridiens).

1° Les membrures.
Les membrures sont soumises aux efforts suivants:
1 °) La part qui leur est propre de l'effort de cornpression ou traction, tel

5
qu'il est defini par — p2, p2 etant calcule pour x — f0.

2 °) Les efforts normaux px que l'on peut admettre uniformes d'une panne
ä l'autre.

3 °) Les efforts tangentiels 0 (differents de 0O) qui varient lineairement.
Ces membrures peut etre considerees comme poutres courbes continues.

Comme, dans les calculs de verification, on calcule les regions d'effort maximum,
les efforts varient lentement d'un cadre ä l'autre; le calcul peut donc etre assimile
ä celui d'une poutre continue uniformement chargee, c'est ä dire une poutre
encastree aux points d'appuis qui sont formes par les pannes.

II0. Les pannes (rives interieures).
Les pannes sont soumises aux efforts suivants:
1 °) Les differences des efforts pz d'un cote et de l'autre de la panne que

nous negligeons, etant donne que la rigidite d'une bände de la surface prise
le long du meridien est incomparablement plus grande que celle d'une panne.
Eu egard ä la petitesse des efforts differentiels p2, cette approximation est de

peu d'importance.
2°) Les efforts (0 — 0O) qui s'ajoutent des deux cötes de la panne.
3 °) Les reactions d'appui (efforts tranchants) des membrures. L'ensemble

des forces 2 ° et 3 ° doit etre equivalent ä 0.

La panne doit etre calculee comme une poutre courbe sur deux appuis
(les reactions d'appuis etant definies independamment des charges) dans le
sens transversal ä la ligne moyenne du Systeme etudie.
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Chapitre VII. Conclusions theoriques.
Dans ce qui suit, nous allons faire une breve comparaison de la methode

de calcul, teile qu'elle vient d'etre esquissee, avec la methode de calcul classique
de Resistance des Materiaux.

Notons tout d'abord que la methode de calcul actuelle, pas plus que les
methodes employees jusqu'ici pour ce genre de problemes, n'etudie pas l'etat
de contraintes au voisinage immediat des pieces de cadre, sauf toutefois en ce
qui concerne la deformation le long des membrures suivant le parallele, les
deformations de la membrure et de la membrane etant compatibles, aux faibles
efforts 0 pres, qui sont induits dans la membrure (et qui sont d'autant plus
petits que le cadre est petit).

On peut repondre ä cette Observation en s'appuyant, soit sur les principes
d'accomodation, soit sur les demonstrations mathematiques de la faible im-
portance des equations surabondantes.

Ceci pose, nous remarquerons que des 2 equations que fournit l'elastique
ä 2 dimensions:

Stii 8J___ Bn^ ,S_t__v
8x ~*~ ey~ ' dy ^ dx~ '

le processus habituel de calcul de Resistance consiste ä en utiliser zero ou
une seule.

Dans le 1er cas, on pose les formules suivantes ä partir de l'hypothese de
la planeite des sections (qui entraine implicitement le principe d'equipollence,
puisque, si celui ci n'etait pas vrai, les deformations des sections restant planes
ne donneraient pas suffisamment de parametres arbitraires pour tenir compte de
la distribution des forces):

_ Mv N T

Dans le 2<= cas, on rectifie la 2e formule qui devient:

Ie '

A etant le moment statique, par rapport au centre de gravite, de la section au
delä du point considere, et e l'epaisseur en tout point. Pour etablir cette
formule, on se sert de la 2<= equation differentielle (x etant dans le sens
transversal et y suivant la ligne moyenne de la piece).

La lre equation differentielle donne des valeurs de nt qui sont en general
inconciliables avec l'equation dite de compatibilite.

8"
¦ 8' \t I x AI i \(8X dY\

Au contraire, les 3 equations d'equilibre des membranes sont entierement
appliquees dans les calculs developpes precedemment, avec la seule restriction,
(qui peut etre Ievee par l'introduction de termes correctifs avec lesquels on
pourrait reprendre le calcul et atteindre l'approximation que l'on veut) que la
longueur d'un cadre elementaire doit etre petite par rapport ä celle de la piece
etudiee.

D'autre part, l'equation de compatibilite n'existant pas dans le cas de
membranes non planes, le probleme est entierement resolu.

(L'equation de compatibilite est remplacee par la 3« equation d'equilibre.)
II resulte de ces considerations que, en introduisant la meme hypothese
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fondamentale que celle de la Resistance des Materiaux Classiques (principe de

Saint-Venant), nous resolvons completement le probleme pose, en verifiant
toutes les conditions imposees par les equations d'equilibre, ce que ne donne

pas la Resistance des Materiaux des pieces planes.
On voit donc que l'on peut avoir en ces calculs une confiance au moins

aussi grande qu'en ceux de la Resistance des Materiaux et que la technique
de la construction par membranes minces ä cadres rigides peut etre consideree
comme entierement au point.

2^me partie.
Exemple de realisalion.

Au debut de I'annee 1935, Le Ministere de l'Air decida de construire un
assez grand nombre de hangars metalliques.

K-
; I

ei:%>
../. V-A,

v f -f

¦ *...,.»

*_*¦"•
:••:'¦¦:

'
:

^ '?' «¦:

**^sImm
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i&~-

¦ '*?!t*. t*SÄ*P •

'-?».-.W5Sf5^r

Fig. 7.

Qewölbe-Bogen von 70 m Spannweite. Hersteller: Delattre et Frouard reunis.
Voüte-arc de 70 m de portee — Vue generale. Etablissements Delattre et Frouard Reunis.

Shell-Arch, 70 m span. Built by Delattre et Frouard reunis.

Nous avons etudie, pour un des concours qui ont eu lieu ä cette epoque,
deux modeles differents de couvertures autoportantes en metal, les deux mo-
deles derivant des memes considerations theoriques (exposees dans la premiere
partie).

Pour les deux modeles, nous avons realise des elements d'essai en vraie
grandeur, dont les photographies ci-apres donnent une idee.

Le premier modele est un arc de 70 m de portee et de 8 m de fleche.
II a cte realise sur le sol, appuye sur des culees. II est destine ä servir de
couverture ä des hangars de 70 m, avec, soit un tirant directement suspendu ä
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l'arc, soit des contrefiches exterieures des deux cötes du bätiment, avec tirant
enterre ou butees dans le sol.

Le deuxieme modele est une couverture plate travaillant en poutre sur 35 m
de portee.

•'

tSHBE

':* :¦¦

jtyWY

»JSL. *¦#""

Fig. 8.

Gewölbe-Bogen von 70 m Spannweite — Endansicht.
Hersteller: Delattre et Frouard reunis.

Voüte-arc de 70 m de portee — Vue en bout. Etablissements Delattre et Frouard reunis.
Shell-Arch, 70 m span — End view. Built by Delattre et Frouard reunis.

ä

¦KW. ¦Jäm mmr

Fig. 9.
Gewölbe-Balken von 35 m Spannweite. Hersteller: Delattre et Frouard reunis.

Voüte-poutre de 35 m de portee — Vue generale.
Etablissements Delattre et Frouard reunis.

Shell-Beam, 35 m span. Built by Delattre et Frouard reunis.

Les deux modeles sont realises de la meme facon.
L'arc et la poutre sont formes d'elements en töle de 3 mm, cintree pour

realiser un demi-tube.
Suivant le tracage des joints, on obtient des arcs de divers rayons consti-

tues par des demi-tubes places bout ä bout ou bien des poutres droites. Le
demi-tube est raidi de place en place par des raidisseurs en cornieres et des

pannes realisees par de petites poutres courbes en treillis. Plusieurs elements
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de töle sont soudes bout ä bout. De place en place, des joints demontables
sont realises par des lignes de boulonnage.

Un pareil element a une largeur d'environ 4,5 m. Un certain nombre de
tels elements places cöte ä cöte et relies entre eux par des joints etanches
constituent une couverture de bätiment.

Le modele qui nous a ete commande en trois exemplaires (hangar de
67,5 m X 67,5 m) est le deuxieme (poutre droite). Ce modele correspond plus
exactement aux conditions du concours, un appui au centre du hangar etant
autorise. Ce deuxieme modele, qui necessitait l'emploi du point d'appui inter-
mediaire, eu egard ä la distance ä franchjr, etait, par lä meme, moins onereux
que le premier qui necessite des tirants et des pignons supplementaires.

Nous examinons en detail le mode de construction du bätiment realise ä

partir de cette voüte.
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Fig. 10.

Chapitre I. Descriplion du hangar.
Le hangar a le gabarit interieur suivant: 67,5 m X 67,5 m X 8,5 m (fig. 10).
Un des longs pans (facade) du hangar est ferme par des portes roulant

sur le sol et s'eclipsant dans un garage lateral. Ces portes ont ete'realisees par
les Etablissements Huguet & Tournemine.

Dans l'axe du hangar perpendiculaire ä la facade et ä 22 m 50 en arriere
de celle-ci, un poteau central est prevu, qui, avec un poteau place dans le long
pan arriere du hangar supporte une poutre de 67,5 m de long servant de ligne
d'appuis intermediaires pour la couverture.

La couverture est constituee par 15 voütes accolees de 67 m 50 de longueur,
de 4,54 m de largeur, portant sur 3 lignes appuis: les 2 longs pans lateraux
et la poutre centrale.

Les longs pans sont constitues par un bardage en töle ondulee sur ossature
en IPN (lisses et poteaux).

Les portes sont en töle pliee de 2 mm d'epaisseur.
Le hangar est entierement demontable. Les assemblages fixes sont realises

par soudure ä l'arc sans aucune rivure.
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1° Couverture.
Les voütes sont en töle de 3 mm. Chaque element d'un cöte de la poutre

centrale est forme de 6 troncons demontables, relies par un Joint axial —
generatrice superieure des voütes — et par deux joints transversaux.

Chaque troncon couvre environ 11,5 m X 2,27 m, deux troncons realisent
une voüte complete de 11,5 m X 4,54 m, trois voütes accolees constituent une
poutre de 34 m.

En section droite, une voüte est un arc de cercle de 150° environ d'angle
au centre, de 2,10 m de rayon et de 1,70 m de fleche. Des deux cötes de l'arc
sont soudes deux cheneaux en töle de 3 mm ä 4 mm (suivant les conditions
de resistance), de 20 cm de largeur chacun.

Le Joint axial superieur est realise par 2 cornieres 40 X 20 X 3 soudees
sur la töle et boulonnees entre elles. Le Joint entre cheneaux est realise par
boulonnage des 2 releves. Ces deux joints sont proteges par des töles de
8/10 mm formant recouvrement.

Les joints par recouvrement entre troncons sont realises par boulonnage
des töles entre un plat de serrage de 4 mm et une corniere de 35 x 35 X 4
interieure, qui sert de raidisseur.

Un troncon de 11,5 m est forme par 8 töles soudees bout ä bout. A la
soudure entre 2 töles un raidisseur (corniere 40 X 20 x 3) sert de support
de soudure.

En plus de ces raidisseurs au droit des soudures, des raidisseurs inter-
mediaires sont soudes aux töles, de maniere ä obtenir un espacement de
raidisseurs de 0,70 m environ.

Un raidisseur sur quatre est remplace par une panne.
Cette panne est constituee par 2 membrures (corniere basse de 35 X 35

X 35, corniere haute de 40 X 20 X 3) et un treillis ä 45 ° soude, en cornieres
de 25 X 25 X 3. Les hors-cornieres de la panne sont de 22 cm. Ces pannes,
comme les raidisseurs, sont soudees sur les töles.

Un ensemble demontable comprend ainsi 8 töles cintrees avec tous leurs
raidisseurs et pannes soudes.

Aux joints superieurs et inferieurs, les pannes et raidisseurs sont assembles
par couvre-joints.

Les voütes ne peuvent pas supporter de poussee horizontale dans le sens
perpendiculaire ä leur portee, car elles n'ont pas de resistance en torsion. Aussi,
la premiere et la derniere voütes sont renforcees par un treillis en poutres-
caissons qui forme un contreventement ä plat dans le plan des cheneaux. Le
profil d'une voüte est donc referme par ce treillis et la voüte peut resister ä
des efforts horizontaux. Ces poutres Caissons sont formes de 4 cornieres
reunies par un treillis ä 45 ° environ. Les cornieres utilisees varient de 25 X 25
X 3 ä 50 X 50 X 5. Ces poutres sont assemblees sur des goussets soudes sous
les cheneaux.

Les poutres au vent ainsi constituees s'appuient sur les longs pans et la
poutre centrale.

II0 Poutre centrale.
La poutre centrale est formee par deux poutres jumelees ä ämes pleines

distantes de 80 cm. Les voütes sont continuees ä travers les poutres gräce ä
deux amorces soudees de chaque cöte de l'ensemble des deux poutres et une
töle cintree placee dans l'intervalle entre ces deux poutres.

Les poutres ont 2.10 m de hauteur.
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L'äme a 5 mm d'epaisseur. Elle est raidie par des cornieres 60 X 40 X 5
et 60 X 60 X 6 distantes de 30 ä 50 cm, placees alternativement d'un cöte et
de l'autre de l'äme et soudees ä celle-ci par leur nez.

Les tables sont formees par les deux moities d'un I. T. L. A. coupe en deux
et soude en haut et en bas de l'äme. Sauf aux extremites oü le I. T. L. A. est un
profile 180 X 180, dans toute la poutre le profile adopte est 280 X 280, ren-
force localement par des plats atteignant 260 X 24 au droit du poteau central.

Les poutres sont entretoisees entre elles, d'une part, par les voütes qui
les traversent, d'autre part, par des plans de raidissement espaces de 4 m
environ.

Ces plans sont formes par deux X superposes en cornieres (40 X 40 X 4
ä 70 X 70 X 7) encadres par des cornieres horizontales ä la hauteur des
membrures et de la generatrice d'intersection de la voüte et du plan de raidissement,

et par des montants faisant partie des raidisseurs d'äme.
Le poteau avant est en V forme de deux poutres caissons (deux faces en

töle de 8 mm, deux faces en treillis, cornieres membrures de 100 X 100 X 10,
section 400 X 300).

La base du poteau est ä rotule (les pieces sont en acier moule). L'axe d'arti-
culation est perpendiculaire ä la poutre.

Le poteau arriere est en poutre caisson, forme de quatre cornieres de
90 X 90 X 9 reunies par du treillis. La tete et le pied du poteau sont articules
dans les deux sens. Les rotules sont en acier moule, les axes sont forges.

III ° Longs pans.
Ils sont realises avec de la töle ondulee de 8/10 mm fixee sur des lisses

par des boulons soudes sur les lisses; les lisses sont des I. P. N. de 80 sauf
la lisse superieure qui recouvre la töle et qui est constituee par un |~ PN 100.

Le haut des longs pans (sur 2.50 m) est vitre avec % de chassis ouvrants.
Les poteaux sont en I. P. N. 220, espaces de 4,54 m sur les longs pans late-
raux et de 5,88 m sur le long pan arriere.

Les longs pans sont portes par des murettes en beton arme, en forme de
[~ de 50 cm de hauteur et 12 cm d'epaisseur.

Les voütes, sur les longs pans lateraux, sont terminees par des tympans
demi-circulaires en töle de 2,5 mm raidie par des cornieres.

IV0 Stabilite generale.
Dans le sens de la profondeur, la stabilite generale est assuree par les

poutres au vent decrites dans la couverture. La poussee sur les 2 cötes du
hangar est reprise par la voüte qui travaille en poutre horizontale dans son
ensemble et transmet les efforts jusqu'ä la poutre centrale qui avec ses poteaux
constitue un portique tenant le renversement.

Dans le sens transversal, la stabilite est assuree par deux contrefiches
en caisson avec deux poteaux en caisson (remplacant les poteaux courants de
longs pans) qui supportent les poussees sur les longs pans transmises par
cisaillement dans les voütes jusqu'aux tetes des contrefiches.

V" Portes.
Les portes sont formees de 14 panneaux roulant sur le sol et se logeant

dans un garage lateral.
Les panneaux sont formes par 7 elements en töle pliee (ayant l'aspect

d'un Zores) assembles entre eux par rivets et boulons.

VI" Poids total.
Non compris les portes, le hangar pese au total 283.000 kgs, soit 62 kg/m2.
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Chapitre IL Materiaux utilises.
Les töles de 8/10 mm sont en acier doux (limite elastique 24, limite de

rupture 42) avec un indice de corrosion de 1 mgr/cm2/24 H ä l'essai ä l'acide
sulfurique (cahiers des charges de la Marine et de l'Air).

Les autres töles et les profiles sont en acier Ac 54, conforme aux spe-
cifications du cahier des charges des Ponts et Chaussees:

limite elastique: 36 kg/mm2
limite de rupture: 54 kg/mm2
allongement: 20 <y0

Ces aciers sont ä environ 0,3 o/0 de chrome, 0,3 o/o de cuivre et moins de
0,25 o/o de carbone. Leur indice de corrosion est de 6 mgr/cm2/24 H.

Chapitre III. Conditions de calcul.
A. Le bätiment doit etre calcule sous les deux systemes de charges

suivants:
1° Charges Sx comprenant:

Le poids mort,
Les charges de neige: 75 kg/m2 sans vent

25 kg/m2 avec vent.
Le vent defini par:

Une pression de 45 kg/m2 sur les surfaces frappees.
Une depression de 45 kg/m2 sur les surfaces non frappees.
Une pression variant de -j- 45 kg/m2 ä — 45 kg/m2 ä l'interieur du hangar.

Le vent est suppose horizontal.
Les variations de temperature: 4- 30°.

2° Charges S2 comprenant:
Le poids mort diminue de %.
Les charges de neige et de vent majorees de 1/3•

Les variations de temperature.
B. Les taux de travail admissibles sont les suivants (acier Ac. 54):

Aciers lamines en traction ou cornpression: 24 kg/mm2
Aciers lamines en cisaillement: 12 kg/mm2
Boulons en cisaillement: 6,6 kg/mm2
Boulons ä l'arrachement: 3,3 kg/mm2
Variation des efforts au droit des assemblages boulonnes: 36 kg/mm?

Le coefficient de majoration de flexion du au flambage dans les pieces
comprimees, d'apres les etudes faites au Ministere de l'Air, est:

1

rs
S : section de la piece
N: effort normal

3f3(RA'l*
r=R

1T">+W
.+4+^(4)c

' 2

R: limite de rupture de l'acier (54 kg/mm2)

Abhandlungen IV
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c 7t2E^ (limite d'Euler)

r : rayon de giration de la piece
/ : longueur de la piece.

On admet de plus que toutes les pieces comprimees ont une fleche e"gale

au .,.,- ieme de la portee.
1600

3hme partie.
Calculs pratiques.

Dans cette partie, nous nous occupons des conditions de realisation du
hangar decrit dans la 2?™ partie.

Chapitre I. Considerations relatives au flambage.
Le flambage de tubes en cornpression le long des generatrices a ete etudie

par divers auteurs (voir en particulier la monographie parue dans les recueils
des publications du „National Advisory Committee for Aeronautics": Technical,
report N° 473 par E. Lundquist „Strength tests of thin-walled cylinders in
cornpression").

II semble d'apres ces etudes que les raidisseurs ont une faible influence
sur la charge critique, qui est definie par une relation du type:

nc kE—
r

nc: fatigue critique en cornpression.
k: coefficient experimental qui varie beaucoup avec la maniere dont on

realise le tube et qui, par cela meme peut dependre des dimensions dans
d'assez larges mesures.

e: epaisseur du tube.
r: rayon du tube.

E: module d'elasticite.

On voit que les raidisseurs n'apparaissent pas dans cette expression.

Nous avons effectue, prealablement ä la construction d'une voüte d'essai,
des experiences sur des portions de tubes (töles cintrees) ä l'echelle des bäti-
ments que nous avions en vue.

Ces essais ont ete faits aux Forges et Acieries de la Marine et d'Home-
court, ä St-Chamond, ä l'aide d'une presse hydraulique de 200 Tonnes.

La töle cintree etait placee debout sur le plateau inferieur (mobile) de la

presse. Le contact entre les plateaux et la töle etait realise par des cales en
bois qui assuraient une assez bonne repartition des pressions.

Les töles realisaient un developpement de 5 m et une hauteur de 1,00 m.
Les experiences ont ete faites avec et sans raidisseur transversal intermediaire.
Celui-ci ameliorait la resistance au flambage dans certains cas; par contre,
dans d'autres cas, il n'avait aucune efficacite. Les deux bords lateraux de la
töle etaient plies deux fois ä angle droit, de maniere ä realiser des \2 1ul
servaient de raidisseurs lateraux.
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Nous avons trouve des resultats en bon accord avec les resultats indiques
dans le rapport precite. On peut admettre que, pour des töles cintrees aux en-
virons de 2 m ä 2,50 m de rayon, la charge critique se trouve aux environs de
15 ä 18 kg/mm2. II en resulte que si l'on fait travailler la töle ä 5 ou 6 kg/mm2,
on obtient un coefficient de securite reel de 3.

Ces essais ont ete contröles par des essais sur les voütes plates realisees
ä notre usine et decrites plus haut. Dans les conditions reelles d'emploi (charges
reparties sur une voüte de 30 m de portee), les fatigues correspondant ä la
rupture sont environ triples des fatigues admises pour le calcul de l'ouvrage
dans les conditions de surcharges indiquees plus haut.

Chapitre II. Calcul de la couverture.
a) Efforts dans la töle — Formules generales.

Les formules etablies dans la Ym partie peuvent etre notablement simpli-
fiees dans le cas de voütes cylindriques au Heu de surfaces de revolution.

Nous reprenons le calcul complet dans ce cas.

Soient:
rix la fatigue normale sur un element parallele aux generatrices du cylindre.
n2 la fatigue normale sur un element normal aux generatrices.
t la fatigue de cisaillement sur ces deux elements.

R le rayon du cylindre.
N l'effort normal par unite de surface du cylindre divise par l'epaisseur de

la töle.
T l'effet tangentiel (perpendiculaire aux generatrices).

Les equations d'equilibre sont:

(1) rix NR

(2) 11^4.^=7{Z) R Sa ^ Bx

(3) 111 + ^ 0.1 ' R 8a^ Bx

a est l'angle definissant la position du point considere, l'origine etant prise
sur l'axe de symetrie de la voüte.

x est l'abscisse comptee sur les generatrices.
Nous deduisons de l'equation (2):

f.(r- IHK'«" v
/ F

V"'1

^/ \

\arV

L'origine des x etant prise au milieu du panneau, nous
posons alors:

t t' + t"

J0V Sa RI
t =/(«)• s

t" est constant dans l'intervalle compris entre deux pannes distantes de 2 L.
C'est l'effort tranchant d'ensemble.

t' est l'effort tranchant local; il est nul au milieu d'un panneau (partie de
la töle comprise entre deux pannes).
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D'autre part, l'equation (3) donne:

=-§£-.*-f.M-.«]-\z™+™\
AZ2' + AZ2"

az2' est l'effort normal local; il est nul sur les bords d'un panneau.
az2" est l'effort normal d'ensemble; il doit etre le meme sur les bords de

deux panneaux consecutifs.
D'apres ce qui a ete expose dans la premiere partie on peut poser:

„ M v
n2" —j-

en negligeant la contraction due ä l'effort transversal nx qui est negligeable.
Puisque az2" ne depend plus de la loi de charge sur le panneau, on deduit

t" qui, comme en resistance des materiaux classiques, est defini par:
m, _ A. T (^4: moment statique au droit d'une

ei section definie par a)

Les quantites az"2 et t" sont ainsi definies comme si la charge.etait
concentree au droit des pannes et T constant dans chaque panneau.

Les quantites az2' et t' representent l'influence de la repartition des charges
sur le panneau.

D'une maniere plus exacte, etant donne qu'il y a un moment aaz dans la
rive (cheneau) du aux charges (poussees des voütes) appliquees, on a:

_ (M — m)v
n2 - -j

Quant ä l'effort tranchant local, il est transporte aux pannes, soit par les
forces t', soit par les efforts tranchants dans le cheneau considere comme une
poutre independante, avec des appuis formes par les pannes.

La quantite aaz etant de l'ordre de 1/1000 de M nous ecrivons:
Mv

n2" —

t"

I
AI
el

nx"= 0.
Etant entendu que ces formules representent la part des efforts totaux

quand les charges sont concentrees aux pannes.

Efforts dans la töle dans les differents cas de charge.

N f
Vent

Poids mort

Neige

N

KcOSa

PcOS2a

0

Ksin a

Psina cosa

NR

VR COS a

PRcOS2a

0

2 Vx sin a

3Pxsina cosa

0

(L2-x*) cos aV
R

3 P(L*-x2)
2 R

(cos2a-sin2a)
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Ces efforts «1} t', n2 ne depassent pas 0,1 kg/mm2.
Les seuls efforts ä envisager1 sont donc az2" et t", qui ne dependent pas

du mode d'application des charges.
Pour le calcul de l'effort tranchant et du moment de flexion, la poutre est

calculee comme une poutre sur 3 appuis, l'appui central etant denivele par
suite des flexions de la poutre centrale. Cette denivellation n'est pas negli-
geable, eu egard aux hauteurs comparables des deux poutres et le faible taux
de travail de la töle des voütes (inferieur ä 6 kg/mm2). Le Systeme global est
hyperstatique, la denivellation de l'appui modifiant la reaction d'appui et les
efforts produits dans la poutre centrale.

b) Efforts dans les cheneaux.
Sur le cheneau agissent: les forces directement appliquees, les poussees

Ux /VR dues ä la voüte, les cisaillements f dus ä la voüte. Ces efforts
sont repris par les pannes qui servent de points d'appui aux cheneaux. Sous
ces charges, le cheneau est calcule comme une poutre continue sur appuis equi-
distants.

En dehors de ces efforts, le cheneau participe ä la flexion generale de la
voüte: efforts az2" et t". Les poussees azj entrainent des moments de flexion
de l'ordre de 400 kgm et des fatigues de l'ordre de 0,70 kg/mm2. Les efforts
az2" sont de l'ordre de 6 kg/mm2.

c) Efforts dans les pannes.
Sur les pannes agissent: les forces directement appliquees, les actions

des cheneaux definies precedemment, des efforts de cisaillement dus ä la voüte.
On a en effet, d'un cöte de la panne:

t t+L + t'p

de l'autre cöte:
t t'-L + tp+1 ¦

p et p + 1 etant les numeros d'ordre des panneaux entre pannes avec:

.„ _ A T„
tp - ei '

Tp etant l'effort tranchant au milieu du panneau d'ordre p.
Les deux efforts t ainsi definis etant differents, leur difference est trans-

mise ä la panne. On verifie que la panne est en equilibre sous l'ensemble des
forces ainsi definies. Elle est calculee comme un arc sans tirant soumis a

l'ensemble de ces efforts.
Les moments maxima obtenus sont de l'ordre de 500 kgm avec des efforts

normaux de l'ordre de 600 kg et des efforts tranchants de l'ordre de 300 kg
(pannes espacees de 3 m environ l'une de l'autre).

La panne etant solidaire de la töle de couverture ne peut flamber trans-
versalement sous des charges de cornpression.

d) Calcul des voütes de facade avant et arriere.
Si l'on fait supporter ä une section formee d'une voüte et de deux cheneaux

des forces horizontales placees ä une hauteur quelconque par rapport ä la voüte,
celle-ci se tord sauf si les forces horizontales passent par une ligne appelee axe
de torsion de la voüte et situee ä environ 50 cm au-dessus du sommet de la
voüte.

Pour supporter des efforts quelconques, le profil de la voüte doit etre
referme par un treillis horizontal reliant les deux cheneaux. Ce treillis, decrit
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plus haut, absorbe 89 »;o de l'effort tranchant du ä des forces appliquees dans
le plan des cheneaux (poussee des portes et du long pan arriere). Les 11 o/0

restants de l'effort tranchant, ainsi que la totalite des moments de flexion»
horizontaux, sont absorbes par la voüte, dont les cheneaux sont renforces en
consequence.

Conclusions.
Nous avons decrit succintement un mode de construction en töle auto-

porteuse permettant de realiser des constructions fort legeres, le poids total du
bätiment decrit ci-dessus ne depassant pas 62 kg au metre carre. Pour des
bätiments de portee double — 70 m — avec couverture en arc avec tirant, le
poids ne depasserait pas 80 kgs au metre carre, dans les memes conditions de
calculs de resistance. Avec des poutres plates du type realise et des arcs-caissons
superieurs, on peut meme arriver ä un poids de 70 kgs au metre carre (compris
les longs pans).

Resume.
L'etude resume les recherches poursuivies pendant deux ans pour realiser

la mise au point de couvertures de bätiments metalliques sans ossature de
support, la töle de couverture se portant eile meme. Nous avons divise cette
etude en trois parties:

1 o Considerations theoriques.
2° Exemple de realisation.
3 o Details de calculs dans ce dernier cas.

Dans la premiere partie nous examinons les modes de calcul des surfaces
d'un certain type que nous appelons membranes ä cadres, cette denomination
provenant de ce que la surface est constituee par la juxtaposition d'elements
formes d'une membrane metallique entouree d'un cadre rigide.

Dans la deuxieme partie nous decrivons une realisation inspiree de ces
principes, qui consiste en une couverture formee de demi tubes accoles en töle
de 3 mm travaillant comme des poutres rectilignes sur trois appuis.

Dans la troisieme partie nous detaillons le mode de calcul special ä cette
realisation.

Zusammenfassung.
Die Untersuchung faßt die Forschungen zusammen, die während zwei

Jahren unternommen worden sind. Sie sollen die Verwendung von stählernen
Gebäudeabdeckungen ohne Traggerüst ermöglichen, wo sich die Dachhaut
selber trägt. Wir haben diese Studien in drei Teile getrennt:

1. Theoretische Betrachtungen.
2. Ausführungsbeispiel.

'~~ 3. Berechnungseinzelheiten für diesen Fall.
Im ersten Teil prüfen wir die Berechnungsarten einer Flächenart, die als

Rahmenmembran bezeichnet wird. Diese Benennung rührt von der Überlagerung
der Stahlmembranteile mit einem steifen Rahmen her.

Im zweiten Teil beschreiben wir eine Ausführung nach diesen Grundsätzen,
die aus zusammengefügten Halbröhren von 3 mm Blechstärke besteht und die
wie ein gerader Balken auf drei Stützen wirkt.

Der dritte Teil enthält die besondere Berechnungsart für diese Ausführung.
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Summary.
The investigation summarises the research work carried out during the last

two years and aims at making possible the use of steel roof Covers without
trusses for cases in which the roof Covers are to be self-supporting. The study
is divided into three parts:

1. Theoretical considerations.
2. Applied example.
3. Details of calculation for 2.

The first part concerns the examination of a particular type of surface,
which is termed a framed membrane. This designation is derived from the
superimposition of a rigid frame on the steel membrane.

The second part describes a structure based on these principles. This
structure consists of a composition of halved tubes of 3 mm thick plates, carried
on three Supports in the same way as a straight beam.

The third part deals with the particular calculation of this structure.
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