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THEORIE DES LIGNES D'INFLUENCE DES POUTRES
DROITES EN TREILLIS A CROIX DE SAINT-ANDRE

THEORIE DER EINFLUSSLINIEN VON PARALLEL-FACHWERK-
TRÄGERN MIT GEKREUZTEN DIAGONALEN

THEORY OF THE INFLUENCE LINES OF RECTANGULAR LATTICE
WORK BEAMS WITH DIAGONAL STRUTS

EMILE FOULON, Ingenieur A. I. Lg., Assistant ä l'Universite de Liege.

Iniroduclion.
Nous nous proposons ci-apres de faire l'expose de principe de la theorie

exacte des lignes d'influence des efforts principaux dans les barres des poutres
droites isostatiques exterieurement, ä treillis ä croix de Saint-Andre. L'etude
detaillee fait l'objet d'un memoire qui paraitra ulterieurement.

Le calcul exact de ces poutres presente sans aucun doute un reel interet.
D'ailleurs, on en construit encore ä l'heure actuelle, toutefois sur une moindre
echelle qu'il y a une quarantaine d'annees. On les rencontre sous forme de
contreventement, ainsi qu'en general partout oü il peut y avoir changement
de sens des efforts exterieurs. II en est ainsi tout particulierement dans les
piles et pylönes, dans les panneaux centraux des longerons de faible portee
par suite de Finfluence prepondcrante des charges mobiles et du changement

de sens de l'effort tranchant, enfin, dans les longerons des ponts
Scherzer en raison de la Variation de sens des efforts pendant la manoeuvre
(voir par exemple le pont de Selzaete). On les utilise aussi dans la construction

des vannes metalliques des barrages et des portes d'ecluses.
En outre, une des raisons de leur moindre emploi est que ces poutres

constituent un Systeme hautement hyperstatique. En effet, du point de vue
exterieur, ces poutres sont isostatiques, mais leur degre d'hyperstaticite
interne est egal au nombre de panneaux. II en resulte que leur calcul est ardu.

La conception classique de la resolution hyperstatique du Systeme est
la suivante: si nous coupons une diagonale de chaque panneau (fig. 1) et
si nous appliquons aux couples de levres des coupures les efforts internes
respectifs developpes dans ces barres par la force exterieure unitaire, nous
ramenerons le Systeme ä une poutre isostatique. Cette methode conduit ä
ecrire autant d'equations numeriques qu'il y a de panneaux; il reste alors ä les
resoudre.

Notons que Mr. Bertrand de Fontviolant a, dans le second volume de
son traite de „Resistance des materiaux, analytique et graphique", donne
une forme particulierement remarquable ä cette methode, ses equations dites
„des trois efforts" se presentant sous une forme analogue ä celle des equations
bien connues des trois moments, ce qui facilite leur resolution.

En outre, Jean Resal consacre, dans son „Cours de Ponts Metalliques",
tout un chapitre au calcul des poutres ä croix de Saint-Andre. II se borne
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seulement ä la methode approchee basee sur la consideration de la poutre
comme Systeme multiple, mais nulle part, il n'indique quel est l'ordre de
grandeur de l'approximation de cette methode. Le degre d'exactitude n'est
donc pas defini, contrairement ä ce que l'on fait d'habitude dans la plupart
des problemes d'hyperstaticite.

Au contraire, la methode qui partirait d'une etude exacte et qui en de-
duirait un mode approche de calcul serait beaucoup plus süre. C'est pourquoi,

nous nous sommes attaches ä la recherche d'une methode rigoureuse,
en meme temps que rapide, de resolution des lignes d'influence des efforts
principaux dans les barres des poutres ä croix de Saint-Andre. La methode
par recurrence se presente, sans aucun doute, comme etant la meilleure voie
ä suivre. D'autre part, le principe de reciprocite de Maxwell presente la
propriete de reduire le degre d'hyperstaticite successivement d'un degre et
pourrait peut-etre etre utilise ä cette fin. Toutefois, il n'est pas evident ä priori
qu'une methode par recurrence soit possible. Elle ne le serait pas en effet
si l'on choisissait une diagonale dans chaque panneau comme barres sur-
abondantes.

Mais nous avons pu etablir des equations de recurrence gräce ä un
choix judicieux de ces barres, en l'occurrence les montants. Nous verrons
dans la suite quelles sont les proprietes particulieres de ceux-ci, qui nous ont
determines ä faire ce choix.

Preliminaires.
Nous nous bornerons pour l'instant ä supposer determinees les lignes

d'influence de ces montants surabondants, qui sont, comme nous avons vu,
en nombre egal au nombre de panneaux, c'est ä dire qu'ils comprennent tous
les montants sauf un, que nous supposerons dans la suite etre celui de gauche.
Une fois calculees les lignes d'influence de ces montants surabondants, nous
serons ramenes ä l'etude d'un Systeme isostatique ä losanges (fig. 2, y).

C'est ce que montrent les figures 2, a, ß, y et d. En effet, la ligne
d'influence d'une barre quelconque d, diagonale ou de membrure, de la poutre
(a) est egale ä la ligne d'influence de la meme barre d dans la poutre (ß)
ou ä la somme des lignes d'influence de d dans les poutres (y) et (ö). Or,
les systemes (y) et (d) sont isostatiques et indeformables. Leur nombre de
barres est en effet de (2/z — 3), oü n est leur nombre de noeuds.

Poutres isostatiques ä losanges.
II est donc necessaire de determiner au prealable les lignes d'influence

des poutres isostatiques ä losanges. Celles-ci s'obtiennent par application du
principe des travaux virtuels, de la maniere suivante: on coupe la barre d
etudiee, on produit un rapprochement A des noeuds d'extremite de cette
barre (fig. 2, y) et l'on en deduit les deplacements resultants des noeuds
d'application eventuelle des charges exterieures P 1, compatibles avec
les liaisons du Systeme deformable obtenu par la coupure. Si l'on mesure,
ä l'echelle A essentiellement positive du rapprochement des noeuds 1 et 2,
les projections des deplacements des noeuds sur la direction des forces P-=l
et si on les prend positifs dans le sens P, on aura la ligne d'influence de
l'effort normal dans la barre d avec son signe, un effort normal positif
representant une compression. La deformee s'obtient ä l'aide d'un trace
de Williot. En ce qui concerne les systemes isostatiques, la construction de
celui-ci est tres simple; en effet, le Systeme etant rendu deformable par
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coupure de la barre etudiee, il ne nait aucun effort interne ni aucune
deformation dans les barres de la poutre du fait du deplacement A. Les
deformations ä porter dans le diagramme de Williot sont donc nulles et il
suffit, dans celui-ci, d'elever des perpendiculaires successivement ä la
direction de chacune des barres. Quant ä la ligne d'influence de d dans la
poutre figure 2, 6, eile s'obtient ä l'aide d'un simple polygone de Cremona.

Poutres ä losanges hyperstatiques du premier degre»
Nous avons egalement etudie la poutre de la figure 3, a, car eile constitue

le Systeme de base de ceux ä croix de Saint-Andre, sous la forme d'un
panneau. En ajoutant un panneau successivement ä ce premier, on obtient
finalement la poutre etudiee ä croix de Saint-Andre, que nous avons d'ailleurs
resolue par recurrence.

Fig. 1.

Fig. 3.
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Nous avons resolu ce Systeme de la maniere suivante. Nous avons tout
d'abord etabli la ligne d'influence N™d de l'effort normal dans le montant
de droite, par application du principe de Maxwell. Pour ce faire, nous coupons
ce montant, nous appliquons aux deux levres de la coupure deux forces de
traction, nous en deduisons les deformations longitudinales resultantes des
barres et nous recherchons les deformees verticales des membrures qui,
mesurees ä l'echelle du rapprochement des levres, donnent les lignes
d'influence N™d pour chacune des sollicitations des deux membrures par la
charge mobile.

Quant ä la ligne d'influence de l'effort normal dans une autre barre
quelconque d (fig. 3, a), eile n'est autre que la somme des lignes d'influence de
d consideree comme appartenant ä la poutre isostatique ä losanges (ß) et ä
la meme poutre, mais sollicitee comme en (y).

La ligne d'influence de d dans la poutre figure 3,/? s'obtient ä l'aide
d'un trace de Williot tres simple, de la meme maniere que celle de d dans la
poutre figure 2, y. Quant ä la ligne d'influence de d dans la poutre figure 3, y,
eile s'obtient ä l'aide d'un simple polygone de Cremona et est egale ä N™d

multiplie par une constante.
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Poutres droites articulees ä croix de Saint-Andre«
Nous arrivons ä l'objet principal de notre travail, c'est ä dire au calcul

exact des lignes d'influence des efforts normaux dans les barres des poutres
droites, isostatiques exterieurement, ä treillis articule ä croix de Saint-Andre.

Rappeions que le degre d'hyperstaticite de ces poutres est egal au nombre
de panneaux. Rappeions egalement la raison pour laquelle nous avons choisi
les montants comme barres surabondantes: c'est le seul moyen pour l'etablis-
sement de formules de recurrence, qui constituent sans aucun doute, une
methode directe, autant que simple, de calcul d'une poutre ä nombre quelconque
de panneaux.

L'etude des poutres ä croix de Saint-Andre, teile que nous l'avons faite,
se divise en deux parties:

1. Dans lapremiere partie, nous ueterminons les lignes d'influence
des montants surabondants: ceux-ci se repartissent en deux
categories:
a) la premiere est constituee par le montant d'extremite de

droite;
b) la seconde, par les montants intermediaires.

2. Dans la seconde partie, nous etablissons les lignes d'influence des
autres barres. Nous avons vu que la ligne d'influence d'une barre
quelconque, diagonale ou de membrure, est egale ä la somme des lignes
d'influence de la meme barre consideree comme appartenant soit ä la
poutre figure 2, y, soit ä la poutre figure 2, d, toutes deux isostatiques.
Avant d'exposer le principe de l'etude, nous pouvons ecrire, en general,

les deux equations suivantes, tirees du principe de Maxwell applique aux
lignes d'influence des efforts normaux dans les barres surabondantes des
poutres hyperstatiques:

__
deformee

~~ echelle rapprochement des levres * '
et par suite:

deformee LI • (echelle rapprochement des levres). (2)

Premiere partie«
a) Ligne d'influence de l'effort normal dans le montant

d'extremite de droite.
Nous etablissons tout d'abord une formule de recurrence

entre Nx et A^-1, oü, en general, Nx represente la ligne d'influence de
l'effort normal dans le montant k d'extremite de droite de la poutre ä croix
de Saint-Andre formee par les k panneaux de gauche de la poutre totale,
ä n panneaux. Les montants sont numerotes 0, 1, 2, k, .../-,... n ä partir
du montant d'extremite de gauche.

Nous adoptons les compressions comme positives en ce qui concerne les
efforts normaux internes dans les barres. Les charges verticales seront di-
rigees positivement vers les bas.

II est ä noter que si nous avons pu etablir une formule de recurrence,
c'est gräce ä la propriete suivante des montants: si nous considerons la poutre
formee des r panneaux de gauche, si nous coupons le montant r et si nous
appliquons deux forces unitaires de traction aux levres de la coupure, en vue
de la determination de la ligne d'influence de Nx, le panneau r agit de ce
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fait sur la poutre ar — 1 panneaux avec deux forces unitaires et opposees
telles qu'indiquees figure 4,ß.

La ligne d'influence de Nx est la deformee de la poutre 1 — 2 — a — b
ä r panneaux mesuree ä l'echelle du rapprochement des levres du montant r.
Nous convenons d'appeler rapprochement des levres le deplacement de celles-
ci dans le sens que produirait un rapprochement des noeuds d'extremites de
la barre en question.

Fig. 4.
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La deformee de la poutre ä r panneaux peut s'obtenir comme suit: on
peut determiner d'abord la deformee de la poutre r — 1 panneaux (fig. 4,ß),
puis prolonger cette deformee dans le panneau r et ramener l'appui b sur
son horizontale initiale.

Supposons connue la ligne d'influence de Nrx~l. Sous l'effet de la mise
en charge en r — \s et r—\L (figure 4,ß), il nait dans le montant r— 1 un
effort normal —Nr-is- E*1 effet, la force 1 en r— 1/ n'est autre que la
reaction d'un appui en r — 1/ due ä l'action de la force exterieure 1 au noeud
r — ls de la membrure superieure.

Cela etant, nous ne changerons rien ä la deformee de (1, 2, r— ls,
r — lz), si nous coupons le montant r — 1, si nous appliquons aux deux levres
les compressions — Nr—is ou bien les tractions + Nr-\s et si nous trans-
portons, jusqu'aux levres, les forces unitaires qui agissaient en r — \s et
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r — 1/. Des lors, la deformee sera identique ä celle produite par deux forces
de traction k —1 + Nrrz\s des levres du montant r—1. Si nous de-
terminons le rapprochement Arrz\ de ces levres sous l'action des forces de
traction k, nous savons, d'apres Fequation (2), que la deformee du troncon
ä r— 1 panneaux n'est autre que le produit de la ligne d'influence de Nx~l
par l'echelle ArrZ\.

Par suite de la deformation de la poutre a. r — 1 panneaux, les noeuds
r — ls et r — \t subissent un deplacement relatif qui possede une composante
verticale et une composante horizontale. La composante verticale est fonetion

seulement de l'effort normal NrrZ\s developpe dans le montant r — 1.

Quant ä la composante horizontale, eile n'est autre que le produit de
l'effort normal fi"-1 developpe dans le montant r — 1 par un couple de deux
forces unitaires appliquees en r — ls et en r—\t comme l'indique la
figure 4,cp, produit de ff"-1 par le rapprochement A'Z{ des deux levres du
montant r — 1 du aux forces de traction k — 1 + NrrZ\

Nous sommes donc en possession du deplacement relatif de r — ls et

r — 1/, ä condition de supposer connus Ff"-1 et la ligne d'influence Nrx~~x.

D'autre part, remarquons que le panneau (r — Vs, r — Vh a, b) est
deformable. Nous pouvons donc le deformer, sans lui appliquer d'effort s u p-
plementaire aux forces unitaires qui le sollicitaient tout d'abord, de
maniere ä ramener r — Ys et r — \\ en contact avec r — \s et r — 1,. On
deduit donc, des deplacements de ceux-ci et des deformations des barres du
panneau r sous l'effet des forces unitaires exterieures, les deplacements
relatifs vertical et horizontal des noeuds d'extremites du montant r.
Par suite, on peut determiner le rapprochement des levres de celui-ci sous
l'effet de deux forces unitaires de traction qui y sont appliquees. Ce
rapprochement est fonetion de NrrzXs et de Ff"-1, ce qui s'explique par ce qui
precede.

C'est ainsi que nous avons etabli une formule de recurrence, d'ailleurs
simple, entre Ff"-1 et fir, en determinant le deplacement relatif horizontal
de a et b, ä partir du deplacement relatif horizontal de r — ls et /- — \t.

Quant ä la deformee de la poutre ä r panneaux, eile s'obtient apres
correction due au fait que l'on doit ramener l'appui b sur son horizontale initiale.
Cette deformee, divisee par le rapprochement vertical des levres de la coupure
du montant r (formule 1), nous donne la ligne d'influence Nx de l'effort
normal dans le montant r considere comme montant d'extremite de droite
de la poutre ä r panneaux. Nous avons vu au cours de l'expose que cette
ligne d'influence est fonetion de Nrx~x et de fi"-1, d'oü la formule de
recurrence :

Nrx f(Nrx-\H^).
A noter que le rapprochement des levres de la coupure du montant r

est egal au rapprochement des noeuds d'extremites du montant du ä la
deformation de toutes les autres barres, augmente de l'allongement total des
deux trongons de noeuds.

En resume, nous voyons que si nous avons determine la ligne
d'influence du montant de droite de la poutre ä 1 panneau, ce qui s'obtient
directement en appliquant les formules du type de la figure 3 ou ä l'aide d'un
diagramme de Williot, nous pouvons, ä l'aide de la formule de recurrence
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entre Nx et A7£_1, calculer les lignes d'influence des montants 2, 3, n — 1,
n, de la poutre ä n panneaux, consideres comme montants d'extremite de
droite des poutres particulieres successives formees par les 2, 3, n — 1, n
panneaux de gauche de la poutre ä n panneaux, en faisant varier progressivement

r de 2 ä n.

b) Passons ä la recherche de la ligne d'influence de l'effort normal

dans un montant intermediaire r quelconque de la
poutre totale ä n panneaux.

Les deux parties de la poutre ä gauche et ä droite du montant r sont
donc constituees respectivement de r et de n — r panneaux.

Si les charges exterieures P ¦= 1 sont verticales, on sait encore une fois
que la ligne d'influence du montant r est la deformee verticale de la poutre,
produite par deux forces unitaires de traction des levres d'une coupure faite
dans ce montant, cette deformee etant mesuree ä l'echelle Arr du rapprochement

des levres (fig. 5, a).
On peut scinder le noeud a en deux parties, ä condition d'appliquer ä

celles-ci leurs reactions mutuelles internes, ou bien, ce qui revient au meme,
les composantes horizontales et verticales de ces reactions. Les deux trongons
(1 — 2 — a — b) et (a — b — m —n) de la poutre sont chacun en equilibre.
L'equation statique des moments de chacun des trongons autour du noeud b
montre que / 0.

En effet, les reactions des appuis 2 et n sont nulles et les moments des
forces exterieures p et 1 sont chacun nuls, ces forces passant par b. II en
resulte que le moment total se reduit ä / • h, h etant la hauteur de la poutre.
Ce moment etant nul, on a necessairement / 0 puisque h 4~ 0.

Par consequent, la reaction mutuelle des deux trongons ä
r et ä n — r panneaux se reduit, en a, ä la composante verticale

p.
On obtient ainsi la sollicitation de la figure 5, y, p etant provisoirement

inconnu. p peut etre determine par la condition que les deplacements relatifs
verticaux des noeuds a et b d'une part, a! et b d'autre part, sont egaux.

La propriete ci-dessus enoncee, ä savoir / 0, est tres importante, car,
sans eile, nous n'aurions pu etablir une equation de la ligne d'influence d'un
montant intermediaire r quelconque, en fonetion de celle du meme montant r
considere comme montant d'extremite des deux trongons ä r et ä n — r
panneaux. Nous allons etablir en principe cette relation.

Pour obtenir la ligne d'influence de l'effort normal dans le montant r,
il suffit de calculer la deformee du trongon de gauche ä r panneaux, ainsi
que celle du trongon de droite ä n—r panneaux et de remarquer que les
noeuds a et a! subissent un deplacement relatif horizontal ö 4- d' (figure 5, cp)
du fait de la deformation des deux trongons. Rappeions que la composante
verticale du deplacement relatif de a et ä est nulle. Cela etant, si l'on sou-
leve le noeud b d'une hauteur y, teile que les deux parties a et af viennent
en contact, on congoit que l'on aura la deformee reelle de toute la poutre en
affeetant les deformees individuelles des deux trongons, des corrections cd • X
et cd' -X' resultant du deplacement y (figure 5, p). Si l'on mesure cette
deformee ä l'echelle du rapprochement des deux levres de la coupure du montant

r, on aura la ligne d'influence de l'effort normal dans ce montant.
Or, la deformee individuelle du trongon de gauche s'obtient directement

en fonetion de la ligne d'influence du montant r considere comme montant
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d'extremite de la poutre ä r panneaux. En effet, dans la sollicitation de la
figure 5, 6, on peut, sans changerla deformee, transporter les forces p
exterieures jusqu'aux levres du montant r. Des lors, on realise la sollicitation
utilisee pour determiner la ligne d'influence du montant r, considere comme
montant d'extremite du trongon (1 —2 — a — b) ä r panneaux: on a ainsi
soumis les levres ä deux forces de traction k 1 — /?. D'apres Pequation (2),
la deformee du trongon (1 —2 — a — b) sera egale au produit de la ligne
d'influence de Nx par l'echelle du rapprochement des levres du ä k.

Quant ä la deformee du trongon (m — n — a! — b), on peut encore, sans
la change r, introduire les deux branches du montant r coupe, aux noeuds
a! et b, et transporter les forces de traction p aux levres de la coupure. On
sera ramene ä une sollicitation analogue ä celle du trongon (1 —2 — a — b)
et la deformee du trongon (m — n — a! — b) sera de meme, ä l'echelle pres,
egale ä la ligne d'influence de Peffort normal dans le montant r considere
comme montant d'extremite du trongon de droite ä n — r panneaux.

Or, les lignes d'influence des montants d'extremite ont ete calculees en

appliquant Pequation de recurrence entre Nx et A^"1 ä partir de la poutre
ä u n panneau et jusqu'ä la pautre ä n panneaux. Une fois ces dernieres
etablies, la ligne d'influence d'un montant intermediaire quelconque s'obtient
donc rapidement.

D'ailleurs, il suffit d'etablir Pequation de la ligne d'influence du montant
intermediaire r pour Pintervalle o—/-du trongon de gauche. En effet, pour
Pintervalle de droite o — (n — r), il suffit de retourner la poutre bout pour
bout et de remplacer r par n — r dans la formule relative ä Pintervalle o — r.

Resume de la premiere partie.
Nous avons vu tantöt, au paragraphe a, que la formule de recurrence

des montants d'extremites nous permet de calculer en particulier les lignes
d'influence des montants 1, 2, n — 1, consideres comme montants
d'extremites des poutres ä 1, 2, n — 1 panneaux. Nous venons de voir ä
Pinstant que ces lignes d'influence particulieres ne sont pas etablies inutile-
ment, lors de la determination de la ligne d'influence du montant n
d'extremite, mais qu'elles servent directement au calcul des lignes d'influence
des montants intermediaires 1, 2, n — 1 de la poutre ä n panneaux, en
les considerant une premiere fois comme montants d'extremites des trongons
de gauche et une seconde fois comme montants d'extremites des trongons
de droite. Par consequent, aucun travail n'est inutile lors de Papplication
de la methode.

Seconde partie»
Lignes d'influence des diagonales et des barres des

membrures.
Etant maintenant en possession des lignes d'influence de tous les

montants surabondants, il nous reste ä determiner celles des diagonales et des
barres des membrures. Nous sommes d'ailleurs ramenes ä l'etude d'une poutre
isostatique ä losanges. C'est ce que montre la sollicitation de la figure 2, ß,
que l'on peut decomposer suivant les deux sollicitations des figures 2, y et d.

Comme nous avons vu, la ligne d'influence d'une barre quelconque d est
la somme des lignes d'influence de la meme barre, dans les poutres 2, y
et 2, d.
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La ligne d'influence dans la poutre (y) s'obtient par application du principe

des travaux virtuels, cette poutre etant isostatique. Nous avons montre
que Pemploi du trace de Williot pour le calcul de la deformee est
particulierement simple, les deformations longitudinales des barres etant nulles.

Quant ä la ligne d'influence dans la poutre (d), eile s'obtient par le
trace ou le calcul d'un polygone de Cremona tres simple egalement, etant
donne que les forces exterieures Q et N sont deux ä deux egales et opposees
et que la poutre est symetrique par rapport ä Phorizontale des noeuds de
croisement des diagonales.

Applications.
Nous avons fait ensuite le calcul exact des lignes d'influence d'une poutre

du type figure 3 et d'une poutre ä croix de Saint-Andre. Nous les avons
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supposees toutes deux de meme portee, de meme hauteur, de meme nombre
de panneaux et sollicitees par les memes trains de charges. Nous avons pu
ainsi mieux comparer leurs deformees.

Nous ferons egalement ci-apres une discussion sommaire et une
comparaison des proprietes des systemes ä losanges interieurement isostatiques
ou hyperstatiques du premier degre.

1. Poutre du type figure 3 et systemes isostatiques ä

losanges.
Apres avoir trace les lignes d'influence exactes du Systeme de la figure 3

(ou fig. 6), nous avons montre que l'on peut calculer celui-ci comme poutre
multiple d'un genre particulier, d'ailleurs tout ä fait different de celui que
donne J. Resal dans son cours de ponts metalliques.

En effet, on peut supposer que la charge mobile P 1 est appliquee
totalement ä chacune des poutres isostatiques (fig. 6,ß et y) qui com-
posent la poutre hyperstatique (a) mais seulement aux noeuds correspon-
dants dans l'une ou Pautre poutre (/?) ou (y). De cette hypothese,
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on deduit les ordonnees de la ligne d'influence d'une barre quelconque d
ou m, au droit de chacun des noeuds de la membrure sollicitee par les charges
mobiles, en les supposant alternativement egales aux ordonnees,
au droit des noeuds correspondants, des lignes d'influence de d
ou m, dans les poutres (ß) ou (y).

M. J. Resal suppose, au contraire, que chacune des poutres isostatiques
composantes reprend la moitie des charges. On arrive ainsi ä faire de grosses
erreurs, tout particulierement sur les lignes d'influence des diagonales.

Au contraire, les lignes d'influence obtenues par la methode approchee
resumee ci-dessus sont toutes, indistinctement, presque identiques aux lignes
d'influence exactes. L'erreur relative sur les ordonnees quelque
peu importantes, c'est ä dire sur celles qui sont seules interessantes,
ne depasse pas 3 o/0 et est presque toujours inferieure. Cette methode peut
donc etre utilisee sans crainte pour la predetermination des sections et peut
meme suffire pour le calcul definitif de celles-ci.

Quant aux surfaces des lignes d'influence, l'erreur relative est au maximum

de 3 o/o pour les membrures. Pour les lignes d'influence des diagonales,
qui comportent deux zones de signes contraires, l'erreur peut devenir im-
portante pour les panneaux medians, car, pour ceux-ci les deux zönes de
signes contraires sont de meme ordre de grandeur. Toutefois, ces dernieres
diagonales sont toujours choisies beaucoup plus fortes que ce que donnent
les calculs, ceux-ci conduisant ä des sections de loin inferieures au minimum
admis dans la pratique.

En outre, les lignes d'influence du Systeme figure 3 ont, comme celles
des poutres isostatiques ä losanges, une allure fortement dentelee, qui
presente de serieux inconvenients tels que: effet du freinage relativement grand,
effets dynamiques importants par suite des variations brusques des solli-
citations des barres. Les poutres de faible portee presentent le danger de
resonance, surtout pour les diagonales, par suite de la faible distance entre
les pointes des lignes d'influence, qui peut etre egale par exemple ä la cir-
Conference des roues d'une locomotive, dont le balourd frappera donc le
pont avec la meme alternance que celle des sommets des lignes d'influence.

Les poutres ä losanges peuvent devenir interessantes dans le cas des
ponts de grande portee, dont Peffet moderateur du poids mort peut
Femporter sur les effets dynamiques des charges mobiles.

Un cas tres interessant d'application des systemes ä losanges isostatiques
et hyperstatiques du premier degre est celui oü les charges sont reportees
par des traverses, rien qu'au droit des noeuds de croisement des diagonales,
soit directement, soit par Pintermediaire de demi-montants, ce qui est le plus
frequent, etant donne qu'alors les traverses peuvent etre fixees au niveau
d'une des membrures. On constate en effet, dans ce cas, que les lignes
d'influence n'ont plus de variations brusques, que leurs pointes maxima sont
reduites et que pour celles des diagonales, les ordonnees sont reduites de
moitie. D'ailleurs, on congoit que cette disposition fait travailler egalement
les deux trains de diagonales. Celles-ci reprennent donc la moitie de l'effort
tranchant.

Le cas oü les charges sont transmises par traverses au droit des noeuds
de croisement des diagonales et en meme temps au droit des noeuds situes
aux sommets des losanges, presente les memes inconvenients que celui oü
les traverses n'existent qu'au droit de ces derniers: les dentelures des lignes
d'influence subsistent et les diagonales reprennent chacune, la totalite de
l'effort tranchant.
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La disposition interessante des demi-montants est appliquable unique-
ment dans les systemes isostatiques ä losanges du type figure 7 et dans les
systemes ä losanges hyperstatiques du premier degre du type fig. 8. Dans
ces derniers (fig. 8), les montants d'extremites sont rigides ä la flexion, en
leur milieu.

Au contraire, cette disposition n'est guere pratique dans les poutres du
type figure 6, car Pentre-distance des traverses d'extremite serait differente,
la moitie, de celle des traverses medianes.

2. Poutres ä croix de Saint-Andre.
Les lignes d'influence exactes des poutres ä croix de Saint-Andre nous

ont permis egalement d'etablir une methode approchee, basee sur la
consideration de la poutre figure 9, a, comme poutre multiple composee des
deux poutres isostatiques (ß) et (y). Mais cette fois, la decomposition en
poutres isostatiques se fait de la maniere habituelle, utilisee jusque maintenant
par intuition, comme Pa fait le professeur J. Resal, ä savoir que l'on suppose
les poutres (ß) et (y) soumises chacune ä la moitie des charges.

On obtient ainsi des lignes d'influence approchees qui ont la meme allure
que les lignes d'influence exactes. Ces dernieres ont une allure tres favo-
rable; les alternances sont sensiblement nulles. En outre, signalons cette
propriete tres importante que les montants travaillent tres peu,
ä part les montants d'extremites. Ils interviennent donc
tres f a vo r ab 1 em en t par leur presence, tout en n'etant
eux-memes que faiblement sollicites.

II est ä noter toutefois que la precision de la methode approchee est
moins grande que pour les systemes du type figure 6. L'erreur sur les
ordonnees des lignes d'influence des membrures est au maximum de 4 o/o seulement,

mais eile est plus grande sur celles des diagonales: eile varie entre
14 o/o pour les diagonales d'extremites et 20 o/0 pour les diagonales medianes,
mais ces dernieres sont en general choisies plus fortes que ce que donne le
calcul, de sorte que l'erreur ne depasse pas, pratiquernent, 15 <y0.

Sur les surfaces des lignes d'influence, l'erreur relative n'est que de 1 °/o

pour les membrures; pour les diagonales, eile ne depasse pas en moyenne
10 o0) mais peut atteindre 100 <y0 pour les diagonales du milieu de la poutre.
Encore une fois, cette derniere erreur de 100o/0 ne presente aucun danger,
les diagonales medianes etant toujours choisies trop fortes.

On trouve que les diagonales reprennent la moitie de l'effort tranchant,
tandis que les membrures sont sollicitees egalement et reprennent le moment
pris par rapport au noeud de croisement des deux diagonales qu'elles com-
prennent.

Quoique la precision de la methode approchee ne soit plus aussi grande,
celle-ci peut encore remplacer avantageusement la methode exacte dans la
plupart des cas. Elle est tres satisfaisante pour le calcul des sections.

Toutefois, il convient de calculer les lignes d'influence exactes lorsqu'on
veut faire des verifications entre les deformations. Nous avons en effet
constate ä ce propos unaspect particulier du diagramme de
Williot lorsqu'on Papplique aux poutres isostatiques exterieurement mais
ä barres surabondantes. Dans ce cas, le nombre de verifications auxquelles
doit repondre le trace de Williot est egal au degre d'hyperstaticite ou au
nombre de barres surabondantes, en Poccurrence egal au nombre de panneaux
de la poutre ä croix de Saint-Andre. II faut en effet que la difference des
deformees des deux membrures soit egale, au droit de chaque montant, ä la

Abhandlungen III. 7
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deformation longitudinale de celui-ci. C'est pour faire ces verifications qu'il
est necessaire de calculer les lignes d'influence exactes avec tres grande
precision.

Nous croyons que ces observations sont tres generales et ä la fois plus
simples et plus exactes que les considerations approximatives qui figurent
dans le cours de ponts metalliques de Mr. Jean Resal pour les poutres ä

croix de Saint-Andre. On ne trouve d'ailleurs, dans Pouvrage de Resal,
aucune comparaison entre la methode approximative et le calcul exact: le degre
d'exactitude n'est donc pas defini.

3. Deformee s.

Enfin, nous avons trace les deformees des poutres des types figures 6
et 9 pour une meme mise en charge.

La deformee de la poutre figure 6 est ä dentelures peu accentuees. La
forme en dents de scie est totalement eliminee dans la deformee de la poutre
ä croix de Saint-Andre, qui affecte une forme reguliere se rapprochant de celle
d'une poutre ä äme pleine.

Nous avons trace ces deformees en vue de la determination des rotations
d'ensemble des barres, qui servent au calcul des efforts secondaires base sur
la methode de Mohr. Nous savons, en effet, que l'hypothese d'articulations
aux noeuds est insuffisante dans la plupart des cas et qu'il faut superposer
aux efforts principaux les efforts secondaires. Nous determinerons ces der-
niers dans un autre travail. Pour Pinstant, nous nous contenterons de signaler
qu'ils sont tres probablement assez eleves, du moins dans les systemes
isostatiques ä losanges.

Resume.

Jusqu'ä present, dans Petablissement des lignes d'influence des efforts
normaux dans les barres des poutres en treillis ä croix de Saint-Andre,, ou
s'est generalement borne, par intuition, ä considerer ce genre de poutre
comme Systeme multiple.

II importe donc de voir si cette methode approchee est süffisante. A
cette fin, nous avons eu recours au principe des travaux virtuels et au principe
de reciprocite de Maxwell, qui nous permet d'etablir des formules de
recurrence, constituant une des meilleures methodes en ce qui concerne les
poutres ä degre d'hyperstaticite eleve et quelconque.

Ces equations de recurrence se repartissent en deux groupes, si nous
choisissons les montants comme barres surabondantes: celles relatives aux
memes montants consideres tels qu'ils se presentent reellement, c'est ä dire
comme montants intermediaires.

Le calcul rigoureux montre que la methode approchee peut suffire dans
la plupart des cas, meme dans la determination des sections. Dans certains
cas particuliers, par exemple dans le cas oü des verifications de deformations
par le trace de Williot doivent avoir lieu, il est cependant necessaire de faire
le calcul rigoureux avec une precision süffisante.
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Zusammenfassung.
Bis jetzt ist keine strenge Berechnung der Einflußlinien für die Normalkräfte

in den Stäben der Fachwerke mit Strebenkreuzen durchgeführt worden.
Man hat sich stets darauf beschränkt, diese Art Träger durch Anschauung
als mehrfache Systeme zu behandeln.

Es ist also wichtig, zu prüfen, ob diese Näherungsmethode genügt. Mit
Hilfe des Prinzips der virtuellen Arbeit und des Satzes von Maxwell über
die Gegenseitigkeit der Verschiebungen konnten Rekursionsformeln aufgestellt

werden, die für hochgradig statisch unbestimmte Träger die einfachsten
Lösungen ergeben.

Diese Rekursionsgleichungen können in zwei Gruppen geteilt werden,
wenn man die Pfosten als überzählige Stäbe wählt. Die Gleichungen der
einen Gruppe beziehen sich auf die Pfosten, die als rechtsliegende Endpfosten
der links von letzteren liegenden Trägerteile betrachtet werden und die der
andern Gruppe beziehen sich auf die gleichen Pfosten, so wie sie sich
tatsächlich darstellen, d. h. als Zwischenpfosten.

Die strenge Berechnung zeigt, daß die Näherungsmethode für die
meisten Fälle genügen kann, sogar für die Bestimmung der Querschnitte. In
gewissen Spezialfällen, z. B. für den Fall, daß eine Überprüfung von
Verschiebungen nach dem Williot'schen Verfahren vorgenommen werden muß,
ist es indessen erforderlich, die strenge Berechnung mit einer genügenden
Genauigkeit durchzuführen.

Summary.
Up to now no strict analysis of the lines of influence of the principal

stresses in the members of trusses with crossed diagonals has been
established. One has limited oneself, by intuition, to look upon such trusses
as multiple Systems.

It therefore is of importance to find out if this method of approximation
be sufficient. By means of the principle of Virtual work and of Maxwell's
principle of reciprocity we were able to put up formulae of recurrence giving
us the easiest approach and way of Solution as regards statically highly
indeterminate trusses.

These equations of recurrence may be divided into two groups when
considering the posts or uprights as redondant members. The equations of
one group refer to those posts which we look at as right-hand end-posts of
the truss-members lying at their left; and the equations of the other group
refer to the same posts such as they really present themselves, i. e. as inter-
mediate uprights.

The strict analysis shows us that the approximate method may be sufficient

for most cases, even for the determination of sections. In certain particular

cases, e. g. where an examination of overall deformations by means of
a Williot diagram has to take place, it becomes, nevertheless, necessary to
apply the strict analysis with a sufficient accuracy.
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