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EFFORTS SECONDAIRES DANS LES TRAVEES Ä TREILLIS
EN BETON ARME,

NEBENSPANNUNGEN IN FACHWERKTRÄGERN AUS EISENBETON.

SECONDARY STRESSES IN LATTICE GIRDERS OF REINFORCED
CONCRETE.

Dr Ing LUIGI SANTARELLA, Piofesseur ä PEcole Polytechnique de Milan

On sait que dans le calcul ordinaire des structures en treillis, on
considere les barres comme articulees aux noeuds. Les conditions statiques
reelles, par contre, pour la connexion rigide qui est adoptee generalement
dans la pratique, s'ecartent de Celles que Pon a admises et donnent lieu
ä des efforts appeles secondaires, mais qui, en certains cas, peuvent
assumer Pimportance des efforts principaux.

La justification grossiere de la methode de calcul simplifiee et ordi-
nairement utilisee consiste en ce que, pour des structures chargees dans les
noeuds, si les efforts maxima qui se manifestent ä proximite des noeuds
surmontent la rigidite des connexions, ces efforts mettent la structure dans
les conditions statiques presupposees dans le calcul cela d'ailleurs, sans
aucun prejudice pour la stabilite, gräce en partie ä la plasticite du materiau.

Si cette justification est admissible en general, dans quelques cas par-
ticuliers toutefois eile n'est pas exacte; par exemple quand la rigidite de la
connexion est annihilee sans qu'il ait ete possible de realiser un noeud, meme
approximativement.

Dans ces dernieres annees, par suite des progres de la technique, qui
n'a pas craint d'aborder des realisations de plus en plus audacieuses, on a
senü le besoin d'etudier, soit theoriquement, soit experimentalement, Fim-
portance des efforts secondaires dans des structures particulieres.

Des etudes theoriques interessantes ont ete entreprises par certains in-
vestigateurs, meme ä des dates non recentes, et ces etudes ont conduit ä
des methodes de calcul d'une approximation plus ou moins süffisante1).

La plupart des Auteurs se basent sur les efforts principaux et calculent
les efforts appeles secondaires comme un effet de la deformation produite
par les premiers.

Nous dirons tout de suite que cette methode est la plus expeditive et
nous sommes d'avis qu'on peut Padopter, du fait qu'elle conduit ä des
resultats d'une approximation süffisante.

Les determinations experimentales ont ete orientee principalement vers
les structures en acier, et un bon nombre d'essais ont confirme les possi-
bilites d'application des diverses methodes.

NoUb sommes cependant d'avis que la concordance parfaite entre les
resultats de la theorie et ceux de Pexperience est tres difficile ä atteindre

x) Cfr. les etudes de Mohr, Manderla, Muller Breslau, Engesser, Winkler,
Ritter, Bazant, Christiani, Johnson, Bryan, Parcel, etc.
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304 Luigi Santarella

pour le comportement des liaisons externes et internes, que Pon peut
toujours parfaitement determiner.

Une rivure parfaite, par exemple, realisant la veritable condition d'en-
castrement entre deux membrures, est presque toujours difficile ä executer.
En pratique, se produiront donc des affaissements relatifs qui, naturelle-
ment, feront varier la valeur des efforts secondaires transmis.

La cause de beaucoup d'insucces reside peut-etre dans ce fait. D'autre
part, il est difficile, ou du moins laborieux, d'evaluer les degres d'encastre-
ment et d'en tenir compte dans le calcul.

Une plus grande correspondance pourra etre realisee, peut-etre pour
les structures soudees. Dans le domaine du beton arme, peu de recherches
on ete effectuees. Cependant, le developpement important atteint par ce
Systeme moderne fait sentir la necessite de pareilles recherches. Le beton
arme ä cause du caractere monolithique qu'il prend apres vieillissement,
permet la realisation d'encastrements presque parfait. Dans ce genre de
structures, une inconnue importante est toutefois representee par le module
d'elasticite, qui varie, non seulement d'une membrure ä Pautre, mais aussi
d'un point ä Pautre.

II est difficile, si-non impossible, de tenir compte de cette variabilite,
mais cel? ne devrait pas decourager ceux qui s'interessent au probleme.

II existe en pratique nombre de causes susceptibles die provoqueir des
perturbations dans le comportement de ces structures; des etudes patientes
peuvent les mettre en evidence et nous amener ä une connaissance parfaite
de ce sujet.

Recherches experimentales.
Le Laboratoire de Ponts et Grandes Structures du Polytechnique Royal

de Milan a entrepris des recherches experimentales sur une poutre ä treillis
speeialement construite: quoiqu'importantes, ces recherches n'ont pas encore
conduit ä des resultats effectifs tres precis. C'est precisement de ces essais
que nous nous oecupons dans ce Memoire, nous reservant de revenir sur
la question des que seront eclaircies certaines indeterminations qui subsis-
tent encore.

On a prepare une joutre d'essai ä treillis triangulaire symmetrique avec
membrures superieure et inferieure paralleles, portee libre theorique 12 m.,
hauteur entre les axes des membrures 2 m. Dans la fig. 1 sont indiques les
details d'armature et de construction. L'appareil d'appui a ete rendu soli-
daire de la poutre et est constitue, comme Pindique la meme figure, par de
petits blocs en beton arme qui se developpent en dessous des noeuds
theoriques d'extremite et qui sont fagonnes de maniere ä eviter le basculement
lateral de la poutre.

Pour se rapprocher des conditions d'un appui simple, on a noye des
töles legerement recourbees dans les faces inferieures de ces petits blocs.
En outre, on a forme les appuis avec des Champignons de rails, afin de
diminuer le frottement.

D'autres dispositions ont ete ecartees, la disposition susdite süffisant
ä realiser les conditions d'appui simple; mais, comme il sera mieux explique
par la suite, le comportement de la structure a ete considerablement diffe-
rent de celui qu'on avait prevu.

Le calcul general de la poutre a ete conduit dans Phypothese commune-
ment adoptee des charnieres dans les noeuds.
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Les dimensions ont ete determines de fagon que, sous leur propre poids
et dans Pun des cas suivants, il ne se produise pas dans le beton d'efforts
de compression superieurs ä 30 kg. par cm2. Pour les barres sollicitees ä
la traction, on a considere comme element resistant Parmature metallique
seulement, et cela afin d'obtenir des tensions tres faibles dans le beton si
Pon prend en consideration son Intervention d'ailleurs effective. Les
conditions de charge prevues ont ete:

1) Charge concentree: 4 tonnes pour chaque noeud superieur;
2) Charge concentree: 4 tonnes pour chaque noeud inferieur;
3) Charge continue uniforme: 200 kg. par metre lineaire sur la membrure

superieure;
4) Charge continue uniforme: 200 kg. par metre lineaire sur la membrure

inferieure.
Pour les deux derniers cas, en ce qui concerne la flexion, les barres

ont ete considerees comme demi-encastrees aux extremites.
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Fig. 2.

En cours d'essai, les charges ont ete augmentees et meme doublees, sans
qu'il se produise de fissures.

En outre, on a effectue des essais avec des charges isolees concentrees
dans les noeuds.

Le calcul des efforts secondaires a ete effectue en appli-
quant la methode Müller (Breslau, et la methode Mohr.

Les resultats suivant les deux methodes sont pratiquement identiques
et compatibles avec Papproximation que la complexite des developpements
peut permettre. t

Pour tenir compte de Peffet de la charge uniformement repartie sur
les barres, PAuteur a neglige les deformations induites par les efforts de
cisaillement et a suppose, comme il est communement admis, que Paxe
deforme sous Peffet des moments ne rapproche pas entre elles les extremites
de la barre. <

En nous reportant ä la fig. 2, supposons que la configuration que
prendrait le triangle avec charnieres aux noeuds soit celle qui est indiquee
par le trace en traits et points, A-B-C sous Finfluence des efforts axiaux
exclusivement, et que la configuration indiquee par le trace en traits soit

20



306 Luigi Santarella

celle que les barres prendraient sous Finfluence de la flexion provoquee
par la charge.

La connexion rigide aux noeuds s'opposera aux deformations angulaires
et par consequent les angles resteront tels qu'ils etaient initialement, ä
savoir a, ß, y.

Supposons que la configuration reelle resultant de la rigidite et de la
charge soit celle qui est indiquee par les lignes pleines, et qu'ä cette in-
flexion correspondent les moments d'extremite Mly M2, M6 positifs.

Si nous appelons generalement % la rotation sur Fextremite des barres
sous Finfluence de la flexion produite par la charge, quand on les considere
comme simplement appuyees aux noeud, et si nous appelons Ä la deformation

angulaire qui serait provoquee par les efforts axiaux dans les barres
que nous avons supposees pivotantes, nous aurions dans la structure prin-
cipale. par exemple, pour Pangle a une deformation angulaire totale:

Aa Aa — tac — tab Aa — Aa"
Les angles % sont consideres comme positifs quand les tangentes

d'extremite tournent vers Pinterieur du triangle.
Pour les autres angles on a d'une maniere analogue

A ß A ß' — A ß" ; A y A y' — A y"
Suivant Pexemple de Müller Breslau et en admettant que Pon a par

exemple:
2Af3 + Af4/ _2Af2+Afi,TAB- 6EJc 4; TAC~ 6EJb

h

vab + v'ac da' — A a" Aa
on en deduit facilement:

2MS+M, r 2M2 + Mi A „^ H KIfI lb Aa — Aa

(i)

6EJe c ' 6EJb

2MA+Ms 2M5 + M6l(-\- 2',la Aß' —Aß"
6EJC c ' 6EJ,

2M« + M5 2M1 + M2 a > a »

En faisant comme ä Pordinaire q M— les equations precedentes devien-

nent, dans le cas d'un module d'elasticite constant pour toutes les barres:

6f(zla'-^') ?1+2(ft + e,) + f1
(2) 6E(dß'-Aß') Qt+2(Qt+Q6) + (>,

l 6f(Jy'-Jy') ?»+2(e, + ?I) + e.

C'est-ä-dire, si nous considerons que:
(3) A «' + A ß' + A y' 0

on a facilement:

Qt — 6E(Aa' — Aa") - ?1 — 2(q2+q3)
(4) { Q6=6E(Aß'-Aß') + 2E(Aa' +Aß*+ Ay') + Ql +(,,-<,<

q6 - 6E(A y'-A y") + 2E(A a" -rAß"+A y") + <?3 + <?4 - ?1
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S'il n'y a pas de charge sur les barres, du fait que A" 0, les equations
(4) precedentes deviennent les equations Müller Breslau pour charges aux
noeuds.

On sait que, ä cause des inflexions positives des barres vers Pinterieur
du triangle, Pinfluence des efforts normaux est donnee par:

EAa' — (öfa — o'b) cotg y + (ö'a — o'c) cotgß
(5) EAß' (o'b — o'c) cotga + (ob — ö'a) cotg y

\ EAy'=(o'c — a'a) cotgß -f (o'c — Ob) cotg a

oü o' sont les tensions principales provoquees par les efforts axiaux.
Nous ne 'donnons pas les expressions qui fournissent les rotations des

extremites des barres, puisqu'elles sont bien connues et puisqu'en tous cas
on peut les etablir avec facilite.

Pour une charge uniformement repartie on a par exemple:

rAB TBA _
oü la signification des symboles est bien connue.

' *? (B»)

(A") *5| fÄ^. -,

Fig. 3.

Si on considere les moments comme positifs lorsque les barres pivotent
vers le dehors, on doit toujours appliquer les equations (4) en ayant soin
de changer le signe aux A et de considerer comme positives les rotations t
vers le dehors du triangle.

On sait que les equations (4), conjointement avec les equations d'equi-
libre des noeuds, pour lesquelles la somme de tous les moments doit etre
egale ä zero, resolvent le probleme.

Pour Papplication de la methode Mohr, si l'on veut tenir compte de
Peffet de la charge sur les barres, il suffira de considerer les equations
Moersch qui relient les moments d'extremite d'une barre aux rotations cp

correspondantes. Pour une barre quelconque AB s'inflechissant comme
celle de la fig. 3 on a, par exemple:

(6)

2 EIMab — —j~ (2<pa-{-(Pb — 3Wab) — Hab

2 ElMba —j— (2(Pb -\-<pa — 3wba) + VBA

expressions dans lesquelles on introduit: avec cp toutes les rotations des
tangentes extremes, avec xp la rotation de la barre elle-meme par rapport ä la
position primitive AB {xpAb Wba)> avec /u les moments d'encastrement par-
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fait, avec M les moments reels; tous les autres symboles ont des significa-
tions bien connues.

Une fois la charge connue, M est connu aussi; pour xp on peut considerer
les rotations produites par les efforts normaux principaux, que Pon peut
obtenir graphiquement avec le diagramme Williot, ou analytiquement avec
le theoreme des travaux virtuels; les inconnues sont representees seulement
par les cp et par les M correspondants.

Des que Pon a ecrit les equations d'equilibre des noeuds, etant donne
que pour un noeud k quelconque 2Mk 03 il en resulte autant d'equations
qu'il y a de noeuds; les seules inconnues sont les cp dont le nombre est
egal ä celui des noeuds.

Le probleme est donc susceptible d'etre resolu meme avec cette methode.
Les equations precedentes. resolues pour des structures homogenes c. ä d.

avec module d'elasticite E constant pour toutes les barres, sont susceptibles
d'etre appliquees ä des structures dans lesquelles E varie d'une membrure
ä Pautre. Dans ce dernier cas, il suffira, apres avoir considere un E constant
correspondant ä une barre quelconque, de modifier convenablement Paire
de la section courante des autres barres dans le rapport inverse des modules
d'elasticite.

Le calcul theorique des efforts secondaires dans la structure examinee
a ete conduit initialement pour les conditions des charges specifiees ci-dessus.
Ensuite on a meme considere des charges asymmetriques isolees aux noeuds.

Mesure des deformations.
On a mesure les deplacements des noeuds, les variations angulaires et

les allongements des fibres.
Pour les premiers, on a convenablement dispose des comparateurs

„Mahr" avec approximation de Vioo de mm., mais dans lesquels on pouvait
apprecier meme Vöoo de mm., pour mesurer les deplacements soit horizontaux
soit verticaux.

Les mesures des variations angulaires et des allongements ont ete effec-
tuees avec le tensometre acoustique bien connu Schafer, en fixant ä la structure

jusqu'ä 24 cordes, dont certaines de controle dans les points symme-
triques

A chaque extremi'te des barres, on a fixe au moyen d'etriers 2 cordes se
faisant vis-ä-vis en haut et en bas, afin d'obtenir les allongements aux deux
extremites de la membrure et de pouvoir en deduire les efforts moyens dans
les sections du milieu correspondantes.

La charge a ete constituee avec des poids düment contröles, disposes
sur une planche, et etait immediatement transmise ä la structure au moyen
des cäbles de Suspension aux noeuds ou aux membrures suivant qu'il s'agis-
sait de charges concentrees ou continues.

Les essais ont ete commences apres un an environ de vieillissement et
continuen* encore.

Chaque essai est repete en augmentant chaque fois la charge maximum.
De cette maniere on s'efforce d'eliminer les ajustements et on controle les
indications precedentes en procedant toujours ä des lectures intermediaires.

Dans leur ensemble, les resultats ont ete satisfaisants. La structure
s'est toujours rnontree parfaiternent elastique sous reserve naturellement des
caracteristiques elastiques du materiau utilise.
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Sous des charges considerablement superieures ä Celles qui ont ete pre-
vues dans le calcul, il ne s'est manifeste aucun defaut sous forme de fissures
visibles, meme sous un examen attentif.

La resistance s'est montree tres elevee et cela n'est pas sans nous donner
confiance en ce qui concerne le comportement des structures semblables cal-
culees d'apres les methodes empiriques ordinaires.

Aussi les deformations ont-elles ete normales; elles ont ete limitees et
inferieures ä Celles qui correspondent theoriquement ä un module d'elasticite

moyen de 200 tonnes par cm2, comme on le suppose generalement en
pratique pour le calcul des deformations.

Dans les premiers essais, on a cependant note q(ue le comportement de
la structure a ete sensiblement different (surtout pour ce qui a trait aux
liaisons externes) de celui qui correspond ä Pappui simple. II est presque
conforme au comportement d'une structure avec appui ä charnieres fixes.

En effet, les deplacements horizontaux des noeuds d'extremite ont ete
presque inappreciables. Cela montre Pinfluence considerable du frottement,
malgre le fait que Pon a cherche ä le reduire au minimum avec la dispo-
sition adoptee.

Er pratique, etant donne que Pon a presque toujours des surfaces
d'appui rugueuses, ce frottement se manifestera certainement d'une maniere
accentuee et il faut supposer qu'il empechera tout simplement, les deplacements

relatifs des points de contact, meme si Pon dispose de systemes con-
venables d'appuis glissants; la pratique a montre qu'on ne realise Jamals
les conditions d'appui simple ideel.

Les resultats du tensometre ont ete encore plus interessants.
Malgre le fait qu'aucun raidissement n'a ete pratique aux extremites

des barres, contrairement ä ce que Pon fait en pratique pour les raecords
de grande ampleur entre les diverses membrures, les encastrements relatifs
se sont comportes d'une fagon presque parfaite et les variations angulaires
ont ete presque nulles. II y a eu de petites indications, mais on doit les
attribuer aux inflexions des longueurs libres des barres. A cause de la diffi-
culte de fixer les cordes, on a necessairement du appliquer celles-ci ä une
certaine distance des noeuds.

Les indications des allongements des fibres, si elles ont confirme que
les efforts axiaux principaux demeurent en general presque inalteres, ont
toutefois demontre que les efforts secondaires sont en certains points notable-
ment differents des efforts secondaires initialement calcules. D'autre part
cela etait facilement previsible apres un examen sommaire des resultats des
fleximetres.

En fait, on a une plus grande approximation, mais en certains points
seulement, tandis qu'en d'autres points on a une divergence toujours crois-
sante, en considerant les charnieres d'appui fixes. Un fait qui merite d'etre
note est aussi que, vers les extremites, les indications aecusent egalement
nettement Pinfluence de Pexcentricite de la reaction de frottement.

C'est-ä-dire, que sous Pinfluence de cette reaction excentrique, la structure

s'est comportee comme partiellement encastree avec un degre d'encastre-
ment non encore bien defini. L'augmentation du module d'elasticite moyen
misc en evidence par les faibles indications des fleximetres, doit donc etre
consideree comme purement fictive. La faible deformabilite est certainement

due en partie ä ces moments d'encastrement. Ce fait a ete confirme
aussi par d'autres comparaisons successives.
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Les charnieres fixes et les moments induits par Pexcentricite de la
reaction de frpttement ne rapprochent cependant pas les resultats experi-
mentaux des resultats theoriques analogues calcules avec les methodes sus-
mentionnees.

Par contre, on a une plus grande correspondance si Pon tient compte
egalement de la variabilite du module d'elasticite des barres comprimees
qui presentent une plus grande importance que les barres sollicitees ä la
traction.

L'identite parfaite entre les resultats theoriques et les resultats experi-
mentaux est difficile ä atteindre, meme en tenant compte de la variabilite du
module d'elasticite d'une barre ä Pautre en liaison avec les tensions principales.

Le module d'elasticite varie aussi d'un point ä Pautre avec les
tensions et il n'est pas possible de preciser si les modules moyens des
membrures peuvent conduire ä des resultats exacts.

Toutefois on peut affirmer en general, d'apres les resultats de ces
Premiers essais, que si Pon tient compte de toutes les causes, les methodes
de calcul anentionnees ci-dessus sont applicables et se rapprochent suffisam-
ment des resultats effectifs.

Les essais se poursuivent encore et, si ces essais initiaux ne doivent
pas conduire ä des resultats definitifs, ils serviront du moins ä poser cor-
rectement le probleme des recherches sur les structures complexes et ä le
resoudre par approximations successives. Le Laboratoire de Ponts et Grandes
Structures du Polytechnique Royal de Milan a etabli un programme d'essais
de ce genre, qu'il developpera graduellement et modifiera suivant les en-
seignements des experiences precedentes et dont il donnera successivement
communication.

Jusqu'ä ce jour, on a essaye principalement des elements isoles et peu
d'experiences ont ete faites sur les structures complexes. Chacun, cependant,
peut entrevoir Putilite d'etudes entreprises sur ces dernieres.

De telles etudes, non seulement nous feront mieux connaitre ce Systeme
constructif, mais nous montreront aussi jusqu'ä quel point sont applicables
ä ces structures les conceptions theoriques de la Science des Constructions
et nous eclaireront mieux sur le comportement des liaisons externes et
internes.

Les essais sur ces structures ont dejä montre que Pappui simple est
difficile ä realiser et que pour des structures avec action de poussee, il faut
tenir compte, au moins pour les noeuds d'extremite, de Pexcentricite
eventuelle de la reaction de frottement. II faut souhaiter que ces etudes prennent
le developpement que demandent les applications pratiques ä la construction

d'ouvrages futurs de plus en plus audacieux.

Resume.
L'auteur donne des renseignements concernant certains essais experi-

mentaux entrepris au Laboratoire de Ponts et Grandes Structures du
Polytechnique de Milan sur les structures en treillis et qui ne sont pas encore
termines.

Les essais ont pour but de definir, autant que possible, le comportement
elastique des structures en treillis avec cadre en beton arme et ä definir
les efforts, afin de verifier les possibilites d'application des methodes
normales de calcul, surtout en ce qui concerne le comportement des liaisons.
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Zusammenfassung.
Vorliegende Abhandlung enthält Angaben über eingeleitete, aber noch

nicht abgeschlossene experimentelle Versuche an Fachwerkern, die im
Laboratorium für Brücken- und Hochbau der Technischen Hochschule in Mailand

durchgeführt werden.
Zweck solcher Versuche ist, das elastische Verhalten von Fachwerken

mit Eisenbeton-Rahmen, sowie die sich dabei ergebenden Beanspruchungen,
soweit als möglich zu bestimmen, um die Anwendungsmöglichkeiten der
normalen Rechniungsmethoden, vor allem inbezug auf das Verhalten der
Verbindungen, zu prüfen.

Summary.
Information is given about some experimental tests that have been com-

menced, but are not yet concluded, on lattice structures, at the Bridge and
Large Structures Laboratory of the Milan Polytechnic.

The object of these experimental tests is to definie, as far as possible,
the elastic behaviour of lattice structures with reinforced concrete frame,
as well as the stresses that are set up, in order to check the applicability
of the normal methods of calculation, especially in connection with the
bindings.
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