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PLASTIZITÄTSTHEORETISCHE METHODEN BEI DER
UNTERSUCHUNG STATISCH UNBESTIMMTER TRAG¬

WERKE AUS EISENBETON.

METHODES BASEES SUR LA THEORIE DE LA PLASTICITE POUR
L'ETUDE DES CONSRTUCTIONS HYPERSTATIQUES EN BETON ARME.

METHODS OF THE THEORY OF PLASTICITY IN THE INVESTIGATION
OF STATICALLY INDETERMINATE SUPPORTING STRUCTURES OF

REINFORCED CONCRETE.

Dr.-Ing. ALFRED PREUDENTHAL, Prag.

Seit nicht allzulanger Zeit häufen sich in der Fachliteratur
Untersuchungen hinsichtlich der plastischen Verformbarkeit von Stahltragwerken,
wobei es sich vor allem um Berücksichtigung und zahlenmäßige Ausnützung
dieser, dem erfahrenen Konstrukteur schon seit langem als „Selbsthilfe"
oder „Schlauheit" des Materiales bekannten Eigenschaft bei der Bemessung
statisch unbestimmter Tragwerke aus Stahl handelt. Diese Arbeiten und die
sich darauf stützenden Vorschläge neuer, wirtschaftlicherer Berechnungs- und
Bemessungsverfahren von Stahlkonstruktionen sind in der Eisenbetonliteratur
nicht ohne Widerhall geblieben. Es ist daher nicht weiter verwunderlich,
wenn in letzter Zeit Stimmen laut wurden (vgl. Kazinczy, Die Plastizität
des Eisenbetons, B. u. E. 1933, S. 74), welche" auch die statisch unbestimmten
Eisenbetonkonstruktionen des angeblichen Vorteils einer Bemessung mit
Berücksichtigung plastischer Verformbarkeit teilhaftig werden lassen wollen.
Zweifellos ist eine derartige Forderung nicht ganz unbegründet, wenn auch
der Begriff der „Plastizität" des Eisenbetons auf den ersten Blick etwas
problematisch erscheint. Immerhin ist es sowohl aus Versuchen (vgl. Morsch,
Der Eisenbetonbau, I. Bd. 2. Hälfte, S. 291 ff., Stuttgart 1922) als auch aus
praktischer Baustellenerfahrung bekannt, daß eine örtliche Überlastung, z. B.
ein Überschreitein der Streckgrenze in der Bewehrung eines durch Biegungsmomente

beanspruchten Querschnittes, also eine plastische Verformung
auftreten kann, ohne unmittelbar eine Zerstörung der Konstruktion zu
verursachen. Selbstverständliche Voraussetzung ist hierbei allerdings, daß der
Beton der Druckzone noch unzerstört ist. Die Erfüllung dieser Voraussetzung
wird sich bei der Ableitung eines plastizitätstheoretischen Bemessungs- resp.
Überprüfungsverfahrens für biegungsbeanspruchte Eisenbetontragwerke
erheblich auswirken, und bedingt auch den grundsätzlichen Unterschied in den
Methoder plastizitätstheoretischer Untersuchung von Tragwerken aus Stahl
und Eisenbeton. Denn während bei den ersteren als einziges, für die
Tragfähigkeit maßgebendes Kriterium das Fließen des iBaustoffes, d. h. der Verlauf

des Fließvorganges im Tragwerk in Betracht zu ziehen ist, ergibt sich
bei den letzteren aus der angeführten Voraussetzung eine weitere Bedingung,
welche die Tragfähigkeit der Konstruktion entscheidend beeinflussen kann.
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Analog dem Zustand in jenem Querschnitt eines Stahlträgers, in welchem
sich infolge der Belastung ein bereits über die ganze Querschnittshöhe
reichendes Fließgebiet ausgebildet hat, entsteht auch durch Überschreiten der
Streckgrenze in der Bewehrung eines Eisenbetonbalkens an dieser Stelle

ein „Fließgelenk", derart, daß das Tragmoment os • fe [h j nur noch einer

ganz unbedeutenden Steigerung, hervorgerufen durch die Vergrößerung des
Hebelarmes der inneren Kräfte mit fortschreitender Verformung fähig ist,
jedoch kann von einem „Fließgelenk" nur solange die Rede sein, als an dieser
Stelle der Beton der Druckzone noch nicht zerstört ist. Daher werden
plastizitätstheoretische Untersuchungen von Eisenbetonkonstruktionen nur" innerhalb

gewisser Grenzen eine Berechtigung haben. Diese Grenzen, welche vor
allem von der Größe der Bewehrung, jedoch auch von der Art der Belastung
und der Lage des untersuchten Querschnittes abhängig sein werden, zu
bestimmen, muß daher die nächste und wichtigste Aufgabe sein.
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Fig 1.

Fassen wir bei einem durch ein Biegungsmoment beanspruchten, einfach
bewehrten rechteckigen Eisenbetonquerschnitt mit den Abmessungen b h die
beiden folgenden Zustände ins Auge:
a) die Spannung in der Bewehrung hat gerade die Streckgrenze as erreicht,
b) die Betonspannung hat die Bruchgrenze obr erreicht, wobei in diesem

letzteren Falle bei einer Spannungsverteilung nach Abb. 1 das Verhältnis
von Biegungsdruckfestigkeit obr: Würfeldruckfestigkeit W mit dem
Erfahrungswerte 1,5 eingeführt werden soll (vgl. Morsch, I. Bd., 1. Hälfte,
S. 325 ff.).

Für den Zustand a) ist bekanntlich

bezw. mit fe ^ • b • h

x= 15.^-A-l—1+j/l-l-jl^) 1)

£ • b • x • obr ~ fe • as

Für den Zustand b) ist

und xmin 2 n • h •

Damit werden die Momente der inneren Kräfte

im Zustand a) MF as -fe • h • 1 — 5 ^ • h (— 1 + y \ + -^-)1

2)

3)

im Zustand b) MBr ns -fe h • 1 — § u
°s

4)
L Oürj
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und das Verhältnis beider

Mßr
MF

2 Os
— f.t • —
3 obr 9

Os

W

l-5,(-1 + |/l + Tf-) l_5,(-l + |/l+ 2
5)

In der Tabelle 1 sind die Werte dieses Verhältnisses in Abhängigkeit
von der Bewehrungsgröße fi und der für die Baustoffeigenschaften

charakteristischen Größe —^ angegeben. Ist a< 1, so erfolgt der Bruch im Quer-
vi/

schnitt durch Überschreiten der Betonfestigkeit vor Erreichen der Streckgrenze

in der Bewehrung. Für plastizitätstheoretische Untersuchungen

Tabelle 1.

V 0,5%' \% 2% 3% 5%

Os _

W

1

1,11 1,14 1,17 1,17 1,15

10 1,10 1,11 1,11 1,09 >,02

15 1,09 | 1,08 1,06 1 01 0,87

20 1,07 1,06 1,01 0,93
1 0,73

25 1,06 1,04 0,95 0,85 0,58

schalten daher diese Querschnitte a priori aus. Wird a> 1, so tritt im
Querschnitt tatsächlich eine plastische Verformung auf: die Streckgrenze in der
Bewehrung wird überschritten, bevor der Beton zerstört ist, eine Steigerung
der Belastung ist ohne sofortige Brucherscheinungen möglich und hat (wie
ebenfalls aus Tab. 1 zu ersehen ist) nur eine geringe Steigerung des
Querschnittmomentes zur Folge. Für die weitere Belastung wirkt der Querschnitt
so lange als Gelenk (Fließgelenk), bis infolge der fortschreitenden
Verformung die Zerstörung des Betons eintritt. Das Fließmoment MF kann der
Einfachheit halber, mit Vernachlässigung des geringen Zuwachses bis zum
Bruch mit dem konstanten Mittelwert

MF-= 0,9- os.fe.fi 6)
eingeführt werden.

Die bisherigen Überlegungen sowie deren numerische Auswertung in
Tabelle 1 zeigen zwar, daß bei gewissen, sehr stark bewehrten Querschnitten
(rechts von der stark gezogenen Treppenlinie) die Voraussetzung der
Plastizitätstheorie nicht vorhanden, daher solche Querschnittsformen von
diesbezüglichen Untersuchungen grundsätzlich auszuschließen sind, beweisen
jedoch noch nichts hinsichtlich der Zulässigkeit einer unbeschränkten Anwendung

dieser Theorie für die übrigen Querschnittsformen, welche gerade als
die praktisch wichtigen erscheinen (links von der Treppenlinie). Aus der
Bedingung a > 1 folgt für einen Eisenbetonquerschnitt nur, daß bei einem
bestimmten, etwa dem durch Gl. 6) gegebenen inneren Moment MF gleichen
äußeren Moment Mfl die Streckgrenze in der Bewehrung überschritten wird,
bevor der Bruch des Betons zu erwarten ist.

Bei einem statisch bestimmten Eisenbetontragwerk legt die Gleichung
Ma MF 7)
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die Tragfähigkeit der Konstruktion eindeutig fest: das Fließgelenk macht
das System beweglich, die Tragfähigkeit ist erschöpft. Bei einer geforderten
^-fachen Sicherheit ist der höchstbeanspruchte Querschnitt auf das Moment
v • A4 mit der Eisenspannung os zu bemessen.

Bei statisch unbestimmten Systemen sind 2 Fälle zu unterscheiden:
a) die Bemessung sämtlicher maßgebender Querschnitte erfolgt genau nach

den aus der Elastizitätstheorie berechneten Momenten;
b) die Bemessung erfolgt auf Grund möglicher, jedoch innerhalb gewisser

Grenzen willkürlich gewählter Werte der statisch unbestimmten Größen
(vgl. Abb. 2a und 2b).

Im ersten Falle erreicht bei der i/-fachen Belastung in sämtlichen elasti-
zitätstheoretisch richtig bemessenen Querschnitten die Spannung in der
Bewehrung gleichzeitig die Streckgrenze. Die Anzahl der Fließgelenke wird
großer als die Anzahl der statisch Unbestimmten: das System ist beweglich,

V89l

^-y i

W9l*

Fig, 2.

seine Tragfähigkeit erschöpft; die rechnungsmäßig vorausgesetzte r-fache
Sicherheit ist tatsächlich genau vorhanden, die Sicherheit des Einzelquerschnittes

stimmt mit der Sicherheit des Gesamttragwerkes vollkommen uber-
ein. Eine plastizitätstheoretische Untersuchung erübrigt sich, die Elastizitätstheorie

ist zur Bemessung solcher Konstruktionen ausreichend.
Anders im Falle b). Da die Bemessung der maßgebenden Querschnitte

auf Grund unrichtiger, da beliebig gewählter, statisch unbestimmter Größen
erfolgt, stimmen die bei elastischer Verformung auftretenden Momente mit
den der Bemessung zu Grunde gelegten nicht überein, so daß daher bei
v-facher Belastung die Bewehrungsspannung in einzelnen Querschnitten die
Streckgrenze erreichen, bezw. überschreiten, in anderen noch darunter bleiben
wird. Die Sicherheit des Einzelquerschnittes stimmt mit der Sicherheit des
Gesamttragwerkes nicht überein. Um hinsichtlich dieser letzteren Aufschluß
zu erlangen, ist die Elastizitätstheorie nicht mehr ausreichend, und es muß
der Verlauf der Formänderung und Zerstörung des Tragwerkes bei
Berücksichtigung der plastischen Verformung untersucht werden.

Unter der vorläufigen Voraussetzung einer unbegrenzten plastischen
Verformbarkeit sämtlicher Querschnitte eines mit Berücksichtigung der Tabelle
1, jedoch elastizitätstheoretisch unrichtig bemessenen, statisch unbestimmten,
biegungsbeanspruchten Eisenbetontragwerkes, z. B. eines durchlaufenden
Trägers, würde sich, wenn die Bemessung mit ^-facher Sicherheit erfolgt
wäre, bereits bei einer kleineren als der ^-fachen Belastung das erste
Fließgelenk ausbilden, und zwar zuerst in jenem Querschnitt, für welchen das
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Verhältnis von Fließmoment MF zum äußeren Moment Ma X einen Kleinstwert

erreicht. Bei einer Steigerung der Belastung ist der Querschnitt zur
Aufnahme einer weiteren Vergrößerung des einwirkenden Momentes nicht
mehr imstande und wirkt statisch wie ein durch das plastische Tragmoment
MF, welches als äußeres Moment aufgefaßt werden kann, verspanntes Gelenk.
Für die Belastungssteigerung ist daher die statische Unbestimmtheit des
Tragwerks herabgesetzt; ein weiteres Anwachsen der Belastung hat die Aus-

MF
bildung weiterer Fließgelenke in den der jeweiligen Bedingung—— > min.

X.
entsprechenden Querschnitten zur Folge, und zwar in solcher Anzahl, bis das
System beweglich geworden ist und zusammenbricht. Die Berechnung der
Bruchlast erfordert daher die Ermittlung von Ort und Zahl der Fließgelenke,
welche das ursprüngliche statisch unbestimmte System beweglich machen.

Hätte die vorläufig getroffene Voraussetzung der unbegrenzten
Verformungsfähigkeit der plastisch gewordenen Querschnitte Berechtigung, wie
dies z. B. beim Stahl unter der Annahme einer idealisierten Spannungs-Deh-
nungslinic zutrifft, so wäre die zeitliche Reihenfolge des Auftretens der
Fließgelenke gleichgültig. Dies ist jedoch nicht der Fall, denn die plastische
Verformung des Eisenbetonquerschnittes kann, wie schon erwähnt, nicht
unbegrenzt wachsen, sondern wird durch die Bruchgefahr des Betons begrenzt.
Es ist daher, im Gegensatz zu den Verhältnissen bei Stahltragwerken, nicht
nur Ort und Zahl, sondern auch die zeitliche Reihenfolge der Fließgelenksbildung

für die Bruchlast und Sicherheit der Konstruktion von großem
Einfluß. Denn es ist leicht möglich, daß bei einem z. B. zweifach unbestimmten
System sich zwar das erste Fließgelenk voraussetzungsgemäß ausbildet, bei
einer weiteren Belastungssteigerung jedoch der Beton im „plastischen"
Querschnitt infolge der Formänderung zerstört wird, bevor es überhaupt zum
Auftreten eines weiteren Fließgelenkes kommen kann. Die anfänglich
maßgebende „Fließsicherheit" vs wird daher abgelöst von der Betonbruchsicherheit

vb. Bei Verbundkonstruktionen muß selbstverständlich eine ausreichende
Sicherheit für beide Baustoffe nachgewiesen werden, und zwar ist es im
Eisenbetonbau üblich vs 2 und vb 3 vorzuschreiben.

Zwecks Feststellung der Bruchsicherheit vb ist für einen beliebig
gelegenen Querschnitt eines biegungsbeanspruchten Tragwerkes die Ermittlung
des Verhältnisses y der den Betonbruch hervorrufenden Last zur Last, unter
der im Querschnitt ein Fließgelenk entsteht, erforderlich.

Erreicht in einem einfach bewehrten Rechtecksquerschnitt die Spannung
in der Bewehrung die Streckgrenze, das Tragmoment also den Wert

Mf= os >fe • y1 —^
so wird die zugehörige Betonrandspannung bekanntlich

o. —^—.- 21ÜL1/- 8)

ö-x.(k-±) b'X

wobei für x die Gl. 1) gilt. Der zugehörige Biegewinkel (Stabkrümmung)
folgt daraus

1 =^ -^= 2^ 9)
q

T Eb • x Eb-b •

ansteigt im nun „plastisch" gewordenen Querschnitt die Betonspannung auf
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die Bruchspannung 0^=1,5 W (vgl. Abb. 1), so erreicht der zugehörige
Biegewinkel seinen Größtwert (unmittelbar vor dem Bruch)

I jrfVl=^_ 10)
Ql E<br ' Xmin

wobei xmin aus Gl. 2) zu berechnen ist. Nach Einsetzen der Ausdrücke für
x und xmin ergibt sich das Verhältnis

1

Adcp 4 \os> Ebr \ l ^ f 1^15^// 1U

Das Verhältnis der Elastizitätsmoduli bei Beginn des Fließens in der
Bewehrung (Eb) und beim Betonbruch (Ebr) kann näherungsweise als konstant
und mit dem Wert 1,5 angenommen werden. Mit #=15 und ob, — l,5W
erhält man nun

„„.(^¦(--+1^^)'
Auf dieselbe Weise ergeben sich für den Plattenbalken mit Berücksichtigung
der elementaren Beziehungen

Ob Oe — r 1 2)

wobei
JL
2

(h-x)
b - d2 -f- n • fe • h

b • d-\- n • fe

sowie durch Heranziehung der Gl. 10) das Verhältnis

13)

U (ObrV
2 \os) '

Eb 1 d 1-0,5^
Ebr /' h

i
d

«¦n + -h
ft-^ ^m ¦?•-¦: ^ 14)

bezw. mit den früheren Annahmen bezgl. der Materialkonstanten
d

1 Q5_IW\' 1 d ' h
A -25 — • • • -r 14a)\osi f.t h ^ d

15/« -\--rh
wobei wieder fe ^ • b • h.

In Abb. 3 sind die Gl. IIa) und 14a) für gewisse Verhältnisse u und

ausgewertet worden. Auf Grund der eingangs getroffenen Voraussetzung
kommen nur Werte /?> 1 in Betracht (vgl. Tab. 1).

Wie aus Abb. 3 entnommen werden kann, ist bei den praktisch häufigsten
kleinen und mittleren Bewehrungsgrößen die Verformungsfähigkeit der
bereits plastisch gewordenen Querschnitte noch ziemlich groß: der Biegewinkel
kann auf ein Mehrfaches des unter dem Fließmoment auftretenden Wertes
steigen, ehe der Beton durch die Formänderung zerstört wird. — Um nun
den auftretenden Biegewinkel mit der Belastung in Beziehung zu bringen,
gehen wir folgendermaßen vor: Das Fließgelenk wird als ein ideales, durch
ein äußeres Moment verspanntes Gelenk aufgefaßt. Der aus den inneren
Kräften errechnete Biegewinkel kann näherungsweise dem aus der äußeren
Belastung ermittelten Verdrehungswinkel der Querschnitte beiderseits des
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Fließgelenkes gleichgesetzt werden, was, geometrisch ausgedrückt, bedeutet,
daß in der nächsten Nähe des Fließgelenkes die Biegelinie des Stabes durch
deren Tangenten in den Querschnitten beiderseits des Gelenkes ersetzt wird.

Fassen wir jenen Querschnitt eines statisch unbestimmten Stabwerkes
ins Auge, in welchem sich soeben ein Fließgelenk ausgebildet hat, so erhalten
wir bekanntlich für den Verdrehungswinkel cp infolge der äußeren Belastung

E-J-<P \M 'Mds — Mr-jM2ds 15)

wobei die Integrale über das gesamte Tragwerk zu erstrecken sind. Für den
Zustand unmittelbar vor der Zerstörung des Betons im Querschnitt des Fließ-

tv>2

4000

3000

2000

1000

1 11

Rechteckquerschnittd*h
.Section nectanguia/ne d-h
^\ftectangu/an sect/ond=n\

5^S
I

1

/% 2%

d-0.l5h
Plattenbalken d?0,05h

3ö/° Planchen a nenvones d- Q05h

Ribetbeamd=0JOSh

Fig. 3.

gelenkes, welche unter der /-fachen Fließbelastung erfolgt, wird der Ver-
drehungswinkel der Querschnitte beiderseits des Gelenkes

E'J-Ti YSM- Mds — MFlM'ds 16)

Dividiert man die beiden letzten Gleichungen durcheinander, so ergibt sich
das gesuchte Verhältnis

y= i MFiM2ds\vi
cp

-h
MFfM*-ds

17)
IM- Mds) <P J M • Mds

Die Bedeutung der Integrale wird sofort klar, wenn man das elastische
Moment im Querschnitt des Fließgelenkes als einzige statisch noch Unbestimmte
X des untersuchten, /z-fach statisch unbestimmten Tragwerks auffaßt. Die
zur Ermittlung dieser Überzähligen dienenden Verformungsgrößen da0 und
öa(l am (zz-l)-fach unbestimmten Grundsystem sind durch die Ausdrücke

doo \M • Mds; öaa fM2ds
gegeben. Die Überzählige selbst folgt aus

X ^.Jao

öaa

18)

19)

Durch Einsetzen von 18) und 19) in 17) wird

Mf\ <fi Mfy= i IT) cp
+ X
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Wir setzen nun auf Grund des weiter oben Gesagten — ß, bezw. — ß±
cp cp

und erhalten

Mf\ q Mf 17 v

Durch den Verhältniswert y ist die plastische Verformungsfähigkeit des
Tragwerks begrenzt, derart, daß die das Fließgelenk hervorrufende Belastung
nur auf ihren ^-fachen Wert gesteigert werden kann. Hierbei ist jedoch
vorausgesetzt, daß das statische System sich von der Ausbildung des Fließgelenkes

an bis zur Zerstörung des Betons im Querschnitt desselben nicht ändert,
d. h. daß in diesem Lastintervall kein weiteres Fließgelenk auftreten darf.
Ist diese Voraussetzung nicht erfüllt, und entsteht in einem Tragwerk, z. B.
nach Abb. 4, unter einer Belastung pF (x) das erste Fließgelenk über der
Stütze 1, unter der Belastung v pF (x) das zweite Fließgelenk im Feld noch
bevor es zur Zerstörung des Betons im Querschnitt 1 kommt, so daß also

1 2

^llllllllllllllllllllip:,|,|iHMIHWTTTT^ ^
T; if ]_ h J. c3 ;r

Fig. 4.

für diesen Querschnitt y>v, so verliert Gl. 16 ihre Gültigkeit und nimmt
die Form an

Ef.cpt v \M • Mds — MF$M2ds + (y — v)E-f dao' 16a)

wobei 6ao die Verdrehung der Querschnitte beiderseits des Fließgelenkes 1

unter der Belastung pF (x) für das System mit bereits ausgebildetem

Gelenk 2 bedeutet. Aus der Bildung des Verhältnisses — ß folgt nach kurzer
cp

Zwischenrechnung die den 'Betonbruch im Querschnitt bei vorheriger
Ausbildung des Fließgelenkes 2 kennzeichnende Verhältniszahl

n * t-^iiß-^-jfiP-»] 20>

Die Zahlen y resp. y\ sind außer von den mit Querschnittform und Material-
MF

eigenschaften veränderlichen Werten ß abhängig vom Quotienten-—, welcher
X

als Verhältnis des im Querschnitt vorhandenen Tragmomentes nach Gl. 6)
zum elastizitätstheoretischen Moment, sich auch darstellen läßt als das
Verhältnis der tatsächlich vorhandenen Bewehrung zur elastizitätstheoretisch
erforderlichen, — vom Verhältnis der Querschnittsverdrehung am (#-l)-fach
statisch unbestimmten System, zu jener am (/z-2)-fach statisch unbestimmten,
und endlich vom Verhältnis der Lasten, welche die aufeinanderfolgenden
Fließgelenke hervorrufen. Soll die plastizitätstheoretische Untersuchung

A4f JVIF
einen Sinn haben, so muß >'>1, daher— < 1 sein. Ist-— =1, so entsprichtX X
die Bewehrung den Momenten der Elastizitätstheorie und es gilt das auf
S. 183 für den Fall a) Gesagte.

Durch die Werte y resp. yx ist die Möglichkeit gegeben, die Zulässig-
keit von plastizitätstheoretischen Untersuchungen statisch unbestimmter, bie-
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gungsbeanspruchter Eisenbetontragwerke zu überprüfen, bezw. die Sicherheit
elastizitätstheoretisch unrichtig bewehrter Konstruktionen zu bestimmen. Die
Durchführung der praktischen Rechnung hat in 2 Abschnitten zu erfolgen,
und zwar:
1. Nach Untersuchung des Tragwerkes unter der Voraussetzung unbegrenzter

plastischer Verformbarkeit werden für sämtliche plastisch gewordenen
~ ,A1 xr Bruchlast des ges. Tragwerkes
Querschnitte die Verhaltnisse _t. ni—— ^ -,—77 uFließlast im untersuchten Querschnitt
bestimmt.

2. Hierauf berechnet man für diese Querschnitte die Verhältnisse ß und y.
Ist für sämtliche Querschnitte y resp. yx > n, so wird dadurch die Zu-

lässigkeit der Berechnung der Bruchlast des Systems auf Grund der
Plastizitätstheorie erwiesen, d.h. die Zerstörung des //z-fach statisch unbestimmten

Tragwerks erfolgt durch die Bildung von (w^l) Fließgelenken. Wird
in einem Querschnitt y resp. yx^n, so ist die Bruchlast auf diesen
Querschnitt zu beziehen. Und zwar muß die zulässige Traglast aus dieser Bruchlast

(Betonbruch) unter Einhaltung einer 3-fachen Sicherheit ermittelt werden,
während im ersten Falle die auf das letzte Fließgelenk zu beziehende Traglast
mit einer 2-fachen Sicherheit zu bestimmen ist. —

Es sei noch darauf hingewiesen, daß neben der Bruchsicherheit der
Tragwerke auch eine gewisse Sicherheit gegenüber dem Auftreten
unerwünscht großer Formänderungen und Risse unter der Gebrauchslast
gefordert werden muß. Das Erreichen der Streckgrenze in der Bewehrung
hat nun solche Formänderungen zur Folge, welche, für die Bruchsicherheit
ohne Bedeutung, unter der Gebrauchslast als unzulässig anzusehen sind.
Daher muß noch neben der Bruchsicherheit eine „Fließsicherheit", und zwar
etwa vF^\,2 vorgeschrieben werden, derart, daß erst bei der 1,2-fachen
Gebrauchslast das Auftreten des ersten Fließgelenkes möglich ist. Durch
diese Einschränkung wird für das in Gl. 17a) resp. 20) erscheinende Ver-

MFhältnis-—- ein Mindestwert festgelegt. Und zwar muß
X

Mf 1 9
1 > -^f > t~ und Mf > 0,60 X sein.* 2,0

Die elastizitätstheoretisch notwendige Bewehrung in einem Querschnitt darf
daher keinesfalls um mehr als 40 <y0 vermindert werden.

Die vorliegenden Untersuchungen beziehen sich auf biegungsbean-
spruchte Eisenbetonkonstruktionen, d. h. auf durchlaufende Träger und
Rahmenriegel. Doch läßt sich auf Grund der plastizitätstheoretischen
Überlegungen auch eine sehr wichtige, auf die Bemessung der Rahmenstützen
bezugnehmende Aussage machen.

Stützen in steifer Verbindung mit Trägern werden vorschriftsgemäß für
eine Beanspruchung durch außermittigen Druck mit einer auf die
Betonfestigkeit bezogenen 3-fachen Sicherheit bemessen. (Eine vollkommene
Ausnützung der Bewehrung kommt nur bei großen Exzentrizitäten in Frage.)
Die Rahmenstütze soll also bei einer 3-fachen Erhöhung der Gebrauchslast
die Grenze ihrer Tragfähigkeit erreichen. Es ist nun zu beachten, daß die
Bemessung des Riegels im Anschlußquerschnitt an die Stütze mit einer hinsichtlich

der (Bewehrung 2-fachen Sicherheit erfolgt. Bei der doppelten Gebrauchslast

erreicht daher die Bewehrungsspannung die Streckgrenze; eine weitere
Steigerung der Last hat nur eine vergrößerte Verformung im plastisch ge-



Plastizitätstheor. Methoden zur Untersuchung stat. unbestimmter Tragwerke 189

wordenen Querschnitt zur Folge, ohne daß das Moment noch einer Steigerung
fähig wäre. Bezeichnet M und N Moment und Normalkraft unter der
Gebrauchslast, so ist, bei geforderter 3-facher Sicherheit, im Bruchzustand
Mß==2M und N#=3N. Die Bemessung hat daher für diese Werte mit der
Bruchspannung, oder für die Werte .V und f M mit der zulässigen Spannung
zu erfolgen. Die heute übliche Bemessung für N und M erhöht unwirtschaftlicherweise

die Sicherheit der Rahmenstütze gegenüber der des Riegels. —
Bewehrt man den Rahmenriegel nicht auf Grund der aus der Elastizitäts-

MF
theorie errechneten Momente, so ist die Stütze für die Werte N und |——,

wobei Mi das Tragmoment des Anschlußquerschnittes nach Gl. 6) bedeutet,
zu bemessen. — Selbstverständlich werden bei einer Bemessung der Stützen
nach den-hier angegebenen Richtlinien die Spannungen unter der Gebrauchslast

höher sein als die zulässigen. Für die Sicherheit des Tragwerks ist diese
Tatsache ohne Bedeutung. Zu beachten ist jedoch, daß es sich keinesfalls
empfiehlt, den Anschlußquerschnitt des Riegels an die Stütze stärker zu
bewehren, als es dem elastischen Momente entspricht, sondern daß, im Gegenteil,

die Sicherheit der Stütze dadurch herabgemindert wird.
Stillschweigende Voraussetzung der Zulässigkeit sämtlicher bisheriger

Untersuchungen und Folgerungen ist die Bedingung, daß durch ausreichende
Schubbewehrung das Auftreten spröder Gleitungsbrüche (Schubrisse)
unbedingt verhindert wird. Wäre dies nicht der Fall, so ist die Gefahr der
Zerstörung des Tragwerks durch Gleitungsbruch die maßgebende. — Auch
eine ganz einwandfreie Aufnahme der Haftspannungen muß immer gewährleistet

sein, um eine Lösung des Verbundes auch bei den höchsten
Eisenspannungen zu verhindern. Endhaken bei ungenügender Haftlänge des Eisens
beschleunigen durch ihre Sprengwirkung den Bruch des Betons, bei
Verminderung der Möglichkeit plastischer Verformung.

Vorgang und .Zweck plastizitätstheoretischer Untersuchungen statisch
unbestimmter Eisenbetontragwerke seien nun'noch an 2 Zahlenbeispielen
erläutert:

1. Mittelfeld einer gleichförmig belasteten, über unendlich viele Felder
durchlaufenden Platte. Gefragt ist nach der Zulässigkeit einer Bemessung

von Stützen- und Feldquerschnitt auf das Moment M + — q • l2. —

Bezeichnet pB die Bruchlast der nach der Elastizitätstheorie bewehrten Platte,

so erscheint das erste Fließgelenk in dem für q • l2 bemessenen Stützen-
12 16

querschnitt unter der Belastung vF =- — • pß= 0,75pB. Das Verhältnis von
1 0 16

Bruch- und Fließlast ist daher n --= —~~ 1,33. Zwecks Begrenzung der

Verformungsfähigkeit bilden wir

y=(l-j§V+j§ 0,25/*+ 0,75

Die Bemessung der durchlaufenden Platte für die Momente Mmav= — Me-=

^rzq-l2 ist zulässig, wenn y~>n, d.h. in unserem Falle wenn (0,25/2 + 0,75)
16

> 1,33, bezwr. wenn ß>2,32. Für die praktisch häufigsten Verhältnisse
W 1 1

— jz bis folgt aus Abb. 3 die Bedingung ^<!,6<>o bis 2,3 o/0. Da
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diese Bedingung bei Platten immer erfüllt sein wird, ist die Zulässigkeit
der Bemessung auf die oben angegebene Weise erwiesen. — Die heute

übliche Bemessung nach .den Bestimmungen mit Me= — j^'tfl2 und N[max--=

-) q l2 enthält gegenüber der geforderten eine
16

überschüssige Sicherheit.

12 ^ 16

8

1,17-fache

2. Über 2 gleiche Felder durchlaufender, gleichförmig belasteter Träger
nach Abb. 5. (Entnommen den „Untersuchungen an durchlaufenden
Eisenbetonkonstruktionen" von H. Scheit und E. Probst, Berlin 1912, S. 5, 28 ff.)
Die Streckgrenze der verwendeten Bewehrung ergab sich mit dem Mittelwert

os 3050 kg cm2, die Würfelfestigkeit des Betons W=300 kg/cm2. —
Es ist über der Mittelstütze /,= 50 18= 12,72 cm2, daher ^=0,9-47-

*fc|
• 65 — 85~ — # 7mm

F* \ y.7^/4 \^\K\ s //// ¦J

^ 1 5018 1

H 80 —~ ** 1 U //
L 300

$2P 78 5^18 i-

1

r—- 300-

c-d

Itopfwe

Fig. 5.

3050- 12,72= 1 640 000 cmkg. Nach der Elastizitätstheorie beträgt das

Moment über der Mittelstütze Ms= q • l2. Die Belastung, unter welcher es
8

zur Ausbildung des ersten Fließgelenkes (über der Mittelstütze) kommt,

ist daher pr =—'— =14,50 t/m. Der Versuch ergab für die eine

Belastung p 14,687 t/m das Auftreten eines so starken Risses über der Mittelstütze,

daß die Libellenablesungen infolge der großen Verschiebung des
Befestigungspunktes unbrauchbar wurden. Der Bruch erfolgte unter der
Belastung pB 20,95 t m. Die Rechnung ergibt für das Auftreten des
Fließgelenkes im Mittelfeld die Bedingung 0,12 pB • l2 — 0,4 • 16,40 12,72 • 3,05
(0,47—0,04) 16,70 t/m und daraus pB 21,4 t/m, in guter Übereinstimmung
mit dem Versuch. Eine Zerstörung des Betons war nicht zu erwarten, da

W 1

für<u 1,08 o/o und — -i-, ß= 13,4, daher y (1 —0,68) 13,4 + 0,68 5,0,
21 4 Gs 10
—~— 1,48. Fragt man noch nach der Bedingung, unter der
14,5

während n

es zulässig ist, die Mittelstütze anstatt auf Ms — q ¦ l2 nur auf Ms
1 8

—— q • l2 bei gleichzeitiger ,Bemessung des Feldquerschnittes auf das
ii,/

gleiche Moment zu bemessen, so erhält man aus der Bedingung

q ¦ l2 PF'P
8

die Fließlast pF 0,69 - q, und den Wert #= — 1,45. Bildet man nun
Pf
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so muß, um die Gefahr einer Zerstörung des Betons über der Mittelstütze
zu vermeiden 0,31 ß.-f 0,69 > 1,45, bezw. ß>2,45. Bei einem Verhältnis
W 1

— —
3 wie es bei geringerer Betongüte üblich ist, folgt daraus ^< 1,3 o/o.

Os 20
Bei Benutzung der Bemessungtabellen einfach bewehrter Querschnitte mit
a2W/=1200 kg/cm2 ergibt sich damit die höchste zulässige Betonspannung
ob <f 68 kg/cm2.

Zusammenfassung.
Bei Einhaltung gewisser Beziehungen bezüglich der Bewehrungsgröße

ist es zulässig, durchlaufende Träger und Rahmen in Eisenbeton auf Grund
plastizitätstheoretischer Überlegungen zu bemessen, d. h. auf Grund innerhalb

gewisser Grenzen willkürlich gewählter Werte für die statisch
unbestimmten Stütz- und Einspannmornente. Von dieser Möglichkeit wird man
jedoch nur dann Gebrauch machen, wenn aus konstruktiven Gründen ein
Abweichen von der elastizitätstheoretisch richtigen Bewehrung notwendig
wird, w^obei die Einhaltung der in der vorliegenden Untersuchung abgeleiteten

Grenzbedingungen jeweils zu überprüfen ist. — Hinsichtlich der außermittig

gedrückten Rahmenstützen ließ sich nachweisen, daß mit Rücksicht
auf die verschiedene, für das Eisen und den Beton geforderte Sicherheit
(vs 2 und 1^ 3), die für die Bemessung der Stützen maßgebenden, aus
der statischen Berechnung zu entnehmenden Momente mit einem auf 73 des
ursprünglichen reduzierten Werte zu verwenden sind, wodurch sich ein©
nicht unerhebliche Eisenersparnis erzielen läßt. Dies gilt jedoch nur für
solche Bewehrungsgrößen, rsp. Exzentrizitäten, bei denen die Zerstörung
der Stütze durch Überschreiten der Betondruckfestigkeit erfolgt.

Resume.
Lorsque Pon envisage Pintroduction de relations determinees dans le

calcul des dimensions des armatures des poutres continues et des cadres
en beton arme, il est admissible de faire intervenir les considerations
theoriques basees sur la plasticite, c'est-ä-dire d'adopter, pour les moments
aux appuis et les moments d'encastrement statiquement indetermines, des
valeurs choisies arbitrairement entre certaines limites. II ne sera bon toute-
fois de faire appel ä cette possibilite, que si, pour des raisons de construction,

il devient necessaire de ne pas s'en tenir ä une armature repondant
aux conditions de la theorie de Telasticite; il sera alors necessaire, dans
chaque cas, de controler si les conditions limites exposees dans la presente
etude sont remplies. En ce qui concerne les elements d'appui des cadres qui
se trouvent soumis ä des efforts de compression excentree, il importe de
remarquer que pour tenir compte des differents degres de securite qu'im-
pliquent le fer et le beton (vs 2 et vb=3), les moments determines par
le calcul statique et qui doivent servir de base ä la determination des appuis
doivent etre reduits aux 2/s de leurs valeurs initiales, ce qui conduit d'ailleurs
ä une reduction non negligeable dans la consommation de metal. Ceci n'est
toutefois valable que pour les grosseurs d'armatures, et pour les cas d'ex-
centricite, tels que la destruction des appuis doit resulter d'un depassement
de la limite de resistance du beton ä la compression.
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Summary,
By keeping to certain relations with regard to the size of the reinforcement,

it is permissible to base the dimensions of continuous girders and frames
in reinforced concrete on theoretical plastic considerations, i. e. on arbitrarly
chosen values between certain limits for the statically indeterminate moments
at the supports and fixed ends. However, use will be made of this possi-
bility only when, for constructional reasons, a d,eparture from the proper
reinforcement determined from the theory of elasticity is necessary; for each
case, the advisability of keeping to the limiting conditions derived in the
present investigation has to be checked. — With regard to frame supports
subjected to non-central compression, it could be shown that, considering
the different degree of safety required for the iron and for the concrete
(vs 2 and vb — 3), the moments determining the dimensions of the supports,
and to be taken from the static calculation, are to be used with a value
reduced to two-thirds of the original one, thus allowing no inconsiderable
saving in iron to be made. This holds, however, only for such sizes of
reinforcement, or eccentricities, in which the support is destroyed by over-
stepping the compression strength of the concrete.
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