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XI

Deformabilite des appuis et de leur fondation dans le calcul des structures

Berücksichtigung der Verformbarkeit der Auflager und deren Setzung bei der
Bemessung von Tragwerken

The Flexibility of Supports and Foundations in the Design of Structures

JACQUES MATHIVAT
Professeur ENPC
Centre des Hautes Etudes de la Construction
Paris, France

RESUME
La deformabilite des fondations et des appuis intervient dans le comportement d'un grand nombre de

structures. La presente communication rappelle les methodes permettant d'evaluer la deformabilite
des fondations, et etablit les formules donnant les coefficients de souplesse en tete d'un appui quel-
conque. Elle traite en particulier le cas des appuis formes de voiles souples ou de lignes d'appuis de-
doublesen neoprene.

ZUSAMMENFASSUNG
Die Verformbarkeit von Auflagern und Setzungen des Baugrundes wirken auf das Verhalten
zahlreicher Bauwerke ein. Der vorliegende Beitrag untersucht dieses Problem und stellt Formeln auf, welche

die Verformungsbeiwerte für irgend ein Auflager wiedergeben. Dieser Beitrag behandelt besonders

den Fall von biegsamen Stützwänden und von Neopren-Linienlagern.

SUMMARY
The flexibility of supports and foundations has an effect on the behaviour of a great number of structures.

The present communication presents in detail the methods giving the foundation flexibility,
and establishes the formulas giving the flexibility matrix at the top of any support. It deals with the
case of piers made of two thin walls, or of two lines of neopren shores.
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1. INTRODUCTION

Les appuis sont les elements d'une structure destines ä transmettre les charges appliquees au terrain sur lequel eile

repose. Ce sont, par exemple, les piles ou les eulees d'un pont, les poteaux ou les murs-porteurs d'un bätiment.

Un appui se compose essentiellement de trois parties :

— une fondation (semelles, caissons, pieux, etc.),
— le corps de l'appui,
— eventuellement des appareils d'appui.

L'etude d'une structure necessite de tenir compte de la deformabiliti des appuis, qui interviennent dans la repartition

des efforts verticaux et horizontaux mais participent aussi ä la resistance ä la flexion des Clements porteurs prin-
cipaux (tablier ou plancher), quand ils en sont solidaires mecaniquement (portiques).

La diformabiliti des appuis se traduit par les equations unfaires reliant les deplacements en tete de l'appui aux
efforts qui lui sont appliques. Elle est caract6ris£e par la matrice d'elasticite de l'appui.

2. EXPRESSION DE LA MATRICE D'ELASTICITE D'UN APPUI

2.1. - Expression generale

Les composantes 6, u, v du deplacement D de l'extremite j d'un appui rectiligne quelconque, de fibre moyenne ij,
soumis en j a un Systeme de forces F, dont les elements de reduction
par rapport aux axes o x y sont un moment resultant T par rapport ä

0 et une resultante generale de composantes X et Y suivant Ox et Oy,
sont donnees par (fig. 1) :

F(r,X,Y)
yji

YA

cf^
(Fig. 1)

D(e,u,v)

» Sn r+S], x + s,3 y

u s-,1 r + s22 x + s23 y

v s3i r + s32 x + s33 y

ou sous forme matricielle, par : (D) (K) (F)

La matrice carree (K) est la matrice d'elasticite de l'appui. Elle
est symetrique :

S„ — S32 S31 — Si;

2.2. - Matrice d'elasticite d'un appui vertical

y,i

</f*

z
(Fig.2)

Un appui est le plus souvent vertical. Si l'appui i j est Oriente suivant
Taxe o y, l'origine 0 etant confondue avec l'extremite j, sa matrice d'elasticite
se reduit alors ä (fig. 2) :

(K)

s,, Sl2 0

S2i s22 0

0 0 S33

Les coefficients Si 1, Si 2, S2 2 et S3 3 sont generalement appeies :

— souplesse de rotation pour Si 1 et notee Sp

— souplesse de translation pour S22 et notee Sj
— souplesse de translation-rotation (ou souplesse croisee) pour S]2 S2i et

notee S-p p

— souplesse verticale pour S33 et notee Sy.

Dans la suite de cet expose nous compterons les composantes verticales
Y et v suivant l'axe Oz, dirige de j vers i.
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Le deplacement D d'un appui s'obtient par superposition des

deplacements relatifs aux differents eiements qui le constituent. Si

l'appui comporte plusieurs elements £. dont les coefficients de la

matrice d'elasticite, calcuiee en un point P, situe ä la distance h- du point

d'application 0 des efforts I\ X, Y, sont SR., Sy-, STR. et Sy., les

coefficients de la matrice d'elasticite de l'ensemble de l'appui sont (fig. 3) :

SR =£ >Ri bTR

ST 2 ST| + 2 £ STRi

STRi + 2 SRi

hi + 2 SRj h| 2 Sv - S Svj

Par consequent, ä partir des valeurs des coefficients de la matrice
d'elasticite de la fondation, du corps d'appui et des appareils d'appui,
on peut obtenir les coefficients de la matrice d'elasticite de l'appui en

un point quelconque, par exemple au niveau G de la fibre neutre de la

structure.

cT^i

VY

SRi Pi
STR «ALSTi

(Fig.3)

3. INFLUENCE DE L'INTERACTION SOL-APPUI

Le comportement du sol, qui intervient de fapon im-

portante dans la deformabilite de l'appui, depend de la

nature de la fondation.

3.1. - Semelles superficielles

La rotation d'une semelle superficielle, supposee inde-
formable, de section S (S B x L) sous l'effet d'un couple C,

applique en 0', est egale ä (fig. 4) :

c

£rkCK,

/^27^/^m 0'

K„ I«
(Fig. 4)

K etant le module de reaction verticale du sol de fondation et If le moment d'inertie de la section d'appui de la semelle

sur le sol : (L Ky peut etre obtenu ä partir des essais pressiometriques (1).

12

Les coefficients de la matrice d'elasticite, calcuiee en 0, au niveau superieur de la semelle, sont :

1

Sn
KV'f

STR ~
Kv'f

ST
Kv'f

Sw =¦
KVS

3.2. Fondations profondes massives

C'est le cas d'une fondation constituee d'un massif en beton enterre, d'un caisson have ä l'air libre ou ä l'air
comprime ou d'une colonne de grande dimension. La largeur B de la fondation est importante vis-ä-vis de sa profondeur
D. Sa section est S B x L.

3.2.1. - Mithode simplifiie

On peut supposer que la fondation, consideree comme indeformable, pivote autour du milieu 0' de sa base

(fig. 5). Sa rotation, sous l'effet d'un couple C applique en O' est alors egale ä :

C

e

Kv lf + KH Ij
avec :

— Kw et Ku les modules de reaction vertical et horizontal du sol

— I* le moment d'inertie de la section d'appui de la fondation sur le sol

- Ip le moment d'inertie de la surface de contact laterale de la fondation avec le sol.

(1) Kw — Bo /vV aBV + 1,6 (1 +vl Bo (X —) a
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Si on admet que le module de reaction horizontal KH est constant sur la profondeur D (sols coherents)

D JL
'«- —

D' L

alors

Si au contraire H varie lineairement avec la profondeur (sols pulverulents), Ij —

Les coefficients de la matrice d'elasticite de la fondation, calcuiee en 0, au niveau superieur de la fondation, sont

p\ n21

Sn
Kvlf+ KH l8

1

STR~ S-roT —

Kv'f + KH'P. KV 'f + KH ' KwS

SOLS COHERENTS SOLS PULVERULENTS

^^IkX P(Z)Kh(z) p(z) Khizi
e <>77& //<*&//&, ¦V777. E /E

KHkhözKh KH6ZID-Z)
k D

©
Kh Khhz 'fl

(Fig. 5)

On remarquera que le moment de flexion agissant ä la base de la fondation, sous l'effet des elements de reduction
T X appliques en O, est egal ä :

ir + Dxi f

i, +
K,

La reaction laterale du terrain a done pour effet de riduire le moment de flexion dans le rapport

Cette reduction est träs sensible quand la fondation est profonde.

I j n

Pour une fondation, dont la profondeur est superieure au double de sa largeur (D > 2 B) et pour KH # Ky, la

fraction du moment de flexion transmis au sol est faible (de l'ordre de quelques % du moment agissant en l'absence
de terrain lateral) et sa portance est alors conditionnee essentiellement par l'effort normal applique.

3.2.2. - Mithode ginirale des rotations (1)

Dans cette methode les efforts appliques V, X, Y sont equilibres uniquement par les reactions du sol, qui ne
peuvent etre que des compressions (fig. 6).

Sous l'effet des elements de reduction T, X, Y, la fondation va alors tourner d'un angle 0 autour d'un centre
instantani de rotation ß. Mais, tt dependant alors des efforts appliques, la methode n'est pas adaptee ä la recherche
de la matrice d'elasticite de la fondation.

Elle presente par contre l'avantage, connaissant les

efforts appliques ä la fondation, de verifier de facon plus
exaete sa stabilite. Elle est en particulier couramment utilisee

pour l'etude des fondations des piles de pont soumises aux
chocs des convois fluviaux.

IFIg. 6)

(1) Methode developpee par M. CASSAN « Les essais in situ en Mecanique des Sols » — Editions Eyrolles Paris 78

i?"«. is c

,ZolQ(Xo

le± ©^-^#rjt ®
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3.3. - Fondation sur pieux

3.3 1. - Matrice d'ilasticiti d'un pieu iso/e

On admet que le pieu est situe dans un milieu ilastique continu, caracte-
rise par le module de reaction K|_. du sol. On appelle longueur ilastique (ou

longueur de transfert) du pieu
4

4E
t.

K,,i

E etant le module d'elasticite du materiau constitutif du pieu et i le moment
d'inertie de sa section droite.

Un pieu, dont la longueur 8 est superieure a 3 iQ (£ generalement
inferieur a 5 m) peut etre assimiie ä un pieu de longueur infinie.

En supposant le module de reaction K._. du sol constant avec la profondeur,

les coefficients de la matrice d'elasticite d'un pieu isole de longueur infinie,

sont alors :

4 2 2 8

Sp
2o3KHB

3TR
2o KHB

St =•
«oKHB

s„ =•
Es

<^:r*2IZ^r^-Wj

(Fig. 7)
s etant la surface de la section droite du pieu.

3.3.2 ¦ Matrice d'ilasticiti d'un systime de pieux

Hg-isr,#&/&//
KH

ti

(Fig. 8)

Sous l'effet des eiements de reduction T, X, Y appliques en 0,
chaque pieu, incline de i//- sur la verticale et situe ä la distance a- du

point 0, est soumis en tete aux efforts m-, n,, tj.

Les coefficients de la matrice d'elasticite du Systeme de pieux
s'obtiennent en ecrivant:

— les equations d'equilibre ;

— les equations de deformation des pieux (3.3.1.) ;

— les conditions de comptabilite des deformations exprimant que
les tetes des pieux sont solidaires de la semelle.

On admet generalement que les pieux de gros diametres sont
encastris en tete dans la semelle. Pour les pieux de faible diametre
(B < 0,8 m) il est plus realiste de les supposer articulis en tete
(m. 0).

4. INFLUENCE DU CORPS DE L'APPUI

4.1. - Expression generale de la matrice d'elasticite

Les coefficients de la matrice d'elasticite d'un corps d'appui, de hau

teur h, sont (fig. 9) :

h h h h
dz z dz z dz r

R_/EI(z) TRjEI(z) * jEI(z) V ~)\

dz

ES(z)

O OOOavec :

- E module d'elasticite du materiau de l'appui

— S (z) et I (z) la surface et le moment d'inertie de la section du corps
d'appui, de cote z.

Dans le cas d'un appui, de surface et de moment d'inertie constants :

•^TR

h"

2 El 3 El
S„ -

ES

<?'¦**%
^

dzj

(Fig. 9)
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4.2. - Cas particulier d'un corps d'appui comportant des voiles souples

On suppose les voiles, de longueur 8, identiques et inclines symetriquement de cp sur la verticale.

2a r,

K

B'

n

n\"Im * ex/V* *
»A Jx—1> A

A' «'
ßT'M

(x)
<P

777777777777777777777 ///.

(Fig 10)

La surface et le moment d'inertie de la section droite situee ä la distance x du sommet A (ou A') de chaque voile
sont respectivement s(x) et i(x). On pose :

2i(o)

1 t dx s (o) a2

" — "o
8 1 s(x)
8 °

dx

I= 2i(o)(1 + 2p„

,x dx

i(x)
w= I

x2 dx

i(x)

Soient T, X, Y les elements de reduction par rapport au point 0 (milieu de AA') et 8, u, v les composantes du

deplacement de la section AA' (fig. 10). En designant par m, t, n, et m', t', n' les efforts dans les voiles en A et A', on

peut ecrire les relations suivantes :

a) Conditions d'iquilibre b) Conditions de diformation
Les deplacements cj, a, ß du point A sont donnes parT m + m' + a sin 1/3 (t + t') +a cosip(n - n')

X (t + t') cos cp — (n — n') sin cp

Y (t — t") sin cp + (n + n') cos cp

mU V
cj oj _

-I F t —0 E E

mV tW
'08'

ß =¦
n8

Etr

cj etant la rotation du voile A ß en ß et E le module d'elasticite longitudinale du beton. Des expressions analogues don-
nent les deplacements cj' a', p" du point A'.

On obtient les deplacements 9 X ,/J. et 6', X', ß' en effectuant les changements de coordonnees correspondants.

c) Conditions de compatibiliti

Les conditions de compatibilite entre les deplacements des points A, A' et 0 s'ecrivent :

u X X'

u v + afl

u' v - a 6
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L'elimination des inconnues entre les differentes relations ci-dessus permet de calculer 6, u, v en fonction de I\
X, et Y et d'obtenir par consequent les coefficients de la matrice d'elasticite des voiles. (1)

Dans le cas de voiles verticaux de section constante, les calculs se simplif ient et on trouve en particulier :

voiles encastres voiles encastres en tete voiles articuies en tete et
aux deux extremites et articuies ä la base encastres ä la base

8

SR= —K El

8 1

SR=—(1+R El 2pQ

8 1

SR — (1+R El 2pQ

8*

STR-2E|
82 1

Str=— (1 +TR El 2pQ
STR= o

83

ST (2 + Pj1 6EI °

83 1

ST (1 + )(3 + 2pJ' 3 El 2pQ °
e3

ST (1 +2pJ1

3EI °

et dans le cas des voiles articuies aux deux extremites :

SR=— (1+2p0) STR o ST=~

5. INFLUENCE DES APPAREILS D'APPUI

5.1. - Appareils d'appui en elastomere frette

Les appareils d'appui en ilastomere frette sont constitues par un empiecement de feuillets d'eiastomere associes
ä des plaques d'acier (inoxydable ou non) assurant leur frettage (fig. 11).

*l

r

' i aI-

:\=&=
-A

27

J=ü= 34'
(Fig. 11)

Les coefficients de la matrice d'elasticite d'un appareil d'appui en elastomere frette, de surface S (a x b), compor-
tant p feuillets elementaires ayants chacun une epaisseur t de neoprene, sont :

GSa4 3TR' GS GSa'

avec :

— G module d'elasticite transversal du neoprene

— c et c' coefficients de forme dependant du rapport —
a

b/a 0,5 0,6 0,7 0,75 0,8 0,9 1 1,2 1,4 1,5 2 3 4 5 10 OO

c 5,83 4,44 3,59 3,28 3,03 2,05 2,37 2,01 1,78 1,70 1,46 1,27 1,18 1,15 1,01 1

c' 136,7 116,7 104,4 100,0 96,2 90,4 86,2 80,4 74,7 75,3 70,8 66,8 64,9 63,9 61,9 60

(1) Cf. « Constructions par encorbellement des ponts en b6ton precontraint » par J. MATH IVAT (Editions Eyrolles - Paris 78)
Chapitre IM- Conception des appuis
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5.2. - Appuis comportant une seule file d'appareils d'appui en elastomere frette

Si q est le nombre d'appareils d'appui, les coefficients de la matrice d'elasticite sont :

p c' r
R_q GSa4 STR= 0

1

q GS

p er
Sv="q"GS^

5.3. - Appuis comportant une double file d'appareils d'appui en elastomere frette

La presence de deux files d'appareils d'appui distantes de d, cree un encastrement partiel des elements prineipaux
de la structure sur leurs appuis (fig. 12).

o.
a.
ra

¦b
u>

I
Q.
a
(V

u

<yfi> x
l \r=T=t> v ^\zz

(Fig.12)

Soient n et m l'effort normal et le moment transmis aux appareils d'appuis sous l'effet du couple Y applique en

tete de l'appui, on a :

2v
d

T nd + 2m

p GSa2

fl

r =•
d

(Tc

i 2a'
e

q t"

q representant le nombre d'appareils d'appuis par file.

La raideur des appareils d'appuis vis-ä-vis des rotations peut generalement etre negligee
2a

faible eu egard a

2c

Les coefficients de la matrice d'elasticite sont alors

p 2 et3

GSa2 d2SR=- sTR=o ST="_P J_
2q GS

p cf
V_2q" Gsa2

6. CONCLUSIONS

Malgre les nombreuses incertitudes (caracteristiques du sol, fonetionnement des appareils d'appui) que comporte
la determination de la deformabilite des appuis, il est necessaire d'en tenir compte dans l'etude des structures hypersta-
tiques, en particulier dans Celle des ouvrages d'art.

II est alors recommande d'introduire dans le calcul des structures deux valeurs de la deformabilite des appuis
(appui souple et appui raide) encadrant leur valeur probable, afin de se premunir contre les incertitudes pr6citees.
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