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Determination par la methode des elements finis des evolutions de

temperature pour les structures soumises ä l'incendie

Bestimmung des Temperaturverlaufes in brandgefährdeten Hochbauten
mittels der Methode der Finiten Elemente

Temperature Transients Determination by the Finite Element Method
on the Fire Response of Structures

J.C. DOTREPPE M. HOGGE
Charge de Recherches au FNRS Assistant, Techn. Aeronautiques et Spatiales

Universite de Liege
Liege, Belgique

1. INTRODUCTION.

La pratique actuelle pour evaluer la resistance au feu des structures
consiste le plus souvent en des techniques experimentales ou une eprouvette
est soumise ä un test en four. La representativite d'un tel essai pour une
structure complexe est une premiere difficulte ä circonscrire, ä laquelle
s'ajoute le coüt des installations et des mesures.

Cet article presente une alternative ä la conduite d'essais : l'elaboration
de modeles mathematiques d'eiements finis aptes ä simuler les conditions

de test. On y envisage le probleme de base, ä savoir celui de la transmission
de chaleur dans les materiaux des divers types de structures en cause.

La souplesse de la methode laisse en outre presager son extension aux
conditions en service de structures reelles.

2. CODE DE CALCUL PAR ELEMENTS FINIS.

Un module faisant partie du code general de calcul par elements finis
SAMCEF [l] a ete developpe pour repondre ä cet objectif. Son principe repose
sur la Methode des Elements Finis couplee ä une integration temporelle pas ä

pas : cette approche est bien connue pour les situations lineaires [2,3], mais
eile a recu peu d' applications dans le domaine du transfert non-lineaire de
chaleur [A—8J : celui-ci est caracterise par des proprietes de materiau variant
avec la temperature et des conditions aux limites qui, dans le cas present,
doivent etre aptes ä reproduire les situations d'incendie. Ces non-linearites
impliquent le plus souvent le recours ä une technique incrementale iterative
[4-6]

Un des buts de l'article est de presenter une technique incrementale
basee sur le concept de matrice de conductivite "tangentielle" [7-8] qui permet

d'eviter les iterations au cours d'un pas de temps et rend le code aussi
economique que pour les problemes lineaires. La gamme des elements finis
utilisables couvre toutes les formes structurales habituelles uni-, bi- et
tridimensionnelles. Les lois de Variation des caracteristiques avec la
temperature (eventuellement differentes d'element ä element) sont ä la disposition
de 1'utilisateur sous forme de polynömes de la temperature (de degre deux au
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plus) ; le choix du pas de temps peut varier au cours du processus pas ä pas
et est guide par les considerations de stabilite et de precision degagees en

analyse lineaire [7,8j.
2.1. Rappel des equations et conditions aux limites du probleme.

La distribution de temperature dans un corps solide V limite par une
surface S et rapporte ä un Systeme de coordonnees cartesiennes x, y, z est
regie par l'equation aux derivees partielles non-lineaire :

3x
k ce)|ä
x 8x 3y

k (8)|S| + -r-
y 3yJ 8 z *.<H! Q <«§?

assortie de la condition initiale
G (x, y, z, o) =0

et des conditions aux limites du type

a) temperature imposee ä la frontiere 0=0 sur S

b) flux de chaleur connu ou fonction de 0 sur

ri k (0)|2 + n k (9)|S + n k (9)|2
x x 3x y y 3y z z 3z

S2 + S3 + S4

q + h (0 - 0) + o e (TH
He e o ep e

(0

(2)

(3)

T") (4)

avec T(x,y,z,t) temperature absolue instantanee ;

0(x,y,z,t) ecart de temperature par rapport a une reference
uniforme T 0 T - T

k (x,y,z,Q), k (x,y,z,0), k (x,y,z,0) coefficients de conductivite
principaux du materiau ;

c(x,y,z,0) capacite calorifique du materiau par unite de volume ;

Q(x,y,z,t) distribution de sources de chaleur par unite de
volume ;

n n n cosinus directeurs de la normale exterieure au volume ;
x y z

q (x,y,z,t) distribution de sources de chaleur par unite de
e surface :

h(x,y,z) coefficient d'echange par convection ;

0 (x,y,z,t) temperature de la source representant l'incendie ;

T (x,y,z,t) temperature absolue de cette source ;

o constante de Boltzmann 4,93.10 Kcal/m2.h.(°K)4
o

£ (x,y,z) facteur de rayonnement mutuel entre la source rayonnante
et la paroi.

2.2. Formulation du probleme par la Methode des Elements Finis.
La demarche initiale consiste ä ecrire une forme globale qui puisse

traduire ä l'echelle d'un petit domaine, appele element fini, le bilan
calorifique local decrit par (!)• En dehors de la conduction de chaleur en
regime permanent, pour laquelle il existe un support variationnel vrai [8j,
cette globalisation est realisee au mieux par l'application de la Methode
des Residus Ponderes au Systeme (1-4) : le cas particulier le plus frequent
de celle-ci est la Methode de Galerkin, par laquelle on orthogonalise les
residus par rapport aux fonctions de base locales itl (x,y,z) choisies pour
le champ de temperature :

N

0 (x,y,z,t) £ m (x,y,z) a (t) (5)
k-1 /Ceci produit le Systeme matriciel elementaire 18] :

W • qE(t) + W • «E(t) " 8E(t) (6)

qui, apres assemblage des elements finis pour reconstituer le domaine,
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livre le Systeme differentiel non-lineaire structural :

K(q) q(t) + C(q) q(t) g(t) (7)

oü K K sont les matrices de conductivite elementaire ou structurale ;
E

C C les matrices de capacite elementaire ou structurale ;
E

q q les vecteurs des temperatures locales elementaires ou structurales;
q q les vecteurs des taux de Variation des temperatures elementaires

ou structurales ;

g g les vecteurs des flux thermiques nodaux elementaires ou structurauxE

2.3. Technique incrementale de Solution basee sur la notion de conductivite
tangentielle.
La majorite des auteurs qui ont ä resoudre le Systeme non-lineaire (7)

utilisent des techniques iteratives ä l'interieur d'un pas de temps [4-6].
La technique preconisee ici est de lineariser le premier terme du Systeme
(7) autour de la Solution q(t) ä l'instant t et de ne retenir que les
termes du developpement d'ordre un en Aq :

t -, srt N „r s dK
(q+iq)- K(q),q + 'K(q+Aq) (q+Aq) „ v dK

K(q) + — Aq K(q) +
dq

Aq

oü le second terme du dernier membre fait apparaitre la matrice
de conductivite tangentielle structurale, qui s'ecrit formellement

T
K (q> „t -, dK

dq

(8)

(9)

L'interpretation graphique de la methode dans le cas stationnaire ä une
dimension est presentee figure 1 :

eile s'apparente ä la methode bien
connue de Newton-Raphson pour la
Solution d'une equation algebrique
non-lineaire.

La seconde etape dans la resolution
du Systeme differentiel (7)

concerne l'integration pas ä pas
proprement dite : pour ce faire, on choisit

d'ecrire (7) en un instant particulier
de l'intervalle de temps

K(q).q
g

Ag-,
1

i pyf-^4
/\KTlqil
i

i

i i

i i q

91 q2
FIG. 1

q (t (11)

t* t +* At H> £ [0,l] (10)

pour lequel le taux de Variation des
temperatures est approche par le quotient

q(t+At) - q(t)
At

L'utilisation conjointe de (8) avec Aq d) [ q(t+At) - q(t)] et de (10-11)
dans (7) produit des lors le Schema pas ä pas

q(t+At) - q(t) =\ZL c [q(t)] + * KT [q(t)]}~- |g(t+tAt) - K[q(t)]. q(t)} (12)

qui livre le vecteur des temperatures en t + At en fonction de sa valeur
en t et moyennant la connaissance des flux thermiques nodaux ä l'instant
t ; on realise souvent une linearisation de ceux-ci, qui produit :

g(t+4>At) (l-<(>) g(t) + <f> g(t + At) (13)
le parametre continu öS introduit en (10) compte comme cas particuliers
bien connus $ 0 le Schema explicite d'Euler ;

<(> 0,5 le Schema du trapeze ou de la difference centree ;

0) 1 le Schema implicite pur.
Remarquons enfin que la technique (12) implique une matrice incrementale
non-symetrique du fait de la presence de (9), ce qui necessite une Organisation

speciale de l'algorithme de resolution.
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3. MODELISATION DU PHENOMENE PHYSIQUE.

Le probleme le plus difficile se situe au niveau de la determination des
echanges thermiques eprouvette-four, compte-tenu de 1'environnement existant
et des proprietes thermiques des materiaux en presence,

La densite de flux de chaleur (4) ä laquelle le materiau est soumis peut
se mettre sous la forme (cfr. (4))

q=h(9-0)+OE (T1* - T")
e e o ep e

Les parametres critiques ä determiner sont les emissivites relatives de
la source et de la paroi de l'eprouvette. Le coefficient d'echange par con-
vection a moins d'importance, car les temperatures atteintes lors de l'exposition

au feu sont telles que l'echange radiatif est preponderant.
En ce qui concerne les echanges par radiation, il est couramment admis

[6] que, dans le cas du beton ou de l'acier, l'emissivite des parois vaut
0.8 ou 0.9. L'emissivite de 1'environnement, par contre, est beaucoup plus
incertaine : eile depend de l'emissivite de la source rayonnante (flammes ou
resistances) et est influencee par les autres surfaces d'echange. Le domaine
des valeurs admissibles s'etend de 0,3 ä 0,9, mais les comparaisons que nous
avons effectuees ont montre que l'on obtient des resultats satisfaisants dans
tous les cas en se limitant aux valeurs 0,5 et 0,6.

La modelisation du phenomene est aussi sensible ä un autre facteur : il
s'agit des proprietes thermiques de l'acier et du beton, et le fait que ces
proprietes varient avec la temperature. Dans le cas du beton, les resultats
experimentaux presentent une dispersion considerable par suite de la nature
meme de ce materiau dont les proprietes varient avec les ingredients, leur
proportion, l'age et les conditions d'environnement.

4. EXEMPLE NUMERIQUE.

En Belgique, une vaste recherche ä caractere national a ete entreprise
dans le but d'ameliorer les connaissances en matiere d'incendie. Certains
travaux experimentaux se rapportent au comportement des materiaux de
construction aux temperatures elevees.

Un de ces essais concerne une eprouvette de beton placee dans un petit
four ä resistances [ 12] II s'agit d'un prisme de
beton de gravier de 18 x 18 x 30 cm place au centre
du four (figure 2). Des thermocouples sont noyes
dans la masse ä la fabrication, au niveau de l'axe
de symetrie du plan median : ils sont destines ä

mesurer la courbe temperature-temps en ces points.
On ramene l'etude de l'eprouvette ä celle de

sa section droite dans le plan median (cfr. figure
3): cette maniere de voir les choses est evidemment
ideale, puisque 1'ecoulement n'est pas bidimension-
nel. On peut cependant supposer que les influences
des pertes de chaleur par les faces superieure et
inferieure ne se fait que peu sentir au niveau du

plan median.

L'echange convectif est regi par un coefficient
d'echange h 7,5 kgcal/h.m2.°C.. En effet, dans le
cas de petits fours ä resistances, 1'environnement
est relativement calme, et on peut prendre un
coefficient d'echange modere. Le facteur de rayonne-
ment mutuel e est pris egal ä 0.45.

D F E C

^T-
+ -f - -E- t- -I-2,5 4,0

B^ 73
9,0

FIG. 2
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D'une maniere generale, la conductivite thermique du beton k decroit
avec la temperature. Ce phenomene est represente ici par la loi lineaire

oü k, est exprime en kgcal/h.m2

1.8-10
C et

0

0 en

Le modele adopte est dote d'une capacite calorifique invariante avec la
| FOUR temperature, soit c 700 kgcal/m3.°C. ce qui ne

prend pas en compte l'augmentation brusque de capacite

qui se produit au voisinage de 100°C, par suite
des reactions endothermiques dans le beton. Cette
grande valeur de la capacite thermique renforce
l'hypothese d'un ecoulement plan de chaleur.

La discretisation en elements finis est limitee
ä un quart de la section droite par raison de sym£-
trie (figure 4). Elle comporte 64 elements quadran-
gulaires plans pour 81 degres de liberte, les champs
de base etant lineaires. On a raffine la discretisation

au voisinage de la paroi, par suite des gra-
_._ - - dients de temperature eleves en ces endroits.

Les resultats theoriques obtenus sont compares avec ceux fournis par

Bf

D9

-tf
E?

ci-,

FOUR

FOUR

or
zs
o

<KI
LU

D<
+ E

ATHERMANE
*F

FIG. 4

les thermocouples aux figures 5 et 6, pour
les points C et E. On peut noter un excellent

accord, vu les approximations du modele.
On a note aussi une excellente concordance
pour les points B et D, mais un peu moins
bonne pour le point F.

En conclusion, on peut dire que la
Methode des Elements Finis fournit un moyen
puissant et efficace de modelisation de
problemes complexes et constitue une alternative

attrayante ä des essais en vraie grandeur.

On notera ä cet egard sa grande
souplesse vis-ä-vis d'eventuelles modifications

dans les conditions d'environnement.
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RESUME - On presente un code de calcul, qui permet d'evaluer les evolutions
de la temperature dans les structures soumises ä l'incendie. Ce

code est base sur la Methode des Elements Finis, et son originalite principale
consiste ä resoudre le probleme incremental sans iterations en se basant

sur la notion de conductivite tangentielle. Les resultats fournis par le code
sont compares ä des resultats experimentaux recueillis lors d'essais en four,
et la concordance obtenue est excellente.
ZUSAMMENFASSUNG - Ein Rechenverfahren, das die Erfassung der Temperatur¬

änderungen in einem Tragwerk unter Brandeinwirkung
ermöglicht, wird vorgeschlagen. Die Haupteigenschaften dieser auf dem Verfahren

der Finiten Elemente ruhenden Methode besteht in der Lösung des Inkre-
mentalproblems ohne Iteration durch das Konzept der tangentialen Leitfähigkeit.

Die nach diesem Verfahren erhaltenen Ergebnisse wurden jenen von
Brandkammerversuchen gegenübergestellt, wobei sich eine sehr gute Uebereinstimmung
ergab.
SUMMARY - A computation code is presented which enables to compute the

temperature distribution in structures submitted to fire. This
code is based on the Finite Element Method and its main originality in
solving the incremental problem without iterations by using the concept of
tangential conductivity. The results given by the code are compared with
experimental results from fire tests and the agreement obtained is very good.
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