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Ein Verfahren fiir die Formfindung von beliebigen, vorgespannten
Netzwerkkonstruktionen

A Method for Determining the Shape of Prestressed Network Constructions

Une méthode pour la détermination des fléches des réseaux de cdble tendus

J.H. ARGYRIS T. ANGELOPQULOS
Prof., Dr., Dr. h.c. Dipl.-Ing.
Institut fir Statik und Dynamik der Luft-
und Raumfahrtkonstruktionen
Stuttgart, BRD

Ubersicht. Aus rein statischen Uberlegungen,durch Anwendung der finiten Elemente und
der Matrizenverschiebungsmethode, wird ein Verfahren fur die Formfindung von vorgespannten
Konstruktionen beschrieben. Mit einer minimalen Anzahl von Anfangsdaten lafdt sich bei ge-
forderter Vorspannung die entsprechende Geometrie fir beliebige Netzwerke bestimmen.Lang-
wierige und kostspielige Modelle werden dadurch UberflUssig. Anhand von komplizierten Bei-
spielen wird die Allgemeinheit des Verfahrens bestdtigt .

Einleitung. Die Formfindung von vorgespannten Netzwerkkonstruktionen ist von funda-
mentaler Bedeutung fur die weitere Entwicklung und Verbreitung solcher Strukturen.Die Form
von Seilnetzen wird nicht nur nach architektonischen Gesichtspunkten gestaltet; sie hat in
erster Linie die Funktion dieser Strukturen bezuglich des Tragverhaltens zu erfillen .Die Ermitt-
lung der Form durch Modelle ist langwierig und ungenau. Kleine Mafstdbe verursachen zu
starre Simulation der Rdnder, der tragenden Maste und grofle Fehler bei der Messung der Geo-
metrie und der entsprechenden inneren Krifte. Es wird auBlerdem fir den Fall,daB die Unter-
suchung der Lastfdlle unginstig ausfdllt,z .B. sehr groBe Verschiebungen,schlaffe Seile,usw.,
sowohl aus wirtschaftlichen als auch aus terminlichen Grinden unzumutbar, neue Modelle zu
bauen oder die vorhandenen zu dndern .Es ist angebracht, numerische Methoden zu entwickeln,
die mit Hilfe von elektronischen Rechenanlagen den Vorgang der Formfindung beschleunigen
und wirtschaftlicher zu gestalten.Im Abschnitt 1 des Beitrages wird auf die Forderungen,die
an Seilnetzkonstruktionen gestellt werden, eingegangen,sowie auch auf Vernachldssigungen,
die erlaubt sind, bis die gesuchte Gleichgewichtsfigur ermittelt worden ist. Trotz aller Argu-
mente gegen Modelle wird im Abschnitt 2 ein rein theoretisches "Modell" beschrieben,das aus
einer Materie besteht,die man mit sehr groBen Kriften belasten und auch entsprechend dehnen
kann,ohne das Hooke'sche Gesetz zu verletzen. Ausgehend von einem ebenen Netz,dessen
Seile aus der obengenannten theoretischen Materie bestehen, lassen sich durch inkrementale
Versetzung bestimmter Knoten in Richtung von vorgeschriebenen Punkten im Raum und mit Hil-
fe der Statik doppeltgekrimmte Gleichgewichtsfiguren erzeugen.Der so emittelte Spannungs-
zustand ist jedoch vi&llig unbrauchbar fur das "Originalgebilde" und muf deshalb mit der ge-
forderten Vorspannung transformiert werden. Die praktische Durchfihrung des Verfahrens und
eine Reihe von Beispielen (z.B. die Formfindung des Netzdaches der Osttribine des Olympia-
Stadions in Munchen) werden in Abschnitt 3 ausfuhrlich behandelt. Eine typische Ingenieur-
aufgabe,die den Einsatz von Bildschirmgeriten fordert (s.Abschnitt 4),ist die Formfindung von
vorgespannten Netzwerken. Die permanente Mann-Maschine Kommunikation zur Bewdltigung

solcher Aufgaben ist unerl@Blich.

3g. 25 Vorbericht
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1. Forderungen an vorgespannte Netze. Die wichtigsten Forderungen an vorgespannte
Netze sind, dafB die Spann- und Tragseile (Abb.1) ausreichend vorgespannt sein miissen um
Lastfdlle wie z.B. Schnee, Wind und Temperatur aushalten zu ksnnen. Die Vorspannung darf

Abb2  A: Seil im ungespannten Zustand

Abb.1 B: Seil im gespannten Nelz

allerdings weder zu groB3 noch zu klein sein. In Abbildung 1 sieht man,daB bei einer duReren
Kraft R4 (Schnee) die Spannseile entlastet und die Tragseile belastet werden.Bei einer Be-
lastung mit Rz (Wind) verhélt sich das Tragwerk umgekehrt. Fir eine mdglichst rationelle
Fertigung sollten auBerdem die ungedehnten Ldngen Lo der Seile von Knoten zu Knoten im
Innern der Netzfldche konstant sein.Die statische Berechnung von Seilnetzen soll die Lage der
Knoten im Raum so bestimmen,daf die Langendnderung AL die geforderte Vorspannung er-
zeugt,und daf3 alle Knoten im Gleichgewicht sind .Fiir die Formfindung und fiir die ersten Unter-
suchungen der Lastfdlle ist die Forderung nach der konstanten ungedehnten Linge von geringer
Bedeutung . Ubersteigt die Anzahl der unbekannten Verschiebungen die Kapazitst der Rechen-
anlage [1] , so wird die statische Berechnung mit einer breiteren Maschenweite durchgefihrt
als die des endgiltigen Zuschnitts. Dieser wird dann durch Interpolation [1] ermittelt. Fir den
Fall,daB die ungedehnten Langen L6 nicht konstant sind, begeht man den Fehler,daf die
Maschenweiten der reduzierten Seilquerschnitte nicht entsprechen.Der EinfluB} ist jedoch
gering gegenuUber der grolen Dimensionen der Netze. Man kann also zundchst bei der Formfin-
dung und der ersten Untersuchungen der Lastfdlle auf Lo =konst. verzichten.Auf die so er-
mittelte Fldche ist es dann kein Problem,unter Beriicksichtigung der Vorspannung ein exaktes
Netz zu legen [1] , und die statische Berechnung fir die Ermittlung der endgiiltigen Geome-
trie fortzusetzen. Ein numerisches Verfahren fir die Formfindung solcher komplizierter Gleich-
gewichtsfiguren soll zuverldssig sein,schnell zu erwiinschten L@sungen fuhren und vor allem
benutzerfreundlich sein.

2. Ein Computer-orientiertes "Modell" fur die Formfindung . Die Formfindung von rédum-
lichen Fléchen,die bestimmte Randbereiche und fast singuldre Punkte erfassen und die sich
gleichzeitig im Gleichgewicht befinden sollen,bestimmt man experimentell mit der Seifenhaut-
methode oder an leicht deformierbaren Stoffen.Solche Versuche sind meistens kurzlebig, da
der Werkstoff reift. Es ist auBerdem unmoglich verschiedene Lastfdlle zu untersuchen ohne auf
Draht-MefBmodelle auszuweichen. Wenn wir versuchen,die Arbeit des Modellbauers im Compu-
ter nachzuahmen,dann brauchen wir einen leicht dehnbaren Stoff .Dieser mul3 mit sehr groflen
Zugkraften belastet werden konnen und dabei beliebig lang dehnbar sein.Fur Seile mit obigen
Eigenschaften ist das Hooke'sche Gesetz fir einen beliebig groen Bereich gultig .Im Computer
kann dies sehr einfach durch Zahlen dargestzlit werden. Ungeachtet der endgiiltig gesuchten
Form bauen wir ein ebenes Netz,welches alle diese theoretischen Voraussetzungen erfillt .Wir
konnen dann durch Versetzen bestimmter Knoten das Netz zwingen, eine natirliche Gleichge-
wichtslage, die mit Hilfe der Statik bestimmt wird, anzunehmen. Dieses statische Experiment
ist nichtlinear,da dabei groBe Verschiebungen auftreten,die Dehnungen bleiben aber durch
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Mit Hilfe eines einfachen Beispieles wiederholen

wir den oben geschilderten Vorgang,ohne auf die Methode der Finiten Elemente einzugehen,
dasie in [ 2,3]  ausfuhrlich behandelt wird.
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Abb.4 Umformen einer ebenen Fliche in eine vorgespannte
doppelt gekriimmte Membran durch Versetzen der
Auflager

Gegeben sei ein ebenes Netz ABCD (Abb .3),gesucht wird szsine Form wenn wir die Eck-
knoten A,B,C,D nach A', B',C',D' verschieben, Die Knoten A,B,C,D werden mit Auf-
lager versehen und dann inkremental versetzt bis sie die Punkte A', B!, C', D' erreichen.
Bei jeder inkrementalen Verschiebung der Knoten wird der Belastungsvektor Ru (Ungleich-

Abb. 5 Ungleichgewichtskrafte
beim Hochziehen des Knotens C

RLL = { 0o O;...,Pqu RuAyRuA?_,O...

gewichtskrifte an den Knoten,siehe Ref.1,3)
sowie die Gesamtsteifigkeitsmatrix des Netzes

[Ke + K]  fur groBe Verschiebungen aufge-
baut und das lineare Gleichungssystem

Ry = ]: Ket K] Va aufgelost .Die
daraus ermittelten inkrementalen Verschiebungen
werden zur alten Geometrie hinzuaddiert und
danach werden die Ecken des Netzes erneut ver-
setzt .Wird bei dem Start der Berechnung angenom-
men,dal sich das ebene Netz im Gleichgewicht
befindet, was nicht unbedingt der Fall sein muB3,
so wire der Vektor R, ein Nullvektor,da die
resultierende Kraft an jedem Knoten gleich Null
ist.Nachdem aber die Knoten zum ersten Mal ver-
setzt worden sind, entstehen die ersten Ungleichge-
wichtskrafte. In Abbildung 5 wird der Knoten C
nach C* verschoben, dadurch entstehen die
Ungleichgewichtskrifte

RuA = { Rqu RuAy Rqu}

Rug ""{ Rugy Rug, R“Bz}
OsRugyRugy Rugy 7"+ 000 §

Somit wird das Netz gezwungen entsprechend der Belastung eine neue Gleichgewichtslage im
Raum einzunehmen. Wahrend der einzelnen Schritte entstehen sehr grofle Ungleichgewichts-
krafte,die nicht storen,solange die Struktur stabile Lagen durchquert .Sobald die Knoten
A,B,C,D ihre Soll-Lage erreicht haben,wird weiter iteriert bis die Restki&fte einen Gleich-
gewichtszustand darstellen .Das gleiche Prinzip kann man auch anwenden, wenn bestimmte
Knoten rdum lich verschoben werden.In Abb .4 sieht man die Entstehung einer doppeltgekrimm-
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ten Flache durch Verschieben der Knoten A,B,C,D nach A',B',C',D'. Die auf diesem Wege

gewonnenen Figuren befinden sich im Gleichgewicht. Der Spannungszustand ist jedoch un-
brauchbar,da durch die Seile sehr grofle Krifte Ubertragen werden.

2.1. Transformation der aus dem "Modell" gewonnenen Werte auf das "Original .
Der Spannungsverlauf im "Modell" muB so transformiert werden, daf3 er angendhert dem der

erwunschten Vorspannung N~ entspricht .Dies ist moglich, wenn die ungedehnten Lidngen des
ebenen Netzes entsprechend PyF neu berechnet werden,

P
L AL N
D‘r o Modell - Endlage _-I Al ___ _Modet”
P ——————————————————— 7 N -
WA, — — |
N ————
| YA /A
Y VA
\\ \ // !
\ / S %
\ \ Ungedehnte Linge é I} Original
A \ im ebenen Netz (£A) / d RF————- ————————— |
\ 4
! ?. C j{ ” //
\\ 0 | / |
! Neue ungedehnte Linge (EA) 4‘,” / :
ke | /
[ L /
L, gL Gedehnte
Abb.6 Neue ungedehnte Linge entsprechend der (2 41— Seillinge
geforderten Vorspannung £, (E£A-= EA)
! Abh 7

Damit jedes Seilstick von der Anfangsebene aus seine Gleichgewichtslage im Raum einneh-
men kann (Abb.6), muB es um AL gedehnt werden. Aus den folgenden 3 Gleichungen

— - AL AL
"Modell": Pv = EA Io "Original " PN{_- = EA L

und der Bedingung ZO 1AL = Lo+ AL lassen sich die ungedehnten Langen des "Original-

netzes" so bestimmen, dafB innerhalb jedes Seilnetzes die erforderliche Zugkraft Ubertragen
wird .

[o + AL -
= Lo (E A=EA )
(4,0 7 PN)C/EA)
Durch die Anderung der Léngen o bzw. der inneren Krifte des Netzes ist die Gleichge-
wichtslage des Netzes verletzt und somit wird die iterative Gleichgewichtsermittlung erneut
vorgenommen, bis die Ungleichgewichtskridfte hinreichend klein sind. Danach haben wir eine

Gleichgewichtsfigur, deren Spannungsverteilung in der Nihe der geforderten Vorspannung

liegt. Fur die Randseile gilt die gleiche Prozedur.Auch sie nehmen eine Gleichgewichtslage
im Raum ein.

L

3. Praktische Durchfuhrung des
Verfahrens und Beispiele.
Eine interessante vorgespannte Netzfldche
mit dem Verfahren zu testen, bietet der
Entwurf des Netzdaches fur die Osttribune
des Olympiastadions in Munchen [1] .Das
Dach besteht aus drei miteinander gekop-
pelten Netzen.Wir wollen nun das Generie-
ren eines der drei Netze (Abb.8) durch das
im Abschnitt 2 beschriebene Verfahren ver-
\. folgen (siehe auch FluBdiagramm Abb.9).
Die endgultigen Untersuchungen der einzel-

Abb.8 Ebenes Nelz 1
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nen Lastfdlle sollen mit einer ungedehnten

V4P 0T R i, MotaclolNmomency Yemposons Lange Lo von 3m untersucht werden. Zu-
:ﬁ::ead;:f::c:iw: erst wird ein ebenes Netz Lo =2,9m be-
{ rechnet .Als Vorspannung wird im Inneren
Berechnung der Koordinaten des Netzes eine Kraft von 1 Mp und am
des chenen Netzes Rand eine Kraft von etwa 10 Mp ange-
— a.i.m — nommen. Diese Anfangswerte der Vorspan-
mit Auflagern versehen nung spielen keine Rolle .Man schreibt des-
{ halb irgendwelche kleineren Werte vor.
Versetzen der Aufloger um 42 in Richtung Die EA-Werte werden im allgemeinen aus

>

der vorgegebenen Fixpunkte im Raum

einfachen Vorberechnungen bestimmt und
werden gleich fur das Ebenen Netz iber-
nommen .Man kann sie auch schdtzen und

‘Ungleichgewichukraﬁe des Nerzes Ry besl'm\menkq

 iracroeminioe & 7 P2 wahrend der Berechnungen fir die Formfin-
Trem dung abdndern. Fir die Osttribune sind fol -

Aufbay der Steifighsitumarix [Kg + Ag] gende EA-Werte fur die Maschenweite an-

Aufltsen des Lin.Gl.Syst. Ru.[x‘.xg,‘ gesefzt worden:

Neve Geometrie ermitteln

EA-Rand=65250 Mp,EA-Trag-Spannseile=

o e
im Roum erreicht 7

Fur die Schnittpunkte der Randseile unter-
einander im ebenen Netz wurden die Pro-

Transformieren der ungedehaten Ltnge Ly jektionen der rdumlich vorgegebenen Fix-
:;::":; erihprechend dar gerschien punkte genommen. Als nichster Schritt wird
T eine Niveauhthe gewihlt und daraus die
Trarieren bis alle Ungleichgewichms- Z-Distanzen ermittelt um welche die 13
lrtfte €€ sind Knoten inkremental versetzt werden. Weiter-

hin unterdricken wir die moglichen Ver-
schiebungen der Knoten 1 bis 13,damit kann
Abb.9 F“;"":?’:’“m tir die T’f’“f""dung das Versetzen der Knoten beginnen. Die
HEER VSRt i Atinger Endlagen in z-Richtung werden in 10 Schrit-

ten erreicht (siehe FluBdiagramm Abb.9).
Anschlieflend wird in 4 weiteren Iterationen,bei denen die Knoten festgehalten werden, die
Gleichgewichtslage des "Modells" ermittelt (Abb.10).Aus dieser "Modell" Endlage (Abb.10)
werden die ungedehnten Liéngen des "Originals" berechnet .Fiir die Trag- und Spannseile wer-
den 12 Mp Zugkraft gefordert und fir die Randseile 150 Mp . In Abbildung 10 sieht man 5
rdumliche Phasen der Formfindung . Zuerst eine Gerade, die das Ebene Netz darstellt, an-
schlieBend drei Zwischenstufen der Entwicklung und am Ende die Geometrie des "Originals",
welche kaum von der des "Modells" abweicht. Die Differenz der Koordinaten variiert zwischen
0.01 und 0.14m bei einer maximalen Lénge und Breite des Netzes von ca .68 bzw. 60m. In
der Abbildung 11 sind die Zugkrdfte "Modell", "Original " tber die Randseilelemente aufge-
tragen .Verbliffend ist dabei die Ahnlichkeit der Kurven.Die zwei Knicke der Kurven werden
durch den AnsschluB der waagerechten Seile erzeugt.Weitere Auswertungen des Verfahrens
sind die Abbildungen 12,13 .Hier sind die Zugkrifte entlang der E lemente sowie die ermit-
telte Geometrie aufgetragen.Die Kurven haben die gleiche Ahnlichkeit wie Abb.11. Sehr
interessant sind auch die sogenannten S-Kurven (Abb.14),die man auch im Tullmodell (Insti-
tut fur leichte Tragwerke Universitat Stuttgart) sehen kann.lm Durchschnitt aber ist die ge-
forderte Spannungsverteilung nicht erreicht,sondern etwa um 30% geringer .Dies ist jedochkein
Hindernis, zumal wir die Maglichkeit haben,automatisch die Spannung zu erhshen (Abb .15)
durch Nachspannen am Rand (siehe auch Ref. 1 Abschnitt 4). Die ungedehnten Lingen der
Seile im Inneren nach der Transformation betridgt etwa im Durchschnitt 3.01 bis 3.15m.
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Hochziehen eines Netzes

Abb.10

Osttribune des Olympiastadions Minchen
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B Wir wollen jedoch wiederholen, dafl es kein
____2;:::;:,,;;":“ Problem ist, aus dieser Geometrie durch Be-
Rucksichtigung der EA~Werte und der er-

:: \ mittelten Vorspannung, ein Netz mit kon-

% \-/’\a\.___.__‘»\./ stanter ungedehnter Lange zu berechnen.Das

°l Sl j» Verfahren soll trotzdem erweitert werden,in-

m{ st dem die konstante ungedehnte Linge beibe-
T3 3 0§ & 7 @ 3 0iomm halten wird. Zwei weitere Netze (Abb.16,

17), die man in der Praxis antrifft, sind mit
dem gleichen Verfahren aus einem ebenen
Netzwerk erzeugt worden. Das in Abbildung
16 dargestellte Netzdach kann man vielleicht
analytisch vorgeben. Schwierigkeiten gibt es
jedoch bei Randseilen, die das Netz in Rich-

: tung der Fundamente abspannen. Speziell soll
ABN Keafiveraut lings eines Randseites mit diesem Beispiel gezeigt werden, dall man
(Osttribiine , Minchen) .
y 5 ausgehend von einem Ebenen Netz grofle Ent-
N = R, [Mp] nach der Translormation .
i Y-t e fernungen (hier 37.5m) durch Versetzen be-
o Q"\:‘o-....,,_ A_,,A stimmter Knoten (hier wird nur der Mittel -
B = punkt des Kreises versetzt) erreichen kann.
s I
5 ':::::"-c.
N & Ay

1234 56 78 9% 1 1213141516 17 189 Bemente

Abb12 Kraftverlauf und Geomelrle Lings des Seiles A-A
{Osttribline , Miinchen )

T 8, (4p) S " B ABbY4  Grundrifl der Anfangs- und Endlage
=== B, [Mp)x10” Enciage “Model® @ beim Hochzichen
0] §
9 =00+ Bmmtsm —p. B
& e == — OO —omg

8 omro—0 it

7 3 r,_.—"‘"“"‘-

5 2

123 456 7 8 9% 1 213 KI5 167 Eemente

V-

[ x

AbhtS  Machspannen am Rand des Netres
Bt o SO 3R o wd ach . Hachepeanen

Abb13 Kraftverlaut und Geometrie lings des Seiles B -B
(Ostiribline , Miinchen )

Das in Abb .17 entwickelte Netz hat ebenso eine komplizierte Geometrie, insbesondere
unter dem Bogentrdger.

4. Der Einsatz von Bildschirmgerdten fur die Formfindung und Berechnung von Seilretzen.
Die komplizierte Geometrie von vorgespannten Netzen fordert eine schnelle Kommunikation
zwischen Ingenieur und Computer .Tausende von Knotenkoordinaten und entsprechende Anzahl
von Elementen mussen standig kontrolliert werden.Sehr oft missen gezielte Anderungen vorge-
nommen werden,wie z.B. Entfernen und Zuftgen von Knoten und Elementen oder Nachspannen
(Abb .15) in Bereichen mit Spannungsabfall bzw . Erhshung .Speziell bei der Formfindung mussn
flache Bereiche, die unerwiinscht sind, sofort erkannt und entsprechend behandelt werden.
Als sehr gutes Gerdt fur diese Forderungen erweist sich ein aktiver Bildschirm [4] ,wie z.B.
das im ISD der Universitdt Stuttgart installierte System Control Data 1700 mit Display Konsole,
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Abh17 Formfindung durch Hochziehen

Netziiberdachung eines elliptischen Grundrifies
mit Hilfe eines Bogentrigers

Abb% Hochziehen eines ebenen kreisférmigen Netzes

Besondere Vorteile bietet der ON-LINE Betrieb mit einer GroBirechenanlage, wie z.B. CDC
6600 .Man kann die in diesem Beitrag (siehe auch Ref.1) dargelegte Problematik fast kontinu-
ierlich verarbeiten.Uberdies hat der Ingenieur ausreichende Méglichkeiten um in die Be-
rechnungen eingreifen zu kdnnen.Wir glauben, daB Netzwerke in Zukunft nur wirtschaftlich
mit Hilfe von Bildschirmgerdten entwickelt werden konnen.

[4]
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Zusammenfassung

Die Formfindung von vorgespannten Netzwerken l&@Bt sich nicht nur durch Modelle sondern
auch durch numerische Wege ermitteln.Mit dem in diesem Beitrag dargelegten Verfahren las-
sen sich beliebige vorgespannte Flichen erzeugen.Weiterhin ist es mdglich mit Hilfe von Bild-
schirmgerdten diese Berechnungsmethode erheblich zu beschleunigen und wirkungsvoller zu
gestalten.
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