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Theorie, Programmentwicklung und Erfahrung an vorgespannten
Netzwerkkonstruktionen

Theory, Development of Programs and Experience on Prestressed
Network Constructions

Théorie, développement des programmes et expériences faites sur
des constructions de réseaux de cables précontraints

J.H. ARGYRIS T. ANGELOPOULOS
Prof., Dr., Dr. h.c. Dipl.-Ing.
Institut fir Statik und Dynamik der Luft-
und Raumfahrtkonstruktionen
Stuttgart, BRD

Ubersicht. Es wird ein Uberblick uber die statische und dynamische Berechnung von vor-
gespannten Netzwerkkonstruktionen gegeben.Grundlage hierfir ist die Methode der Finiten
Elemente und die Matrizenverschiebungsmethode. Ferner werden vorhandene Rechenprogramme
und deren Weiterentwicklung beschrieben.Eine Reihe von Beispielen,die zum Teil aus den
Berechnungen der olympischen Bauten in Miinchen entnommen wurden, bestédtigen erneut die
Eleganz der Methode der Finiten Elemente.

Einleitung. Die rasche Entwicklung der elektronischen Rechenanlagen hat einen groflen
EinfluB auf die Berechnungsmethoden der Technik und vor allem auf die der Statik und Dyna-
mik bewirkt. Die seit 1953 vom Senior Autor aufgestellte und stindig weiterentwickelte Theorie
der finiten (endlichen) Elemente [ 4,2,3] war in erster Linie fur die hochkomplizierten Trag-
werke der Luft-und Raumfahrt gedacht . Die Methode wird heute in mehreren wissenschaftlichen
Zweigen wie z .B. im allgemeinen Maschinenbau und im Bauwesen angewandt . Nichtlineares
Verhalten des Materials [6] und/oder der Geometrie (groBle Verschiebungen) [4] 4Bt sich
sehr elegant fur ein-,zwei-und dreidimensionale Kontinua formulieren.Die statische Berech-
nung der vorgespannten Netzwerkkonstruktionen ist ein nichtlineares Problem beziiglich der
Verschiebungen,wobei die Dehnungen im linear-elastischen Bereich bleiben.Auch hierzu wur-
de bereits 1959 vom Senior Autor [2,5] die Theorie entwickelt. lhre Anwendung speziell auf
Netzwerke fand jedoch erst im Rahmen der Untersuchungen der Zeltddcher |7/ 13] fur die
olympischen Spiele in Minchen statt. Die Theorie ist ausfuhrlich inl?:ﬁ] behandelt worden
und in diesem Vorbericht wird sie in Kurzform (Abschnitt 1) erldutert. Mit der Matrizenver-
schiebungsmethode |&GBt sich das lineare Schwingungsproblem beliebiger Strukturen sehr einfach
ermitteln .Fur Netzwerke muB zusdtzlich das nichtlineare Schwingungsverhalten beriicksichtigt
werden (s. Abschnitt 1).

Hierzu ist absichtlich ein extrem nichtlineares Beispiel gewdhlt worden,um einerseits
die eindeutige physikalische Interpretation der Nichtlinearitdt (Geometrische Steifigkeit) und
andererseits die Genauigkeit der numerischen Integration {8 ] zu demonstrieren.Wie schon
oben erwshnt wurde, |48t sich die Methode der finiten Elemente nur mit Hilfe von elektroni-
schen GroBrechenanlagen,wie z.B. die im ISD (Institut fur Statik und Dynamik der Luft-und
Raumfahrtkonstru ktionen, Universitat Stuttgart) installierte CDC 6600, verwirklichen. Seit
langem werden im ISD groBe Programmsysteme entwickelt,welche die statische [QJ und dyna-
mische [10] Analyse von beliebigen Strukturen erlauben.Speziell fir Netzwerkkonstruktionen
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ist ein Programmsystem entwickelt worden, welches die statische Berechnung (auch fir Netze,
die zum Teil Biegetrdager aufweisen) ermglicht. Dieses Programmsystem wird im Abschnitt 2
beschrieben,sowie auch seine weitere Entwicklung (Abschnitt 3).Auch fur die statische und
dynamische Analyse von sehr hohen Masten ksnnen die vorhandenen Programme verwendet wer-
den. SchlieBlich werden im Abschnitt 4 mehrere Beispicle angefuhrt,welche die Gite der
Methode der finiten Elemente und die Zuverldssigkeit der Rechenprogramme demonstrieren.
Die starke Begrenzung der Seitenzahl in diesem Vorbericht erlaubt es uns leider nicht,ausfihr-
lich auf die Theorie einzugehen .Wir hoffen aber,dies in den Abhandlungen nachholen zu
konnen, insbesondere fur das Schwingungsproblem.

1. Uberblick uber die Statische und Dynamische Berechnungsmethode fir vorgespannte

Netze

1.1 lterative Berechnung der Gleichgewichtslage. Die Theorie fur die statische Berech-
nung von vorgespannten Netzwerken wurde schon in[743] ausfthrlich behandelt. Wir wieder-
holen hier in Matrizenschreibweise den Vorgang fir die iterative Gleichgewichtsermittlung

(siehe auch Abfn.i?,ﬂ) 1
R,=Rii*Ra Rui=Ri-@'ah;P; 7a,=[Ketke]T Ru;

t
FA-,;‘:a Vai  Xieq4=Xi+Pn; (1)

R = Vektor der dusseren Krafte (Inkrementale Belastung)
= Zuwachs der inkrementalen Belastung

Ra
Ru = Vektor der Ungleichgewichtskrdfte der Knoten
P - (AL

N = Vektor der natirlichen Krafte . Fur das g -te Element gilt PN%"' Lo ?

Qv = Boole'sche Matrix (siehe [ 3] ) P
aN = Diagonale Hyperma‘rrixra Ngoee a/vg_ ves aNS _l mit abl%: [—C C :] und
es

C = Vektor der Richtungs-Cosinuse %——fen Elementes

Fa = Inkrementaler Verschiebungsvektor
[“E+K]= Elastische und geometrische Steifigkeit des Netzes
.PA = Inkrementaler Verschiebungsvektor der Elemente
X = Vektor der aktuellen Koordinaten der Elemente (Entsprechend PA )s

{x’l X%--:Xs} mit X%—_- {Xq Y174 Xa 72?2}

Anzahl der Elemente im Netz.

1.2 Das System der Bewegungsgleichungen fur groBe Verschiebungen .Mit Hilfe des Kraft-
Weg-Diagrammes fiir groBe Verschiebungen und der Lagrange'schen Vorschrift wird das System
der Bewegungsgleichungen hergeleitet .Fur die Auslenkungen, Geschwindigkeiten und Beschleu-
nigungen definieren wir folgende Vektoren fur die Freiheitsgrade von " Knoten

Die Gesamtsteifigkeitsmatrix des Netzes K,1= l(E‘*'KG],l, (auch Tangentiale Steifigkeits-
matrix genannt) wird zu Beginn jedes Integrationsschrittes aus der aktuellen Geometrie und den
natUrlichen Krdften aufgebaut und bleibt innerhalb des Zeitintervalls konstant. Die Massen-
matrix M (ausnohmsweishe’: fur Netzwerke) ist nur in ihrer Diagonale besetzt

M = Ym4um’bvm3w'--mﬂumnvm'nwj

3

4 2 L
- - = — . o P
mit ”73_(ulvlw) = =1 2 1 1
Anzahl der Stdbe die am Knoten 3 anschliessen

Masse/Ldnge
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Weiterhin ist Ro der Vektor der Ungleichgewichtskrifte am Anfang jedes Zeitintervalls und
Ya = Y41~Yo der inkrementale Verschiebungsvektor. Die Anfangswerte zur Zeit t= to sind
r =Yo und T— Ta . Aus dem Energiesatz und unter Beriicksichtigung der Nichtlinearitat
im Diagramm (Abb. 6 ) gilt

LEEME, =40 MPs =72 Ro — 414 Kaa (5)

M7 A Mo+ (%) Ro ¢
Nach der T.a gctie‘s{:ﬁeIIVorschn‘:’Y? fa = ro K G - n) K rO) (6)
- Sau5T56) g e Fhio ()

mlfT u, FKmehsche Potentielle bzw . DlSSlpohonsenergle wird

4 (3F)=MPx () FE=0 (9)

(da die Masse unabhonglg vom Verschlebungsvekfor ist)

'(TE: RO+“ - M1ra ("O) und r'g_%z o ()

Durch Einsetzen von (8,9,10,11) in (7) ergibt sich M T’l + K ﬁ = - R o (42)

oder

wobei RO zu Beginn jedes Infegrahonsschrlttes bekannt sein muf3.Wir geben hier die Formel
fir den 741 Integroho*zsschnft an:

MY Vitg = -Ro ”Z[Vi (rj V3- 1)] K‘Hi(rud f) ('ﬁ’)

1.3 Numerische Integration des Sysfems Fur die numerische Integration konnen die
Methoden verwendet werden,die auch bei den linearen Schwingungen zum Erfolg gefuhrt
haben. Eine sehr genaue Integrationsmethode ist die der "Finite Elements in Time and Space"

[ 8] bei der auBler den endlich kleinen Raumelementen auch endlich kleine Zeitelemente
emgefuhrf werden .Wir verwenden hier jedoch eine abgewandelte Methode des in [§] beschrie-
benen Verfahrens und geben hiervon eine Kurzfassung  .Ausfihrlich soll die Methode nach

in [14] behandelt werden.Innerhalb eines Zeitintervalls T soll die Tragheitskraft eine
Funktion dritter Ordnung sein

’ ’
Mr=R-= CP4R1'+%R' +@; R 141 + @, Rieq (1%)
die L)aj sind kubische Hermutesche Interpolationspolynome der dimensionslosen Variablen

3=1/1 We:fgrhm-sr R'= dR/d%_TdQ/d-L“TR (15)
§=1-33423° P=2-2343° =323 @=-243" (16)

durch Einsetzen von (16) in (14) und durch zweimalige Im‘egrohon erglbf sich fur ¢=

TZ’+1:T’1"’3‘2"—CM.1(6RL+TR 4‘62‘[{4 IEZ-M) r,_ +dr (4:'1)

Yitaz f’ +7 Ti + 80 TzM 4(24R1.+5T Rz+5R1.+4’2TRz+4) Vit dr (43)

Die Beschleunigung laBt snch dann aus 'Q M—4 R (49) berechnen.Man sieht sofort,
daBl man aus (1#) und (19) eine Iterahonsprozedur innerhalb jeden Zeitintervalls aufstellen kann,
indem man fiur den Start der [teration R 44 = Ri und Ri+4 = 1+TR1, annimmt .
1.4 Anwendung der Integrationsmethode auf die freie Schwingung eines ebenen vorge-
spannten Netzes. Ein ebenes,quadratisches vorgespanntes Netz mit Auflager in den vier Ecken,
also mit freien Rdndern, wurde unsymmetrisch belastet (Abb. 4 ) und zum Schwingen frei
gelassen. Die Querschnitte im Inneren haben einen E % A Wert (El .Mod. % Fldche) von
2000 Mp und die der Randseile 10000 Mp. Das Gravitationsfeld wurde vernachlassigt .

Bei insgesamt 49 Knoten muflte ein System von 135 Dif.Gleichungen 2ter Ordnung integriert
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werden .Die Ergebnisse (Abb. 4 ) der in 1.3 erlduterten Methode wurden durch die Runge-
Kutta Integrationsmethode (4ter Ordnung) voll bestdtigt. Zusdtzlich wurde eine Energiekon-
trolle durchgefuhrt,d.h. zu jeder Zeit (freie Schwingung) soll die kinetische Energie gleich
der Summe der iber alle lntegraflonsschrrtfe frei werdenden potentiellen Energie sein

LEMA = ~3 1 [Rog+4Hsta ] GO)

wobei die Mefhode der "Finite Elemenrs in Time and Spcce derjenigen der Runge-Kutta noch
Uberlegen ist (Abb. 2 ).

2 .Beschreibung der vorhandenen Rechenprogramme . Im Rahmen der Untersuchung der
Netzdacher in Munchen ist ein Programmsystem (FORTRAN V) entwickelt worden, welches
die vollstindige Berechnung solcher Strukturen ermsglicht .Das System besteht zur Zeit aus
6 Untersystemen ,die im folgenden beschrieben werden.

2.1 Vorbereitung der Anfangsdaten. Die aus Modellen oder aus analytischen Funktionen
ermittelte Flache des Netzes liegt in Form von Koordinaten in diskreten Punkten vor und ent-
sprechend auch der Spannungsverlauf. D|e geomernschen Daten werden dann mit einer Funk-

ton  Z=f(xy) , 2= 2 Z Qg X%F (20 erfalt (Abb. 7 ),wobei

die Qc -Koeffizienten nach der Merhode der kleinsten Quadrate berechnet werden
Auf die in anolyflscher Form gegebene Fldche wird das eigentliche Netz gelegt,indem die
konstante ungedehnte Linge,der Querschnitt,der Elastizitdtsmodul und der vorgegebene Span-
nungsverlauf beriicksichtigt werden.Auch fur die Randseile (Abb. 7F ) werden Ausgleichs-
polynome berechnet, womit dann der Rand des Netzes im Raum eindeutig festliegt.

2.2 Topologie des Netzes. In diesem Berechnungsschritt wird die topologische Beschrei -
bung des Netzes vorgenommen .Hierzu gehsrt die Numerierung der Knoten und der zugehori-
gen Freiheitsgrade (je Knoten drei Freiheitsgrade,d.h. die Verschiebungen W , v , W),
sowie die Unterdriickung von Verschiebungen an den Knoten,an denen das Netz festgehalten
wird .

2.3 Iterative Gleichgewichtsemmittlung .Den Kern des gesamten Programmsystems bildet
die iterative Gleichgewichtsermittlung .Hier wird der Belastungsvektor,die Steifigkeitsmatrix
des Netzes, die Auflssung des linearen Gleichungssystems und die Ermittlung der neuen Koor-
dinaten entsprechend der inkrementalen Verschiebungen vorgenommen .Die einzelnen Schritte
werden solange wiederholt (Abb. 43 ), bis alle Restkrifte an den Knoten hinreichend klein
sind. (Abbruchkriterium hierzu etwa : 10-  Mp ). Die GrsBe des aufzulssenden linea-
ren Gleichungssystems ist praktisch unbegrenzt, jedoch abhiingig von der Konfiguration der
jeweiligen Rechenanlage .

2 .4 Untersuchung der Lastfdlle. Die Lastfdlle werden nach der gleichen Prozedur berech-
net wie die der Vorspannung (Abb. 42  ).Die Last,z.B. Schnee, wird nicht in einem
Schritt aufgebracht,sondern inkremental .Durch die Belastung und die groBen Deformationen
entstehen grole Ungleichgewichtskrifte . Ungeachtet dessen wird weiter iteriert bis die Last
voll aufgebracht ist. AnschlieBend wird bei konstanter Last iteriert,bis das Netz seine end-
gultige Gleichgewichtslage erreicht hat. Folgende Lastfdlle knnen berechnet werden :Gleich-
mafBig verteilter Schnee, 6rtlich angehdufter Schnee, Wind und Temperatur.Zuletzt soll noch
erwshnt werden, daB8 auch der Einfluss von Fabrikationsfehlern ohne weiteres in Form eines
Lastfalles berechnet werden kann.

2.5 Automatische Herstellung von Netzzeichnungen,und Uberwachen des Netzes mit
Hilfe eines Bildschirmgerites. Es genugt allein,daB die Koordinaten eines Knotens, oder die
Nummer der Knoten eines Elementes falsch angegeben sind, um in gréBeren Bereichen einen
nicht brauchbaren Spannungsverlauf zu bekommen, oder daB die Auflssung des linearen Glei-
chungssystems unméglich wird, weil die Steifigkeitsmatrix singuldr ist . Automatisch hergestell -
te Zeichnungen dienen also in erster Linie der Fehlerfindung . Hierzu werden dem Benutzer
folgende Moglichkeiten geboten: Drucken des Netz-Grundrisses auf dem Schnelldrucker der
Rechenanlage oder Zeichnen des Netzes mit Hilfe einer elektronischen Zeichenanlage
(Abbn . 3,4,5 ). Selbstverstindlich ksnnen diese Zeichnungen auch fur andere Zwecke ver-
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wendet werden .Eine weitere Moglichkeit,die nicht nur die Fehlersuche erleichtert,sondern
auch Uber weite Strecken das Uberwachen des Netzes ermasglicht,ist ein Bildschirmgerdt,z .B.
das im ISD installierte "Digigraphic CDC 1700"

2.6 Auswertung der Ergebnisse. Als letztes Ubernimmt ein Programm die Auswertung und
das Ausdrucken der Ergebnisse in tbersichtlicher Form (Abb. 41 ).Unter anderem kdnnen z.B.
die Winkeldnderungen der Seile zwischen Vorspannung und dem Lastfall Schnee asugewertet
werden .Eine Information,die sehr wichtig fur das Verlegen der Platten und der Haut des Net-
zes ist.

2.7 Formfindung von Netzwerken. Siehe Beitrag in diesem Vorbericht - Thema Illa.
J.H.Argyris und T.Angelopoulos: Ein Verfahren fir die Formfindung von beliebigen vorge-
spannten Netzwerkkonstruktionen.

3. Weitere Programmentwicklung. Im gleichen Stil,wie die in unserem Institut ent-
wickelten Systeme ASKA [4] und DYNAN [40] ,soll auch ein komfortables System fur
vorgespannte Netzwerke entstehen .Zundchst sollen neben dem Stab-und Biegeelement weite-
re Elemente im System aufgenommen werden .Also: Drei-und Viereck-Membraneelemente
(groBe Verschiebungen),die eine Dachhaut auf dem Netz auch unter Beriicksichtigung der
Anisotropie simulieren kénnen .Die vorhandenen Programme fur die Formfindung [12] und
dynamische Analyse sollen noch verfeinert und dem Hauptsystem angeschlossen werden .Die
dynamische Windlast (d.h. Druck als Funktion der Zeit) ist ein sehr komplexes Problem,das
ebenfalls an unserem Institut untersucht wird .Im Rahmen dieser Kurzfassung kann jedoch hier-
auf nicht ndher eingegangen werden.

4, Erfahrung aus statischen Berechnungen von vorgespannten Netzwerkkonstruktionen.
In den letzten zwei Jahren sind in unserem Institut mehrere Berechnungen an vorgespannten
Netzwerken durchgefihrt worden .Abgesehen von kleinen Strukturen (z.B. ein hyperbolisches
Paraboloid),die nur fur Testzwecke verwendet wurden,sind folgende Netze berechnet worden.

4.1 Sporthalle in Miinchen. Das Bauwerk weist eine sehr komplexe Geometrie auf
(Abbn.3,4),die am Institut fur Leichte Flachentragwerke , Universitdt Stuttgart,anhand von
Draht-MeBmodellen entwickelt wurde .Die eigentlichen Anfangsdaten erhielten wir aus dem
Institut fur Anwendungen der Geoddsie im Bauwesen, ebenfalls Universitat Stuttgart,welches
mit der Messung und Auswertung der Modelle beauftragt war.Bei einer Maschenweite von 3m
ergaben sich 3500 Knoten, etwa 6600 Elemente und 10500 Unbekannte Verschiebungen .Ur-
springlich dauerte ein Iterationsschritt,also: Aufbau des Belastungsvektors und der Steifigkeits-
matrix sowie Auflosung des lin.Gl .Systems, etwa 200 Min. Durch geschickte Programmierung
ist es uns gelungen,diese Rechenzeit auf ein Zehntel,also auf 20 Min. zu reduzieren.Es mul3
betont werden,daB die Berechnung der Vorspannung keinesfalls abgeschlossen ist,indem man
eine Gleichgewichtslage der Struktur ermittelt .Es muB Uberall im Netz die erwunschte Vor-
spannung herrschen.Um das zu erreichen,wird am Rand des Netzes (Abb. 8 )nachgespannt,
indem man das Element, welches zum Rand anschlieBt,automatisch aus der Berechnung entfernt
und an seine Stelle eine Kraft anbringt .Durch anschlieBende Iterationen wird die Struktur ins
Gleichgewicht gebracht und das Element wieder in die Rechnung eingefigt .Knicke,die am
Rand des Netzes wahrend der Berechnungen entstehen (Abb. 10 ) mussen korrigiert werden,
was von den Rechenprogrammen automatisch durchgefithrt wird.Das Element C-D wird in die
Lage C-B gebracht,wobei seine ungedehnte Ldnge, entsprechend der erwinschten Spannung
im Seil, neu berechnet wird.

4.2 Niedersachsenstadion in Hannover. Das Netz wird hier von einem Bogen mit einer
lichten Spannweite von ca. 240 m (Abb. 5 ) getragen.Fir diese Struktur wurde kein Modell
benstigt,da die Anfangsdaten mit Hilfe von analytischen Funktionen ermittelt wurden.Der
Bogen wird mit einem Biegeelement simuliert (Beriicksichtigung der groen Verschiebungen).
Das Netz ist mit einer Maschenweite von zuerst 6 und dann von 3m untersucht worden.Die An-
zahl der unbekannten Verschiebungen betridgt beim 3m Netz unter Symmetrieausnutzung 3200,
Der endgiltige Zuschnitt, mit einer Maschenweite von 1m, liefert ca.24000 Unbekannte.

4.3 Osttribiine des Olympiastadions in Minchen . Das Netz (Abb. 9 )ist auf dem glei-
chen Prinzip wie das Westdach des Stadions aufgebaut .Die Vorspannung und die Lastfalle sind
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mit einer Maschenweite von 3m untersucht worden.Die Anzahl der unbekannten Verschie-,
bungen betragt 1800.Der endgiltige Zuschnitt von 0.75m soll noch exakt ermittelt werden,
indem das 3m Netz linear interpoliert und anschlieend in seine Gleichgewichtslage
ausiteriert wird.
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5. Zusammenfassung. Die Methode der finiten Elemente ist ein willkommenes In-
strument fur den Ingenieur,um die statische und dynamische Analyse komplizierter Tragwerke
durchzufihren.In diemsem Beitrag wurde gezeigt,daB ein nichtlineares Problem der Statik,
das mit ca. 10500 Gleichungen beschrieben werden kann,mit Erfolg durchgefuhrt wurde.
Auch das nicht-lineare Schwingungsproblem wurde anhand eines extremen Beispieles behan-
delt .Die Berechnung von vorgespannten Netzwerken ist nahezu unméglich ohne den Einsatz
von Grofirechenanlagen,um in vertretbaren MaBen beziiglich der Sicherheit,der erforderli-
chen Genavigkeit und der Wirtschaftlichkeit bauen zu ksnnen.Trotz Vollautomatisierung der
Berechnungsmethode ist der Ingenieur in der Lage, auf die Berechnungen EinfluB zu nehmen.
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Abb.! Weg - Zeit Diagramm der Knoten A, B in 2-Richtung
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Abb.2 Nichllinearer Oszillator ohne Dampfung
nach der Melhode .Finite Elements in Time*

Abb.4  Riumliche Ansicht eines Netzteiles der Sporthalle
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Abb.5 Niedersachsenstadion (Hannover)
3m Netz , symmetrisch , 3350 Unbekannte
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Abb.12 FluRdiagramm fiir die Untersuchung
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Abb.7 Analytische Beschreibung des Netzes

Abb9 Osttribiine (Olympiastadion Miinchen)
3m Netz , symmetrisch , 3350 Unbekannte
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Abb.13 FluBdiagramm fiir die Untersuchung
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