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Uberkritisches Verhalten der Stabkonstruktionen
Post-Critical Behaviour of Structures

Comportement post-critique des structures

J. SZABO Zs. GASPAR
Prof. Wissenschaftlicher Mitarbeiter
Technische Universitat
Budapest, Ungarn

l. BEinleitung

Die auch fir grosse Verschiebungen gultige Zustandsanderungs-
Differentialgleichung der aus endlichen Stabelementen bestehen-
den Stabkonstruktionen besitzt die folgende Form /s. [l] /

D(u,s) G (u)|.|du|+|da|=0
i Rl I B B (1)
G(e)  E(ws)| |98| |dt
Dabei bedeuten aGi-
Dik = 5u." 81
J Kk

die geometrische Matrix der Stabkonstruktion,

*

die Transponierte von G,

die Nachgiebigkeits—Mat;ix der Stabkonstruktion,

der Vektor der unabhingigen Verschiebungskomponenten der
Knotenpunkte,

der Vektor der inneren Krafte und Momente,

der Vektor der auf die Knotenpunkte wirkenden ausseren

Krafte und Momente

der Vektor der vorgeschriebenen Relativverschiebungen der
Stéabe.

Diese Gleichung auf eine einparametrige Last angewandt, léasst
sich die die indifferente Lecst bestimmende Differentialgleichung
ableiten, die im allgemeinen Falle nach einem auf die LOsung eines
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Figenwertproblems beruhenden Iterationsverfahren ausgerechnet
wird. Der postkritische Zustand lédsst sich nach einer modifizier-
ten Variante des fir grosse Verschiebungen ausgearbeiteten Verfah-
rens errechnen., Die fir die einzelnen Fédlle ausgearbeiteten Aufga-
ben wurden derart gewdhlt, dass die analytische Losung bekannt
sei, so konnte das allgemeine Verfahren kontrolliert werden. Es
wurden ebene Aufgaben gelost und damit nicht die numerischen
Schwierigkeiten vorherrschen, wurde die Anzahl der Stabelemente
nicht hoch gewédhlt.

2. Das Modell der Stabkonstruktion

Die Stabkonstruktion kann aus elastischen Elementen oder aus
starren Elementen mit elastischen Gelenken aufgebaut werden. Die
geometrische Matrix G der Stabkonstruktion aus elastischen Ele-
menten erhdlt man aus—der Matrix

& =[§iJ:' ! (2)
indem die bei der Kopplung der Stabelemente zu den gleichen Ver-
schiebungskomponenten gehdrenden Spalten swmmiert, sodann die zu
den vorgeschriebenen Verschiebungskomponenten gehdorenden Spalten
getrennt werden. Ubrigens |

gij :( - Ejv wenn der Anfangspunkt des J-ten Stabelements
der i-te Knotenpunkt ist,

4@. ggk B. Tjk wenn der Endpunkt des  j-ten Stabelements
der i-te Knotenpunkt ist,

wenn die obigen Bedingungen nicht erfiillt sind.

-~
1!

In Matrix (2) gilt
Ejk = gjok 9 |» =jv = gjov 0 ’
5 L0k 0  Tyoy
_ [ _n ]
By=| ! 55 77
1 -3 .
) J § J )
73 =5 (3
1
1
e 1 -l

Liov der im Koordinaten-—

system x,y,2 angegebene Vektor in das zum Anfangs- bzw. zum Ind-
punkt gehorende lokale Koordinatensysten §,‘7,§ gedreht wird.

wo durch die Orthogonalmetrizen gjok bzw. T
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Die Bedeutung der Grossen in der Ubertragungsmatrix B. ist in
Abb.l. zu sehen.

Abb. 1.
Die Nachgiebigkeitsmatrix F ist quasi-diasgonal, die einzel-

nen Blocke haben die Form

Bio= 05y Tin B Tix Iiy (4)
mit ~ )
B - L
=1 EA 85 {2
5B, 03 02 2ET;
3Ed / T ZEY,
72 GJy ! (5)
2 ~ 2ET, ET, ;
2EJy BT, _
- 1

Wird das Modell der Stabkonstruktion durch die Kopplung von
starren Elementen mit elastischen Gelenken zusammengestellt, so
sind die entsprechenden Achsen der zum Anfangs- bzw. zum Endpunkt
gehorenden Koordinatensysteme zueinander parallel, daher eribrigt

es sich, die dazugehorige Drehmatrix zu unterscheiden /d.h. giv=

==ik=gi/‘ Wegen der Orthogonalitét der Matrix T,
*
I; I; = E (6)

vereinfachen sich die Beziehungen (2) und (4) , und in Matrix (3)
ist §j=£j’ 73=§J=O. Sind die elastischen Gelenke gewlissen Bean-
spruchungen gegeniiber starr, so ist die Matrix F singular, daher
missen die in der Arbeit [2] angegebenen Transfogmationen durch-
gefihrt werden,



72 Ib — UBERKRITISCHES VERHALTEN DER STABKONSTRUKTIONEN

Nach dem Iterationsverfahren in [1] konnen die Verschiebun-
gen und Beanspruchungen des Modells ermittelt werden. Um das Mo-
dell und den Algorithmus zu Uberprilifen, wurde das Problem in Abb,

;) 2. mit Hilfe beider Modelle
n_ <M geldst. Die Angsben wurden

so angesetzt, dass in der ge-
nauven Losung, der Kragtréger
Viertelkreisform hsobe. Der

Abb. 2.

&/rd ———stlarre Flemente spezifische Wert des Endpunkt
00104 \ elaslische Elerments verschiebungsfehlsrs ist in
Abb.3. tUber der Elementenan-
zahl dargestellt /in der Ab-
bildung bedeuten &£ den End-
A punktverschiebungsfehler und
Abb., 3. r den Kreisbogenhalbmesser./

0,005¢

3, Stabilitdtsnachweis

Der kritische Parczmeter einer einparametrigen Last der Stab-
konstruktion wurde nach der Arbeit [3] ermittelt. Wird als Last
keine relative Verschiebung vorgeschrieben, so lautet beleiner Ein-
parameterlast die Zustandsdnderungs-Differentialgleichung (1)

D(u,g) G (w) |[auw] +ar[£]=0
7

2(3) E(gyg) ds 0 ( )

e 3G, . -
1

Djk = 53;1 s; + R gai

und
£=£(u)

|I§H = const
eine eindeutige Funktion ist.
Beim Angriff der kritischen Last hat der homogene Teil der
Differentialgleichung (7) auch eine von der trivialen verschiedene
Losung, die zum Eigenwertproblen

([§*§]+ RaJ=f - 6" g‘lg)du=o (8)

ou

uel

fihrt.
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Da sowohl die latrix G als auch die Vektoren f und s
Funktionen von R sind, lisst sich das Eigenwertprobiem nicht
direkt bestimmen. Ist der zum Parameter Ri gehorende Zustands-
vektor bekannt, werden die veradnderlichen Grossen des Eigenwert-
problems (8) nach dem Verschiebungsvektor in eine Taylorsche Reihe
entwickelt und nur deren erste zwel Glieder bericksichtigt, so er-

hdlt man das verallgemeinerte Eigenwertproblem

(A+RB)du=20 (9)

das bereits direkt gelost werden kann, wo

%*
4 =Dy + Dy - R;(Dy + D5+ Dy)
B =22+D*+D4+D
= 22 ¥ 2 2 2
Dh=-G I G
oG
= | . |
D, = -(-a-- (8 zi)) g
= u=u.
= =1
2G"
D, = = S.
=% h?g g:u.zl
_~6G* =1
= 5, T, |
Dy = - u (E G =1)
| u=u,
of
D - ——
= au
= | B=ly
H=-D) -~ Dz - R;D5

Ist der Viert ]R - Ril hoher als ein vorgeschricbener Viert, so
wird der Zustandsvektor fir einen Parameterwert Ri bestimmt, der
dem kritischen Parameterwert ndher liegt und das Verfahren wird
wiederholt.

Wenn beim Angriff der kritischen Last nur eine geringe oder
gar keine Formdnderung entsteht, so ist das Eigenwertproblem (9)
nur einmal zu losen und auch die Koeffizientenmatrizen werden aus
weniger Gliedern bestehen.

Zur Uberprifung des Algorithmus wurde der Stzbilitdtsnachweis
des Bogentrédgers der Form einer Parzbel zweiten Grades in Abb. 4
mit Hilfe eines Modells aus starrcn Elementen durchgefiuhrt. Der
Parameter der kritischen Lust a@nderte sich in Abhidngigkeit von
der Teilungszahl nach Abb.5.
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Abb.4. Abb.5.

4, Postkritischer Zustand bei Stabilitdtsverlust
ohne Verzweigungspunkt

Die Zustandsanderungskurve des Problems in Abb.6. ldsst sich
auch in Umgebung des Durchschlagpunktecs ohne Schwierigkeit auch
auf analytischem Vege ermitteln /z.B. [4] und [5] /y wenn die Bie-
gesteifigkeit der stdbe im Vergleich zur Normalsteifigkeit genii~
gend gross ist und der Durchschlag ohne Stabknickung erfolgt. Das
Tragermodell wird aus 6 elastischen Stabelementen gleicher Lidnge
aufgebaut. Jeder beliebige Punkt im Abschnitt AB der Zustands-
anderungskurve in Abb.?7. ladsst sich mit Hilfe der obenerwdhnten
iterativen Ldsung der Differentialgleichung (7) fir grosse Verschie-
bungen ermitteln.

Abb,éE. Abb.7.

Da der Vert RB unbekannt ist und die Last stufenweise auf
den Trager aufgebracht wird, kann es vorkommen, dass ein, zum Para-
meterwert Ri'> RB gehorender Zustandsvektor gesucht wird, der
lediglich mit einer ganz anderen Geometrie des Trégers ausgeglichen
werden kann, daher wird beim Iterationsverfahren die Fehlervektor-
norm die Laststufennorm wesentlich libersteigen und die Iteration
nicht konvergieren, Dafiir wird durch das folgende Verfahren Ab-



J. SZABO — Zs. GASPAR 75

hilfe geschafft, das sich um die Konvergenz zu beschleunigen auch
dann verwenden l&dsst, wenn einige - Jjedoch nicht genau bestimmte -
Punkte der zum Parameter R gehorenden Zustandsanderungskurve er-
mittelt werden sollen.,

Wird die Differentialgleichung (7) als Differenzgleichung
auf die Laststufe angewandt, so kann in Kenntnis der erhaltenen
geometrischen Lage und der inneren Kridfte, der Vektor der Zusseren
Krafte, die ausgeglichen werden konnen, in der Form

RED IS

%*

110}

errechnet werden. Der Parameter R wird derart gewidhlt, dass
HS(IE R;” minimal sei. Dies wird durch den Parameter
(1)
Q" I
R = —‘E—;——: (10)

erfillt, Wird der Paremeter R Jjeweils so bestimmt, so erhialt

man den Punkt E 1in Abb.7. S0ll der Parameter wieder vergrossert
werden, so geht man auf der Zustandsdnderungskurve nach Punkt B
aus, der Parameter muss also auf dem labilen Abschnitt vermindert
werden. Ob der so vestimmte Punkt auf dem labilen oder auf dem sta-
bilen Zweig liegt, wird nach dem Energieprinzip festgcstellt. Die
Verschiebung unter Einwirkung des Lastzuwachses ARL /AR > 0/ er-
gibt sich mit der Genauigkeit der Theorie zweiter Oidnung zu

1

Ag:ARE-g

die Arbeit der Lust Rf betrédgt bei dieser Verschiebung

L = Rg*AE L]

Ist L >0, so ist das Vorzeichen fir AR gleich dem Vor-
zeichen von R zu wdhlen; ist L < 0, so wird fir AR das ent-
gegengesetzte Vorzeichen wie das von R genommen. Kurz, gilt
g*r_rlf._ >0, so liegt der Punkt im stabilen, gilt £ H *f < 0, so
liggt—der Punkt im labilen Kurvenzweig. Im indiffe;eateﬂ Zustand
ist die Matrix H singulér.

Der Konverggnzradius des Iterationsverfahrens ist dem Krim-
mungsradius der Zustandsidnderungskurve proportional, so kann die
Berechnung in jedem Schritt mit einer grossen Laststufe begonnen
werden, nimmt Jjedoch die Fehlervektornorm innerhalb einiger
Schritte nicht wesentlich ab, so muss die Schrittgrosse vermindert
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Werden, In Abb,7. wurde fiir h=0,375¢ der Kurvenabschnitt AD
- bel in 40 Stufen aufgetragener Last - bestimmt,.

5. Postkritischer Zustand nach dem Verzweigungspunkt

Wird das Modell des Trégers in Abb.6. nur aus durch biegungs-
elastische Gelenke verbundenen Stabelementen aufgebaut, so kann
der Durchschlag lediglich mit Knickung erfolgen.

Bei einer Last unter der kritischen, tritt keine Forminderung
ein, so hat das Eigenwertproblem (9) die Form

(Dp + RD5)dy = Q

Der kleinste Eigenwert gibt die erste kritische Last, durch
den dazugehorenden Eigenvektor wird die Knickform von einem freien
Parame ter abgesehen bestimmt, Um die Punkte der zur Knickform ge-
horenden Zustandsdnderungskurve nach dem Verzweigungspunkt zu be-
stimmen, muss auf dem Trdger das Skalarfache der durch den Eigen-
vektor bestimmten Form erzeugt werden. Die richtige Annahme des
Skalarparameters ist von grosser Wichtigkeit,da bei einem zu
niedrigen Parameterwert, die Matrix H schlecht konditioniert
/ill-conditioned/ ist, und das fir die Elimination des Fehlervek-
tors, zufolge der eingeschalteten endlichen Verschiebung, erfor-
derliche Iterationsverfahren nicht konvergiert. Wird der Skalar
zu hoch gew8hlt, so ist die Fehlervektornorm grosser als der Kon-
vergenzradius.

Mit richtigen Werten gerechnet und durch die in Punkt 4 be-
schriebene Minimalisierung des Fehlervektors erh&Zlt man einen
Punkt der Zustandsédnderungskurve. Das Vorzeichen von AR, wieder
dementsprechend angenommen, ob der Punkt auf dem stabilen oder
auf dem labilen Abschnitt liegt, kOnnen die Punkte der Zustands-
anderungskurve nach dem fiir die grossen Verschiebungen gliltigen
Verfahren, mit beliebiger Dichte ermittelt werden.
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Abb.5. zeigt den Trédger im ur-
spriunglichen und im Endzustand, der
nach einer, mit einem Eigenvektor der
Norm O,2 begonnenen Iteration berech-
net wurde, weiterhin einige Zwischen-
zustande des Durchschlags, wobei die
jeweiligen Grossen der Ausgleichkraft

[1]
[2]

4]
[°]

h 2h 4 angegeben sind.In Abb.9. ist dis
Grosse der Ausgleichkraft in Abhdngig-
keit von der Verschiebung des Gelenks
C dargestellt.

Abb.9.
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Zusammenfagsung

Durch die Losung eines Eigenwertproblems, das aus der Zu-

standsé@nderungs-Differentialgleichung einer mit starren oder e-

lastischen Stabelementen modellierten, durch einparametrige Be-
lastung belasteten Stabkonstruktion folgt, lassen sich der Para-
meter der kritischen Luast und das Affinbild der Knickform bestim-
men. Die Punkte der Zustandsidnderungskurve werden numerisch mit
Hilfe eines konvergenten Iterationsverfahrens bestimmt.
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