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Überkritisches Verhalten der Stabkonstruktionen

Post-Critical Behaviour of Structures

Comportement post-critique des structures

J. SZABO Zs. GASPAR
Prof. Wissenschaftlicher Mitarbeiter

Technische Universität
Budapest, Ungarn

1. Einleitung
Die auch für grosse Verschiebungen gültige Zustandsänderungs-

Differentialgleichung der aus endlichen Stabelementen bestehenden

Stabkonstruktionen besitzt die folgende Form /s. [l] /
P(u,§) §*(^) • du

ds

+ dq

dt
(1)

Dabei bedeuten

Dü* 3u,. si

G die geometrische Matrix der St&bkonstruktion,
G* die Transponierte von G,

F die Nachgiebigkeits-Matrix der Stabkonstruktion,
u der Vektor der unabhängigen Verschiebungskomponenten der

Knotenpunkte,
s der Vektor der inneren Kräfte und Momente,
q der Vektor der auf die Knotenpunkte wirkenden äusseren

Kräfte und Momente

t der Vektor der vorgeschriebenen Relativverschiebungen der
Stäbe.
Diese Gleichung auf eine einparametrige Last angewandt, lässt

sich die die indifferente Löst bestimmende Differentialgleichung
ableiten, die im allgemeinen Falle nach einem auf die Lösung eines
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Eigenwertproblems beruhenden Iterationsverfahren ausgerechneb
wird. Der postkritische Zustand lässt sich nach einer modifizierten

Variante des für grosse Verschiebungen ausgearbeiteten Verfahrens

errechnen. Die für die einzelnen Fälle ausgearbeiteten Aufgaben

wurden derart gewählt, dass die analytische Lösung bekannt
sei, so konnte das allgemeine Verfahren kontrolliert werden. Es

wurden ebene Aufgaben gelöst und damit nicht die numerischen
Schwierigkeiten vorherrschen, wurde die Anzahl der Stabelemente
nicht hoch gewählt.

2. Das Modell der Stabkonstruktion

Die Stabkonstruktion kann aus elastischen Elementen oder aus
starren Elementen mit elastischen Gelenken aufgebaut werden. Die
geometrische Matrix G der Stabkonstruktion aus elastischen
Elementen erhält man aus der Matrix

io =ij (2)
indem die bei der Kopplung der Stabelemente zu den gleichen
Verschiebungskomponenten gehörenden Spalten summiert, sodann die zu
den vorgeschriebenen Verschiebungskomponenten gehörenden Spalten
getrennt werden, übrigens

Sid - T •

ijv üjk h =dk

wenn der Anfangspunkt des j-ten ßtabelements
der i-te Knotenpunkt ist,
wenn der Endpunkt des j-ten ßtabelements
der i-te Knotenpunkt ist,
wenn die obigen Bedingungen nicht erfüllt sind.

In Matrix (2) gilt
h* ijok

ijok

T •

=0V
T,
:JOV

0 T.
JOV

h- *1 "7:

< -i j-

1

(3)

wo durch die Orthogonalm&trizen T- bzw. T-
=JOK =JOV

System
punkt gehörende lokale Koordinatensystem I, 7|£

der imKoordinaten-

x,y,z angegebene Vektor in das zum Anfangs- bzw. zum End¬

gedreht wird.
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Die Bedeutung der Grössen in der Uhertragungsmatrix B ist in
Abb.l. zu sehen.

k-sJ*
$

2jk

V / \sJV
iJV

Abb. 1.
Die Nachgiebigkeitsmatrix F ist quasi-diagonal, die einzelnen

Blöcke haben die Form

li - liv ilk li iik £i*v (4 }

mit

li l
EA

f5 i2
JEJ^ l* i2 WJJ

JEJ7
t

Sj7

2177

l2 l
tk 2EJ7 177

l
2EJ,. W[

(5)

Wird das Modell der Stabkonstruktion durch die Kopplung von
starren Elementen mit elastischen Gelenken zusammengestellt, so

sind die entsprechenden Achsen der zum Anfangs- bzw. zum Endpunkt
gehörenden Koordinatensysteme zueinander parallel, daher erübrigt
es sich, die dazugehörige
=ü?i]j;=!?i/' Wegen der Orthogonalitat der Matrix 9?i

Drehmatrix zu unterscheiden /d.h. T.

li li I (6)

vereinfachen sich die Beziehungen (2) und (4-) und in Matrix (5)
ist 5j=L, 7.= £.=0. Sind die elastischen Gelenke gewissen Bean-

spruchungen gegenüber starr, so ist die Matrix F singulär, daher
müssen die in der Arbeit [2J angegebenen Transformationen
durchgeführt werden.
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Nach dem Iterationsverfahren in [ij können die Verschiebungen

und Beanspruchungen des Modells ermittelt werden. Um das
Modell und den Algorithmus zu überprüfen, wurde das Problem in Abb.

2. mit Hilfe beider ModelletO M gelöst. Die Angaben wurden
so angesetzt, dass in der
genauen Lösung, der Kragträgor
Viertelkreisform habe. Der

spezifische Wert des Endpunkt
Verschiebungsfehlers ist in
Abb.3. über der Elementenan-
zahl dargestellt /in der
Abbildung bedeuten £ den

Endpunktverschiebungsfehler und

r den Kreisbogenhalbmesser./

Der kritische Parameter einer einparametrigen Last der
Stabkonstruktion wurde nach der Arbeit [3] ermittelt. Wird als Last
keine relative Verschiebung vorgeschrieben, so lautet bei einer
Einparameterlast die Zustandsänderungs-Differentialgleichung (l)

Abb. 2.

£/f
starre Elemente

0,040- \ \ elastische Elemente

0,005-

^- ——
1 1 1 1 1 1 "T~*~*T »-

3 6 9 12 15 18 21 n

Abb. 3.

5. Stabilitätsnachweis

du

ds

+ dR 0

(7)

wo

Ddk
9G.

du,
.LI si + R

9f.
au,

und

I £(&)

II f II const

eine eindeutige Funktion ist.
Beim Angriff der kritischen Last hat der homogene Teil der

Differentialgleichung (7) auch eine von der trivialen verschiedene
Lösung, die zum Eigenwertproblem

3G*

~9Ü"

dt
+ R rr=- - G'

ÖU
F_1G 'du 0 (8)

führt.
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Da sowohl die Matrix G als auch die Vektoren f und s

Funktionen von R sind, lässt sich das Eigenwertproblem nicht
direkt bestimmen. Ist der zum Parameter R. gehörende Zustands-
vektor bekannt, werden die veränderlichen Grössen des Eigenwertproblems

(8) nach dem Verschiebungsvektor in eine Taylorsche Reihe
entwickelt und nur deren erste zwei Glieder berücksichtigt, so
erhält man das verallgemeinerte Eigenwertproblem

(A + R|) du 0 (9)

das bereits direkt gelöst werden kann, wo

B

li
li + h ~ Ri(§2 + £2+ 54)

h

94

h

p2 + d;
-<3i |~

~3G/

äu

3G'

9u

w
Wä

3f
5ü

+ 5*+ £5

ii

y=Hi ii
(r'iir'ii)

im
u=u.

ii

H -D, §3 - Rii5

Ist der Wert |R - R^| höher als ein vorgeschriebener Wert, so

wird der Zustandsvektor für einen Parameterwert R. bestimmt, der
dem kritischen Parameterwert näher liegt und das Verfahren wird
wiederholt.

Wenn beim Angriff der kritischen L^st nur eine geringe oder

gar keine Formänderung entsteht, so ist das Eigenwertproblem (9)
nur einmal zu lösen und auch die Koeffizientenmatrizen werden aus

weniger Gliedern bestehen.
Zur 'Oberprüfung des Algorithmus wurde der t>ti;bilitätsnachweis

des Bogenträgers der Form einer Parabel zweiten Grades in Abb. 4

mit Hilfe eines Modells aus starren Elementen durchgeführt. Der

Parameter der jkritischen Last änderte sich in Abhängigkeit von
der Teilungszahl nach Abb.5.
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32-
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Abb.4.
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4. Postkritischer Zustand bei Stabilitätsverlust
ohne Verzweigungspunkt

Die Zustandsänderungskurve des Problems in Abb.6. lässt sich
auch in Umgebung des Durchschlagpunktes ohne Schwierigkeit auch
auf analytischem Wege ermitteln /z.B. [4] und [5] /, wenn die Bie-
gesteifigkeit der btäbe im Vergleich zur Normalsteifigkeit genügend

gross ist und der Durchschlag ohne Stabknickung erfolgt. Das

Trägermodell wird aus 6 elastischen Stabelementen gleicher Länge

aufgebaut. Jeder beliebige Punkt im Abschnitt AB der Zustands-
änderungskurve in Abb.7. lässt sich mit Hilfe der obenerwähnten
iterativen Lösung der Differentialgleichung (7) für grosse Verschiebungen

ermitteln.

sXXXv
2t ¥'

Ri

2h

Abb.6.

Da der Wert RB

Abb.7•

unbekannt ist und die Last stufenweise auf
den Träger aufgebracht wird, kann es vorkommen, dass ein, zum

Parameterwert R. > Rt-, gehörender Zustandsvektor gesucht wird, der
lediglich mit einer ganz anderen Geometrie des Trägers ausgeglichen
werden kann, daher wird beim Iterationsverfahren die Fehlervektornorm

die Laststufennorm wesentlich übersteigen und die Iteration
nicht konvergieren. Dafür wird durch das folgende Verfahren Ab-
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hilfe geschafft, das sich um die Konvergenz zu beschleunigen auch
dann verwenden lässt, wenn einige - jedoch nicht genau bestimmte -
Punkte der zum Parameter R gehörenden Zustandsänderungskurve
ermittelt werden sollen.

Wird die Differentialgleichung (7) als Differenzgleichung
auf die L&ststufe angewandt, so kann in Kenntnis der erhaltenen
geometrischen Lage und der inneren Kräfte, der Vektor der äusseren
Kräfte, die ausgeglichen werden können, in der Form

£(1)*-g"g
errechnet werden. Der Parameter R Vtärd derart gewählt, dass

||q - Rf || minimal sei. Dies wird durch den Parameter

qU*f
E |* £ (l0)

erfüllt. Wird der Parameter R jeweils so bestimmt, so erhält
man den Punkt E in Abb.7. Soll der Parameter wieder vergrossert
werden, so geht man auf der Zustandsänderungskurve nach Punkt B

aus, der Parameter muss also auf dem labilen Abschnitt vermindert
werden. Ob der so bestimmte Punkt auf dem labilen oder auf dem

stabilen Zweig liegt, wird nach dem Energieprinzip festgestellt. Die

Verschiebung unter Einwirkung des Lastzuwachses ARf /AR 5- 0/
ergibt sich mit der Genauigkeit der Theorie zweiter Ordnung zu

Au AR H-1|

die Arbeit der Last Rf beträgt bei dieser Verschiebung

L Rf*Au
Ist L > 0, so ist das Vorzeichen für AR gleich dem

Vorzeichen von R zu wählen; ist L < 0, so wird für AR das
entgegengesetzte Vorzeichen wie das von R genommen. Kurz, gilt
f*H-1f >0, so liegt der Punkt im stabilen, gilt f*H_1f < 0, so

liegt der Punkt im labilen Kurvenzweig. Im indifferenten Zustand

ist die Matrix H singulär.
Der Konvergenzradius des Iterationsverfahrens ist dem

Krümmungsradius der Zustandsänderungskurve proportional, so kann die
Berechnung in jedem jSchritt mit einer grossen Laststufe begonnen
v/erden, nimmt jedoch die Fehlervektornorm innerhalb einiger
Schritte nicht wesentlich ab, so muss die Schrittgrösse vermindert
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werden. In Abb.7. wurde für h=0,375t der Kurvenabschnitt AD

- bei in 40 Stufen aufgetragener Last - bestimmt.

5. Postkritischer Zustand nach dem VerzweiKungspunkt

Wird das Modell des Trägers in Abb.6. nur aus durch
biegungselastische Gelenke verbundenen Stabelementen aufgebaut, so kann
der Durchschlag lediglich mit Knickung erfolgen.

Bei einer Last unter der kritischen, tritt keine Formänderung
ein, so hat das Eigenwertproblem (9) die Form

(pi + RD,-)du 0

Der kleinste Eigenwert gibt die erste kritische Last, durch
den dazugehörenden Eigenvektor wird die Knickform von einem freien
Parameter abgesehen bestimmt. Um die Punkte der zur Knickform
gehörenden Zustandsänderungskurve nach dem Verzweigungspunkt zu
bestimmen, muss auf dem Träger das Skalarfache der durch den Eigenvektor

bestimmten Form erzeugt werden. Die richtige Annahme des
Skalarparameters ist von grosser Wichtigkeit,da bei einem zu
niedrigen Parameterwert, die Matrix H schlecht konditioniert
/ill-conditioned/ ist, und das für die Elimination des Fehlervektors,

zufolge der eingeschalteten endlichen Verschiebung,
erforderliche Iterationsverfahren nicht konvergiert. Wird der Skalar
zu hoch gewählt, so ist die Fehlervektornorm grösser als der
Konvergenzradius.

Mit richtigen Werten gerechnet und durch die in Punkt 4
beschriebene Minimalisierung des Fehlervektors erhält man einen
Punkt der Zustandsänderungskurve. Das Vorzeichen von AR, wieder
dementsprechend angenommen, ob der Punkt auf dem stabilen oder
auf dem labilen Abschnitt liegt, können die Punkte der
Zustandsänderungskurve nach dem für die grossen Verschiebungen gültigen
Verfahren, mit beliebiger Dichte ermittelt werden.

Ir
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2,0
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05

23
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R*

2h

[1]

[2]

M

[5]

Abb.8. zeigt den Träger im

ursprünglichen und im Endzustand, der
nach einer, mit einem Eigenvektor der
Norm 0,2 begonnenen Iteration berechnet

wurde, weiterhin einige Zwischenzustände

des Durchschlags, wobei die
jeweiligen Grössen der Ausgleichkraft
angegeben sind.In Abb.9. ist die
Grösse der Ausgleichkraft in Abhängigkeit

von der Verschiebung des Gelenks
C dargestellt.

Abb.9.
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Zusammenfassung

Durch die Lösung eines Eigenwertproblems, das aus der Zu-

standsänderungs-Differentialgleichung einer mit starren oder e-
lastischen Stabelementen modellierten, durch einparametrige
Belastung belasteten Stabkonstruktion folgt, lassen sich der
Parameter der kritischen Last und das Affinbild der Knickform bestimmen.

Die Punkte der Zustandsänderungskurve werden numerisch mit
Hilfe eines konvergenten Iterationsverfahrens bestimmt.
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