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VIb

Etude de systemes physiques par analogie avec un reseau eiectrique purement reactif
Application au comportement statique et dynamique des structures mecaniques

Untersuchung physikalischer Analogsysteme mit einem rein reaktiven Elektrizitätsnetz
Anwendung auf das statische und dynamische Verhalten von mechanischen Bauwerken

Analysis of Physical Systems by Means of Analogy with a Purely Reactif Electric Network
Application to the Static and Dynamic Behaviour of Mecanical Structures

PIERRE ALAIS GILBERT LAMBOLEY
Professeur Ingenieur

Faculte des Sciences de Paris Ecole Polytechnique
Paris, France

1 - INTRODUCTION

Plusieurs tentatives ont ete faites pour resoudre par un procede d'analogies
electriques des systemes d'equations lineaires sans tenir compte de leur origine
(V) et (VI). Le but de la presente etude est de resoudre, par de semblables
analogies, les systemes d'equations lineaires qui interviennent dans le calcul du

comportement de nombreux systemes physiques, en s'attachant ä developper un
modele analogique qui suive d'aussi pres que possible la structure meme de

1'exemple physique propose: la construction d'une maquette simulatrice est ainsi
substituee ä l'ecriture, toujours laborieuse pour un ensemble complexe, des
equations du probleme. Un tel dispositif elimine de ce fait tous les phenomenes
d'instabilite parasites qui peuvent eventuellement resulter, meme lorsque le
Systeme physique est parfaitement regulier, des transformations effectuees sur
les equations dans les procedes classiques de resolution. D'interessants travaux
(I), (II), (III), (IV) ont d'ailleurs ete menes avec ce souci concernant le
probleme particulier des structures hyperstatiques, sans toutefois fournir ä

notre avis un outil definitif, adapte aux diverses hypotheses effectuees clas-
siquement en resistance des materiaux ainsi qu'ä une geometrie quelconque
d'ossature.

Bien que les matrices inherentes aux systemes envisages soient en general,
et pour des raisons physiques evidentes, definies positives et symetriques et
qu'il soit possible par consequent de rendre tous leurs coefficients positifs
dans un Systeme de coordonnees approprie, 1'usage des variables naturelles a ete
juge, dans ce travail, preferable: outre 1'interet que le technicien peut avoir
ä ne manipuler que des grandeurs directement transposees de celles auxquelles
il est habitue dans les systemes reels, on evite ainsi tout changement artificiel

et parfois dangereux de variables et toute ecriture d'equation, c'est ä

dire pratiquement tout travail d'attention fastidieux et source d'erreur. En

contrepartie de ces avantages, on est cependant tenu de faire face ä certaines
difficultes; d'une part, il faut surmonter le probleme en acceptant des coefficients

des deux signes dans la matrice correspondante, ce qui conduit ä utiliser
pour constituer les reseaux analogiques, non plus des resistances passives
auxquelles devraient necessairement etre associes des dispositifs ä resistances
negatives, de realisation delicate et coüteuse, mais des selfs et des capacites
alimentees par une source alternative ä frequence stabilisee: nous pensons
montrer clairement dans ce qui suit que ce type de reseau, tres peu employe
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jusqu'ä present en calcul analogique, donne d'excellents resultats. D'autre part,
les coordonnees naturelles presentent en general 1'inconvenient de nepas etre
independantes, mais liees par des relations lineaires homogenes inherentes ä
certaines proprietes internes des systemes physiques: la traduction analogique
de cette dependance s'acquiert aisement ä l'aide d'un reseau complementaire su-
perpose au reseau constitutif proprement dit. Ces deux difficultes resolues dans
leur generalite, on appreciera les avantages resultant de la Simulation fidele du
modele physique; en particulier, 1'edification du reseau general ä l'image de la
construction reelle ä partir des elements analogiques de chaque barre, permet des
montages tres rapides et une analyse poussee des phenomenes.

2 - PRINCIPE DE L'ANALOGIE

Le comportement d'un reseau de conductances electriques lineaires excite
harmoniquement ä la pulsation <u est caracterise par la matrice symetrique d'ad-
mittance C.. (C C reliant les potentiels q>. de ses noeuds aux intensites
d'excitatibh I imposees de l'exterieur selon les relations:

(1) I, cn ¥j

Reciproquement, toute matrice symetrique C peut conduire ä l'elaboration d'un
reseau eiectrique verifiant les relations '(1) de la maniere suivante:
- chaque couple de coefficients non diagonaux C et C.. C est represente par

le reseau elementaire "C

- chaque coefficient diagonal C est represente par la conductance C. reliant
le noeud I ä la masse. '

Le reseau obtenu est ainsi compose des conductances r - zC reliant chaque noeud

I ä la masse et des conductances r =-C reliant les noeuds I et J.
De meme tout Systeme physique discret lineaire excite statiquement ou harmoniquement

voit son comportement decrit par des relations du type (1) et est donc
susceptible d'etre simule electriquement par un reseau elabore comme il vient
d'etre dit ä la condition de disposer des conductances r et r imposees par le
Probleme ä un arbitraire d'echelle pres. Les composants electriques classiques
se reduisent aux r§sistances, aux selfs et aux capacites et ne permettent, quelle
que soit leur combinaison que la realisation d'admittances ä partie reelle positive,

ce qui semble une entrave au procede, la realisation de conductances ä

partie reelle negative etant possible gräce ä l'utilisation de circuits actifs
mais compliquee et onereuse. Toute une classe de systemes echappe cependant ä

cette limitation: il s'agit en 1'oecurence des systemes lineaires statiques,
lesquels sont decrits par une matrice symetrique ä coefficients reels, laquelle
peut etre toujours representee par un reseau purement reactif de capacites et de
selfs si on convient d'adopter un coefficient d'echelle analogique imaginaire
pur reliant les composantes matricielles C fournies par le Systeme reel etudie
et les admittances reactives de Simulation utilisees, ceci se traduisant par un
simple dephasage de n/2 entre intensites et potentiels electriques. De meme, les
systemes physiques en oscillation harmonique libre ou forcee sans pertes peuvent
etre directement simules par un reseau purement reactif (§ 4). Enfin, tout
Systeme lineaire discret en oscillation forcee avec pertes peut etre simule mais
le formalisme retenu, c'est-ä-dire le choix des variables s'identifiant aux potentiels

du reseau simulateur doit etre effectue de maniere que le reseau associe
ne comporte que des conductances r et r ä partie reelle positive (§5)
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3 - CARACTERISATION ET SIMULATION D'UN SYSTEME DISCRET LINEAIRE (VIII)
Une ossature hyperstatique chargee statiquement.

- La description d'un tel Systeme conduit au choix d'une collection de n variables

naturelles cp. "permettant par exemple d'atteindre les deplacements et
rotations des noeuds.1
- Si nous supposons provisoirement que les effets exterieurs ne sont exerces qu'
au niveau des noeuds, l'energie elastique de la structure somme des energies de
chaque element constituant s'ecrit selon la forme quadratique

(2) w=|Aij?. <p.

ce qui permet d'associer aux variables de position <p. les variables de tension

(3) A A.. cp.

la matrice symetrique A.. s'exprimant sans ambiguite ä partir de la forme
quadratique (2). "
Les charges sont caracterisees par le travail elementaire qu'elles developpent
dans la deformation elementaire <p -»- cp. + du?

(4) dW Bj dcp.

Ce travail s'identifie § la differentielle de l'expression (2), soit compte tenu
de la symetrie des A.. :" dW 7 Aü K^j + 'j d<pi Aidcpi

soit encore
(5) (B. - A d9j =0

Deux cas se presentent alors:
- les cp sont independantes et B A les equations

(6) B, =AU?J
constituent la relation matricielle caracteristique du Systeme.
- cas beaucoup plus frequent, la collection de variables cp est surabondante et
celles-ci sont reliees par p relations de dependance lineaires homogenes

(7) a, <p. o 1 1, p < n

le Systeme ne possedant en fait que n - p degres de liberte.
On ne peut plus alors identifier les donnees de Charge B. aux variables A. con-
juguees des cp mais 1'introduction de p parametres de 'Lagrange cp permet
d'ecrire compte tenu de (5) et (7): (B - A cp - a cp) dcp =0
et d'aboutir aux (n + p) equations D A nv r/^ B Acp+a<p 0 a cp

i i j j i l yi ' i l Yi

lesquelles constituent la correspondance matricielle symetrique caracteristique
du Systeme

B
i

A..
• j °il ">i

0 "ü 0 *1

La Simulation des A conduit ä l'elaboration du reseau constitutif dont l'energie
associee ou la puissance dissipee, pour parier en termes de conductances

reelles, s'identifie ä l'energie elastique de la structure. Naturellement, la
construction de ce reseau peut s'effectuer ä partir de l'assemblage de reseaux
plus elementaires representatifs de chaque element de la structure. La Simulation
des a{i conduit ä l'elaboration du reseau de transmission auguel aucune energie
n'est associee. En termes de conductances reelles, ce reseau ne " dissipe rien "

et se contente de transmettre au reseau constitutif les intensites A( ä partir
des intensites B injectees au reseau total.
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Charge equivalente - Si les charges exercees ne s'appliquent pas directement aux
noeuds, ce qui est d'ailleurs le plus frequent, on se ramene au cas precedent pour
determiner les cp en remplagant les charges reelles par une charge equivalente
appliquee aux noeuds, en ce sens qu'elle provoque la meme deformation generalisee
<pf de la structure. Un raisonnementelementaire n'invoquant que la linearite de la

reponse de la structure ä la charge exercee montre qu'une teile charge equivalente

est constituee par les efforts opposes aux efforts de blocage qu'il faut
developper pour annuler toute deformation generalisee en presence de la charge
reelle. Cette Charge equivalente se determine ensuite ä partir de chaque element
Charge suppose bloque ä ses extremites.
4 - L'ANALOGIE DU POINT DE VUE ENERGETIQUE

Nous venons de montrer que dans le cas tres general oü la representation est
surabondante, les dependances lineaires homogenes reliant les variables utilisees
sont traduites par le reseau de transmission. A chaque relation et cp. 0 est
associee une etoile de conductances:

Souvent ces relations sont de la
forme simple cp - <p. et (« - <p.,ab cdet peuvent etre imposees alors par
un transformateur de rapport ot qui
se substitue ä 1'etoile. Un tel
Circuit de transmission, etoile ou
transformation, est caracterise
essentiellement par le fait que.re-
tenant toujours le langage des
conductances reelles,il ne " dissipe "

aucune energie. Ainsi dans le cas de

Tetoile:
pi F h, 'i2_ ai i ((pi ''i)2) + (iIai i} f.2 2 \ iZai i *.= °

Cette propriete essentielle du reseau de transmission fait que l'analogie est
preservee entre la puissance dissipee par le reseau constitutif.

P U~ A'i (<pi " "i )Z) + ft 2(iEAü 2 Zi <i Au *• *. =Aü *• ">

et l'energie W associee au Systeme reel simule.
II faut remarquer que, si pour un Systeme statique la definition de l'energie W

ne prete ä aucune confusion (en 1'oecurence, pour un Systeme hyperstatique deforme,

il s'agit de l'energie elastique emmagasinee par le Systeme), eile est moins
evidente pour un Systeme dynamique oscillant sans pertes (ix).Dans ce dernier
cas au moins deux types d'energie reactive. partieipent ä 1'oscillation, par
exemple l'energie elastique et l'energie cinetique pour une ossature vibrante. En

pareil cas l'energie W caracteristique du Systeme est celle transferee par T
excitation exterieure au Systeme dans le quart de periode pendant lequel les
variables cp passent de la valeur nulle ä la valeur extremale. On verifie d'ailleurs

elementairement que cette definition est en accord, dans le cas du reseau
eiectrique simulateur lui-meme reellement utilise, avec la notion de puissance
dissipee par le reseau fictif de conductances reelles positives et negatives.
L'energie W ne represente pas la somme des energies reactives mais en fait
la difference des energies des deux types. Ainsi, dans le cas du reseau, l'energie

selfique et l'energie capacitive apparaissent avec des signes opposes fixes
conventionnellement. Lorsque le Systeme oscille selon un mode propre,le bilan
energetique associe s'annule: W 0

Pour les systemes discrets implicitement consideres jusqu'ä maintenant, les
considerations energetiques qui precedent ne sont pas indispensables quoique fort
commodes dans la pratique. Elles sont par contre essentielles dans la representation

des systemes Continus tels que plaques ou coques. Pour de tels systemes c'est
l'energie (cinetique ou elastique) qui est la plus directement accessible quel que
soit le mode de representation retenu. La methode de Simulation par un reseau
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consiste ä choisir une representation discrete <p. permettant de representer
l'energie ou le bilan energetique W associe au1 probleme de fagon approchee par
une forme quadratique reposant sur les cp. et ä bätir le reseau associe. La
connaissance de l'energie W suffit donc, ou encore celle de la densite volumique
ou surfacique d'energie pour la representation d'un massif ou d'une plaque. De

meme la traduction des conditions aux limites ne'pose pas de difficultes de principe
puisqu'elles ont toujours une interpretation energetique, qu'il s'agisse d'

encastrement, de bord ou d'extremite libre ou encore d'appui elastique. Les cou-
plages ou raccordements de"systemes Continus ä des systemes naturellement dis-
crets tels que coques et ossatures se fönt egalement simplement, l'elaboration
du reseau global se faisant comme la construction du Systeme reel envisage. II
faut toutefois remarquer que, dans le cas d'une etude dynamique, le bilan energetique

W est une forme quadratique des cp. dont les coefficients A.. sont des fonctions

de la pulsation u de 1'oscillation du Systeme, ce qui exigeJ modification du
reseau simulateur quand on varie w ce qui peut rendre la methode inadequate s'il
faut varier trop de conductances. Un cas ideal est celui oü la Variation de la
pulsation co' de 1'excitation du reseau eiectrique entrafne la modification sou-
haitee. On peut alors dire qu'il y a analogie forte et identification totale du
Systeme reel et du Systeme eiectrique simulateur. Une teile circonstance ne se
rencontre malheureusement que dans la Simulation d'autres phenomenes electriques

tels que le rayonnement electromagnetique d'une antenne ou de systemes
mecaniques de ressorts-masses, par exemple representatifs de systemes atomiques.
Dans la plupart des calculs interessant l'ingenieur, la representation de l'energie

elastique interdit l'analogie forte. Restent cependant les cas assez nombreux
oü une representation approchee ou encore la simplicite de la structure permettent
de ne varier qu'un nombre reduit de conductances, ce qui autorise alors l'etude
des fonctions de transfert du Systeme.
5 - ETUDE DES SYSTEMES DYNAMIQUES OSCILLANT AVEC PERTES (XII)

Les systemes consideres precedemment c'est-ä-dire statiques ou vibrant sans
pertes ne relevent finalement que de la connaissance du scalaire W en fonction
de la representation cp. choisie, laquelle est reelle puisque tous les points d'un
Systeme sans pertes vibrent en phase ou en antiphase (ä la condition evidente
de ne considerer, ä chaque calcul, qu'une excitation egalement en phase). II n'en
est plus de meme pour un Systeme presentant des pertes. Pour un tel Systeme, la
representation doit etre complexe, chaque variable devant caracteriser l'amplitude
et le dephasage de la Vibration en un point, et il n'est plus possible de faire
appel ä un scalaire donnant comme precedemment toutes les informations. Par contre
il est toujours possible de traduire la relation matricielle inherente au Systeme
sans necessairement ecrire les equations, ce, toujours par des considerations
energetiques. II suffit en effet d'elaborer le reseau en representant ä un
coefficient d'echelle arbitraire pres la puissance recue de l'exterieur par le Systeme
sous forme reactive des deux types et sous forme dissipative.

FORMULATION GENERALE DE L'ANALOGIE

L'etat du Systeme considere oscillant ä la pulsation forcee etant caracterise
selon la notation complexe habituelle par. les vecteurs. generalises de rang n de
Position et vitesse respectives x X e ' "*

; v =V1= jtux le probleme est
pose par la donnee:
a) de la puissance acceptee ä 1'instant t o par le Systeme sous la forme

(8) pm < P V ,V > ou < A, B >= R A R B
k i r j j j e e

c'est ä dire la donnee de 1'impedance P. propre au Systeme dans la representation
choisie x. ou v.

l>

b) des p couplages lineaires homogenes liant eventuellement les variables de

representation
(9) « V, 0 1=1, p < n

1 1 1
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les a etant tous r£els et adimensionnels;
c) de la puissance fournie ä l'instant t o par le Systeme exterieur sous la
f0rme

(10) pm < F; .V, >

c'est ä dire par la donnee des composantes generalisees f F e ' "* de Vexcita-
tion exterieure. La conservation de l'energie exige naturellement d'egaler les
puissances (8) et (9), mais l'existance des couplages (9) interdit en general
d'identifier les amplitudes F. de l'excitation aux variables A. P V conjuguees
des variables de representati'on. Cependant, cal quant le raisonn'ement1 ' dejä invo-
que en (2), on peut dire que les donnees (8), (9), (10) posent correctement le
Probleme car elles permettent theoriquement de choisir une nouvelle representation

du Systeme ä n - p variables independantes Vs et 1 'identification alors
possible des nouvelles composantes de l'excitation *

aux variables conjuguees des
V conduit ä l'equation

<">F. =A =P,A
qui fournit une Solution unique V si la matrice P n'est pas singuliere, ce qui
est toujours verifie, si on exclu^. naturellement le cas tres particulier des

resonances propres d'un Systeme isole sans pertes.
L'analogie consiste ä associer aux V. les amplitudes des potentiels ^ =¦* e'

de n noeuds electriques I selon la correspondance

(12) * ctV,

et le reseau construit sur ces noeuds et excite ä la pulsation co' est elabore
de maniere ä admettre au temps t o la puissance

(13) pe < r.. (co') *. ,* > - < P.. V. V > - pmv ' r i i j i fl " ' ' n

quels que soient les V. ou les » aV. ce qui impose que 1'admittance du reseau
s'exprime selon '

(14) T., (co1) :-4P, (co)
v ' ij na u

Un tel reseau est construit comme ceux purement reactifs dejä etudies en reliant
les noeuds I et J par les conductances C (co*) - P.. (co)/nai ainsi que les noeuds

I ä la masse par les conductances — EP (co). Ceci n'est realisable simplement
ä l'aide d'inductances, de capacitesna2 et de resistances que si les elements
non diagonaux de P ont une composante reelle negative et si la somme des
elements de chaque ligne ou colonne possede une composante reelle positive, l'usage
systematique des resistances negatives etant interdit par 1'encombrement et le
coüt de ces dernieres: le choix de la representation, toujours effectue en vue
d'obtenir la plus grande simplicite possible du reseau, sera affecte par ces
dernieres restrictions. La donnee (8) etant ainsi traduite analogiquement, les
relations (9) peuvent etre imposees aux * comme aux V. ä l'aide de cireuits
purement reactifs n'absorbant pas globale'ment de puissance et se contentant de

transmettre cette derniere de maniere ä ne pas perturber la Simulation energetique.
Ces cireuits peuvent etre constitues par des reseaux en etoile dejä decrits

ou par des transformateurs creant des pertes negligeables, compenses de maniere
ä n'emmagasiner qu'une energie reactive faible en regard de celle qui affecte
les autres composants. Enfin la donnee (10) est traduite en harmonie avec la
correspondance (6) gräce ä l'injection aux noeuds I d'intensites d'amplitude
I. F /an- Le comportement en phase et en amplitude du reseau permet alors
d1"atteindre la Solution unique satisfaisant aux donnees (8), (9) et (10).

On remarquera que la pulsation co' d'excitation du reseau n'a aucune espece
d1importance dans la mesure oü la correspondance (14) reste satlsfaite: or, dans
certains cas, la loi de Variation P (co) peut etre traduite en conservant les
elements du reseau et en variant la pulsation co' selon une loi co' f(u) qui se
trouve etre dans le cas le plus frequent une simple proportionnalite. Cette Situation

confere alors un avantage incontestable au calcul analogique dans la
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recherche des frequences propres des variations continues de toute grandeur en
fonction de la frequence, etc.; ce cas se presente effectivement dans l'etude
approchee par une representation discrete de la propagation ä symetrie de revolution

ou ä caractere bidimensionnel d'un champ electromagnetique en interaction
avec un milieu, homogene ou non, dielectrique ou jponducteur ä conductibilite
reelle ou complexe comme l'est un plasma (XI). ''¦
Enfin, il est evident qu'on peut traiter dans l'analogie les donnees, conjuguees
dans le plan complexe, des donnees (8) et (10), ce qui a pour effet simplement
d'inverser les phases relatives. Cette Simulation " imaginaire conjuguee "

permet d'intervertir le röle des capacites et des inductances et peut etre
interessante pour reduire le nombre de ces dernieres.

Tout ce qui precede suppose le choix de la representation X. ou V. effectuee

et la connaissance de 1'impedance generalisee P correspondante. 'Or, les
considerations energetiques qui viennent d'etre effectuees permettent d'envisa-
ger une fagon plus naturelle et plus physique de proceder.
Elle consiste d'abord ä detailler les diverses formes E d'energie qui partici-
pent reellement ä un echange dans Voscillation, ä la 'fois suivant la forme
d'energie et suivant l'eiement du Systeme, si ce dernier en comporte plusieurs.
Le bilan energetique du Systeme s'ecrit en sommant les puissances associees ä

chaque forme d'energie E et exprimees ä partir des grandeurs conjuguees appa-
raissant naturellement associees ä E soit pm E < A B >
Les amplitudes A et B( peuvent etre de nature vectorielle et 'reliees entre
elles par une impedance (ou une admittance selon la terminologie adoptee)
matricielle, auquel cas le choix de la representation reste affaire de cas particulier;

mais le plus souvent ce sont des scalaires lies par une impedance (ou
admittance) scalaire A CB ou B CA. On congoit alors que le seul imperatif
dans le choix de la representation est de pouvoir traduire ou la grandeur A ou
la grandeur conjuguee B par une amplitude de potentiel * ou une difference
*j - * qui soit, par definition, en phase ou plus precisement lui corresponde,
gräce a un coefficient o reel. Par exemple si B o (*.-*, la correspondance
energetique sera assuree si j

pe <C (6 «< < CB.,B>-*, )>=•=¦j "" i 1 Tl

c'est 3 dire gräce ä la conductance C (co') C/nctf reliant les noeuds I et J
du reseau. Le paragraphe suivant illustre cette maniere de proceder pour un
exemple de phenomene viscoelastique.

EXEMPLE : SIMULATION D'UN CHAMP BIDIMENSIONNEL DE DEFORMATIONS VISCOELAS-

TIQUES D'UN MILIEU HOMOGENE

Nous traiterons
posee, par un massif
3/3z o dans un repe
leurs seules composan
ne retiendrons pour 1

puissances d'echange

le cas de deformations planes subies, ä la pulsation coim-

verifiant,ainsi que le Systeme excitateur,l'invariance
re cartesien Oxyz. Les deplacements sont alors decrits par
tes selon Ox et Oy, u,v U,V "* Comme precedemment, nous
es diverses grandeurs que leseamplitudes complexes et les
au temps t o. La deformation est caracterisee par le

3U

3x
1 ,9U 3U.
2 ^3y 3x; 0

(16) l (x,y) i (*L + DL)
2 ^3y 3xJ

3U

3y
0

0 0 0

et la contrainte par
(17) 5= 2ue + xei e - e.

3U 3V

3x +
3y

OU X X' (co) + jX'
complexes definissant

(co), y y'(co) + jy"(co) sont les coefficients de Lame
les proprietes viscoelastiques du milieu ä la pulsation co
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envisagee. La puissance associee ä l'energie viscoelastique s'ecrit en densite
volumique:

< o.

< 2y

jcoe > < 5,jcoe> < 2ye,jcoe> + < X8,jco6 >

9U

3x
9V,

• 3U ,„ 3V
Ju 3X

> +<2lJ
3y

i 3V
¦>JüJ

3y

x y ,3U 3V, ,3U 3V, s
,3U ^ 3V, 3U

^ 3V, s+ <
2 (äy + 3y)j Ju (3y + 3^} + x (3^ + 3y)>JU % + 3y}

Le decoupage du champ continu en volumes elementaires reposant sur la surface
elementaire AxAy et l'unite de longueur selon Oz conduit ä expliciter de fagon
approchee la puissance associee ä un tel volume ä partir des accroissements Ax ou
Ay de U,V selon Ox ou Oy sur les longueurs elementaires Ax ou Ay;

AU AU AV AV
p elast.= Ax Ay(< 2y ~ ,jco -^ > + < 2y 4^- jco 44- >

AU A V
(19)

2 "-Ay
+ W^ joJ (Äy

AX

AU A V
V X

+

"ÄST
> + < 2y Äy"

A U A V

äV>+< x(Är + ÄT>' M
Ay
AU A V

Ay 'Ax

De meme, la puissance associee ä l'energie cinetique du meme volume peut s'ecrire,
p etant la masse volumique

(20) p einet. AxAy (<-pu 2U, jcoU > + < -pco2V,jco V >

ce qui conduit ä choisir une representation analogique par des potentiels associes
aux vitesses des deplacements observes aux sommets d'un mai11age AxAy dans la co-
correspondance

* a M -c a M p i (p elast. + p einet.)Ax ' _ " Ay ¦ <= n
La puissance associee ä la maille fundamentale du reseau simulateur devant alors
s'ecrire, en posant y Ax/Ay

p < 2UAXAZ A $> A $ > + < 2y^Ay A > + < y
AxAy

J concr J con er 2Jcona2 Y2

(y2A * t A f), (y2A » + 4 T) > + < XAxAy_ J+A f) (A $+A
v

y x y x Jcoria2 x y x y

+ < JcopAx Ay $j$ > + <
jcopAxAy

y>v >
m n a

On peut preferer utiliser la Simulation conjuguee qui permet de reduire le nombre
des induetances necessaires, ce qui conduit au reseau de la figure 1. La
representation choisie permet manifestement de traduire sans difficultes les deux
premiers et les deux derniers termes. Par contre, les deux autres exigent de faire

appel aux potentiels
4 ^ * + \ Y et Ax * + Ay sv

dependant de ceux dejä retenus et qui
peuvent etre etablis ä l'aide de trans-
formateurs compenses. Cette Situation
justifie le decalage de Ax/2 et Ay/2
du mai11age des * par rapport ä celui
des v qu'on observe ä la figure 1. Le
tableau suivant precise la correspondance

definissant les conductances et
les valeurs des elements avec lesquelles

elles sont realisees ä la pulsation
co' d'excitation du reseau:

R»

*P

iH3

P <P

Figure I

AxAy
na2 -Jiô -jcx.'+Ri

d'oü l'on tire les valeurs de C et R
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R
X
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4Y2 R
X

2
na co
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c - X'
' L2 2y'Cx

R - 24
'

K2 - nr
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et de meme Cy Cx

Ry Rx

On peut de meme envisager de traiter un champ bidimensionnel correspondant ä un
phenomene de revolution, par exemple l'attaque par une force oscillante normale
ä la surface d'un massif semi-infini ä gradient d'inhomogeneite egalement normal
ä la surface, ce qui presente un grand interet pour l'interpretation des sondages
acoustiques qu'on opere de cette fagon, toutes les fois que les longueurs
caracteristiques d'inhomogeneite sont de l'ordre des longueurs d'onde de propagation
dans le solide ou inferieures, ce qui rend inoperente 1'approximation analogue
ä celle de 1'optique geometrique.
6 - BILAN DE NOS ETUDES CONCERNANT LES STRUCTURES

Nous avons recherche les modeles electriques d'un certain nombre de
structures type; nous avons realise un certain nombre de ces modeles; nous avons
verifie leur fonctionnement correct; enfin, nous avons apprecie la precision des
resultats sur des structures particulieres susceptibles d'une analyse mathematique

simple ou existant dans la litterature. Cette precision est excellente
puisque le plus grand ecart que nous ayons observe jusqu'ä present est de 3,4%
sur le moment et la fleche au centre d'une plaque circulaire, appuyee sur sa
circonference et uniformement chargee.

Nous avons ainsi etudie un nombre important d'ouvrages actuellement
construits. Ces ouvrages sont constitues d'assemblages divers de cäbles,de
poutres droites ou courbes et de plaques planes de forme quelconque. La
disposition des appuis, les conditions d'appui et de chargement peuvent etre
absolument quelconques. Les modeles permettent la recherche rapide de l'ouvrage
optimum, la representation de la fondation (sol rigide, sol elastique, pieux),
l'analyse du comportement en cours de construction (ouvrages en encorbellement),
la recherche des reglages ä effectuer (haubans, precontrainte, denivellation
d'appuis)...

Nous avons etudie ä titre experimental les vibrations d'une poutre
Virendeel, des problemes d'elasticite plane...

Nous avons etudie, sans realisation des modeles correspondants, la
representation d'un solide en eiasticite ä trois dimensions, la representation des

coques, la representation d'un massif viscoelastique soumis ä une oscillation
forcee de fagon bidimensionnelle.

BIBLIOGRAPHIE

(I) - G. KRÖN - Tensorial analysis and equivalent cireuits of elastic
structures (J. Franki. Inst.t. 238, n°6, 1944, p.399-452)

(II) - F.L. RYDER - The analysis of linear and non linear framed structures
(Thesis, New York University, December 1950)

(III) - F.L. RYDER - Electrical analogs of statically loaded structures
(Trans.Amer.Soc. Civ.Eng. t. 119, 1954, P. 1046)

(IV) --J. GOETHALS - Calcul analogique de structures hyperstatiques et appli¬
cation au calcul des tuyauteries en expansion thermique
(Ann.Assoc.Intern.pour le calcul analogique,t.l,n°2,1958,
p.64-74)

(V) - A. ROJAS-LAGARDE et J. SANGUINETTI - Resolucion de sistemas hiperestati-
cos mediante mediciones en cireuitos electricos (Revista
Electrotecnica, Buenos-Aires, Octobre 1958, p.389-392)



736 VIb - PHYSIQUE PAR ANALOGIE AVEC UN RESEAU ELECTRIQUE REACTIF

(VI) - L. MALAVARD et L. GYERGYEK - Calculateur analogique ä elements reactifs
pour la resolution automatique des systemes d'equations
algebriques lineaires - (Actes des 3e journees Internationales

de Calcul analogique. Presses academiques europeennes
BRUXELLES 1962, p. 46-51)

(VII) - P. ALAIS ET R. SIESTRUNCK - Sur la resolution analogique des assem¬
blages Continus plans de pieces droites.
(CR. Acad. Sc. t.252, 1961, p.1104-1106)

- Calcul analogique de Systemes Physiques lineaires.
(Journ. de Mecan. Vol. II, n°3, Septembre 1963)

Simulation du comportement dynamique de structures au moyen
de reseaux de selfs et capacites.
(Journ. de Mecan. Vol. III, Mars 1964)

Dynamique des vibrations.
Calcul analogique du rayonnement d'une antenne ä symetrie

de revolution en interaction avec un plasma de rentree.
(Note technique interieure ONERA)

(VIII) - P. ALAIS

(IX) - P. ALAIS -

(X) -
(XI) -

Y.
P.

ROCARD -
ALAIS -

RESUME
Une structure elastique en equilibre statique ou dynamique peut etre

representee par un reseau eiectrique purement reactif; ce reseau est compose
uniquement de capacites et de selfs; il est excite ä frequence invariable.
Les intensites et les tensions electriques sont respectivement proportionnelles

aux deformations et aux efforts subis par la structure representee.
L'energie reactive du reseau (energie capacitive maximum - energie

selfique maximum) est proportionnelle ä l'energie de deformation de la
structure (energie elastique maximum - energie cinetique maximum dans le
cas dynamique).
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