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Etude de systémes physiques par analogie avec un réseau électrique purement réactif
Application au comportement statique et dynamique des structures mécaniques

Untersuchung physikalischer Analogsysteme mit einem rein reaktiven Elektrizitatsnetz
Anwendung auf das statische und dynamische Verhalten von mechanischen Bauwerken

Analysis of Physical Systems by Means of Analogy with a Purely Reactif Electric Network
Application to the Static and Dynamic Behaviour of Mecanical Structures

PIERRE ALAIS GILBERT LAMBOLEY
Professeur Ingénieur
Faculté des Sciences de Paris Ecole Polytechnique

Paris, France

1 - INTRODUCTION

Plusieurs tentatives ont été faites pour résoudre par un procédé d'analogies
électriques des systémes d'équations linéaires sans tenir compte de leur origine
(V) et (VI). Le but de l1a présente étude est de résoudre, par de semblables ana-
logies, les systémes d'équations linéaires qui interviennent dans le calcul du
comportement de nombreux systémes physiques, en s'attachant & développer un
modéle analogique qui suive d'aussi prés que possible la structure méme de
1'exemple physique proposé: la construction d'une maquette simulatrice est ainsi
substituée a 1'écriture, toujours laborieuse pour un ensemble complexe, des
équations du probléme. Un tel dispositif é&limine de ce fait tous les phé&noménes
d'instabilité parasites qui peuvent éventuellement résulter, méme lorsque le
systéme physique est parfaitement régulier, des transformations effectuées sur
les équations dans les procédés classiques de résolution. D'intéressants travaux
(I), (II), (III), (IV) ont d'ailleurs été menés avec ce souci concernant le
probléme particulier des structures hyperstatiques, sans toutefois fournir a
notre avis un outil définitif, adapté aux diverses hypothéses effectuées clas-
siquement en résistance des matériaux ainsi qu'a une géométrie quelconque
d'ossature.

Bien que les matrices inhérentes aux systémes envisagés soient en général,
et pour des raisons physiques évidentes, définies positives et symétriques et
qu'il soit possible par conséquent de rendre tous leurs coefficients positifs
dans un systéme de coordonnées approprié, 1'usage des variables naturelles a été
jugé, dans ce travail, préférable: outre 1'intérét que le technicien peut avoir
a ne manipuler que des grandeurs directement transposées de celles auxquelles
il est habitué dans les systémes réels, on évite ainsi tout changement artifi-
ciel et parfois dangereux de variables et toute écriture d'équation, c'est &
dire pratiquement tout travail d'attention fastidieux et source d'erreur. En
contrepartie de ces avantages, on est cependant tenu de faire face a certaines
difficultés; d'une part, i1 faut surmonter le probléme en acceptant des coeffi-
cients des deux signes dans la matrice correspondante, ce qui conduit & utiliser
pour constituer les réseaux analogiques, non plus des résistances passives aux-
quelles devraient nécessairement &tre associés des dispositifs a résistances
négatives, de réalisation délicate et colteuse, mais des selfs et des capacités
alimentées par une source alternative & fréquence stabilisée: nous pensons
montrer clairement dans ce qui suit que ce type de réseau, trés peu employé
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jusqu'a présent en calcul analogique, donne d'excellents résultats. D'autre part,
les coordonnées naturelles présentent en général 1'inconvénient de ne-pas étre
indépendantes, mais 1iées par des relations linéaires homogénes inhérentes a
certaines propriétés internes des systémes physiques: la traduction analogique

de cette dépendance s'acquiert aisément & 1'aide d'un réseau complémentaire su-
perposé au réseau constitutif proprement dit. Ces deux difficultés résolues dans
leur généralité, on appréciera les avantages résultant de la simulation fidéle du
modéle physique; en particulier, 1'édification du réseau général a 1'image de la
construction réelle a partir des éléments analogiques de chaque barre, permet des
montages trés rapides et une analyse poussée des phénoménes.

2 - PRINCIPE DE L'ANALOGIE

Le comportement d'un réseau de conductances électriques linéaires excité
harmoniquement & la pulsation w est caractérisé par la matrice symétrique d'ad-
mittance C. (C. = C ) reliant les potentiels ¢ de ses noeuds aux intensités
d'excitatioh I:’impokbes de 1'extérieur selon les relations:

(1) I =C.g¢

i ij ’j
Réciproquement, toute matrice symétrique C.. peut conduire a 1'@laboration d'un
réseau électrique vérifiant les relations Yﬁ) de la maniére suivante:
- chaque couple de coefficients non diagonaux Cij et %i = Cii est représenté par

le réseau élémentaire G

I J

ij 1]

- chaque coefficient diagonal Cii est représenté par la conductance C,i reliant
Te noeud I & Ta masse. '

Le réseau obtenu est ainsi composé des conductances I = EC” reliant chaque noeud
i

I 3 Ta masse et des conductances ﬁj - Ql reliant les noeuds I et J.

De méme tout systéme physique discret linéaire excité statiquement ou harmoni-
quement voit son comportement décrit par des relations du type (1) et est donc
susceptible d'@tre simulé électriquement par un réseau élaboré comme il vient
d'étre dit a la condition de disposer des conductances I et Fij imposées par le

probléme a un arbitraire d'échelle prés. Les composants électriques classiques

se réduisent aux résistances, aux selfs et aux capacités et ne permettent, quelle
que soit leur combinaison que la réalisation d'admittances d partie réelle posi-
tive, ce qui semble une entrave au procédé, la réalisation de conductances a
partie réelle négative étant possible grace d& 1'utilisation de circuits actifs
mais compliquée et onéreuse. Toute une classe de systémes échappe cependant a
cette limitation: i1 s'agit en 1'occurence des systémes linéaires statiques,
lesquels sont décrits par une matrice symétrique a coefficients réels, laquelle
peut &tre toujours représentée par un réseau purement réactif de capacités et de
selfs si on convient d'adopter un coefficient d'échelle analogique imaginaire
pur reliant les composantes matricielles Cij fournies par le systéme réel étudié
et les admittances réactives de simulation ° utilisées, ceci se traduisant par un
simple déphasage de II/2 entre intensités et potentiels électriques. De méme, les
systémes physiques en oscillation harmonique libre ou forcée sans pertes peuvent
8tre directement simulés par un réseau purement réactif (§ 4). Enfin, tout
systéme linéaire discret en oscillation forcée avec pertes peut &tre simulé mais
le formalisme retenu, c'est-da-dire le choix des variables s'identifiant aux poten-
tiels du réseau simulateur doit étre effectué de maniére que le réseau associé
ne comporte que des conductances riet rija partie réelle positive (§5)
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3 - CARACTERISATION ET SIMULATION D'UN SYSTEME DISCRET LINEAIRE (VIII)

Une ossature hyperstat1que chargée statiquement.
- La description d'un tel systéme conduit au choix d'une collection de n varia-
bles naturelles %, “permettant par exemple d'atteindre les déplacements et rota-
tions des noeuds.'
- S$1 nous supposons provisoirement que les effets extérieurs ne sont exercés qu'
au niveau des noeuds, 1'énergie élastique de la structure somme des énergies de
chaque élément constituant s'écrit selon la forme quadratique

1
(2) W=zh 09
ce qui permet d'associer aux variables de position 9, les variables de tension
(3) Ai =A o

1) )
la matrice symétrique A s'exprimant sans ambiguité a partir de la forme
quadratique (2).
Les charges sont caractérisées par le travail élémentaire qu'elles développent
dans la déformation élémentaire 9, > o + do

(4) dW = B do,

Ce travail s'identifie § 1a différentielle de 1'expression (2), soit compte tenu
de la symétrie des %j

_ 1 -
dwW —-Z—A” ((pid(pj + 9 dcpi) = Aid(pi

soit encore
(5) (B - A)dy

Deux cas se présentent alors:
- Tles g, sont indépendantes et B,

(6) B =A, o

constituent la relation matr1c1e11e caractéristique du systeme.
- cas beaucoup plus fréquent, la collection de variables ¢ est surabondante et
celles-ci sont reliées par p relations de dépendance linéaires homogénes

(7) ¢,% =0 1=1,....p<n

le systéme ne possédant en fait que n - p degrés de liberté.
On ne peut plus alors identifier les données de charge B aux variables A con-
juguées des ¢ mais 1'introduction de p paramétres de = Lagrange ) permet

d'écrire comp%e tenu de (5) et (7): (B, - ﬂj 9 - qi1¢9 dg, =0

et d'aboutir aux (n + p) équations H=h §
i

0

Ai les équations

%9 » 0 = %%

lesquelles constituent la correspondance matricielle symétrique caractéristique
du systéme

La simulation des A .~ conduit & 1'élaboration du réseau constitutif dont 1'éner-
gie associée ou la ° puissance dissipée, pour parler en termes de conductances
réelles, s'identifie & 1'énergie élastique de la structure. Naturellement, Ta
construction de ce réseau peut s'effectuer & partir de 1'assemblage de réseaux
plus &lémentaires représentatifs de chaque &lément de la structure. La simulation
des a . conduit a 1'élaboration du réseau de transmission auquel aucune énergie
n'est associée. En termes de conductances réelles, ce réseau ne " dissipe rien
et se contente de transmettre au réseau constitutif les intensités A a partir
des intensités B injectées au réseau total.
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Charge équivalente - Si les charges exercées ne s'appliquent pas directement aux
noeuds, ce qul est d'ailleurs le plus fréquent, on se raméne au cas précédent pour
déterminer les ¢ en remplagant les charges réelles par une charge équivalente
appliquée aux noeuds, en ce sens qu'elle provoque la méme déformation généralisée
9. de la structure. Un raisonnement élémentaire n'invoquant que la linéarité de la
réponse de 1a structure a la charge exercée montre qu'une telle charge équiva-

lente est constituée par les efforts opposés aux efforts de blocage qu'il faut
développer pour annuler toute déformation généralisée en présence de la charge
réelle. Cette charge équivalente se détermine ensuite & partir de chaque élément

=

chargé supposé bloqué a ses extrémités.
4 - L'ANALOGIE DU POINT DE VUE ENERGETIQUE

Nous venons de montrer que dans le cas trés général ol la représentation est
surabondante, les dépendances linéaires homogénes reliant les variables utilisées
sont traduites par le réseau de transmission. A chaque relation a = 0 est
associée une étoile de conductances:

liq)l

Souvent ces relations sont de la
forme simple ¢ - ¢ = a (¢, - 9, )

et peuvent étre imposées alors par
un transformateur de rapport o qui
se substitue & 1'étoile. Un tel cir-
cuit de transmission, étoile ou
transformation, est caractérisé
essentiellement par le fait que,re-
tenant toujours le langage des con-
ductances réelles,il ne " dissipe "
aucune énergie. Ainsi dans le cas de
1'étoile:

P22 (alimlz_ a11(¢1_¢1)2) + (Za ) ¢12 "2 o lq, = 0
Cette propriété essentielle du réseau de transmission fait que 1'analogie est
préservée entre la puissance dissipée par le réseau constitutif.

= - 2 2 - -

P_lzq( A”((Pi'(Pj))"'iECPi (jzAij) =2 Zi<j ijq)i(pj —Aij(picpj
et 1'énergie W associée au systéme réel simulé.
I1 faut remarquer que, si pour un systéme statique la dé&finition de 1'énergie W
ne préte & aucune confusion (en 1'occurence, pour un systéme hyperstatique défor-
mé, i1 s'agit de 1'énergie &lastique emmagasinée par le systéme), elle est moins
évidente pour un systéme dynamique oscillant sans pertes (IX), Dans ce dernier
cas au moins deux types d'énergie réactive. participent & 1'oscillation, par
exemple 1'énergie &lastique et 1'énergie cinétique pour une ossature vibrante. En
pareil cas 1'énergie W caractéristique du systéme est celle transférée par 1'
excitation extérieure au systéme dans le quart de période pendant lequel Tes
variables ¢ passent de la valeur nulle & la valeur extrémale. On vérifie d'ail-
leurs &lémehtairement que cette définition est en accord, dans le cas du réseau
&lectrique simulateur lui-méme réellement utilisé, avec la notion de puissance
dissipée par le réseau fictif de conductances réelles positives et négatives.
L'énergie W ne représente pas la somme des énergies réactives mais en fait
la différence des énergies des deux types. Ainsi, dans le cas du réseau, 1'éner-
gie selfique et 1'énergie capacitive apparaissent avec des signes opposés fixés
conventionnellement. Lorsque le systéme oscille selon un mode propre,le bilan
énergétique associé s'annule: W=20

Pour les systémes discrets implicitement considérés jusqu'a maintenant, les
considérations énergétiques qui précédent ne sont pas indispensables quoique fort
commodes dans la pratique. Elles sont par contre essentielles dans la représenta-
tion des systémes continus tels que plaques ou coques. Pour de tels systémes c'est
1'énergie (cinétique ou élastique) qui est 1a plus directement accessible quel que
soit le mode de représentation retenu. La méthode de simulation par un réseau
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consiste & choisir une représentation discréte ¢ permettant de représenter
1'énergie ou le bilan énergétique W associé au probléme de fagon approchée par
une forme quadratique reposant sur les ¢ et a batir le réseau associé. La con-
naissance de 1'énergie W suffit donc, ou encore celle de la densité volumique
ou surfacique d'énergie pour la représentation d'un massif ou d'une plaque. De
méme la traduction des conditions aux 1imites ne pose pas de difficultés de princi-
pe puisqu'elles ont toujours une interprétation énergétique, qu'il s'agisse d'
encastrement, de bord ou d'extrémité 1ibre ou encore d'appui &lastique. Les cou-
plages ou raccordements de"systémes continus @ des systémes naturellement dis-
crets tels que coques et ossatures se font &galement simplement, 1'élaboration

du réseau global se faisant comme la construction du systéme réel envisagé. I]
faut toutefois remarquer que, dans le cas d'une étude dynamique, le bilan énergé-
tique W est une forme quadratique des ¢ dont les coefficients A  sont des fonc-
tions de la pulsation w de 1'oscillation du systéme, ce qui exige modification du
réseau simulateur quand on varie w ce qui peut rendre la méthode inadéquate s'il
faut varier trop de conductances. Un cas idéal est celui ol la variation de la
pulsation w' de 1'excitation du réseau électrique entraine la modification sou-
haitée. On peut alors dire qu'il y a analogie forte et identification totale du
systéme réel et du systéme électrique simulateur. Une telle circonstance ne se
rencontre malheureusement que dans la simulation d'autres phénoménes électri-
ques tels que le rayonnement é&lectromagnétique d'une antenne ou de systémes
mécaniques de ressorts-masses, par exemple représentatifs de systémes atomiques.
Dans T1a plupart des calculs intéressant 1'ingénieur, la représentation de 1'éner-
gie élastique interdit 1'analogie forte. Restent cependant les cas assez nombreux
ol une représentation approchée ou encore la simplicité de la structure permettent
de ne varier qu'un nombre réduit de conductances,ce qui autorise alors 1'é@tude
des fonctions de transfert du systéme.

5 - ETUDE DES SYSTEMES DYNAMIQUES OSCILLANT AVEC PERTES (XII)

Les systémes considérés précédemment c'est-d-dire statiques ou vibrant sans
pertes ne relévent finalement que de la connaissance du scalaire W en fonction
de la représentation ¢ choisie, Taquelle est réelle puisque tous les points d'un
systéme sans pertes vibrent en phase ou en antiphase (& la condition é&vidente
de ne considérer, a chaque calcul, qu'une excitation également en phase). I1 n'en
est plus de méme pour un systéme présentant des pertes. Pour un tel systéme, la
représentation doit &tre complexe, chaque variable devant caractériser 1'amplitude
et le déphasage de la vibration en un point, et i1 n'est plus possible de faire
appel @ un scalaire donnant comme précédemment toutes les informations. Par contre
il est toujours possible de traduire la relation matricielle inhérente au systéme
sans nécessairement écrire les équations, ce, toujours par des considérations
énergétiques. I1 suffit en effet d'élaborer le réseau en représentant a un coef-
ficient d'échelle arbitraire prés la puissance recue de 1'extérieur par le systéme
sous forme réactive des deux types et sous forme dissipative.

FORMULATION GENERALE DE L'ANALOGIE

L'état du systéme considéré oscillant & la pulsation forcée étant caractérisé
selon la notation complexe habituelle par les vecteurs,g?néra]isés de rang n de
position et vitesse respectives x =Xe’ %,y =v 7® = jux , le probléme est
posé par la donnée: ! ' ' ' '

a) de la puissance acceptée a 1'instant t = o par le systéme sous Ta forme

(8) pm =< ﬂj % ,Vi> ou <A, B>= ReA_ R B
propre au systéme dans la représentation

c'est & dire 1a donnée de 1'impédance ﬂ;
choisie X ou v

b) des p couplages linéaires homogénes Tiant éventuellement les variables de
représentation

(9) o .V =0 1=1,....,p<n

1i i
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les @, @tant tous réels et adimensionnels;
c) de " la puissance fournie @ 1'instant t = o par le systéme extérieur sous Ta

forme (10) om = < F ,V 5

c'est @& dire par Ta donnée des composantes genera11sees ﬁ = F e ! ®de 1'excita-
tion extérieure. La conservation de 1'énergie exige naturellement d'égaler les
puissances (8) et (9), mais 1'existance des couplages (9) interdit en général
d'identifier les amplitudes Fi de 1'excitation aux variables A = P V conjuguées
des variables de représentation. Cependant, calquant le raisonnement'’ ' déja invo-
qué en (2), on peut dire que les données (8), (9), (10) posent correctement le
probléme car elles permettent théoriquement de choisir une nouvelle représenta-
tion du systéme & n - p variables 1ndependantes V et 1'identification alors
possible des nouvelles composantes de 1'excitation ®aux variables conjuguées des
V_ conduit a 1'équation

(11) F = As Plka
qui fournit une so]ut1on unique V si la matrice Pl n'est pas singuliére, ce qui
est toujours vérifié, si on exclut naturellement le cas trés particulier des
résonances propres d'un systéme isolé sans pertes.

L'analogie consiste a associer aux V. les amplitudes des potentiels 9 -@ e

de n noeuds électriques I selon la co?respondance

(12) g = otV1
et le réseau construit sur ces noeuds et excité a la pulsation ' est élaboré

d admettre au temps t = o Tla puissance

de maniére a
= ) _1 =._1
(13) pe = < T (w)d>j,c1>i>--—n<P”Vj,Vi> nprn

que]s que soient les V. ou 1es ¢ = uVi ce qui impose que 1'admittance du réseau
s'exprime selon

j wt

(14) T, (") = —%7 P, (@)

noa
Un tel réseau est construit comme ceux purement réactifs déja étudiés en reliant
les noeuds I et J par les conductances C (w') = - (m)/naz ainsi que les noeuds

I & 1a masse par les conductances ( — 2 ) zP (w). Cec1 n'est réalisable simplement
a 1'aide d'inductances, de capacités” no: et '} de résistances que si les éléments
non diagonaux de P ont une composante réelle négative et si la somme des élé-
ments de chaque Tigne ou colonne posséde une composante réelle positive, 1'usage
systématique des résistances négatives étant interdit par 1'encombrement et le
cout de ces derniéres: le choix de la representat1on, toujours effectué en vue
d'obtenir 1la plus grande simplicité possible du réseau, sera affecté par ces
derniéres restrictions. La donnée (8) étant ainsi traduite ana]og1quement les
relations (9) peuvent étre imposées aux & comme aux V , a 1'aide de circuits
purement réactifs n'absorbant pas g]oba]ehent de puissance et se contentant de
transmettre cette derniére de maniére & ne pas perturber la simulation &nergéti-
que. Ces circuits peuvent &tre constitués par des réseaux en étoile déja décrits
ou par des transformateurs créant des pertes négligeables, compensés de maniére
a n'emmagasiner qu'une énergie réactive faible en regard de celle qui affecte
les autres composants. Enfin la donnée (10) est traduite en harmonie avec la
correspondance (6) grdce & 1'injection aux noeuds I d'intensités d'amplitude
I; F. /an. Le comportement en phase et en amplitude du réseau permet alors
d'attefindre la solution unique satisfaisant aux données (8), (9) et (10).

On remarquera que la pulsation w’ d'excitation du réseau n'a aucune espéce
d'importance dans 1a mesure ol la correspondance (14) reste satisfaite: or, dans
certains cas, la loi de variation P . (w) peut étre traduite en conservant les
éléments du réseau et en variant la’ pulsation w’ selon une loi w’ = f(w) qui se
trouve &tre dans le cas le plus fréquent une simple proportionnalité. Cette situa-
tion confére alors un avantage incontestable au calcul analogique dans 1la
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recherche des fréquences propres des variations continues de toute grandeur en
fonction de la fréquence, etc...; ce cas se présente effectivement dans 1'@tude
approchée par une représentation discréte de la propagation a symétrie de révolu-
tion ou & caractére bidimensionnel d'un champ électromagnétique en intéraction
avec un milieu, homogéne ou non, diélectrique ou conducteur & conductibilité
réelle ou complexe comme 1'est un plasma (XI). -
Enfin, i1 est &vident qu'on peut traiter dans :1'analogie les données, conjuguées
dans le plan complexe, des données (8) et (10), ce qui a pour effet simplement
d'inverser les phases relatives. Cette simulation " imaginaire conjuguée "
permet d'intervertir le rdle des capacités et des inductances et peut étre in-
téressante pour réduire le nombre de ces derniéres. '
Tout ce qui précéde suppose le choix de la représentation X ou V effec-
tuée et 1a connaissance de 1'impédance généralisée P correspondante. ' Or, les
considérations énergétiques qui viennent d'@tre effeCtuées permettent d'envisa-
ger une fagon plus naturelle et plus physique de procéder.
Elle consiste d'abord & détailler les diverses formes E d'énergie qui partici-
pent réellement & un é&change dans 1'oscillation, & 1a ' fois suivant la forme
d'énergie et suivant 1'é1ément du systéme, si ce dernier en comporte plusieurs.
Le bilan énergétique du systéme s'écrit en sommant les puissances associées &
chaque forme d'énergie El et exprimées a partir des grandeurs conjuguées appa-
raissant naturellement = associées & E , soit pm = & < A1 » B>
Les amplitudes A et % peuvent &tre de nature vectorielle et ' reliées entre
elles par une 1mbédance (ou une admittance selon la terminologie adoptée) matr-
icielle, auquel cas le choix de la représentation reste affaire de cas particu-
lier; mais Te plus souvent ce sont des scalaires 1iés par une impédance (ou
admittance) scalaire A = CB ou B = C'A. On congoit alors que le seul impératif
dans le choix de 1a représentation est de pouvoir traduire ou la grandeur A ou
la grandeur conjuguée B par une amplitude de potentiel ¢ ou une différence
g = ¢Lqui soit, par définition, en phase ou plus précisément lui corresponde,
grace a un coefficient a réel. Par exemple si B = « (¢, - ¢ ) la correspondance
énergétique sera assurée si '+
pe = <Cij(¢i_ Qj)x¢i—g )> = % < CBHB>
c'est 3 dire grdce & la conductance C  (w’) = C/naz reliant les noeuds I et J

du réseau. Le paragraphe suivant illuStre cette maniére de procéder pour un
exemple de phénoméne viscoélastique.

EXEMPLE : SIMULATION D'UN CHAMP BIDIMENSIONNEL DE DEFORMATIONS VISCOELAS-
TIQUES D'UN MILIEU HOMOGENE

Nous traiterons le cas de déformations planes subies, & la pulsation wim-
posée, par un massif vérifiant,ainsi que le systéme excitateur,1'invariance
3/9z = 0 dans un repére cartésien Oxyz. Les dép]acgpents sont alors décrits par
leurs seules composantes selon Ox et Oy, u,v = U,V ' “ . Comme précédemment, nous
ne retiendrons pour les diverses grandeurs que les®amplitudes complexes et les
puissances d'échange au temps t = 0. La déformation est caractérisée par le

champ tensoriel au 18U oy, 0
X 2 "3y X
= _ |1 ,8U , aV oU
(16) e (X5y) = |3 (3 * 3x 3y °
0 0 g
et 1a contrainte par
= = = U v
(17) o= 2ue + A8I 8 =g = %; t %y

ou A= A" (w) + JA"(w), v o= u'(w) + ju”(w) sont les coefficients de Lamé

complexes définissant les propriétés viscoélastiques du milieu a la pulsation w
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envisagée. La puissance associée @ 1'énergie viscoélastique s'écrit en densité
volumique:

mT=c< oii 5 ngij > < 6,jm€> = < QUE,J-(DE> + < AB,ij >

_ ol . oU oV .oV

=< ugy e Jugg > gy o 5?

p ol oV . al aV oV, . ol aV
reb GG esp do Gredh s e cn e fphiv Gy 3P

Le découpage du champ continu en volumes élémentaires reposant sur la surface
&1émentaire AxAy et 1'unité de longueur selon 0z conduit & expliciter de fagon

approchée la puissance associée & un tel volume a partir des accroissements Ax ou
Ay de U,V selon Ox ou Oy sur les longueurs élémentaires Ax ou Ay;

auU Al %V ) AV
(19) P elast-= Mxayle o TGp du > v < 2ugym Jegy2
AU AV AU A v AU AV AU AV

M y x . y X y . x y
< & (=— + — . —

t<S Gt e Gyt E ) > Mgt gy)s el gy) v

De méme, la puissance associée a 1'énergie cinétique du méme volume peut s'écrire,

p étant la masse volumique

(20)  p cinet. = AXAY (<-pu “U, juU > + < =pu’Vyju V > )

ce qui conduit & choisir une représentation analogique par des potentiels associés
aux vitesses des déplacements observés aux sommets d'un maillage AxAy dans la co-
correspondance jal juV 1
§ = o ¥ = a &y =% (p elast. + p cinét.)

La puissance associée d la maille fondamentale du réseau simulateur devant alors
s'écrire, en posant vy = Ax/Ay

2uAXAy 2ulXAy AxAy
P, = ana’ A%, 40 F %% 3—337—-A ¥, A ¥ >+ < M S TonaZyZ
AAXAy

(Y A ¢ + A ¥), (v A ¢ + A ¥) > + < T
3
. % wQAX Az 0,0 > + < prAxAy R

(A ¢+A ¥l (A ¢+A ¥)>

On peut préférer ut1l1ser la simulation conjuguée qui permet de réduire le nombre
des inductances nécessaires, ce qui conduit au réseau de la figure 1. La repré-
sentation choisie permet manifestement de traduire sans difficultés les deux
premiers et les deux derniers termes. Par contre, les deux autres exigent de faire
appel aux potentiels

YOG+ AYetho+ A ¥

dépendant de ceux déja retenus et qui
peuvent étre établis & 1'aide de trans-
formateurs compensés. Cette situation
justifie Te décalage de Ax/2 et Ay/2

du maillage des ¢ par rapport & celui
des ¥ qu'on observe a la figure 1. Le
tableau suivant précise la correspon-
dance définissant les conductances et
les valeurs des éléments avec lesquel-
les elles sont réalisées a la pulsation
w' d'excitation du réseau:

? AxAy u'jju"
Figure 1 T]az “Jw
d'ol 1'on tire les valeurs de Cx et Rx

I
Cxll

= ijm'+ R;:L
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_ 2u'AxAy R = nazw
x no2 ww x 2u AXAY
et de méme Cy = Cx , C = %-Yzcx, C, = 'Eé*t—
Ry =Rx , R =4y R R2=72\-‘,J,R-

On peut de méme envisager de traiter un champ bidimensionnel correspondant d un
phénoméne de révolution, par exemple 1'attaque par une force oscillante normale

d la surface d'un massif semi-infini & gradient d'inhomogénéité également normal
a la surface, ce qui présente un grand intérét pour 1'interprétation des sondages
acoustiques qu'on opére de cette facon, toutes les fois que les longueurs carac-
téristiques d'inhomogénéité sont de 1'ordre des longueurs d'onde de propagation
dans le solide ou inférieures, ce qui rend inopérente 1'approximation analogue

a celle de 1'optique géométrique.
6 - BILAN DE NOS ETUDES CONCERNANT LES STRUCTURES

Nous avons recherché les modéles électriques d'un certain nombre de
structures type; nous avons réalisé un certain nombre de ces modéles; nous avons
vérifié leur fonctionnement correct; enfin, nous avons apprécié la précision des
résultats sur des structures particuliéres susceptibles d'une analyse mathéma-
tique simple ou existant dans Ta littérature. Cette précision est excellente
puisque le plus grand écart que nous ayons observé jusqu'a présent est de 3,4%
sur le moment et la fléche au centre d'une plaque circulaire, appuyée sur sa
circonférence et uniformément chargée.

Nous avons ainsi étudié un nombre important d'ouvrages actuellement
construits. Ces ouvrages sont constitués d'assemblages divers de cdbles,de
poutres droites ou courbes et de plaques planes de forme quelconque. La dispo-
sition des appuis, les conditions d'appui et de chargement peuvent &tre abso-
lument quelconques. Les modéles permettent la recherche rapide de 1'ouvrage
optimum, la représentation de 1a fondation (sol rigide, sol élastique, pieux),
1'analyse du comportement en cours de construction (ouvrages en encorbellement),
;a reche;che des réglages a effectuer (haubans, précontrainte, dénivellation

'appuis)...

Nous avons étudié a titre expérimental les vibrations d'une poutre
Virendeel, des problémes d'élasticité plane...

Nous avons étudié, sans réalisation des modéles correspondants, la repré-
sentation d'un solide en élasticité & trois dimensions, la représentation des
coques, la représentation d'un massif viscoélastique soumis a une oscillation
forcée de fagon bidimensionnelle.
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RESUME

Une structure élastique en équilibre statique ou dynamique peut étre
représentée par un réseau électrique purement réactif; ce réseau est composé
uniquement de capacités et de selfs; i1 est excité a fréquence invariable.
Les intensités et les tensions &lectriques sont respectivement proportion-
nelles aux déformations et aux efforts subis par la structure représentée.

L'énergie réactive du réseau (énergie capacitive maximum - énergie
selfique maximum) est proportionnelle & 1'énergie de déformation de la
structure (énergie élastique maximum - énergie cinétique maximum dans le
cas dynamique).
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