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L'influence du fluage lineaire sur l'equilibre des

systemes hyperstatiques en beton precontraint

Einfluß des geradlinigen Kriechens auf das
Gleichgewicht der statisch unbestimmten Spannbetonsysteme

Influence of Linear Creep on the Equilibrium
of Prestressed Indeterminate Systems

J. COURBON
Professeur ä l'Ecole Nationale des Ponts et Chaussees

France

PREMIERE PARTIE - LES LOIS de FLUAGE et de RELAXATION du BETON

I - LOI de DEFORMATION du BETON

Imposons a un prisme de beton une contrainte de compression constante <X

ä partir de l'age -*0 Si la contrainte er n'est pas trop grande, inferieure

par exemple au tiers de la contrainte de rupture, l'experience montre que le

raccourcissement unitaire du beton £(£) ä l'äge -t > -£, est proportionnel
ä la contrainte <T ; done :

(1) £W=^7^7
Le module de deformation du beton est done une fonction des deux

variables £0 et •£ Pour L— ta nous obtenons le module instantane

£(^-ö) ' et Pour ^-~ °° ¦ *e module differe tC(£0 :

(2) ELt0)=- E(t0/<t0) KL*0)= c(<j°°)
La relation (l) peut egalement s'ecrire ;

La deformation apparait ainsi comme la somme de la driformation
elastique instantanee et de la deformation differee <T'/"'i^-j-tj proportionnelle
ä la contrainte et croissant avec le temps, appelee fluage lineaire. On notera
que FC^Pj^o) est nul

Seule l'experience permet de connaitre la fonction E(¦('c, .i~)
Diverses expressions analytiques ont ete proposees pour la representer.
La plus simple est

ß caracterise la vitesse de fluage.
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Lorsque le beton n'est Charge qu'a un age assez grand, on peut admettre
que EÜt. et K(-tc) sont des constantes £ et K de sorte que :

«-l+tt-M-'-*-"](5) iS,<j
u oj) ne depend alors que de la variable 'C — -C0

Lorsque la contrainte cr(t) appliquee au beton dans l'intervalle de temps

K^O)00) est variable, on trouve, en appliquant la loi l) que le raccourcissement

£ (£) a pour expression :

rrj-\ <rt*c) f* ¦r'ieidf
o

II - LOI de RELAXATION du BETON

L'experience montre que si l'on impose ä un prisme de beton un
raccourcissement unitaire £_ a partir de l'Sge ^t. la contrainte de

compression initialement egale a er(a.b \ —. £ C t^-o, *ö decroitdans
le temps et reste proportionnelle ä. <£ ; done :

(7) cr^;-= £ RLt0)t) avec: K (*0j <r0) E(<t.t <J

La formule 7 peut egalement se mettre sous la forme :

(8) cr^jz, a-(i0) _ i Crlt0j c^javec : Cr(te/)= *(.*,**)-£«*)
qui met en evidence la diminution de contrainte ou relaxation

Lorsque le raccourcissement 3 [t) impose au beton dans l'intervalle
de temps /^=üJ est variable, on trouve, en appliquant la loi 7 que la

contrainte cr(ft) a pour expression :

III - LOI de RELAXATION DF.DUITE de la LOI de FLUAGE

Si l'on se donne £(^) • la contrainte '-r(t') Solution de l'equation
integrale (6) est donnce par l'expression (9) Cette Solution est done connue si
l'on sait determiner la fonction H. tc >t) connaissant la fonction Lz ('t0 t)

Nous designerons par s \. ot*' l'unique Solution de l'equation integrale

qui s'annule pour -T ¦=. sta L'equation (10) peut se ramener äune equation de

VOLTERRA

Dans le cas general, le calcul des valeurs de la fonction & t oi '
s'effectue sans difficulte par Integration numerique

<r(t) £(t.) R(*o, *) +J £ W /t (*, t) dB
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L'integration formelle est possible dans le cas de la loi de deformation
5 oü l'on trouve :

#W ('-£]['-«""''''"*'],-".¦• r=/*
et dans le cas de la loi de deformation 4 oü l'on trouve;

«»' W> =fi im' mi)Jf"*~,"Lu-~ • n*i>M+
o <J

Ceci pose, pour determiner la fonction n[-t0 -t) donnons a £(¦£)
la valeur constante £ dans la relation £,) ; nous obtenons ainsi ;

0

de sorte que la diminution de contrainte ou relaxation #V^V ~ <-T/t0J -<T['t)
est la Solution de l'equation integrale ;

t' taaiL -=, «tt.) Fit t)
Jt. et*, *)

qui s'annule pour -£* =- <^ Done :

et par suite :

erIt) atfo) [ 4 - $(t0j &)] £ E(t0t0)[^ - §[*.*)]

En comparant avec la formule (7), nous voyons done que \

(13) &«,*)= e(*,t0)t<-${*,*)]
Ainsi, dans le cas de la loi de deformation (5), nous obtenons :

(H) *(*.,*) E-(t=-K)[^e-r^>] (ry£)
Le coefficient Y caracterise la vitesse de relaxation ; ce coefficient est

environ trois fois plus grand que le coefficient ß> qui caracterise la vitesse
de fluage. La relaxation est done plus rapide que le fluage.

II est egalement possible de deduire la fonction Et^o, * / de la
fonction K['CC t) par une methode analogue a celle qui vient d'Stre

exposee
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DEUXIEME PARTIE - APPLICATION aux SYSTEMES HYPERSTATIQUES

I - EQUILIBRE sous l'ACTION d'un SYSTEME de FORCES DONNEES

Considerons un Systeme rix. fois hyperstatique \2>) et designons parX'
les nnrt composantes des forces appliquees aux points A^ et par K.-

les tl composantes des reactions hyperstatiques appliquees aux points Eh

Associons au Systeme (S) le Systeme isostatique (2 J obtenu en supprimant
les liaisons surabondantes correspondant aux reactions Rj Si, au temps ^
on applique au Systeme (S j un ensemble de forces constantes A ¦ et rZ.'

aux points n et S ¦ le d<3placement nX. du point Be dans

la direction de la force ft-£ aura pour valeur au temps t > t dans

l'hypothese du fluage lineaire :

J öryyru

j
(15) "*'*>' C-lt.*>

i rj£ et hg etant des constantes caracteristiques du Systeme etudie

II en resulte que les reactions hyperstatiques K < sont donnees par
le Systeme :

<"' X 4 *< + S 4 $¦ o
tl «r/

dans lequel le determinant | or n'est pas nul (configuration non critique)

Done, dans l'hypothese du fluage lineaire, l'equilibre d'un Systeme
hyperstatique, soumis ä des forces exterieures donnees constantes dans le
temps, est independant du temps et identique ä l'equilibre elastique determine
avec un module de deformation constant.

Si les forces appliquees X47v et fy/'t) au Systeme isostatique
associe (2/ dependent du temps, le deplacement ^e,lt) au temps £
posterieur au temps 'to debut de l'application des forces a pour expression :

<"» *i">=fe [2<w-pi«M+fjfcd[?^f<lA
ou, en integrant par parties

a Ci dp
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II en resulte que les reactions hyperstatiques >\-i' sont donnees par
le Systeme : ^_^ j -^

Done, dans l'hypothese du fluage lineaire, l'equilibre d'un Systeme
hyperstatique, soumis a. des forces variables dans le temps, se confond ä tout
moment avec l'equilibre elastique dT3termine avec un module de deformation
constant

En particulier, les resultats precedents s'appliquent aux calculs des
reactions hyperstatiques dues a la precontrainte, puisque la precontrainte est
equivalente ä. l'application d'un Systeme de forces donnees : forces concentrees
aux ancrages des armatures et forces reparties provoquees par la courbure des
armatures.

II - EQUILIBRE sous l'EFFET de DEFORMATIONS IMPOSEES

A - Compensation des systemes hyperstatiques

Pour diminuer les contraintes d'un Systeme hyperstatique, on impose
souvent ä ce Systeme des deformations maintenues par les liaisons surabon-
dantes (par exemple : denivellation des appuis d'une poutre continue) On
introduit ainsi dans le Systeme des efforts dits de compensation qui s' opposent
aux efforts provoques par les forces donnees. Le probleme qui se pose est de
savoir comment les efforts de compensation evoluent dans le temps.

En imposant ä. l'äge 'X"ö des deplacements IT. aux points d'application

3t dans la direction des reactions rc& on introduit dans le Systeme
des reactions compensatrices ^ l-t) qui sont des fonetions du temps.

Au temps -i les valeurs Ay (£<,) sont donnees par le Systeme *

Au temps A. les valeurs fu.-(-t-) verifient les equations integrales :

La comparaison des deux equations precedentes donne :

ou, puisque le determinant I o » I est different de zero :

V
£(**. *)
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II en resulte que les diminutions ~j'l /¦== j*- °) ~~ 7I'' des

reactions compensatrices sont les Solutions des equations integrales ;

J<. E(e.t) J

Done : S ¦({)¦=: Rjlt0) <3r(-t*J ¦£) et par suite :

(20) Rj(t) *,/<; [^ -s&te,*;]
Les reactions; hyperstatiques introduites par la compensation ä l'age

JC0 diminuent done dans le temps. A l'age ,t > -^ les efforts de

compensation (moments flechissants, contraintes, etc. sont egaux aux

efforts de compensation a l'äge -tfl multiplies par le coefficient de

reduction A — (rL^-c. Ce coefficient de reduction ne depend que

des proprietes du beton et non des caracteristiques du Systeme hyperstatique.
II peut Stre calcule une fois pour toutes pour un beton donne.

Dans le cas particulier de la loi de deformation 5 la formule 20
devient :

Faisons tendre <E vers l'infini, nous obtenons "

*•«-) £ *s(V
Dans ce cas, les efforts de compensation initiaux sont reduits ä la longue

dans le rapport du module de deformation differee au module de deformation
instantanee.

B - Effet de deformations imposees dans le cas general

Imposons aux ryrx points A^ du Systeme ¦?<- fois hyperstatique \^->)

des deplacements donnes dans la direction des forces /^- Ceci revient
ä introduire dans le Systeme (Z OTX, liaisons supplementaires, done ä le

transformer en un Systeme (S-U rtn-f Tu- fois hyperstatique. II est meme

possible que le Systeme (S) goit isostatique dans ce cas le Systeme \^-'4j

est im- fois hyperstatique
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En appliquant les resultats obtenus ci-dessus pour la compensation au

ysteme hyperstatique (-S, qUe nous supposons ne pas etre ä configuration

critique, nous voyons que les efforts, provoques dans un Systeme isostatique
ou hyperstatique par des deformations imposees a. l'Sge X0 diminuent dans

le temps Au temps -T"> t0 les efforts sont egaux aux efforts initiaux

multiplies par un coefficient de reduction egal ä A — ä?(. oj^

III-INFLUENCE du MODE de CONSTRUCTION- DEFORMATIONS DIFFEREES

Supposons que pour construire le Systeme hyperstatique \Z-j I

on execute d'abord un Systeme isostatique associe (S et qu'on
realise ensuite a l'age ^0 les liaisons surabondantes au moyen d'armatures de

precontrainte. Ce cas se rencontre en particulier dans la construction en encor-
bellement, et egalement lorsqu'on realise une poutre continue ä partir de poutres
prefabriquees posees d'abord sur appuis simples.

A - Calcul des reactions hyperstatiques dues ä la realisation des liaisons

Nous designons par A^ les forces appliquees en permanence (ycompris
eventuellement les forces dues ä la precontrainte isostatique) ä partir de
l'instant /*j, Nous pouvons faire abstraction des forces appliquees poste"rJ.au-

remenl; a. &0 car nous savons que les r-sactions hyperstatiques correspondantes
sont Celles que l'on calcule en supposant le module de deformation constant. Si
l'on avait construit d'emblee le Systeme hyperstatique, par exemple en l'executant
sur cintre, les reactions hyperstatiques auraient eu les valeurs "Rj donnees par
les equations

(22) X ^ X. ,4- S lJk Kf D
-c d

Supposons d'abord que les liaisons surabondantes sont realisees par
precontrainte concordante, done que les reactions hyperstatiques "R.-(-t) sont

nulles pour '£'¦= *-~0

Avant la realisation des liaisons surabondantes, les deplacements des

points Dt du Systeme isostatique associe Zj ont pour valeurs ä.

l'instant *t0 en supposant pour simplifier l'expose que les forces

sont appliquees ä partir de l'instant -C0 :

^ E«/*) ^ Clk X.

Ces deplacements ne varient plus lorsque les liaisons surabondantes sont
realisees ; nous avons done a l'instant yf
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K',(B)d9_

t)
Eliminons 1^£ entre les deux equations precedentes ; nous obtenons, en

tant compte de la relaxation 22 :

soit, puisque le determinant f -O^ est different de zero :

(23)

4, *^ '
Les equations 23 sont des equations integrales du type 10 ; done :

(24) ^/'^= */ FUQl4-)

Dans le cas particulier de la loi de deformation (5), nous avons

Nous voyons done que les reactions hyperstatiques varient constamment
dans le meme sens depuis les valeurs initiales ^i'(t.) ~== O
jusqu'aux valeurs limites :

Ainsi les valeurs limites des reactions hyperstatiques peuvent atteindre
les deux tiers des valeurs correspondant ä la realisation directe du Systeme
hyperstatique.

Le cas oü la precontrainte de liaison n'est pas concordante se ramene
imm-adiatement au cas precedent, puisque la precontrainte peut etre consideree
comme un Systeme de forces exterieures appliquees a l'instant -C0 Nous

aurons done pour valeurs des reactions hyperstatiques dues a. la realisation des
liaisons surabondantes :

(26)
<#,#,;= s~d

OL (4) Sj + Zr(t)J

ä l'instant

ä. l'instant

£

t>-t
les valeurs j(¦ J etant donnees par 24

B - Etude des deformations differees
Le deplacement d'un point ^ du Systeme hyperstatique (2 J sous l'effet

des forces Xc" et de la precontrainte (supposees, pour simplifier l'expose,
appliquees ä partir de l'instant -2". est egal au deplacement du point A7 du
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Systeme isostatique associe (^2 J sous l'effet des forces X^- de la

precontrainte et des reactions hyperstatiques &ü,'[-u) dues a la realisation
des liaisons surabondantes. A l'instant -£"/>d^0 t Ce deplacement aura done

une expression de la forme :

M

od ^ et

E&t) M 7i» j J yi»j mt)
J/*% etant des constantes et

V*M

EtW- le deplacement provoque par
la precontrainte.

Le displacement differe au temps -1 est :

(28) i,V)^ KM- *Z ^
Dans le cas d'un Systeme isostatique, les reactions ^'(-cj sont

identiquement nulles, et l'on deduit de (27) et (28) :

S (4)
AI L ' eTCT) -iK^JAI in i KIL) wo
A la limite, la deformation differee peut done etre le double de la

deformation instantanee.

Dans le cas d'un Systeme hyperstatique Q> /) obtenu par realisation
des liaisons surabondantes dans le Systeme isostatique associe (1>] par
precontrainte concordante, la formule (27) devient :

cV- Lt) — _-^M( E(t0jt)
soit, compte tenu de la relation 23 :

(29) <"~ ,n - ^

c -et -Co

*i, (t)
E(to/t)

Nous obtenons done pour valeur du deplacement differe

(30) C.=>>;= f(^) fv +Z<x< +Z/Z */.
u /' <f

expression que l'on peut egalement mettre sous la forme :

n
<31) <¦' ft>

M Wr<h(v ¦" Fr'--')£tä
Dans le cas oü la precontrainte de liaison n'est pas concordante, les

reactions 06(t) sont donn<ses par 26 et l'on trouve sans difficulte que la
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formule 30 doit etre remplacee par la formule :

C J

la formule (31) demeurant valable.

En general, les termes entre crochets des formules (30)et (32) sont tres
petits, de sorte que les deformations differees des systemes hyperstatiques
sont faibles. Dans des cas pratiques, nous avons trouve, et observe sur les
ouvrages, des deformations differees vingt fois moindres que celles de l'ouvrage
isostatique associe.

IV-EFFET du RETRAIT, de la TEMPERATURE et des TASSEMSNTS d'APPUI
Dans le Systeme isostatique associe \Zj le retrait, la temperature ou

des tassements d'appui, agissant ä. partir de l'instant "Ss donnent des

deplacements des points -ö/. egaux ä. rif- fg-j

Considerons alors le Systeme hyperstatique \2-> et supposons d'abord
le module de deformation constant et egal du module instantane ; dans cette
hypothese, on obtiendrait des reactions hyperstatiques h-, ('t) donnees par
les equations :

(33) 7\i't%(*)=ov*M+ Et<*o)

Nous connaissons done les fonetions '^/' l"*/
En realite, le module de deformation n'est pas constant, et les reactions

hyperstatiques Kj (i) sont donnees par les equations integrales :

* 5(t„t)Xj f. J £-, ij £/ft)ul C7 "UO

L'elimination de "t£ (t) entre les deux equations precedentes donne

les equations :

äquivalentes, puis le determinant Ofc I est different de zero, aux equations ;

(34) r*7?J-iP)*<e %M_ ___ 3^L
Ju WT EM>j *) El**j *')

Les equations 34) sont des equations integrales du type de l'equation (6);
leurs Solutions sont done donnees par les formules :
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(35) fc'(i)= _±_ \RjU0) tritt) + f Ti'*(B) Alf t)jf]
qu'une Integration par parties permet egalement d'ecrire :

(36)

"7 *f o

</<£

Dans le cas particulier de la loi de deformation 5 il est possible de
faire de nombreuses applications des resultats precedents.

RESUME

Lorsque le raccourcissement du beton sous contfainte constante est propor-
tionnel a la contrainte mais depend de l'äge du beton et de la duree du
chargement, l'equilibre d'un Systeme hyperstatique sous l'action de forces
donnees est l'equilibre elastique. Par contre, l'equilibre, sous l'effet de
deformations imposees dues au retrait, ä la temperature ou au mode de
construction evolue dans le temps et tend vers un equilibre limite.

SUMMARY

When the strain of concrete under constant stress is poportional to the stress,
but depends on the age of the concrete and the time the load is applied the
equilibrium resulting from the action of given forces is the elastic equilibrium.
But, under imposed deformations resulting from shrinkage, temperature or
mode of construction, the equilibrium evol'ves in time and tends toward a limit
equilibrium.

ZUSAMMENFASSUNG

Wenn die Verkürzung des Betons unter ständiger Spannung proportional
zur Spannung bleibt, aber vom Alter des Betons und von der Dauer der
Belastung abhängt, ist das Gleichgewicht eines statisch unbestimmten
Systems bei gegebenen Kräften das elastische Gleichgewicht. Unter den
aufgezwungenen Verformungen des Schwindens, der Temperatur oder der
Bauart entwickelt sich hingegen das Gleichgewicht mit der Zeit zu einer
Grenzlage.
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