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Zur Schätzung der Bruchwahrscheinlichkeiten der Tragwerke

Estimation of the Probability of Failure of Structures

L'estimation de la probabilite de rupture des structures

MANFRED KOCH
Dr.-Ing., Leipzig

1. Einleitung
Seit längerer Zeit laufen Bemühungen, die Sicherheitsuntersuchungen

der Tragwerke aussagefähiger zu machen. Hierzu bieten
sich die Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematischen

Statistik an [l]. Trotz zahlreicher Untersuchungen auf diesem

Gebiet, die im Endergebnis auf eine Bestimmung der Bruch- bzw.
Überlebenswahrscheinlichkeit der Tragwerke an Stelle der klassischen

Sicherheitsberechnung hinzielen, haben diese modernen Methoden

bisher noch keine oder nur sehr zögernde praktische Anwendung
gefunden.

Der Grund dafür dürfte in den noch recht erheblichen
Schwierigkeiten bei der Anwendung dieser Methoden liegen und in den
dadurch bedingten bedeutenden Umstellungen für den Konstrukteur.

Solchen weitgreifenden Umstellungen werden erfahrungsgemäß
berechtigte und unberechtigte Widerstände entgegengestellt, und
es ergibt sich daraus die Aufgabe, Methoden und Möglichkeiten der
Bestimmung von Bruch- bzw. Überlebenswahrscheinlichkeiten zu finden,

die dem Konstrukteur für die Anwendung zumutbar, übersichtlich
und in ihren Auswirkungen durchschaubar sind.

Diese Arbeit befaßt sich daher mit einer Möglichkeit, die
Bruchwahrscheinlichkeit eines Tragwerkes mit möglichst einfachen
Mitteln zu bestimmen. Die akzeptablen Bruchwahrscheinlichkeiten
eines Tragwerkes sind relativ gering, so daß es genügt diese in
der Größenordnung richtig zu schätzen. Eine größere Genauigkeit
ist schon wegen der Schwierigkeit in der Präzisierung der
Ausgangswerte kaum zu erhalten und für praktische Belange sicher
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auch von weniger Interesse.
Demgegenüber bleiben die weiteren Probleme, die hiermit im

Zusammenhang stehen und die z. B. FREUDENTBAL [l] ausführlich
behandelt hat, unberührt.

2. Grundsätzlicher Lösungsweg und Schwierigkeiten
Bezeichnet y die Tragfähigkeit und x die Belastung, so ist

die bisherige Sicherheitskonzeption durch das Verhältnis

N> |> 1 (1)

definiert. Ohne auf die Vor- oder Nachteile der einen oder anderen

Darstellungsweise einzugehen, könnte auch

z y - x > 0 (2)

als ein solches Kriterium betrachtet v/erden.

Werden, was ihrem tatsächlichen Charakter besser entspricht,
die Tragfähigkeit als Zufallsgröße Y und die Belastung als
Zufallsgröße X betrachtet, so ist z selbst eine Zufallsgröße Z.
Die Gl. (2) stellt hierbei für alle Zustände z y - x 0 den

Bruchbereich und für z y - x > 0 den Überlebehsbereich dar.
Gelingt es, die Wahrscheinlichkeitsverteilung für die Zufallsgröße Z

zu formulieren und über -©o<z ^ 0 bzw. 0<z< + oo zu integrieren,
so ist die Bruch- bzw. Überlebenswahrscheinlichkeit bestimmt

und das Problem gelöst.

Ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Tragfähigkeit G(y)
und der Belastung F(x) bekannt, so wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung

der neuen Zufallsvariablen Z durch Faltung [2] gefunden

H(z) =JJ df(z - y) dG(y). (3)
x-y<z

Diesem formal einfachen Lösungsweg stellen sich praktische
Schwierigkeiten entgegen, die vor allem folgende Gründe haben:

a) Die mathematischen Modelle für die Wahrscheinlichkeitsver¬
teilungen der Tragfähigkeit Y und der Belastung X sind häufig
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nichtsymmetrische und oft ein- oder zweiseitig begrenzte
Verteilungsfunktionen.

b) Die Belastung auf ein Tragwerk besteht in der Regel aus einer
Summe von Zufallsvariablen

k
X £ X± (4)

i=1

und die Bruchbedingung lautet daher

k
z y - Y. x± - 0 (5)

i=1

c) Die Belastung auf ein Tragwerk wird im allgemeinen wiederholt,
d. h. häufig eingetragen, so daß nicht die Ausgangsverteilung
der Belastung F(x), sondern die Extremwertverteilungen F (x^rL'')
für n Belastungen maßgebend sind, wobei n auch durch die Zeit t
ausgedrückt sein kann.

d) Durch die wiederholte Belastung auf das Tragwerk wird ober¬
halb einer Anzahl n von Belastungen eine Minderung der
Tragfähigkeit des Tragwerkes auftreten. Daher wird G(y) von der
Zeit t abhängig und geht in den stochastischen Prozeß G(y,t)
über.

Hierzu ist folgendes zu bemerken:

zu a) Eine geschlossene Lösung des Faltungsintegrals (3) gelingt
außer für Normalverteilungen bisher nur für Sonderfälle,
die jedoch für das Bemessungsproblem wenig Bedeutung haben.
Auch Potenzreihenentwicklungen führten bisher nicht zum

Erfolg.

zu b) Die Berücksichtigung der k Zufallsvariablen X. der Belastung
führt zu einer Mehrfachfaltung entsprechend Gl. (3)»
wodurch das mathematische Problem noch wesentlich komplizierter

wird.

zu c) Die Notwendigkeit, bei wiederholten Belastungen statt einer
Ausgangsverteilung F(x) eine Extremwertverteilung Fn(x^ ')
zu verwenden, ist leicht einzusehen, wenn die auftretenden
Belastungen x^ nach Ranggrößen x^n^ geordnet werden, so daß
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x^<...<xCi)<#..<Xb(n)

wobei die x^ ' der AusgangsVerteilung F(x) entsprechen und

x.^ ' die im Zeitraum t aufgetretene größte Belastung x^n^ bedeutet.

Unter der Voraussetzung, daß die Tragfähigkeit zeitlich
konstant ist, kann nur die größte Belastung zum Bruch führen und es

ist die Extremwertverteilung des größten Wertes *+. maßgebend.
Diese Extremwertverteilung ist abhängig von der Ausgangsverteilung

und der Anzahl n der Belastungen [3, 4-]

Wirken mehrere zufällige Belastungsgrößen X., so ist nur
die maßgebende Extremwertverteilung mit den übrigen Ausgangsver—

teilungen zu falten, da sonst vorausgesetzt würde, daß mehrere
Extremwerte gleichzeitig auftreten.

Mit der Annahme, daß der gesamte Belastungsablauf als
diskreter stationärer Prozeß aufgefaßt werden kann, läßt sich die
Richtigkeit und die Notwendigkeit der Verwendung von
Extremwertverteilungen in der hier aufgeführten Art mit Hilfe der
Übergangswahrscheinlichkeiten beweisen.

3. Die vier Fälle der Zuverlässigkeitsuntersuchung
Die Bestimmung einer Überlebenswahrscheinlichkeit unterscheidet

sich von der Sicherheitsuntersuchung und wird als
Zuverlässigkeitsuntersuchung bezeichnet.

Aus dem unter 2. Genannten ergeben sich vier Fälle der
Zuverlässigkeitsuntersuchung:

\. Statischer Fall
Die Tragfähigkeit G(y) ist zeitlich unbeeinflußt; für die
einmalige Belastung ist die Ausgangsverteilung F(x)
maßgebend.

2. Quasi-statischer Fall
Die Tragfähigkeit G(y) ist zeitlich unbeeinflußt; für die
n-malige Belastung ist die Extremwertverteilung F (x^n')
maßgebend.

3. Betriebsfestigkeitsfall
Die Tragfähigkeit G(y) ist zeitlich beeinflußt und geht
über in G(y,t); für die TragwerksSchädigung ist das ge-
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samte Belastungskollektiv eines stochastischen Belastungsvorganges

und für die Brucheinleitung die Extremwertverteilung

F (x^11-') maßgebend.

•4. Zeit- oder Dauerfestigkeitsfall
Hierunter wird ein BelastungsVorgang mit konstanter
Mittelspannung, Spannungsamplitude und Frequenz verstanden.
Dieser Fall kann unter bestimmten Voraussetzungen auf den
statischen Fall zurückgeführt werden.

In der angegebenen Form
+00

Cu) J F(u-;H^u) / F(u-y) dGKy)

gilt Gl. (3) für den statischen Fall. Für den quasi-statischen Fall
erhält sie die Form

-1- 00

H9(u) I Fn(u-y) dG(y) (3 a)2"

und für den Betriebsfestigkeitsfall
+ 00

3 !u) J Fn(u-;H_(u) / FTi(u-y) dG(y,t) (3 b)

Daraus folgt, daß der statische, der quasi-statische und unter
gewissen Voraussetzungen auch der Zeit- bzw. Dauerfestigkeitsfall,
ausgehend von Gl. (3) und Gl. (3 a) lösbar sind. Dagegen kann der
Betriebsfestigkeitsfall wegen seines Charakters eines stochastischen

Prozesses mit diesen Mitteln nicht gelöst werden, weshalb
er hier zunächst nicht weiter behandelt wird.

4» Lösung mit Hilfe der Edgeworth-Reihe

Zur näherungsweisen Bestimmung der Bruchwahrscheinlichkeit
bietet sich eine Reihenentwicklung aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung

an, die unter dem Namen Edgeworth-Reihe bekannt ist. In
der Form für die Wahrscheinlichkeitsdichte wird sie auch als
Gram-Charlier—Reihe bezeichnet.
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Wahrscheinlichkeitsverteilungen
x

F(x) f f(t)dt (6)¦/
können auch durch die Gesamtheit ihrer Momente

mk J xkf(x)dx k 1,2,3 (7)
— oo

vollständig beschrieben werden.

Aus Gl. (7) lassen sich die Momente häufig nur schwer
berechnen. Wendet man auf Gl. (6) eine Fourier-Stieltjes-
Transformation an, so erhält man die sogenannte charakteristische

Funktion der Verteilungsfunktion F(x):

+ oo

Q (t) J eitxf(x)dx (8)
— oo

Die k-te Ableitung der charakteristischen Funktion nach t
ergibt den Ausdruck

+ oo

Q (k)(t) f ikxkf(x)eitxdx (9)
— oo

woraus durch Nullsetzen von t und nach Division durch i das

k-te Moment der Verteilungsfunktion (6) folgt:

JLi^M (TO)
i

Die charakteristische Funktion hat u. a. folgende und für die
Lösung unseres Problemes wichtige Eigenschaft:

Die charakteristische Funktion einer Differenz von
Zufallsvariablen X,, - Xp - X-. - erhält man aus der Beziehung

e (t) =g1(t). e2(t). e3(t) od
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wobei Oj^t) die charakteristischen Funktionen der
Zufallsvariablen X^ und Qji(t) die konjugiert komplexe Form von
Q.(t) bedeuten.

Außerdem ist

log Q (t) logQ1(t) + logQ2(t) + (12)

Aus der logarithmischen Form der charakteristischen Funktion
log Q (t) können analog zu den Momenten m, Größen X, hergeleitet

werden, die als Semiinvarianten oder Kumulanten in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung bekannt sind. Diese haben die
günstige Eigenschaft, daß die k-te Semiinvariante der Verteilungsfunktion

einer Summe oder Differenz von Zufallsvariablen als
Summe oder Differenz der k-ten Semiinvarianten der Verteilungsfunktionen

der einzelnen Zufallsvariablen gebildet werden kann,
d. h.

Xk Xk1 + (_1)iC %k2 + ••* * (13)

Die Edgeworth-Reihe beruht auf dem Grundgedanken, die
anzunähernde Verteilungsfunktion H(z) durch eine Summe von Gliedern

darzustellen, die aus geeignet zu bestimmenden Vorzahlen
sowie der Normalverteilung

<B(z) \ e
2 6 du (14)

und ihren Ableitungen (J) (z) bestehen. Die Reihenentwicklung
lautet:

H(z) - V(z) Y_ aV $ (z) (15)

-0=0

Damit diese Reihe die anzunähernde Verteilungsfunktion möglichst
gut approximiert, werden die Koeffizienten av so bestimmt, daß

das Integral über die Abstandsquadrate der wahren Verteilungsfunktion

H(z) von der Näherung V(z) ein Minimum wird.
Um bei der Bestimmung der Bruchwahrscheinlichkeit die ta-
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beliierten Werte der Normalverteilung verwenden zu können,
muß z normiert werden.

Wegen der Bruchbedingung z y - x < 0 ist bis z 0

zu integrieren - d. h. eigentlich V(O) zu berechnen.
Die normierte Bruchbedingung lautet aber

-V-
wobei H=Hy-Hx1-Hx2"'--- und

Ö= ~\Jh2 + dx12 + tfx22 + ••' ist- Außerdem müs-

sen alle a^ durch o dividiert werden. Gl. (15) erhält

(16)

daher die endgültige Form

£¦ aV t(«) -r 1 *-, T«7(r)= V -J- $ (r) $ (r) 1 $ (r) (17)
V=0

S-.& I (r) -

In der angegebenen Form enthält die Edgeworth-Reihe im ersten
Glied die Faltung der beteiligten Verteilungsfunktionen als
Normalverteilungen. Die weiteren Glieder sind Korrekturen, die
auf Grund der höheren Semiinvarianten erfolgen. Diese Korrekturen

werden wegen der Konvergenz der Edgeworth-Reihe von
Glied zu Glied kleiner und es ist zu übersehen, wann die
Genauigkeit der erreichten Annäherung ausreicht. Hier ist zu
bemerken, daß wegen der besseren Konvergenz bei der praktischen

Anwendung der Edgeworth-Reihe die Korrekturglieder
umgeordnet wurden, also eine etwas andere Form, als hier
angegeben verwendet wurde [4-]

Die durchgeführten Berechnungen ergaben, daß im allgemeinen

bereits das erste Glied der Edgeworth-Reihe das Ergebnis in
der richtigen Größenordnung angibt. Es sind also nur bei genaueren

Untersuchungen die Korrekturglieder zu berücksichtigen. Da

in Zuverlässigkeitsanalysen sehr geringe Bruchwahrscheinlichkei-
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ten zu erwarten sind, wird in der Regel die Berechnung des ersten
Gliedes der Edgeworth-Reihe genügen.

5. Schlußbemerkungen

Als Ergebnis durchgeführter Untersuchungen konnte folgendes

festgestellt werden:

1. Die Schätzungen ergaben, daß im allgemeinen bereits das
erste Glied der Edgeworth-Reihe das Ergebnis in der
richtigen Größenordnung angibt. Es sind also nur bei genaueren

Untersuchungen die Korrekturglieder zu berücksichtigen.
Da in Zuverlässigkeitsanalysen sehr geringe

Bruchwahrscheinlichkeiten zu erwarten sind, wird in der Regel
die Berechnung des ersten Gliedes der Edgeworth-Reihe
genügen,was einer einfach durchzuführenden Faltung von
NormalVerteilungen entspricht.

2. Die Bruchwahrscheinlichkeiten ausgeführter Tragwerke
schwanken je nach getroffener Voraussetzungen in weiten
Grenzen und liegen zwischen P 10"' bis 10 j die richtige

Verwendung der ExtremwertVerteilung ist für das
Ergebnis von großer Bedeutung.

Schrifttum

[il Freudenthal, A. M.: Kritische Betrachtung der Sicherheits¬
kriterien und ihrer grundsätzlichen
Auffassung
IVBH - Vorbericht 1967

[ 2 1 Renyi, A.: Wahrscheinlichkeitsrechnung
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Berlin 1962

[31 Gumbel, E.J.: Statistics of Extrems
Columbia University Press
New York 1959

[ 4] Gramer, H.: Mathematical Methods of Statistics
Princeton 1946



60 la - ZUR SCHÄTZUNG DER BRUCHWAHRSCHEINLICHKEITEN

ZUSAMMENFASSUNG

Die Schätzung der Bruchwchrscheinlichkeiten gelingt relativ
einfach unter Anwendung der Edgeworth-Reihe. Dabei ist es
erforderlich, bei mehrfach eingetragenen Belastungen die entsprechenden

Extremwertverteilungen zu verwenden. Soll die Bruchwahrscheinlichkeit

nur in der Größenordnung richtig geschätzt werden, so
sind dazu nur die ersten beiden Momente der beteiligten
Verteilungsfunktionen erforderlich. Damit reduziert sich das Problem auf
eine Faltung von Normalverteilungen, die einfach durchzuführen ist.

SUMMARY

The estimation of the probability of fracture succeeds compa-
ratively easy by the application of the Edgeworth-progression.
Thereby it is necessary to use the corresponding extreme value
distributions, if multiple stresses are inscribed. If the
probability of failure is to estimate right only in the order of magnitude,

there are necessary only the first two moments of the con-
cerned distribution functions. With that the problem is decreased
to the folding of normal distributions, which is easily to carry out,

RESUME

Le calcul des probabilites de rupture reussit d'une facon
relativement simple, si l'on emploie la progression d'apres
Edgeworth. Ce faisant, il est necessaire d'utiliser, ä une

distribution multiple des charges, les repartitions de valeurs
extremes correspondantes. Lorsque la probabilite de rupture
ne doit etre exactement evaluee qn'en ordre degrandeur, les
deux premiers moments des fonctions de repartition engagSes

sont seulement necessaires. Ainsi, le probleme est reduit
a une convolution des repartitions normales qui est facile
ä effectuer.
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