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Zur Schatzung der Bruchwahrscheinlichkeiten der Tragwerke
Estimation of the Probability of Failure of Structures

L'estimation de la probabilité de rupture des structures

MANFRED KOCH
Dr.-Ing., Leipzig

1. Einleitung

Seit langerer Zeit laufen Bemithungen, die Sicherheitsunter—
suchungen der Tragwerke aussagefahiger zu machen. Hierzu bieten
sich die Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathemati-
schen Statistik an [1]. Protz zahlreicher Untersuchungen auf die-
sem Gebiet, die im Endergebnis auf eine Bestimmung der Bruch- bzw.
Uberlebenswahrscheinlichkeit der Tragwerke an Stelle der klassi-
schen Sicherheitsberechnung hinzielen, haben diese modernen Metho-
den bisher noch keine oder nur sehr zdgernde praktische Anwendung
gefunden.

Der Grund dafir dirfte in den noch recht erheblichen Schwie-
rigkeiten bei der Anwendung dieser Methoden liegen und in den da-
durch bedingten bedeutenden Umstellungen fiir den Konstrukteur.

Solchen weitgreifenden Umstellungen werden erfahrungsgemil
berechtigte und unberechtigte Widerstinde entgegengestellt, und
es ergibt sich daraus die Aufgabe, Methoden und Moglichkeiten der
Bestimmung von Bruch-~ bzw, Uberlebenswahrscheinlichkeiten zu fin-
den, die dem Konstrukteur fiir die Anwendung zumutbar, Ubersicht-
lich und in ihren Auswirkungen durchschaubar sind.

Diese Arbeit befalt sich daher mit einer Moglichkeit, die
Bruchwahrscheinlichkeit eines Tragwerkes mit moglichst einfachen
Mitteln zu bestimmen. Die akzeptablen Bruchwahrscheinlichkeiten
eines Tragwerkes sind relativ gering, so daB es genugt diese in
der GroBenordnung richtig zu schitzen. Eine groBere Genauigkeit
ist schon wegen der Schwierigkeit in der Prdzisierung der Aus-
gangswerte kaum zu erhalten und filr praktische Belange sicher
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auch von weniger Interesse,

Demgegenuber bleiben die weiteren Probleme, die hiermit im
Zusammenhang stehen und die z. B. FREUDENTHAL [1] ausfihrlich be-
handelt hat, unberihrt.

2. Grundsatzlicher Losungsweg und Schwierigkeiten

Bezeichnet y die Tragfdhigkeit und x die Belastung, so ist
die bisherige Sicherheitskonzeption durch das Verhaltnis

'\7:%)1 (1)

definiert. Ohne auf die Vor- oder Nachteile der einen oder ande-
ren Darstellungsweise einzugehen, kénnte auch

zZ=3y-%x>0 (2)

als ein solches Kriterium betrachtet werden.

Werden, was ihrem tatsdchlichen Charakter besser entspricht,
die Tragfihigkeit als ZufallsgroBe Y und die Belastung als Zu-
fallsgroBe X betrachtet, so ist z selbst eine ZufallsgroBe Z.

Die Gl. (2) stellt hierbei fir alle Zustidnde z = y - X S 0 den
Bruchbereich und fiir z = y -= x > O den Uberlebehsbereich dar. Ge-
lingt es, die Wahrscheinlichkeitsverteilung fur die Zufallsgrole Z
zu formulieren und iiber —eo<z £ O bzw. 0<z< +o0 2zu integrie-
ren, so ist die Bruch- bzw, Uberlebenswahrscheinlichkeit bestimmt
und das Problem geldst.

Ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Tragfihigkeit G(y)
und der Belastung F(x) bekannt, so wird die Wahrscheinlichkeits-—
verteilung der neuen Zufallsvariablen Z durch Faltung [2] gefunden

#(2) = [[ a2z - 1) ac(). (3)

X~y<Z

Diesem formal einfachen Lésungsweg stellen sich praktische Schwie-
rigkeiten entgegen, die vor allem folgende Grinde haben:

a) Die mathematischen Modelle fiir die Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen der Tragfihigkeit Y und der Belastung X sind haufig



b)

d)
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nichtsymmetrische und oft ein- oder zweiseitig begrenzte Ver—
teilungsfunktionen.

Die Belastung auf ein Tragwerk besteht in der Regel aus einer
Summe von Zufallsvariablen

=) X )

iy |

und die Bruchbedingung lautet daher

k
Z=y-—-z xiéo (5)

i=1

Die Belastung auf ein Tragwerk wird im allgemeinen wiederholt,
d. h. haufig eingetragen, so daB nicht die Ausgangsverteilung
der Belastung F(x), sondern die Extremwertverteilungen En(x(n))
fir n Belastungen mafBgebend sind, wobei n auch durch die Zeit t©
ausgedrickt sein kann.

Durch die wiederholte Belastung auf das Tragwerk wird ober-
halb einer Anzahl n, von Belastungen eine Minderung der Trag-
fahigkeit des Tragwerkes auftreten. Daher wird G(y) von der
Zeit t abhidngig und geht in den stochastischen ProzeB G(y,t)

iber.

Hierzu ist folgendes zu bemerken:

zu a) Eine geschlossene Ldsung des Faltungsintegrals (3) gelingt

auBler flir Normalverteilungen bisher nur fur Sonderfalle,
die Jjedoch fir das Bemessungsproblem wenig Bedeutung haben.
Auch Potenzreihenentwicklungen fiihrten bisher nicht zum Er-
fOlgo

zu b) Die Beriicksichtigung der k Zufallsvariablen Xi der Belastung

Z\u

fiihrt zu einer Mehrfachfaltung entsprechend Gl. (3), wo-
durch das mathematische Problem noch wesentlich komplizier-—
ter wird.

c) Die Notwendigkeit, bei wiederholten Belastungen statt einer
Ausgangsverteilung F(x) eine Extremwertverteilung Fn(x(n))
zu verwenden, ist leicht einzusehen, wenn die auftretenden

Belastungen x; nach Ranggrdien x(n) geordnet werden, so dald
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X(1)< ..-(X(i)< ...<X_b<n)

wobel die x(i) der Ausgangsverteilung F(x) entsprechen und

xt(n> die im Zeitraum t aufgetretene grolte Belastung xcn) bedeu-
tet. Unter der Voraussetzung, daB die Tragfihigkeit zeitlich kon-
stant ist, kann nur die groBte Belastung zum Bruch fiihren und es
ist die Extremwertverteilung des groBten Wertes xt(n) maBgebend,
Diese Extremwertverteilung ist abhingig von der Ausgangsvertei-
lung und der Anzahl n der Belastungen [3, 4] .

Wirken mehrere zufdllige BelastungsgroBen Xi, so ist nur
die mafB3gebende Extremwertverteilung mit den librigen Ausgangsver—
teilungen zu falten, da sonst vorausgesetzt wirde, daB mehrere
Extremwerte gleichzeitig auftreten.

Mit der Annahme, daB der gesamte Belastungsablauf als dis-
kreter stationdrer Prozel aufgefaBt werden kann, 1dB8t sich die
Richtigkeit und die Notwendigkeit der Verwendung von Extremwert-
verteilungen in der hier aufgefiihrten Art mit Hilfe der Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten beweisen,

3. Die vier Falle der Zuverlidssigkeitsuntersuchung

Die Bestimmung einer Ubérlebenswahrscheinlichkeit unterschei-
det sich von der Sicherheitsuntersuchung und wird als Zuverlas-—
sigkeitsuntersuchung bezeichnet.

Aus dem unter 2. Genannten ergeben sich vier Fdlle der Zuy-
verlidssigkeitsuntersuchung:

1. Statischer Fall

Die Tragfdhigkeit G(y) ist zeitlich unbeeinfluBt; fir die
einmalige Belastung ist die Ausgangsverteilung F(x) maB-
gebend.

2+ Quasi-statischer Fall

Die Tragfahigkeit G(y) ist zeitlich unbeeinfluBt; fir die
n-malige Belastung ist die Extremwertvertellung En(xcn))
malBgebend.

3¢ Betriebsfestigkeitsfall

Die Tragfshigkeit G(y) ist zeitlich beeinfluBt und geht
Uber in G(y,t); fir die Tragwerksschidigung ist das ge-
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samte Belastungskollektiv eines stochastischen Belastungs-
vorganges und fir die Brucheinleitung die Extremwertver—
teilung F_(x‘®)) nasgebend.

4o Zeit- oder Dauerfestigkeitsfall

Hierunter wird ein Belastungsvorgang mit konstanter Mit-
telspannung, Spannungsamplitude und Frequenz verstanden.
Dieser Fall kann unter bestimmten Voraussetzungen auf den
statischen Fall zurilickgefiihrt werden.

In der angegebenen Form
+e0

Hy(u) = fF(u-y) aG(y)

— 00

gilt Gl. (3) fir den statischen Fall. Fir den quasi-statischen Fall

erhilt sie die Form
+ oo

Hy(w) = Jf R (u-y) d6(y) 3 @)

und fir den Betriebsfestigkeitsfall

+ o

5@ = [ 5,6 4G, (3 1)

- <0

Daraus folgt, daB der statische, der quasi-statische und unter ge-
wissen Voraussetzungen auch der Zeit- bzw. Dauerfestigkeitsfall,
ausgehend von Gl. (3) und Gl. (3 a) losbar sind. Dagegen kann der
Betriebsfestigkeitsfall wegen seines Charakters eines stochasti-
schen Prozesses mit diesen Mitteln nicht geldst werden, weshalb

er hier zunidchst nicht weiter behandelt wird.

4, Losung mit Hilfe der Edgeworth-Reihe

Zur ngherungsweisen Bestimmung der Bruchwahrscheinlichkeit
bietet sich eine Reihenentwicklung aus der Wahrscheinlichkeits~—
rechnung an, die unter dem Namen Edgeworth-Reihe bekannt ist. In
der Form flir die Wahrscheinlichkeitsdichte wird sie auch als
Gram—-Charlier—Reihe bezeichnet.
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Wahrscheinlichkeitsverteilungen
X

F(x) = f £(t)at (6)
-o0
konnen auch durch die Gesamtheit ihrer Momente
+ o
m = f FELGAX 3 Kk = 1,2,3 evee (7
-0

vollstéandig beschrieben werden.

Aus Gl. (7) lassen sich die Momente haufig nur schwer
berechnen. Wendet man auf Gl. (6) eine Fourier-Stieltjes-
Transformation an, so erhdlt man die sogenannte charakteri-
stische Funktion der Verteilungsfunktion F(x):

+ oo

0 (t) = f I (x)ax (8)

Die k-te Ableitung der charakteristischen Funktion nach t er-
gibt den Ausdruck

+ oo

o W) - f 15 r(x)et ™ ax (9)

- 00

woraus durch Nullsetzen von t und nach Division durch ik das
k-te Moment der Verteilungsfunktion (6) folgt:

(k
m, = _Q#l . (10)

i

Die charakteristische Funktion hat u. a. folgende und fur die
Losung unseres Problemes wichtige Eigenschaft:

Die charakteristische Funktion einer Differenz von Zu-
fallsvariablen X1 - X2 - X3 - ... erhdlt man aus der Beziehung

o (t) =91(t)'Q2(t)'g3(t) “uE 3 11)
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wobei Qi(t) die charakteristischen runktionen der Zutalls-
variablen X. und Qiﬁt) die konjugiert komplexe Form von
Qi(t) bedeuten.

AuBerdem ist

logp (t) = logp (t) + 1ogP,(t) + ese (12)
e @4 P

Aus der logarithmischen Form der charakteristischen Funktion
log @ (t) kOnnen analog zu den liomenten m, GréBen x, herge-
leitet werden, die als Semiinvarianten oder Kumulenten in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung bekannt sind. Diese haben die glin-
stige Eigenschaft, daB die k-te Semiinvariante der Verteilungs-
funktion einer Summe oder Differenz von Zufallsvariablen als
Summe oder Differenz der k-ten Semiinvarianten der Verteilungs-
funktionen der einzelnen Zufallsvariablen gebildet werden kann,
ds B

A = Ayq + (= Xip + eee o (13)

Die Edgeworth-Reihe beruht auf dem Grundgedanken, die anzu-
néhernde Verteilungsfunktion H(z) durch eine Summe von Glie-
dern darzustellen, die aus geeignet zu bestimmenden Vorzahlen
sowle der Normalverteilung

d(z) =

Z i il
~ (2l
fe 2" 0 du (14)

I]
d V2ﬂ
. i ) : . .
und ihren Ableitungen @ (z) bestehen. Die Reihenentwicklung
lautet:

o )
H(z) = V(z) = 5 ay @v(z) . (15)
V=0

Damit diese Reihe die anzunihernde Verteilungsfunktion moglichst
gut approximiert, werden die Koeffizienten ay so bestimmt, daB
das Integral iliber die Abstandsquadrate der wahren Verteillungs-
funktion H(z) von der Niéherung V(z) ein kiinimum wird.

Un bei der Bestimmung der Bruchwahrscheinlichkeit die ta-
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bellierten Werte der Normalverteilung verwenden zu konnen,
muB3 z normiert werden. '

Wegen der Bruchbedingung z = y — x<0 ist bis z = O
zu integrieren - d. h. eigentlich V(0O) 2zu berechnen,
Die normierte Bruchbedingung lautet aber

r=-O—EE—, (16)

wobeil H = lly all VR Mxp = ¢oe- und

g = de2 + dx’]2 + dxge + «.s ist. AuBerdem miis-

sen alle ay durch dv dividiert werden. Gl. (15) erhdlt
daher die endgultige Form

= ) 1 x " ,
=y S8 @-§ ®-=3F@ on
v=0 !
1 Xy (IV)
+ Z: L () = o0e W

In der angegebenen Form enthdlt die Edgeworth-~Reihe im ersten
Glied die Faltung der betelligten Verteilungsfunktionen als
Normalverteilungen. Die weilteren Glieder sind Korrekturen, die
auf Grund der hoheren Semiinvarianten erfolgen. Diese Korrek-
turen werden wegen der Konvergenz der Edgeworth-Reihe von
Glied zu Glied kleiner und es ist zu Ubersehen, wann die Ge-
nauigkeit der erreichten'Annéherung ausreicht. Hier ist zu
bemerken, daB wegen der besseren Konvergenz bei der prakti-
schen Anwendung der Edgeworth-Reihe die Korrekturglieder um-—
geordnet wurden, also eine etwas andere Form, als hier ange-
geben verwendet wurde [4] .

Die durchgefiilhrten Berechnungen ergaben, deB im allgemei-
nen bereits das erste Glied der Edgeworth-Reihe das Ergebnis in
der richtigen GrdBenordnung angibt. Es sind also nur bel genaue-
ren Untersuchungen die Kofrekturglieder zu beriticksichtigen. Da
in Zuverlissigkeitsanalysen sehr geringe Bruchwahrscheinlichkei-
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ten zu erwarten sind, wird in der Regel die Berechnung des ersten
Gliedes der Edgeworth-Reihe geniigen.

5e SchluBBbemerkungen

Als Ergebnis durchgefiihrter Untersuchungen konnte folgen-
des festgestellt werden:

1.

Die Schitzungen ergaben, daB im allgemeinen bereits das
erste Glied der Edgeworth-Reihe das Ergebnis in der rich-
tigen GroBenordnung angibt. Es sind also nur bei genaue-
ren Untersuchungen die Korrekturglieder zu beriicksichti-
gen. Da in Zuverlassigkeitsanalysen sehr geringe Bruch-
wahrscheinlichkeiten zu erwarten sind, wird in der Regel

-die Berechnung des ersten Gliedes der Edgeworth-Reihe

genigen,was einer einfach durchzufiihrenden Faltung von
Normalverteilungen entspricht.

Die Bruchwahrscheinlichkeiten ausgefihrter Tragwerke
schwanken je nach getroffener Voraussetzungen in weiten
Grenzen und liegen zwischen P = 10—7 bis 10_2; die rich-
tige Verwendung der Extremwertverteilung ist flir das Er-
gebnis von grofer Bedeutung.
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ZUSAMMENFASSUNG

Die Schéatzung der Bruchwchrscheinlichkeiten gelingt relativ
einfach unter Anwendung der Edgeworth-Reihe. Dabei ist es erfor-
derlich, bei mehrfach eingetragenen Belastungen die entsprechen-
den Extremwertverteilungen zu verwenden. Soll die Bruchwahrschein-
lichkeit nur in der GréBenordnung richtig geschitzt werden, so
sind dazu nur die ersten beiden lMomente der beteiligten Vertei-
lungsfunktionen erforderlich. Damit reduziert sich das Problem auf
eine Faltung von Normalverteilungen, die einfach durchzufiihren ist.

SUMMARY

The estimation of the probability of fracture succeeds compa-
ratively easy by the application of the Edgeworth-progression.
Thereby it is necessary to use the corresponding extreme value
distributions, if multiple stresses are inscribed. If the proba-
bility of failure is to estimate right only in the order of magni-
tude, there are necessary only the first two moments of the con-
cerned distribution functions. With that the problem is decreased
to the folding of normal distributions, which is easily to carry out.

RESUME

Le calcul des probabilités de rupture réussit d'une fagon
relativement simple, si l'on emploie la progression d'aprés
Edgeworth., Ce faisant, il est nécessaire d'utiliser, & une
distribution multiple des charges, les répartitions de valeurs
extrémes correspondantes. Lorsque la probabilité de rupture
ne doit &tre exactement &valuée gn'en ordre degrandeur, les
deux premiers moments des fonctions de répartition engagées
sont seulement nécessaires. Ainsi, le probléme est réduit
d une convolution des répartitions normales qui est facile
& effectuer.
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