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Pont courbe considere comme une poutre ä axe brise

Gekrümmte Brücke als Balken mit geknickter Achse betrachtet

Curved Bridge Considered as a Beam with Broken Axis

W. WIERZBICKI
Prof. Dr., Dr. h. c, Membre de 1'Aeademie Polonaise des Sciences, Varsovie

La construction d'un pont courbe se compose d'un certain nombre de poutres
dont chacune doit etre curviligne et plane.

On peut souvent considerer les ponts courbes metalliques ä plusieurs
travees et de grande longueur comme des constructions qui, dans leur section
transversale, sont composees de deux ou plusieurs poutres brisees dans le plan
et dont les nceuds sont appuyes sur les piliers du pont. Les jonctions transversales

des poutres particulieres de la construction justifient d'habitude —
comme c'est le cas pour les ponts droits — le calcul des dites poutres comme
des eiements independants se trouvant soumis a la charge transmise par le
tablier du pont. Ceci admis, nous pouvons calculer la poutre continue
polygonale inscrite dans l'axe courbe de la voie (fig. 1).

«is

Fig. 1.

La section transversale aux appuis de la poutre continue, brisee dans le

plan, ne peut etre perpendiculaire qu'ä l'axe d'une des deux travees conse-
cutives (ä leur Joint de jonction). Par consequent, les sections particulieres des

poutres au droit des appuis, subissent non seulement une inclinaison par
rapport au plan horizontal mais aussi une rotation par rapport aux axes des

travees particulieres. II nous faut done recourir ä la representation vectorielle
des moments et des deformations [1], [3].

La poutre presentee sur la fig. 2 repose aux points 1, 2,3,.. ,x,z+ l,ft— 1

sur les appuis mobiles dans le plan parallele au plan horizontal de l'axe de la
poutre, ses extremites etant encastrees rigidement aux points 0 et n. Par
consequent, la poutre presentee est n + 2 fois hyperstatique.

Soient Mx et M'x les moments de flexion et 9Jl!J les moments de torsion
dans les travees, tandis que ßx est l'angle de deux travees consecutives. Les

plans aux traces Os' et 0''s' — correspondant aux vecteurs Mx et M'x —
decoupent dans la poutre continue des coins (nceuds) s'Os 0's' (fig. 3). Etant
donne que les dimensions des nceuds par rapport ä la longueur des travees
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sont petites, nous pouvons admettre que les vecteurs de tous les moments
agissant sur un noeud donne traversent son centre x.

Pour assurer l'equilibre des nceuds particuliers d'une poutre continue il
faut que la somme vectorielle des moments agissant sur un noeud donne, ä

savoir la somme des moments M'x, 9JJ0., — Mx+1 et — 9Jl?+1, soit egale ä zero.

M'x SW°+1 sin ßx + Mx+1 cos ßx. (1)

m°x m°x+1 coSj8x - Mx+1 sin ßx. (2)
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Les composantes de la deformation de la travee quelconque x — 1, x sont
presentees sous forme vectorielle sur la fig. 4. Ci-dessous nous donnons les

notations employees:

(pxet<p'x designent les angles d'inclinaison de la section transversale de la travee
x — 1, x au point x — 1 et x, respectivement, par rapport au plan vertical.
l'angle d'inclinaison, par rapport au plan vertical, de la section oblique
de la travee x— 1, x au point x, perpendiculaire a l'axe de la travee x,

x+l.
1 'angle de torsion de la travee x — 1, x.
1 'angle de rotation de la section transversale de la travee x, x +1 au

point x, perpendiculaire ä l'axe de la travee x. x+l, par rapport ä

cet axe.
l'angle de rotation, par rapport ä Taxe x— 1, x, de la section oblique
de la travee x — 1, x au point x, perpendiculaire ä l'axe de la travee x,
x+ 1.

Nous considerons les angles cpx, cpx et <p'x comme positifs si, en observant
le pont de son cöte concave, les sections correspondantes tournent ä droite.
Les angles d'x et 8X seront positifs si — considerees de gauche ä droite — les

sections correspondantes de la poutre tournent ä droite par rapport aux axes
des travees particulieres.

<P?

0°r

e'x
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En projetant les vecteurs q>'x et d'x sur les directions cpx et 9X on obtient

<Px <p'x cos^x - B'x sin ßx, (3)

ex=cP'xsinßx + e'xcosßx, (4)

compte tenu que: d'x 9X_1 + 9X. (5)

Les deformations <px et tp'x de la travee x — 1, x consideree appuyee librement
aux deux extremites peuvent etre presentees comme suit

MJx_M^lx Z^ m9x~ 3EJ 6EJ + EJ ' [ '

=M^lx_Mxlx %^
9x 3EJ 6EJ^~ EJ' ^'

oü lx designe la longueur de la travee x — 1, x, %x_1 et S£x — les forces
transversales dues ä la charge secondaire sur la travee x—l,x aux extremites x — 1

et x. L'angle de torsion de la travee x— 1, x du au moment 5ß° est donne par
la formule

R W°J* IMd* -GJi' (8)

Etant donne que la somme des angles d'inclinaison, par rapport au plan vertical,

de la section oblique de la travee x— 1, x au point x (cette section etant
perpendiculaire ä l'axe de la travee x, x+ 1) et de la section transversale de la
travee x, x+l au point x, doit etre egale ä zero, nous obtenons ä chaque noeud,
la condition:

9>2+9*+i 0. (9)

A partir des relations (1)—(8) nous arrivons — en tenant compte de la
relation (9) — ä un Systeme d'equations lineaires entre les moments de flexion
et de torsion aux appuis du pont.

m°, 2

\
V<

t«. Flg. 5.

Les considerations presentees ci-dessus nous permettent de formuler cer-
taines conclusions concernant le travail d'une poutre du pont brisee dans le

plan. Considerons, ä titre d'exemple, une poutre continue brisee dans le plan
reposant sur quatre appuis (fig. 5) soumise ä une charge uniformement repartie
(charge unitaire q kg/m). Aux points 1 et 2 nous avons des appuis mobiles; les

appuis aux points 0 et 3 sont, il est vrai, ä articulations glissantes, cependant
la rotation des sections 0 et 3 par rapport aux axes Ol et 23 demeure impos-
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sible. Vu la symetrie de la charge, la poutre est une fois hyperstatique. Nous
determinons le moment Mx
pour differents angles ß et differentes valeurs de € EJ/GJ0:

¦¦ M2 et nous donnons ci-dessous les moments M2

ß «=1 e=2 €=10

45°
30°
10°
0°

- 0,0600 qP

- 0,0777 qP

- 0,0964 qP

-0,1000 qP

- 0.0422 qP
-0.0618 qP

- 0,0930 qP
-0.1000 qP

-0,0124 qP
-0,0239 qP
-0,0732 qP
-0,1000 qP

On voit que l'influence de e sur les moments de flexion decroit ä mesure

que l'angle ß diminue.
Afin d'evaluer l'influence exercee par la position de la travee du pont sur

les moments de torsion qui s'y developpent, nous allons prendre 1'exemple
d'une poutre ä cinq travees (voir fig. 6). La poutre est soumise ä une'charge

Miml
V

\\,\\M
Fig. 6.

uniformement repartie, symetrique par rapport au milieu du pont. Nous

prenons j3 30° et la longueur de la travee lx l; la poutre est, en principe,
cinq fois hyperstatique, mais le nombre des inconnues hyperstatiques se reduit
dans ce cas ä deux. Le nombre total de moments inconnus aux appuis est

egal ä six, ä savoir M[, M2, 9JJ?, 50Z§, M'2 et M3. Etant donne les conditions
de symetrie, le moment 9JJg 0.

Pour determiner ces moments, nous nous servons de quatre equations du

type (1) et (2) et de deux equations du type (9). Ainsi nous arrivons ä:

M3 -0,0335 ql2,

M2 -0,0900 ql2,

M1 -0,0688 ql\

M2 -0,0295 ql2,
SJRo _o,0168 ql2,

wi -0,0595.7 z2.

On voit que, dans la partie centrale du pont, les moments de torsion
decroissent et que la sollicitation des travees particulieres s'approche de celle
d'une poutre droite. Le calcul d'une poutre pour differents angles ß nous mene
ä la conclusion que, pour de petites valeurs de ß (ne depassant pas 10°), les

poutres en question peuvent etre calculees comme si elles etaient des poutres
droites continues.
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Dans le cas d'un pont courbe ä un nombre eleve de travees, il nous faut
etablir une equation de liaison, entre les moments aux appuis successifs de la
poutre, analogue ä 1'equation des trois moments de la poutre droite continue.
La poutre continue brisee dans le plan a sur chaque appui quatre moments
differents, ä savoir M'x, 9Jix, Mx+1 et 9ftx+1. Par consequent, pour etablir une
analogie avec 1'equation des trois moments, nous considerons seulement les
moments Wlx qui — la poutre etant chargee verticalement — ne varient pas
le long de ses travees particulieres. Nous obtenons alors une equation de cinq
moments successifs de torsion de la forme suivante [2]:

m°x+2 + 2 cos ß m°x+1 - 6 3KX + 2 cos ß W^ + Mx_2 Qx (10)

oü le symbole 9Jlx designe les moments de torsion de la poutre aux appuis, ß:
l'angle entre les travees particulieres de la poutre et Qx: un terme independant
dem».

Nous resumons maintenant le raisonnement qui nous amene a 1'equation
(10) et nous montrons comment s'en servir pour determiner toutes les gran-
deurs hyperstatiques dans une poutre continue brisee dans le plan, en nous
basant sur les equations (1)—(9).

L'equation (9), consideree avec 1'equation (3), donne, pour ßx const.

<pxco3ß-6'xsmß -<px; (11)

etant donne qu'on obtient, d'apres les equations (4) et (5)

9x_1smß 9'x_1 + 9xcosß (12)

l'equation (11) devient:

<p'xcosß -<p'x-i~ <Pxcoaß-öxsinß -<Px+i- (13)

Nous resolvons maintenant le Systeme d'equations (1)—(2) par rapport ä

M'xetMx. II vient

M'x-m^^ß-mootgß, (14)

Mx m°ctgß-mx-1J[ß. (is)

Ces formules permettent de calculer les moments de flexion aux appuis
pour chaque travee du pont, apres avoir resolu l'equation des cinq moments
de torsion par rapport ä <$RX. De plus, elles peuvent servir ä etablir l'equation
(10). Gräce a ces equations nous pouvons notamment ecrire les formules (6)
et (7) sous la forme:

9x mx+1^ß+wxfctgß-wx_1-^-ß++x, (i6)

^ TO2+1sm^"TOS/ctg'8-9KS-1sIn^ + !/,- (17)



642 w. wierzbicki III a 4

\ / fr fr Ast—1 i, jL«.
f =6ej 2gj0' +*=irj> ^ ei-

En introduisant ces notations dans l'equation (13), nous arrivons ä l'equation

(10). L'expression de Qx sera alors:

Qx ^(-fxoosß + fx_1 + 4,xcosß-lpx+1). (18)

Dans le cas oü les travees d'une poutre continue brisee dans le plan ne sont
pas de longueur egale, on doit introduire les longueurs de ces travees dans la
partie gauche de l'equation des cinq moments de torsion. Si l'on admet une
Variation de e, ce n'est que le terme median de l'equation qui subira un change-
ment mais, dans la construction des ponts, e varie peu et cette Variation
s'exprime par le remplacement, dans l'equation (10), du coefficient 6 par le
coefficient suivant:

2(cos2ß + 2-r|tsin2j8j pour /1=-
l

GJ„

Nous pouvons utiliser l'equation des cinq moments de torsion de deux
facons. Premierement comme un Systeme d'equations lineaires et deuxieme-
ment comme une equation aux differences finies du quatrieme ordre qu'on
integrera.

La Solution de l'equation (10) represente la somme

TOx=Mx+/xx (19)

oü /x° designe une Solution particuliere, tandis que fxx est la Solution generale
de l'equation

9Kx+2 + 2cosi85!Rx+1-6TOx+2cosJ8TOx_1 + 9D?x_2 0. (20)

La Solution \x.x est de la forme:

\ix C1exa^ + C2e-xa> + C3exa* + CAe'x^, (21)

oü C1, C2, C3 et Ci sont des constantes, tandis que a peut etre determine
d'apres l'equation

i cosß ,/cos2ß 7
cosha ^-± V -+2.2 J 4

(22)

La Solution /xx depend de la forme du terme Qx, done de la charge appli-
quee au pont.

Si toutes les travees d'une poutre continue brisee dans le plan sont chargees
uniformement, notamment symetriquement par rapport au centre de chaque
travee (fig. 7), on aura

fix =^'x-\ «A* ta+i» (23)

Qx 0. (24)
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Si la charge des travees de la poutre est egale et uniforme, sans cependant
etre symetrique (fig. 8), on a alors:

<Ai=,/4-i> iljx >Px+i> tlj'x + <l>x,

Qx S-j£(+'x->Px)(l-cosß).

D N I I «IIIHII D̂
*?•» x-1

Fig. 7.

b p q b

TTTTTTTTl I hTTTTTTTi

Fig. 8.

°U^

(25)

(26)

~3

On presente souvent le terme Qx comme suit:

Qx ax + b. (27)

On doit rechercher alors la Solution fix sous la forme

{,%=Ax + B (28)

oü a, b, A et B sont des constantes.

L'equation (10) revet dans ce cas la forme

mx+2+2cosß(mx+1)-6(mx)+2cosß(m°x_1)+mx_2 ax+b. (29)

Apres avoir introduit l'expression (28) dans l'equation (29) et identifie les

termes de meme degre en x des deux cötes de l'equation, nous trouvons les
coefficients A et B, ainsi que la Solution

ax + b
/4

8 sin2!
(30)

Ainsi, nous arrivons ä la Solution suivante de l'equation aux differences
finies

smo CieXai + q2e-xai + Q3ei«s + Cte-xa,_
ax + b

_

8sin2|
(31)

Les coefficients C1, C2, C3 et C4 peuvent etre determines d'apres les
conditions aux appuis des extremites d'une poutre continue brisee dans lejplan.

Considerons le cas, qui peut etre d'une importance considerable pour les

projets de ponts courbes, ä savoir celui d'une poutre continue brisee dans le

plan, appuyee librement aux extremites, les travees particulieres de la poutre
etant soumises ä une charge uniforme. On admet, en outre, que les angles
formes par les travees sont les memes et que les longueurs des travees sont
egales (fig. 9).

D'apres les conditions aux extremites des poutres, il vient

aR8 aR»=if1 jf;=o, (32)
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c'est a dire que les moments de torsion et de flexion aux appuis sont nuls
(x 0, x n).

Etant donne que, dans le cas considere, a b 0, les conditions aux extremites

— en vertu de l'equation (31) et des relations (14) et (15) — peuvent
etre exprimees ä l'aide des equations:

C1 + C2 + C3 + Ci 0,

C1 en ai + C2 e~n ai + C3 en <** + C4 e~n a°- 0,

C1 e(«+««i + C2 e-<"+Uai + C3 e(»+«a3 + C4 e-<n+1)a* 0,
C1 e°i + C2 e-0"- + C3 e«* + C4 e~a* 0.

(33)

x-1
ZZT-1Ä4

ii=^rfi<''^
Fig. 9.

Dans le cas oü le determinant du Systeme ci-dessus differe de zero, c'est-ä-
dire dans le cas oü

1

g«ar.l

1

g-m ai

1 1

o—netz

e(n+l)ai g-(?i+l)ai g(?H-l)a-2 g-(?H-l)a2

eai g-ai ea2 e-a2

4=0. (34)

on a Cj C2 C3 C4 0. Ceci traduit que, pour toutes les travees de la poutre,
les moments aux appuis, qu'ils soient de torsion ou de flexion, sont egaux a

zero, autrement dit, chaque travee peut etre consideree comme une poutre
appuyee librement aux deux extremites.

Dans d'autres cas, si les constantes d'Integration ne sont pas egales ä zero,
il nous faut prendre en consideration les moments 9JJX au-dessus des appuis
des ponts; ceci admis, les moments de flexion aux appuis agissant aux extremites

des travees particulieres d'une poutre continue peuvent etre determines
ä l'aide des relations (14) et (15); il est possible, alors, de calculer les moments
de flexion dans les sections transversales des travees particulieres.

Si une poutre continue brisee dans le plan est appuyee librement ä l'une
des extremites, 1'autre extremite reposant sur un appui glissant mais non
rotatif, on aura:

9JJg=0, ^=0, M'n=0, 9n=0. (35)

Si la rotation de la section n est empechee, nous introduisons le moment
3Jl£ W (pour le moment inconnu). Nous allons done resoudre, par rapport
aux grandeurs Cx, C2, C3 et C4 les quatre equations suivantes:

9tt§ 0, Mt 0, Mn 0, Wn W. (36)
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En introduisant les coefficients C comme fonctions du moment inconnu
dans l'equation (4) et en posant que la rotation 9'„ de la section finale de la
poutre est egale ä zero, nous arrivons a l'equation du type:

F{m°) 0 (37)

pour le moment inconnu 9R°. En considerant le dit moment comme une charge
additionnelle sollicitant la poutre continue, nous pouvons calculer les autres
moments Wx; ä l'aide des relations (14) et (15), nous calculons les moments
de flexion aux appuis.
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Resume

Le pont courbe peut etre considere, dans nombre de cas, comme une
construction continue, composee (dans la section transversale) de deux ou plusieurs
poutres continues brisees dans le plan et appuyees aux nceuds sur les piliers
du pont. Cette communication presente les relations entre les moments aux
appuis ainsi qu'entre les deformations; ces expressions sont analysees et on
en tire les conclusions appropriees. On attache une importance toute parti-
culiere ä l'equation de cinq moments de torsion successifs dans la poutre,
ainsi qu'aux consequences qui en decoulent. On presente en outre des formules

pour le calcul des moments flechissants aux appuis ä partir des moments de
torsion.

Zusammenfassung

Eine gekrümmte Brücke kann in der Regel als eine kontinuierliche
Konstruktion betrachtet werden, die aus zwei oder mehreren Hauptträgern mit
geknickter Achse besteht. Die Hauptträger ruhen in den Knotenpunkten auf
den Brückenpfeilern.

In der vorliegenden Arbeit werden Beziehungen für die Stützmomente und
Formänderungen eines durchlaufenden Balkens mit geknickter Achse
angegeben und aus den abgeleiteten Formeln die entsprechenden Schlußfolgerungen

für die Verwendung als Hauptträger von gekrümmten Brücken gezogen.
Eine besondere Bedeutung kommt der Gleichung der fünf aufeinanderfolgen-
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den Torsionsmomente und ihrer Deutung zu, wobei Formeln angegeben werden,

die einen Übergang von den Torsionsmomenten zu den Biegungsmomenten
ermöglichen.

Summary

The curved bridge may be regarded, in numerous cases, as a continuous
structure, made up (in the cross section) of two or more continuous girders,
broken in plan and supported at the joints on the pillars of the bridge. This

paper explains the relationships between the moments at the supports and
also between the deformations; these expressions are analysed and the appro-
priate conclusions drawn. Particular importance is attached to the equation
of five successive torsional moments in the girder, and also to the consequen-
ces thereof. Formulae are also provided for the calculation of the bending
moments in the supports on the basis of the torsional moments.
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