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Ic7

La notion de securite dans le calcul des dalles ä la rupture

Begriff der Sicherheit in der Traglastberechnung von Platten

The Notion of Safety in the Limit Analysis of Plates

ZDENEK SOBOTKA
Doc. Ing., D. Sc.

1. Introduction

L'auteur analyse la notion de securite des dalles en beton arme calculees

suivant la theorie des lignes de rupture; cette analyse tient compte de la
variabilite statistique des proprietes mecaniques des materiaux, des charges
et du comportement reel des constructions ä l'etat limite. Sur la base des lois
de la theorie des probabilites et de la statistique mathematique, on peut
determiner la probabilite de rupture ou la securite de la dalle, si les parametres
statistiques des donnees en consideration sont connus. Inversement, pour un
coefficient de securite exige, on peut determiner la dimension caracteristique,

par exemple la section necessaire des armatures par unite de longueur d'une
dalle en beton arme.

2. Methode generale utilisee pour calculer approximativement la distribution d'une
fonction de variables aleatoires

En vue de se procurer une base exacte pour l'analyse de la securite des

constructions, l'auteur, en collaboration avec J. Murzewski [1,2] a derive
les formules approximatives permettant de determiner les parametres de la
distribution statistique d'une fonction de variables aleatoires dont les

parametres statistiques sont connus. En particulier, on peut par ce procede determiner

les quatre premiers moments de la surface comprise entre la courbe de

frequences et l'axe des abscisses.

Pour deriver les relations fondamentales, supposons que la fonction

y f(x1,x2,x3,...xn) (1)

des variables aleatoires x1,x2,x3,.. xn, independantes les unes des autres,
soit analytique. En developpant cette fonction en serie de Taylor aux environs
du point M (x1 m1,x2 m2,. xn mn), oü m1,m2,.. .mn sont les valeurs

moyennes des variables aleatoires, et en supprimant les membres de l'ordre
superieur ä 4, nous obtenons le polynöme suivant:
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sont les derivees de la fonction consideree au point M (x1 m1,x2 m2,.. xn
mn).
Apres avoir eleve le polynöme precedent au carre, au cube et ä la quatrieme

puissance, nous obtenons l'expression pour le moment du degre r de la
distribution de la fonction des variables aleatoires par rapport k l'origine O(z1 0,

x2 0,... xn 0) sous la forme de l'integrale de Stieltjes prise dans l'espace
entier k n dimensions x1,x2, ¦ ¦ ¦ xn, de la maniere suivante:

m<r) J* 4-4<prdFldF2...dF„. r=l, 2,3,4, (5)
X\ 3*j Xn

oü F1,F2,. Fn sont les fonctions de distributions eumulees de x1,x2,... xn.
L'integration est beaucoup simplifiee, dans le cas de variables aleatoires
independantes, quand les moments de correlation

M12 J J"(xi ~mi) (x2-mz)dFxdF2.
(6)

M23=J S(x2-m2)(x3-m3)dF2dF3, etc.
X, X,

sont egaux ä zero et quand on ne tient compte que des moments simples par
rapport ä la moyenne; ceux-ci sont donnes par la formule:

vSp-ftxt-mtfdFt. (7)
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On peut alors determiner les moments m(r) de distribution d'une fonction
ä 1 'aide de sa valeur f0 et de ses derivees par rapport ä la moyenne f,, /i;-, fijk,
fijkl et ä l'aide des quatre moments de distribution de chacun des arguments
aleatoires m(V, p.®, pf>, p{V.

Les moments m(r) par rapport ä l'origine peuvent etre transformes en
moments /x(r) par rapport ä la moyenne suivant les formules

^(2) m(2)_TO2i

M(3) m(3) _ 3 m m(2) + 2 m3> (8)

p,W #-4ffl#+ 6m!m<2)-3m4,

oü m mm (9)

est la moyenne de la fonction aleatoire y.
Apres une serie de transformations, on obtient pour la moyenne et pour

les moments de cette fonction les expressions suivantes:

m /o+E 1/ „2 -Li/ „(3)i_L/ „(4)2;nri T6/mri ~ c)Alixwr-i
n—l n

+ i2 ZtwjM* (10)

M2 2 [/! M? + fi tu 4? + i /i /m ,44) +1 «i (/44) - /*})]
i=i

+*2 2Uh+f<f<a+f,fw)Ati.
i=lj=2i<j

43) 2 [/? /43)+1 /? /«,uf] + 6n2 2 h ti hAp),
i=l i=1j=2

i<j

i l i=lj=2

(11)

(12)

(13)

dans lesquelles p2 pi-2),p.2 =pf\p.J =p(2\. representent les dispersions ou
les carres des ecarts-types.

L'auteur derive encore un autre procede en developpant en serie de Taylor
les puissances fr de la fonction des variables aleatoires. Pour le moment du
degre r de cette fonction par rapport a l'origine, on obtient de cette maniere
l'expression suivante:

m(r) /s + £
1 1

n—l n

i (/')„• A + \ (hm 4? + ^ (hau & + • • • + ^r (fr)rU) 4P

+12 2 (TWrfrf +4 212 (/rW/r43V? + iV 2 (/rW;/44)/4
i<3 i<; i<?"

114)

+

Les moments par rapport ä la moyenne peuvent etre determines ä l'aide
de la formule

pfr) - m(r)_ |
r
j m m(r-l)+ / M m2m(>-2)_ P j m3 m(r-3) + (15)
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La courbe de distribution des frequences de la fonction y est ainsi
completement definie par les moments m(r) ou pSr).

3. Charge limite des dalles rectangulaires ä armature economique

A titre d'exemple, nous determinerons la charge limite de dalles
rectangulaires ä armature economique et avec appui articule le long de la
Peripherie. Les dalles rectangulaües en beton arme sont orthotropes, etant
armees dans la direction transversale par des aciers de section a>x par unite de

longueur et dans la direction longitudinale par des aciers de section coy par
unite de longueur.

Sur la longueur unite, nous avons les moments de rupture

/// Bx

"By

(cu- anT\
l-c-J——)hx <»x<>-aLrx>

nx abL I
(16)

(17)

CO. i—'-im

^^ Ul, -

© >^
A CD ^K

a-2x
Fig. 1. Lignes de rupture pour une dalle
rectangulaire a armature economique, soumise

ä une charge uniformement repartie.

dont les vecteurs sont perpendiculaires aux directions des armatures (fig. 1).
Dans les formules precedentes, on a utilise les symboles suivants:

aaL et obL representent les contraintes limites des armatures et du beton,
hx la hauteur statique pour l'armature transversale,
hy la hauteur statique pour l'armature longitudinale,
rx et ry les bras de levier des forces internes.

Le coefficient c depend de la forme du diagramme des contraintes dans la
zone comprimee du beton. Pour le diagramme rectangulaire, nous avons c \
tandis que pour le diagramme limite par la parabole du deuxieme, du troisieme
et du w-ieme degre, on obtient les valeurs suivantes:

c
_9_

16'
(n+l)2

15' 2n(n + 2)

En supposant que la dalle soit rigide-plastique, nous obtenons le Schema
des lignes de rupture donne par la fig. 1. Dans les conditions de 1'equilibre
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limite de deux parties 1 et 2, on peut exprimer les deux moments de rupture
par les equations:

24 a

%» ^, (19)

dans lesquelles qL est la charge limite, uniformement repartie.
Des equations (18) et (19), on tire:

A6/ 6 ,/6* 3\

oü A=^© (21)
m Rx

he poids total des armatures est donne par la formule suivante:

^=2i^^ + ^v\^M_[p(3a^-46^) + 4a^]! (22)
aaL \ rx rv 1 2±OaLry

oü y est la densite de l'acier et p — le rapport des bras de levier des forces

internes.
Dans le cas de l'armature la plus economique, la valeur de A atteint son

minimum et la distance de x est donnee par la formule

II s'ensuit que les lignes de rupture obliques sont perpendiculaires aux
diagonales de la dalle rectangulaire de largeur reduite pb (fig. 1).

Le rapport economique des sections des deux armatures par unite de

longueur est

V=^ -=~^y- (24)
9 3-M3ttj^

En substituant la formule (23) dans l'equation (19) et en exprimant la
variabilite aleatoire de la charge exterieure par un coefficient k, dont la valeur

moyenne kM=l, on aboutit ä la formule:

2,kmRua2 24*^(1-0^)'^
U P'bi (l-c^)hyb*\ hyObLl "

Dans les considerations suivantes, nous ferons, pour simplifier, abstraction
de la variabilite des dimensions de la dalle. La variabilite des sections d'acier

peut etre comprise dans la variabilite de la contrainte limite aaL rapportee
ä la section nominale constante. Puis, pour etre concis, nous ne ferons usage
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que des premiers membres des equations (10) et (11), ce qui correspond ä la
linearisation du probleme de probabihte. Les derivees de l'expression (25)

rapportees aux valeurs moyennes peuvent etre exprimees de la maniere
suivante:

f. Je I *L'" n2 h*0K IM Pm°

(1Sj4\ Ilh
PaalZlM aaLMryM

(hy + 2ry-2phx)M, (27)

(£*) - ~^-^ry-2Phx)M, (28)

föf) ^f-(K + rv-2Phx)M. (29)
\ ot IM LMryM

Les dispersions p\, p.\, p.%, p2 des quatre variables aleatoires k, aaL, abL
et c etant donnees, l'ecart-type de la charge limite de la dalle peut etre exprime
par la formule:

H-« (30)

9LMi^+-r^(K + ^y-2phx)jI +^(-ß~ + ^-)(hy + ry-2Phx)2M.
' aaLM rvM ryM \ abLM LM I

Si la distribution de la charge limite est normale, le coefficient de securite

pour la charge exterieure q avec la dispersion p.% qM est donne par la formule:

9lm n \ 2±mRUMa 2

s ^(l-°.pq)Im rq' Phb'qx (31)

¦U-«iri+y^(K + *ru-2Phx)2I +^lj^ + £)(hy + ru-2phx)2I
L ' "aLM ryM ' uM \CTiZ..U LMI

dans laquelle la valeur de a est determinee par l'integrale de Laplace. Pour
une probabilite egale ä 0,999, nous avons a 3,09.

4. Dalles continues

Les lignes de rupture dans un panneau de dalle continue sont donnees
k la fig. 2. Sur les appuis de la dalle, nous avons les moments resistants
mRa» miib> mRd' mRe e* * l'interieur du panneau les moments de rupture mRx
et mRy. Les conditions de 1'equilibre limite des quatre parties du panneau
peuvent etre exprimees par les equations suivantes:

mRy + mRd=\qLx\, (32)

mRy + mIte iiLxh (33)

~qLy2[3a-2(xd + xe)], (34)
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rnso

© fn

mn.

0
a-x,,-x

Fig. 2.

™Rx + mRb ^lL(b-y)2[3a-2(xd + xe)].

La charge limite est donnee par la formule:

_ 6(mRy + mRd)
11- Z2 '

dans laquelle x,, ¦iPlW
o

" W/ + 3

2a 1mRv + m°Rd

imRll + mRd+imRv +BV' mRe

K
2bimRl. + mRy~

imRx + mRa+imRx + m Rb

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

Pour la distribution normale, la capacite portante probable est definie par
la charge limite:

Up
6(mRl/M + niRdM)

xdM
-«/,©+M + PRy + P-Rd

¦ + m.
(40)

<-dM (mRyM T '"¦RdM)

formule dans laquelle p.Ry et p.Rd representent les ecarts-types des moments de

rupture mRy et mRd, tandis que p.x est l'ecart-type de la distance xd, que l'on
determine successivement ä partir des ecarts-types p.a, p,b et p.Rx, p.Ry, p.Ra,
p.Rb, pRd, pRe, ä l'aide des formules suivantes:

Mx

P-a
°0M

P)2
\Oo/ -\a0l

+ 3
P-ä Pb2-ü--

° m H m0.1/ o.u+ 3 + 3

/ \rmZ44- + mT>Jim+ mRv Rd By Re
2 1 (mRv + mRd)M H-Ry

(41)

(42)

+
\imR,pimRy + mRd imRy + mRd + 1mRy + mRJm

2 i a0Mf-Re 1

^^^(m^ + m^)]'



248 ZDENEK SOBOTKA Ic 7

_ "OM -J pRy + P-Rd^ 2 HmRy+mRd)M (43)

_ (P-Rx + P-Ra + P-Rx + PRb\

h \mRx + mRa mRx + mRb IM
'

(imRx + mRa+ imRx + mRb)\

Le coefficient de securite de la dalle, soumise ä la charge q avec la dispersion
P-% 9.m> es* donne par la formule:

=^M^+^2©+(m
P-Ry + P-Rd

dM \"°RyM f '"-RdMI J
(44)
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Resume

L'auteur derive d'abord les formules generales pour la determination des

parametres statistiques d'une fonction de variables aleatoires. Les resultats
simplifies sont ensuite appliques aux cas particuliers du coefficient de securite
des dalles rectangulaires en beton arme ä armature economique et de
celui des dalles continues.

Zusammenfassung

Der Verfasser leitet zuerst die allgemeinen Formeln für die Bestimmung
von statistischen Parametern einer Funktion von zufälligen Veränderlichen
ab. Die vereinfachten Ergebnisse werden dann für die besonderen FäUe von
Sicherheitskoeffizienten der rechteckigen Stahlbetonplatte mit der wirtschaftlichen

Bewehrung und der Durchlaufplatten angewandt.

Summary

The author derives the general formulas for determining the Statistical
parameters of a function of random variables. The simplified results are then
applied to the particular cases of the coefficient of safety of the rectangular
reinforced-concrete slab with economical reinforcement and to that of
continuous plates.
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