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Ic4

Calculs d'ossatures et serviceabüite

Berechnung von Rahmen und deren Gebrauchsfähigkeit

Calculations of Frames and Serviceability

Y. GUYON
Paris

1. Notations. Moments ä un nceud: XX' pour les poutres, Y Y' pour les

poteaux, avec indice du nceud; moment ä mi-travee: M, avec indice de la
travee; XirX'ir.. .MiT. moments de rupture.

/*/, x\2 dx fa;/ x\ dx Cx2dx

coefficients de flexibilite.

U et —V, rotations isostatiques aux extremites gauche et droite des travees.

p: charge permanente, s: surcharge (par unite de longueur); uu' vv' coefficients
de Ventilation (pour la repartition entre les barres d'un moment applique ä

un nceud).
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Fig. 1.

2. On simplifie le calcul (sous charges verticales) en supposant les nceuds
fixes. Cela implique des forces de fixation, dont on trouve les valeurs en fin
de calcul en ecrivant l'equilibre des forces horizontales agissant sur chaque
ötage. On pourra alors corriger le premier calcul en introduisant un Systeme
de forces annulant les forces de fixation.

Ces corrections sont souvent tres faibles, et nulles dans de nombreux cas

(charges symetriques dans une construction symetrique) d'oü 1'interet de la
simplification.

3. La distribution des moments dans le Systeme soumis ä un chargement S

(de service) peut etre definie par N moments independants (p — 1 pour chaque
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nceud ä p barres); la condition ä satisfaüe est que les rotations soient les memes
dans les sections, ä un meme nceud, des barres qui y aboutissent.

Dans les methodes elastiques cette condition peut s'exprimer par N equations
(p — 1 pour chaque nceud) reliant quatre des N moments, rencontres par une
des fleches de la fig. 1, et qu'on peut ecrire, par exemple pour la fleche 1, sous
la forme:

bt XU + CiXi + ai+1 X\ + bi+1 Xi+1 + Vt+ Ui+1 0 (I)

d'oü les N moments cherches.
Dans les calculs limites (sous le meme chargement S) on choisit les N moments

precedents. Les equations (I) ne sont plus verifiees. II faut, pour retablir la
nullite du membre, y introduire des rotations inelastiques 6; celles-ci se
produisent dans les zones oü le moment limite elastique est depasse (rotules
plastiques). On considere que ces rotules plastiques sont placees aux nceuds,
dans les sections correspondant aux N moments choisis, que l'on dimensionne
en consequence. Partout ailleurs la construction est dimensionnee elastique-
ment.

On a donc N equations telles que:

o{ XU + ctXi + aM X', + bi+1 Xi+1 + V{+ Ui+1 + 9i + 6'i 0 (II)

permettant de calculer les rotations des N rotules plastiques.
La construction est apte ä son emploi (serviceable) si ces rotations (ou les

courbures) ne depassent pas certaines limites.
Dans les calculs ä rupture, les charges sont majorees dans un rapport kN;

on choisit encore les moments dans les memes N sections, qu'on dimensionne
ä rupture sous ces moments; en dehors de ces sections (ou plus exactement
de ces zones) la construction est dimensionnee elastiquement (c'est ä dire pour
ne pas depasser le moment limite elastique).

La rupture ne survient d'ailleurs que lorsqu'une iV+le rotule se forme,
c'est-ä-dire pour un coefficient de charge kN+1 legerement superieur ä kN.

La verification de la compatibilite peut se faire pour le coefficient kN ou
pour le coefficient kN+1. Dans le premier cas on applique encore les equations
(II), mais sous charges majorees et en donnant aux moments les valeurs de

rupture Xir. .; la Solution est acceptable si aucune des N rotations n'atteint
sa valeur de rupture, donc si aucune rotule plastique n'atteint sa courbure
de rupture.

Pour la verification pour le coefficient kN+1 on ne peut plus determiner les

N+l rotations puisqu'on n'a que N equations, mais il y a une relation necessaire

entre la rotation de la rotule qui se rompt et celles des rotules adjacentes.
On peut, dans cette relation, comme l'a propose l'auteur, negliger les
deformations elastiques, et eile n'a lieu d'etre appliquee que dans la partie qui se

rompt, laquelle peut n'etre qu'une partie de la construction, d'un degre
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d 'hyperstaticite n inferieur au degre N de la construction totale. La rupture
de cette partie se produit lorsque n+l rotules se sont formees.

Pour preciser, et en meme temps parvemr ä une premiere relation de base,

supposons qu'on se soit impose pour chaque poteau une seule rotule, inferieure
(moments choisis YrZ et pour les poutres deux rotules pour chaque travee,
aux nceuds (moments choisis X!,_lrXir pour la travee i).

Chaque poutre a un degre d'hyperstaticite n 2; la rupture d'une des

poutres se produit lors de la formation d'une troisieme (n+le) rotule, en
travee.

Aucun nceud ne peut bouger lors de cette rupture; si on neglige les
deformations elastiques (donc en particulier les rotations de poteaux) la condition
de compatibilite ä la rupture pour cette poutre est la meme que pour une
poutre encastree.

En supposant pour simplifier que les charges sont uniformes, que la travee
est symetrique et que Xr X'r, les rotations plastiques 6 sur appuis sont les

memes aux deux extremites; si a est la rotation de la rotule ä mi portee, la
condition de compatibilite est a/2 ö(l).

Fig. 2.
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Fig. 3.

Trafjons sur une meme epure les diagrammes: R et R', des moments resistants

ä rupture (positif et negatif), E et E', des moments limites elastiques.
On admettra pour simplifier que E et E' coi'ncident avec la hmite de serviceabüite

soit E/R 0,8 (voir parag. 5).
Soit p,r la fleche du diagramme des moments dans la travee dans les

conditions de rupture.
En cas d'adaptation complete on a: Xr + Mr /j.r.
Mais ceci n'est possible que si les rotations plastiques satisfont ä la condition

de compatibilite (1). Or ces rotations resultent du depassement des limites
elastiques, c'est ä dire du franchissement des lignes E et E' par le diagramme
des moments (zones hachurees fig. 3). Si, tout au moins ä titre d'approximation,

on admet l'existence d'une loi moment-courbure les rotations plastiques
dans chaque zone s'obtiennent par l'integration des courbures sur les longueurs
de ces zones.

II apparait nettement sur la fig. 3 que la demi rotation en travee a/2 est

plus grande que la rotation au nceud, 9.
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Par consequent, pour pouvoir inscrire, en respectant les conditions de

compatibilite, le diagramme fir, il faut augmenter legerement la distance
entre R et R' pour que le diagramme penetre moins profondement dans la
zone plastique positive. On est certain que la condition de compatibilite pourra
etre satisfaite si, s'etant fixe Xr, on prend Mr tel que Xr + 0,8Mr p.r; mais
cette condition est surabondante. On peut montier qu'il suffit de prendre
Xr + 0,86Mr p.r et que, numeriquement, dans le domaine pratique cette
condition est equivalente ä la suivante: Xr + Mr= 1,06\xr (2).

Cette condition (2) peut etre appliquee poutre par poutre, et on peut
admettre pour verifier la securite des poutres que la construction est entierement
surchargee, les conditions de rupture de chacune des poutres etant independantes

entre elles, par suite du cloisonnement correspondant au choix des

rotules (une seule rotule par poteau) et de la fixation (provisoire) des nceuds.
Cette condition (2) dispense pour les poutres de toute autre verification de

compatibilite ä rupture.
Par contre, pour les poteaux, il faut considerer les conditions de charge les

plus defavorables (une travee adjacente chargee, l'autre travee non chargee).
L'auteur a indique les bases de ce dimensionnement, mais ce n'est pas du
calcul ä la rupture pris separement qu'il s'agit ici.

4. L'objet de la communication est de montier les restrictions imposees
aux calculs ä la rupture, lesquels laissent une marge considerable dans le choix
des moments sur appui, par les conditions de serviceabüite. Ce sont ces
dernieres qui sont les plus importantes au point de vue pratique, le dimensionnement

ä rupture pouvant etre obtenu facilement quand les conditions de serviceabüite

sont remplies.

5. m designant d'une facon generale le moment dans une section et mr le
moment de rupture, l'experience montre que, pour le beton arme et pour le
beton precontraint arme (classe de beton precontraint qu'il convient d'adopter
pour les ossatures), si l'on trace un diagramme des ouvertures de fissures en
fonction du rapport mjmr, ces ouvertures restent moderees jusqu'ä m 0,8mr
puis croissent considerablement au-delä de cette limite (Ferry Borges, Congres

1956, Maldague, Congres 1964). En dimensionnant convenablement les

diametres des armatures, les ouvertures restent, jusqu'ä cette limite,
inferieures aux ouvertures admissibles.

On propose de considerer comme critere de serviceabüite1) cette condition
mg0,8mr (3).

J) II faudrait il est vrai tenir compte de deux considerations: 1. le moment mr dont il
s'agit est le moment resistant vrai, lequel comporte, par rapport au moment mr de
dimensionnement, un coefficient de minoration de 1,15 (CEB). 2. le debut de fissuration
provoque un commencement de redistribution qui diminue la valeur de m par rapport ä la
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6. La question se pose alors pour les poutres de la facon suivante: on a
determine dans chaque travee (en supposant, pour simplifier, des travees
symetriques), la somme Xr + Mr=l,06p.r; mais on ne sait pas comment par-
tager cette somme entre Xr et MT.

II faut que ce partage soit fait de teile sorte que, dans les conditions de service,
la parabole p. vienne au plus au contact, soit de la ligne 0,8ilfr ä mi-travee,
soit de la ligne 0,8 Xr sur appui. Si k est le coefficient de securite pr kp..

On offre donc ä la parabole p. un espace 1,06 X 0,8 &/* 0,85 &/li. Si £ 1,6 la
parabole p. dispose donc pour se placer d'un espace de 1,36/4, la somme Xr + Mr
etant alors:

1,06x1,6/4 1,7/4.

Or, dans les conditions de service, le moment reel sur appui a une valeur
l2X Xp. X(p + s)~ö-, X designant un coefficient que nous ne savons pas evaluer

avec exactitude mais qui n'en n'a pas moins une valeur determinee.
Supposons qu'on ait fait une evaluation de A et qu'on ait partage en

consequence l'espace Xr + Mr en dimensionnant l'appui pour obtenu le moment
ä la rupture Xr Xxl,7 p.r. Cette repartition satisfera aux conditions de serviceabüite

tant que la parabole reelle p, reste comprise entre les deux positions
extremes de la fig. 4.

Mr
¦////////////WWW/W/,-i1 nsu /^A0,8Mr

rj O.eXr Fig. 4.

Soit A' le coefficient reel (inconnu). Pour la position inferieure X — Q,%Xr
0,8Ax1,7/x=1,36A/a; donc A' 1,36A ou A 0,74A'. Pour la position

superieure, Z=l,36A-0,36/x donc A' l,36A-0,36 ou A A' [l + 0,26-^^1.
L'erreur admissible sur le moment «reel» X est donc de 26% par defaut ou

1 — A'
de 26% par exces. Cette derniere erreur par exces est inferieure ä 26%
si A' > \ ce qui est pratiquement toujours le cas.

Les memes raisonnements faits sur le moment M k mi-travee montrent
que l'on peut faire sans inconvenient une erreur de 26% par defaut ou de

26% par exces, cette erreur par exces etant d'ailleurs pratiquement

toujours superieure ä 26%.

valeur calculee elastiquement, dans la zone oü ce debut de fissuration se produit. On
admettra que ces deux considerations se neutralisent et que le critere (3) est bien
applicable.
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On peut des lors enoncer une regle englobant tous les cas. On peut admettre
une erreur par defaut sur X ou sur M pouvant atteindre 26%.

Naturellement l'erreur admissible est liee ä la valeur du coefficient de

securite; si le coefficient de securite etait 2, l'erreur admissible par defaut sur
X ou M pourrait atteindre 41%.

Tout procede de calcul pour lequel on a etabli qu'il ne conduit pas, par
rapport au calcul elastique «exaet» ä des «erreurs» plus grandes que celles

indiquees ne requiert aucune verification. et il suffit de prendre par rapport
aux moments obtenus un coefficient de majoration de 1,7 (dans le cas de k= 1,6)

pour que la serviceabüite et la compatibilite ä rupture soient satisfaites.
II n'y a pas lieu d'insister ici sur le sens du mot «exaet».

7. Si on n'avait ä considerer qu'un seul chargement, il n'y aurait pas d'in-
teret ä rechercher une precision plus grande que ces 26% par defaut, amenant

ä majorer dans le rapport n
1.36 pour tenir compte de l'imprecision, puis

encore de 25% pour assurer la serviceabüite; on a en effet 1.36 x 1,25= 1.7 et
la compatibilite ä rupture est juste assuree; cela est evident par la fig. 4 qui
precisement ne considere qu'un cas.

Mais on a en fait ä considerer plusieurs chargements; pour un meme chargement

maximum (p + s) d'une travee donnee, le moment reel sur appui. X,
depend des chargements des travees adjacentes. Si pour simplifier on considere
des travees egales, de section uniforme et le cas d'une travee courante, le

moment X est egal approximativement au moment d'encastrement (p + s)j=
l- l2

quand les deux travees adjacentes sont chargees et ä (p + s)j~— usy~ (u

coefficient de Ventilation, voir parag. et fig. 1), quand les deux travees
adjacentes sont vides (c'est-ä-dire soumises ä la charge permanente seule). Ce ne
sont lä que des valeurs approchees, mais il n'en reste pas moins que l'ensemble
des paraboles correspondant aux differents cas de charge oecupe un espace

l2 sl2
approximativement egal ä (]) + s) — + u j^- Si compte tenu de l'imprecision on

est oblige de majorer par 1,36 puis par 1,25 pour la serviceabüite on obtiendra

[l2 s l2~\
(p + s) -5- + u y© superieure ä celle qui

serait süffisante pour la securite.
On peut faire des economies en augmentant la precision. Cherchons quelle

serait la precision desirable, c'est-ä-dire quel devrait etre le coefficient 1+e
qui devrait remplacer le coefficient 1,36 precedent.

L'ideal serait que (1 + e)x 1,25 [(p + s) y + w ^l 1,7 (p + s)-Z ou 1 +e

l,36x g — ou une precision desirable par defaut caracterisee par le
l+rsu——1 12 p+s

coefficient 0,74 1 4- tu u —^—
•' L 12 p + s\
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La precision desirable depend donc de la raideur relative des poteaux et des

poutres, du rapport de la surcharge s k la charge permanente, et du coefficient
de securite (le coefficient 0,74 correspondant au coefficient de securite 1,6).

Pour u 0,15 et s — p on trouve que la precision desirable est 0,78 (22%
par defaut).

Pour w 0,30 et s 2p on trouve que la precision desirable est 0,85 (15%
par defaut).

Cela met bien en evidence l'influence des fortes surcharges, obligeant ä

serrer la realite de plus pres.
Bien entendu rien ne s'oppose ä ce qu'on conserve la presision de 26%,

mais il faut accepter alors le Supplement de prix correspondant ä la surabon-
dance de securite.

8. Une methode couramment appliquee en France consiste ä appliquer le

premier deverrouülage de la methode de Cross. Autrement dit. pour 1'evaluation

des moments ä un nceud. on suppose d'abord 1'encastrement. Soient m
et m' les moments d'encastrement ä gauche et ä droite du nceud. On dever-
rouille le noeud en supposant que les barres sont encastrees ä leurs extremites
opposees, uu' vv' etant les coefficients de Ventilation, les moments dans les

barres sont algebriquement:

X m — u(m — m'), X' m + u' (m — m'),
Y —v(m — m'), Y' v'(m — m').

La methode est extremement simple puisqu'elle ne fait intervenir pour
chaque nceud que les deux poutres adjacentes.

On peut montier que, dans les conditions usuelles, eile conduit ä une sous
evaluation des moments sur appui, et dans un rapport de l'ordre de 0,75 j)our
les nceuds de rive et de 0,85 ä 0,90 pour les nceuds courants. II suffit de prendre
par rapport aux moments calcules les coefficients de securite usuels, sans
aucune verification de compatibilite autre que Xr + Mr^ 1,06pr.

Cette methode pourrait etre amelioree en reculant d'un nceud les dever-
rouillages, c'est-ä-dire en deverrouillant non plus seulement le nceud considere
mais les quatre qui l'entourent. La precision devient alors de 7 ä 10% pour
les nceuds de rive et de 3 ä 4% pour les nceuds courants. On pourrait d'ailleurs
n'apporter cette correction que pour les nceuds de rive ou les «erreurs» sont
les plus grandes, et prendre alors des coefficients de securite reduits assurant
la serviceabüite et la compatibilite ä rupture dans l'esprit du parag. 7 (et tels

que Xr + Mr^ 1,06p.r).

L'exemple de tres nombreux bätiments calcules ainsi en France (sans la
correction indiquee ci-dessus et sans d'ailleurs la correction correspondant aux
forces de fixation (parag. 2) et l'absence de tout desordre dans ces constructions,

montre le bien fonde de cette methode.
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Resume

Le critere de serviceabüite propose d'apres des resultats experimentaux
est que le moment reel ne doit pas depasser une certaine proportion du moment
de rupture (estimee ä 0,8); d'oü la possibilite de calculs elastiques simplifies.
On evalue la tolerance qu'on peut admettre par rapport aux calculs elastiques
«exacts».

On justifie ainsi une methode appliquee en France et ne necessitant aucune
X + X'verification de compatibilite autre que de s'assurer que la somme —'—^—-+Mr

est legerement superieure (de 6%) au moment isostatique maximum sous
charges majorees.

Zusammenfassung

Das auf experimenteller Grundlage aufgebaute Gebrauchsfähigkeitskriterium
verlangt, daß das tatsächliche Moment einen gewissen Teil (geschätzt

zu 0,8) des Bruchmomentes nicht überschreiten soll. Darauf beruht die
Möglichkeit von vereinfachten elastischen Berechnungen. Die Abweichung im
Verhältnis zu den genauen elastischen Berechnungen wird abgeschätzt.

Damit ist eine Rechnungsmethode begründet, die in Frankreich verwendet
wird. Diese fordert als einzigen Verträghchkeitsnachweis, daß die Summe
X + X'—'—=—r- + Mr etwas höher (6%) sein soll als das maximale, statisch bestimmte

Moment unter erhöhten Lasten.

Summary

The proposed criterion of serviceability, based on the experimental results,
is that the actual moment should not exceed a certain proportion of the
ultimate moment (estimated as 0,8); hence the possibility of simplified elastic
calculations. Permissible tolerances in respect of "exaet" calculation are
evaluated.

A method employed in France, requiring no other verification that to check
X + X'that the sum r * ' + Mr slightly (6%) exceeds the maximum isostatic moment

under increased loads, is thus justified.
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