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Coques prismatiques

Prismatische Faltwerke

Prismatic shells

G. FONDER
Aspirant F.N.R.S. ä l'Universite de Liege, Belgique

Introduction

Un peu partout dans le monde, des methodes de calcul des toits plisses
sont mises au point, des reglements sont edites, des coques prismatiques sont
construites. Notre but, en etudiant le sujet, a ete de trouver et de developper
une methode suffisamment simple et systematique pour qu'elle puisse etre

programmee aisement, suffisamment precise et generale pour qu'elle puisse
etre appliquee avec succes ä differentes formes de toitures.

L'examen de la litterature existante [1, 2] nous a conduit ä choisir et ä

programmer la methode des rotations de Yitzhaki [3, 4].

Hypotheses

Les hypotheses, d'ailleurs communes ä la plupart des methodes sont les

suivantes:

— le materiau est homogene et elastique lineaire.

— les deformations sont suffisamment faibles pour ne pas affecter le mode
d'action des charges.

— aux aretes, la monolithisation des plaques voisines est süffisante pour
qu'on puisse supposer qu'elles forment une dalle continue.

— les diaphragmes terminaux sont infiniment rigides dans leur plan et par¬
faitement flexibles perpendiculairement ä leur plan.

— pour chaque plaque, on peut appliquer dans le sens longitudinal la theorie
de la flexion des poutres et negliger la rigidite torsionnelle.

— on neglige l'influence des efforts tranchants sur les deformations (longi¬
tudinales et transversales).
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Principe de la methode

1. Premiere etape de calcul: on etudie une bände transversale de longueur
unitaire comme dalle continue sur appuis fixes soumise aux charges exterieures;

pour la facilite des calculs, celles-ci sont decomopsees en charges normales
et tangentielles aux plaques (Fig. 1). L'etude de ce Systeme ne presente aucune
difficulte et se fait par la methode de Cross. On obtient ainsi des moments
transversaux valables dans n'importe quelle bände transversale si les charges
sont uniformement reparties sur la longueur, ce qui est le cas le plus courant.

Etapes successives dg la methode YITZHAKI

Tranche de 1

dalle continue J

Ensemble
de Plaques 0

Fig. 1.

Transversalement, c'est le röle de l'«effet dalle» de transmettre les charges
exterieures aux aretes; longitudinalement, cela va etre le röle de 1'«effet

plaque» de transmettre les charges des aretes aux diaphragmes terminaux.
D'oü, la seconde etape: on etudie le Systeme de plaques chargees aux aretes
des reactions des dalles.
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Fig. 2.
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Mais ce Systeme est interieurement hyperstatique. On commence par le
rendre isostatique en placant des charnieres le long des aretes.

2. Alors, on decompose les charges aux aretes dans le plan des plaques
et on etudie celles-ci comme poutres biappuyees isoiees (Fig. 2). On obtient
ainsi des efforts tranchants Q et des tensions de cisaillement t repartis longi-
tudinalement suivant un diagramme lineaire, des moments M et des tensions
er repartis longitudinalement suivant un diagramme parabolique.

Comme les plaques sont etudiees isolement, les tensions a ä l'arete
commune ne sont generalement pas egales et, pour retablir la compatibilite des

tensions, il faut ajouter le long de chaque arete des efforts rasants. La
determination de ceux-ci se fait, en principe, par la resolution d'un Systeme d'equations

lineaires; en pratique, on a pu developper pour l'equüibrage des
tensions, l'equivalent de la methode de Cross: le desequilibre en une arete est

partage aux prorata des sections des plaques qui y aboutissent puis les
tensions partagees sont transmises aux autres bords des plaques avec le coefficient

(-%)•
Connaissant la repartition des tensions dans chaque plaque, on peut determiner

sa fleche dans son plan; puis, ä partir d'un Williot, la position deformee
des plaques et les deplacements w des aretes. Enfin, des relations geometriques
simples donnent la rotation relative (0© + ^ i+1) aux aretes (Fig. 3), puisque,
il faut se le rappeler, on a dispose des charnieres le long des aretes.

Rolation y a l'arete i

¦' y
X:

.Hl

iTiA*1

Zufiel)

1-1.1

Fig. 3.

3. Aux coupures ainsi faites, on doit appliquer successivement des paires
de moments m.i, ra3, ra4 (Fig. 1). 11 faut remarquer que l'apparition de ces

moments est liee ä la deformation longitudinale du Systeme. Donc ces
moments ne sont pas constants sur la longueur de la coque; ils varient comme
Famplitude de la deformee. Si, pour courbe de deformee et courbe de moments,
on utilise une onde de sinusoi'de, Fapproximation est excellente.

Pour chacune de ces sollicitations, on recommence le calcul des reactions
aux aretes, le decomposition des reactions dans le plan des plaques, le calcul
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des tensions dans les plaques, non equilibrees puis equilibrees, le calcul des

deformations et, finalement des rotations relatives (d'ij + 6ii+1) aux aretes

(Fig. 3).
II faut remarquer qu'on n'applique pas de moments aux avant-dernieres

aretes; puisqu'elles ne presentent pas de rigidite torsionnelle, les plaques
extremes ne pourraient resister ä de tels moments.

La determination des inconnues hyperstatiques, ä savoir la valeur reelle
des moments m2, m3, m4, se fait en exprimant la monolithisation aux aretes,
c'est-ä-dire que la somme des rotations relatives sous les charges exterieures
et sous les paires de moments doit etre nulle le long des aretes oü on avait
introduit des charnieres.

Compte tenu de la grandeur des inconnues hyperstatiques trouvees, on

superpose les resultats des etapes (1) (2) et des multiples etapes (3) pour
trouver les resultats finaux. Ceux-ci comprennent les moments transversaux,
les tensions longitudinales de flexion et de cisaillement et les deplacements
des aretes en differents points de la longueur et de la largeur de la coque.

Applications

L'avantage de la methode adoptee est qu'elle se prete ä un grand nombre
de variantes.

Nous n'avons jusqu'ä present envisage que des charges uniformes. Des

charges reparties de facon quelconque dans le sens transversal ne presentent
pas de difficulte speciale. Seul le Cross de la dalle continue s'en trouve modifie.
Si elles sont reparties dissymetriquement dans le sens longitudinal, il faut
les developper en serie de sinus et traiter successivement chacun des termes.

Dans le sens longitudinal, le cas d'une coque biappuyee n'est pas le seul

que nous puissions traiter. Pour traiter des coques appuyees-encastrees,
biencastrees ou consoles, il faut seulement modifier la courbe imposee pour
la deformee et les moments. Au lieu d'ondes sinusoi'des, on fait appel ä des

«fonctions propres» tirees de l'etude des vibrations des poutres et oü inter-
viennent des termes trigonometriques et hyperboliques.

Dans le sens transversal, les bords extremes sont souvent libres, mais ils

peuvent aussi presenter une rigidite torsionnelle, s'appuyer sur un mur ou
etre consideres comme encastres s'il s'agit des bords d'un element courant
dans une toiture comportant de nombreuses ondes. Le cas oü trois elements

se recoupent en un nceud peut etre envisage. La plupart de ces variantes se

traitent en ajoutant, au-delä des bords extremes, une ou deux plaques de

poids nul mais de rigidite flexionnelle non negligeable et parfois meme infinie.
La coque peut egalement etre soulagee par des poteaux intermediaires

ou des tirants. II suffit de remplacer ces renforts par des forces verticales
ou horizontales inconnues qui constituent un cas suppleinen taire de charge
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hyperstatique. La valeur de ces forces se determine en meme temps que les

moments hyperstatiques aux charnieres par l'adjonction d'une condition
supplementaire sur les deplacements.

Enfin, la coque peut etre precontrainte par des cäbles rectilignes ou courbes.
Une plaque precontrainte par un cäble rectiligne tend ä se raccourcir et agit
sur ses voisines par l'intermediaire d'efforts rasants. Une plaque avec un
cäble courbe, en plus de son action par efforts rasants, est chargee de forces
de courbure qui peuvent etre considerees comme des charges exterieures
agissant dans le plan de la plaque.

Les principales de ces variantes sont illustrees par la figure 4.

Biappuye

Bord avec

poutre de torsion.

Force

concentree

Biene astr

Bord sur
un mur.

Encastre
appuye

Console

Bord encastre.

Bord avec 3
elements

Precontrainte

Fig. 4.

Programmation

La methode des rotations de Yitzhaki, legerement adaptee, a ete pro-
grammee pour l'ordinateur I.B.M. 7040 du Centre de Calcul de l'Universite
de Liege. L'organigramme relatif ä un cas sans Variante est donne ä la fig. 5.

Nous introduisons les dimensions de la coque et les charges exterieures;
cinq ä dix minutes plus tard (suivant le nombre de plaques), l'ordinateur
fournit les deplacements, les tensions normales et de cisaillement, tant
longitudinaux que transversaux en dix points de la portee le long de chaque arete
et au milieu des plaques.

Nous travaillons actuellement ä mettre les dernieres variantes au point.
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Introduction des donnees.

Calcul de grandeurs preliminaires.

Execution du Cross.

1

Determiner les reactions et les

charges P // dues aux moments.

Ajouter les P // exterieurs.

Boucler en introduisant
M 1000 ä une
nouvelle arete.

Determiner les o- et les equilibrer.

J

1

Determiner les deplacements
et les rotations 8.

Former et resoudre le Systeme
d'equations en 0.

Superposer les resultats des
differentes etapes.

Extraction des resultats.

Fig. 5. Organigramme.
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Resume

L'auteur resume une methode de calcul des coques prismatiques derivee
de celle mise au point par Yitzbaki. D'abord, on etudie une «dalle»
transversale de toiture sous les charges exterieures; les resultantes obtenues sont
appliquees aux «plaques» supposees articulees par des charnieres le long de

leurs aretes; ensuite, des paires de moments hyperstatiques distribues en forme
de «fonction propre» retablissent la continuite des coupures longitudinales;
finalement, on superpose les resultats de chaque etape de calcul.

Cette methode se prete ä de nombreuses variantes: coques continues,

coques precontraintes, coques appuyees sur des murs ou des poteaux inter-
mediaires, etc. Elle a ete programmee ä l'Universite de Liege.

Zusammenfassung

Der Autor faßt eine Berechnungsmethode für prismatische Faltwerke
zusammen, die von jener Yitzhakis abgeleitet ist. Zuerst wird ein Streifen in
Querrichtung unter äußeren Lasten betrachtet; die erhaltenen Stützkräfte
werden an den Scheiben des Grundsystems angebracht, welches aus dem
Faltwerk durch Einführung von Scharnieren in den Kanten entsteht. Die

überzähligen Momente sind in Form von Eigenfunktionen über die Schalenlänge

verteilt. Zum Schluß werden die Ergebnisse der verschiedenen Rechenstufen

überlagert.
Diese Methode eignet sich für zahlreiche Fälle: durchlaufende Faltwerke,

vorgespannte Faltwerke, Faltwerke mit Zwischenabstützungen auf Mauern
oder Pfeilern usw. Sie ist an der Universität von Lüttich programmiert worden.

Summary

The author summarises a method for the design of prismatic shells derived
from that developed by Yitzhaki. A transverse roof «slab» is first of all
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analysed under the external loads: the resultants obtained are applied to
«plates» assumed to be articulated by hinges along their arrises; thereafter,
pairs of hyperstatic moments distributed in the form of a «proper function»
(Eigenfunktion) re-establish the continuity of the longitudinal cuts; finally,
the results of each stage in the calculation are superimposed.

This method lends itself to a large number of variants: continuous shells,

prestressed shells, shells supported on walls or intermediate columns, etc.

It has been programmed at the University of Liege.
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