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Coques prismatiques
Prismatische Faltwerke

Prismatic shells

G. FONDER
Aspirant F.N.R.S. & I'Université de Liége, Belgique

Introduction

Un peu partout dans le monde, des méthodes de calcul des toits plissés
sont mises au point, des réglements sont édités, des coques prismatiques sont
construites. Notre but, en étudiant le sujet, a été de trouver et de développer
une méthode suffisamment simple et systématique pour qu’elle puisse étre
programmeée aisément, suffisamment précise et générale pour qu’elle puisse
étre appliquée avec succés a différentes formes de toitures.

L’examen de la littérature existante [1, 2] nous a conduit & choisir et & pro-
grammer la méthode des rotations de Y1TzHAKI [3, 4].

Hypotheses

Les hypothéses, d’ailleurs communes a la plupart des méthodes sont les
suivantes:

— le matériau est homogeéne et élastique linéaire.

— les déformations sont suffisamment faibles pour ne pas affecter le mode
d’action des charges.

— aux arétes, la monolithisation des plaques voisines est suffisante pour
qu’on puisse supposer qu’elles forment une dalle continue.

— les diaphragmes terminaux sont infiniment rigides dans leur plan et par-
faitement flexibles perpendiculairement & leur plan.

— pour chaque plaque, on peut appliquer dans le sens longitudinal la théorie
de la flexion des poutres et négliger la rigidité torsionnelle.

— on néglige linfluence des efforts tranchants sur les déformations (longi-
tudinales et transversales).
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Principe de la méthode

1. Premiére étape de calcul: on étudie une bande transversale de longueur
unitaire comme dalle continue sur appuis fixes soumise aux charges extérieures;
pour la facilité des calculs, celles-ci sont décomopsées en charges normales
et tangentielles aux plaques (Fig. 1). L’étude de ce systéme ne présente aucune
difficulté et se fait par la méthode de Cross. On obtient ainsi des moments
transversaux valables dans n’importe quelle bande transversale si les charges
sont uniformément réparties sur la longueur, ce qui est le cas le plus courant.

Etapes successives de la meéthode YITZHAKI
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Transversalement, c’est le role de 1'«effet dalle» de transmettre les charges
extérieures aux arétes; longitudinalement, cela va étre le réle de I'«effet
plaque» de transmettre les charges des arétes aux diaphragmes terminaux.
D’ot, la seconde étape: on étudie le systéme de plaques chargées aux arétes
des réactions des dalles.

Compor lement d'une  PLAQUE ISOLEE

Equilibrage des Tensions par les Efforts

rasants _aux_charnidres

Fig. 2.
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Mais ce systéme est intérieurement hyperstatique. On commence par le
rendre isostatique en plagant des charniéres le long des arétes.

2. Alors, on décompose les charges aux arétes dans le plan des plaques
et on étudie celles-ci comme poutres biappuyées isolées (Fig. 2). On obtient
ainsi des efforts tranchants @ et des tensions de cisaillement 7 répartis longi-
tudinalement suivant un diagramme linéaire, des moments M et des tensions
o répartis longitudinalement suivant un diagramme parabolique.

Comme les plaques sont étudiées isolément, les tensions o & l'aréte com-
mune ne sont généralement pas égales et, pour rétablir la compatibilité des
tensions, il faut ajouter le long de chaque aréte des efforts rasants. La déter-
mination de ceux-ci se fait, en principe, par la résolution d’un systeme d’équa-
tions linéaires; en pratique, on a pu développer pour l’équilibrage des ten-
sions, I’équivalent de la méthode de Cross: le déséquilibre en une aréte est
partagé aux prorata des sections des plaques qui y aboutissent puis les ten-
sions partagées sont transmises aux autres bords des plaques avec le coefficient
(— ). '

Connaissant la répartition des tensions dans chaque plaque, on peut déter-
miner sa fléche dans son plan; puis, a partir d’'un Williot, la position déformée
des plaques et les déplacements w des arétes. Enfin, des relations géométriques
simples donnent la rotation relative (6; ;+6; ;.,) aux arétes (Fig. 3), puisque,
il faut se le rappeler, on a disposé des charniéres le long des arétes.

Rotation y & llaréte i

Ri i \4 Riis1
X

Fig. 3.

i

3. Aux coupures ainsi faites, on doit appliquer successivement des paires
de moments m,, mg, m, (Fig. 1). 11 faut remarquer que 'apparition de ces
moments est liée & la déformation longitudinale du systéme. Donc ces mo-
ments ne sont pas constants sur la longueur de la coque; ils varient comme
I’amplitude de la déformée. Si, pour courbe de déformée et courbe de moments,
on utilise une onde de sinusoide, I’approximation est excellente.

Pour chacune de ces sollicitations, on recommence le calcul des réactions
aux arétes, le décomposition des réactions dans le plan des plaques, le calcul
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des tensions dans les plaques, non équilibrées puis équilibrées, le calcul des
déformations et, finalement des rotations relatives (07 ;+0;,,;) aux arétes
(Fig. 3).

Il faut remarquer qu’on n’applique pas de moments aux avant-dernieres
arétes; puisqu’elles ne présentent pas de rigidité torsionnelle, les plaques
extrémes ne pourraient résister & de tels moments.

La détermination des inconnues hyperstatiques, & savoir la valeur réelle
des moments m,, my, m,, se fait en exprimant la monolithisation aux arétes,
c’est-a-dire que la somme des rotations relatives sous les charges extérieures
et sous les paires de moments doit étre nulle le long des arétes oli on avait
introduit des charniéres.

Compte tenu de la grandeur des inconnues hyperstatiques trouvées, on
superpose les résultats des étapes (1) (2) et des multiples étapes (3) pour
trouver les résultats finaux. Ceux-ci comprennent les moments transversaux,
les tensions longitudinales de flexion et de cisaillement et les déplacements
des arétes en différents points de la longueur et de la largeur de la coque.

Applications

L’avantage de la méthode adoptée est qu’elle se préte & un grand nombre
de variantes.

Nous n’avons jusqu’a présent envisagé que des charges uniformes. Des
charges réparties de fagon quelconque dans le sens transversal ne présentent
pas de difficulté spéciale. Seul le Cross de la dalle continue s’en trouve modifié.
Si elles sont réparties dissymétriquement dans le sens longitudinal, il faut
les développer en série de sinus et traiter successivement chacun des termes.

Dans le sens longitudinal, le cas d’une coque biappuyée n’est pas le seul
que nous puissions traiter. Pour traiter des coques appuyées-encastrées,
biencastrées ou consoles, il faut seulement modifier la courbe imposée pour
la déformée et les moments. Au lieu d’ondes sinusoides, on fait appel & des
«fonctions propres» tirées de 1’étude des vibrations des poutres et ou inter-
viennent des termes trigonométriques et hyperboliques.

Dans le sens transversal, les bords extrémes sont souvent libres, mais ils
peuvent aussi présenter une rigidité torsionnelle, s’appuyer sur un mur ou
étre considérés comme encastrés s’il s’agit des bords d’un élément courant
dans une toiture comportant de nombreuses ondes. Le cas ou trois éléments
se recoupent en un nceud peut étre envisagé. La plupart de ces variantes se
traitent en ajoutant, au-dela des bords extrémes, une ou deux plaques de
poids nul mais de rigidité flexionnelle non négligeable et parfois méme infinie.

La coque peut également étre soulagée par des poteaux intermédiaires
ou des tirants. Il suffit de remplacer ces renforts par des forces verticales
ou horizontales inconnues qui constituent un cas supplémentaire de charge
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hyperstatique. La valeur de ces forces se détermine en méme temps que les
moments hyperstatiques aux charniéres par l’adjonction d’une condition
supplémentaire sur les déplacements.

Enfin, la coque peut étre précontrainte par des cables rectilignes ou courbes.
Une plaque précontrainte par un cable rectiligne tend & se raccourcir et agit
sur ses voisines par l'intermédiaire d’efforts rasants. Une plaque avec un
cable courbe, en plus de son action par efforts rasants, est chargée de forces
de courbure qui peuvent étre considérées comme des charges extérieures
agissant dans le plan de la plaque.

Les principales de ces variantes sont illustrées par la figure 4.
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Programmation

La méthode des rotations de Y1rzHAKI, légérement adaptée, a été pro-
grammeée pour l'ordinateur I.B.M. 7040 du Centre de Calcul de 1'Université
de Liege. L’organigramme relatif & un cas sans variante est donné a la fig. 5.

Nous introduisons les dimensions de la coque et les charges extérieures;
cinq & dix minutes plus tard (suivant le nombre de plaques), l'ordinateur
fournit les déplacements, les tensions normales et de cisaillement, tant longi-
tudinaux que transversaux en dix points de la portée le long de chaque aréte
et au milieu des plaques.

Nous travaillons actuellement & mettre les derniéres variantes au point.
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Introduction des données.

Calcul de grandeurs préliminaires.

Exécution du Cross.

Ia

|
!

Déterminer les réactions et les
charges P // dues aux moments.

Ajouter les P [/ extérieurs.

Déterminer les o et les équilibrer.

Déterminer les déplacements
et les rotations 6.

o

Boucler en introduisant
M = 1000 & une
nouvelle aréte.

Former et résoudre le systéme
d’équations en f.

Superposer les résultats des
différentes étapes.

Extraction des résultats.

Fig. 5. Organigramme.
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Résumé

L’auteur résume une méthode de calcul des coques prismatiques dérivée
de celle mise au point par Y1rzBaxi. D’abord, on étudie une «dalle» trans-
versale de toiture sous les charges extérieures; les résultantes obtenues sont
appliquées aux «plaques» supposées articulées par des charnieres le long de
leurs arétes; ensuite, des paires de moments hyperstatiques distribués en forme
de «fonction propre» rétablissent la continuité des coupures longitudinales;
finalement, on superpose les résultats de chaque étape de calcul.

Cette méthode se préte & de nombreuses variantes: coques continues,
coques précontraintes, coques appuyées sur des murs ou des poteaux inter-
médiaires, etc. Elle a été programmée a 1’Université de Liége.

Zusammenfassung

Der Autor fait eine Berechnungsmethode fiir prismatische Faltwerke zu-
sammen, die von jener YITZHAKIS abgeleitet ist. Zuerst wird ein Streifen in
Querrichtung unter #duBeren Lasten betrachtet; die erhaltenen Stiitzkrafte
werden an den Scheiben des Grundsystems angebracht, welches aus dem
Faltwerk durch Einfithrung von Scharnieren in den Kanten entsteht. Die
iiberziahligen Momente sind in Form von Eigenfunktionen iiber die Schalen-
lange verteilt. Zum Schlull werden die Ergebnisse der verschiedenen Rechen-
stufen uberlagert.

Diese Methode eignet sich fiir zahlreiche Fille: durchlaufende Faltwerke,
vorgespannte Faltwerke, Faltwerke mit Zwischenabstiitzungen auf Mauern
oder Pfeilern usw. Sie ist an der Universitdt von Liittich programmiert worden.

Summary

The author summarises a method for the design of prismatic shells derived
from that developed by YIirzHARI. A transverse roof «slab» is first of all
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analysed under the external loads: the resultants obtained are applied to
«plates» assumed to be articulated by hinges along their arrises; thereafter,
pairs of hyperstatic moments distributed in the form of a «proper function»
(Eigenfunktion) re-establish the continuity of the longitudinal cuts; finally,
the results of each stage in the calculation are superimposed.

This method lends itself to a large number of variants: continuous shells,
prestressed shells, shells supported on walls or intermediate columns, etc.
It has been programmed at the University of Liege.
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