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Ia7

Ponts a poutres multiples sans entretoises
Briicken mat velen Lingstrigern ohne Quertrdger

Multe-Girder Bridges without Cross- Beams

JEAN COURBON
Paris

1. Méthode de calcul

Soit I D'inertie constante commune aux n poutres sous chaussée (4;)
(j=1,2,...n). Ces poutres sont reliées par la dalle sous chaussée que nous
assimilons & une infinité de poutres transversales infiniment rapprochées.

xA

7.9%] I (VY51 I (8

Yi Y ¥n ¥
Soient p;, (x) et v; (x) la charge répartie et le déplacement vertical compté

positivement vers le bas de la poutre (A4;). La charge p; (x)dx appliquée & la
poutre (4;) entre les abscisses x et x+dx se décompose en deux parts:

a) La part pj (x)dx supportée par la poutre (4;):

dtv;

daxt’

b) La part p; (x)dx supportée par la poutre transversale fictive de largeur dx:

i=n

pj (x) = 1_;1 Bji v ().

B;; étant les éléments de la matrice carrée C' symétrique d’ordre n reliant les
fleches aux charges pour la poutre fictive transversale (B) de largeur unité.

En écrivant que p; (z) est la somme de p;(z) et de pj (x), nous obtenons
les équations d’équilibre:

d4?)j i=n .
daxt +i§118ji”i(x)=pj(x) =12,...,n). (1)

pi(x) =K1

EI
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Ces équations forment un systéme d’équations différentielles linédaires &
coefficients constants que I’on pourrait résoudre par la théorie classique. Mais
nous développerons p; (z) en série de sinus dans l'intervalle (0, L):

ey . rmTx
pi(@) = ¥ Mjsin—, (2)
r=1
les coefficients II7 étant définis par:
, E
2 . rwx
17 =ffpj(x)s1n T dx. (3)

0
Nous chercherons v; (x) sous la forme d’une série de sinus:

r=w
v () = > Vysin_ =~ (4)
r=1 L
En portant les valeurs (2) et (4) dans les équations (1), nous trouvons:
Vr i=n .
L+ X B,V =1 (Gj=1,2,...,n). (5)
Sr i=1
S, étant défini par:
S n 6
= AART (6)

L’interprétation mécanique des équations (5) est immédiate: les coefficients
Vi sont les fleches au droit des poutres (A;) de la poutre fictive (B) reposant sur
des appuis élastiques A; de méme coefficient d’élasticité S, et soumise au droit de
ces appurs aux charges concentrées 117,

Pour aller plus loin, prenons pour inconnues les réactions ¢7 des appuis
élastiques: vy

& =3 (7)

r

Nous pouvons écrire les équations (5) sous forme matricielle:
(U+8,0)Q =1 (8)

Nous avons désigné par U la matrice unité et par II" et Q" les matrices
colonnes dont les éléments sont I} et ¢;. La matrice U+ S,C est symétrique
et réguliére; son inverse est donc une matrice symétrique H” dont nous désigne-
rons les éléments par H7;. Donc:

i=n
Q =H'II" ou Q= » HjII;. (9)

i=1
Cette formule montre que Hj; est la réaction développée par 1’appui 4;
lorsque la poutre B est soumise & 1’action d’une charge unité placée au droit

de I’appui 4;. L’équivalence des réactions Hj; et de la charge unité se traduit
par les relations, valables quel que soit 7:

ji=n i=n
jZ1H§i =1, _Zl y; Hj; = y;. (10)
= i=
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En outre, la symétrie de la matrice H” conduit & un théoréme de réciprocité
dont 1’énoncé est évident.

Ceci posé, le moment fléchissant M; (x) dans la poutre (4;)

d*v;
M;(x)=—-EI dx‘“’g
s’écrit, compte tenu des expressions (4), (6) et (7):

E: S rmx

R (11)
L’effort tranchant 7} (x) s’en déduit:
dM, 'O L roz
- = jr— Apmt— r 2
T@) = = T:le Qjeos - (12)
Supposons maintenant une seule poutre chargée, (4,) par exemple
P ( Z I} sin zx
Nous avons @} =H;, I1], et les formules (11) et (12) deviennent:
M;(x) = Z Hgsm L s (13)
=
© L Fra
T;(x) = ., ;—H,kﬂk COS —7— (14)

Remarquons qu’en vertu de la premiére équation (10)

i=n r=w

12
LM = ) s Msin 77 = (2) (15)
j=1 r=1

et il est aisé de voir que le second membre de cette équation représente le

moment fléchissant y; (x) dans la poutre (4,) supposée isolée sous ’action de
la charge répartie Py (). De méme:

S L rex dpy
ZT ~ Mgeos 7% = “F% _ 1, ). (16)
Les formules (13) et (14) sont bien entendu valables lorsque k=j. Mais

dans ce cas on peut améliorer la convergence des séries qui figurent au second
membre de ces formules en introduisant 1’expression de p; ()

Les formules (13) et (14) deviennent, dans ce cas ol (4,) est seule chargée

2
M;(x) L

r(l— H’)smrzx, (17)
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rmx

T; (x) _Zé H?;) cos —— 7 (18)

En effet 1— H}; tend rapidement vers zéro lorsque r augmente, car si 1’on
applique une seule charge unité au droit de 1’appui 4; de la poutre (B):

=1, [p=0(ks+j), @=Hy
et I’équation d’équilibre relative & 1’appui A4; de la poutre (B) a pour expres-

sion, d’apres (8): k=n
Hj; = Srkglﬁjk Hj,

et S, défini par (6) tend rapidement vers zéro lorsque r augmente indéfiniment.
Examinons plus particuliérement le cas d’une charge concentrée P placée
dans la section d’abscisse « de la poutre (4,). Nous avons:

.2 P . raa
I = I sin—g—
La formule (13) donne le moment fléchissant M¥ («,z) dans la section
d’abscisse x de la poutre (4;)

rmoa . T

(e, ) Z H’k sin —— 7 sin——. (19)

Nous avons done, compte tenu de la symétrie de la matrice H":
M¥ (o, x) = M}, ().

Donc, le moment fléchissant dans la section d’abscisse x de la poutre (A;) sous
Paction d’une charge unité placée dans la section d’abscisse o de la poutre (A4,)
est égal au moment flechissant dans la section d’abscisse « de la poutre (A4;) sous
Paction d’une charge unité placée dans la section d’abscisse x de la poutre (4;).

La formule (14) donne ensuite ’effort tranchant T} («,x) dans la section
d’abscisse x de la poutre (4;):

r=cw
2P rwe rmx
Tk =E — H7, sin ——cos —. 20
7 (e, ) [ M &SI —p—CO8 —¢ (20)

Tous les cas de charge peuvent se déduire par superposition & partir des
formules (19) et (20) qui donnent les ordonnées des lignes d’influence.
Pour terminer, traitons le cas d’une charge répartie de densité p appliquée
a la poutre (4;). On peut, soit utiliser 1’expression de T}
4p . ;
= ff:(l _cosra) = -, Ppour rimpair
0 pour r pair

soit utiliser les expressions (19) et (20):

& L
M]-(x)=6[M§‘(a,x)pdoc, ’I;-(x)=gT,-"(oc,x)pdoc.
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On trouve ainsi:

@
4p L2 rmwa
M@ = ), Pl Hysn T (21)
(r=1,3,5...)
- 4p rma

2. Exécution du calcul

Le calcul par la méthode précédente est long et fastidieux lorsqu’on 1’exé-
cute & ’aide d’une machine de bureau, si I’on veut vérifier plusieurs sections
en prenant un nombre raisonnable de termes des séries. Par contre, il est par-
faitement adapté aux possibilités des ordinateurs électroniques tels que 1’ordi-
nateur IBM 7090 pour lequel un programme a été établi.

Les données a fournir sont les suivantes:

L portée des poutres principales,
[ distance entre axes des poutres principales,
n nombre des poutres principales,

ro nombre des termes des séries pris en compte,
_6Ei 6 Lt

v1=—5 $1=_zjz7» nombre sans dimensions.

Dans 1’expression de vy,, I désigne l’inertie des poutres principales et 2
I’inertie de la dalle par métre de largeur.

Le programme est conc¢u pour n <25 et r, < 12.

L’ordinateur fournit trois groupes de résultats:

La premiére partie du programme fournit les réactions exercées par les
appuis 4; sur la poutre (B) lorsque cette poutre est soumise a 1’action d’une
charge unité placée au droit de I’appui 4;, et ces réactions sont données pour
les différentes valeurs du coefficient S, (r=1,2,...,7,). Ces réactions sont les
éléments des matrices H”. Pour cette détermination, 1’ordinateur utilise la
formule des cinq moments relative a la théorie des poutres sur appuis élastiques,
plus commode que 1'inversion de la matrice U + S, C.

La deuxiéme partie du programme fournit, pour une charge unité placée a
I’abscisse o sur la poutre (4;):

1. La part de charge p («, ) supportée a l’abscisse 2 par la poutre (4,).

2. Le moment fléchissant M7 («,x) & 1’abscisse z dans la poutre (4,).

3. L’effort tranchant dans les sections 2 =0 et x = L de la poutre (4,).

4. Le moment fléchissant m} («,x) au droit de la poutre (4,) dans la poutre
transversale fictive de largeur unité située & 1’abscisse .

Pour simplifier le calcul, nous nous sommes bornés aux valeurs particuliéres

de « et de x de la forme « = K~I§'- et x= K’%, K et K’ étant des nombres entiers.
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Compte tenu des symétries, il suffit de faire varier K de 044, K'de 04 8,7de 1 ég
n+1
2

Pour ce calcul la machine utilise les séries données dans la premiére partie
de cette étude.
Enfin la derniére partie du programme donne l’intégration des lignes

d’influence obtenues dans la seconde partie. Cette intégration fournit 1’aire

lorsque n est pair et de 1 & lorsque n est impair, enfin j de 1 & n.

des lignes d’influence des efforts dans une section d’abscisse x=K ’% de la

poutre (A4;) lorsque la charge unité se déplace sur la poutre (4;) entre les
abscisses 0 et L. Pour ce calcul, I’ordinateur utilise les méthodes classiques
d’intégration numérique de la Résistance des Matériaux basées sur l’inter-
polation par des polynémes.

Le temps de calcul de 1’ordinateur IBM 7090 est de l’ordre d’une minute.

Résumé

Dans la premiére partie de ce mémoire, on montre que le calcul d’un pont
a poutres multiples sous chaussée sans entretoises revient essentiellement au
calcul des réactions d’appui d’une poutre reposant sur des appuis élastiques
en nombre égal au nombre des poutres, pour un certain nombre de valeurs
des coefficients d’élasticité des appuis. Dans la seconde partie, on indique
quelles sont les données & fournir & 1’ordinateur électronique, et quels sont les
résultats fournis par I’ordinateur.

Zusammenfassung

Im ersten Teil dieses Aufsatzes wird gezeigt, dafl die Berechnung einer
Briicke mit vielen Lingstrigern unter der Fahrbahn im wesentlichen auf die
Berechnung der Auflagerreaktionen eines Trigers auf elastischen Stiitzen,
deren Anzahl gleich derjenigen der Tridger ist, zuriickgefiihrt werden kann,
indem die Rechnung fiir eine gewisse Anzahl verschiedener Auflagersenkbar-
keiten durchgefiihrt wird. Im zweiten Teil der Arbeit wird angegeben, welche
Angaben in das Rechenprogramm eingefithrt werden miissen und welche
Resultate durch den Elektronenrechner geliefert werden.

Summary

In the first part of this paper it is demonstrated that the calculation of a
multi-girder bridge under a carriageway without cross-beams is essentially
tantamount to the calculation of the support reactions of a girder resting on
elastic supports equal in number to the number of girders, for a certain number
of values of the coefficients of elasticity of the supports. In the second part,
the data to be supplied to the electronic computer, and the results provided
by the computer, are indicated.
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