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Ia4

Berechnung von Stockwerkrahmen nach Theorie II. Ordnung J)

Calculation of Multi-storey Portal Structures in Accordance with Und Order Theory

Etude des portiques etages par calcul du 2e ordre

HORST KRETZSCHMAR HEINZ MÜLLER
Dr.-Ing. Dr.-Ing.

Technische Universität Dresden, Lehrstuhl für Statik der Baukonstruktionen und Stahlbau

1. Aufgabenstellung und Lösungsweg

Die bekannten Formulierungen der baustatischen Ansätze sind im
allgemeinen für den Einsatz digitaler Rechenautomaten nicht oder wenig geeignet.
Für die Berechnung ausgezeichneter Größen des Spannungs- und
Verschiebungszustandes von Stockwerkrahmen mit einem orthogonalen Netz nicht
unterbrochener Stiel- und Riegelzüge und an den Knotenpunkten biegesteif
oder gelenkig angeschlossenen Stäben nach Theorie IL Ordnung wird hier
eine für Rechenautomaten geeignete Formulierung mitgeteilt.

Von den Verfahren der Baustatik wurde die vereinfachte Deformationsmethode

(Vernachlässigung der elastischen Stablängenänderungen) ausgewählt.

Sie besitzt gegenüber der Kraftgrößenmethode bei den zu betrachtenden
Stockwerkrahmen den Vorteil einer meist kleineren Zahl der Unbekannten.
So sind zum Beispiel für einen Stockwerkrahmen mit biegesteifen
Stabanschlüssen bei der vereinfachten Deformationsmethode v (n + 1) unbekannte
Verformungsgrößen, dagegen bei der Kraftgrößenmethode Zv(n— 1)
unbekannte Schnittkräfte einzuführen, wenn mit v die Zahl der Geschosse und
mit n die Zahl der Stielzüge bezeichnet wird. Noch wesentlicher erscheint
der Umstand, daß der Formalismus der Rechnung bei der Kraftgrößenmethode
durch die Art der Stabanschlüsse wesentlich stärker beeinflußt wird als bei
der Deformationsmethode. Bei der Reduktionsmethode sind, soweit nicht
Schnittgrößen unterdrückt werden, 3w unbekannte Größen in vertikaler oder
3v unbekannte Größen in horizontaler Richtung fortzuleiten. Sind in Fort-
leitungsrichtung verschiedene Stabanschlüsse vorhanden, so erhöht sich die
Zahl der Unbekannten oder diese müssen abgelöst werden. In beiden Fällen
wird der Formalismus der Rechnung erschwert.

Für die Auflösung des nach der vereinfachten Deformationsmethode er-

1) Dieses Thema wurde im Rahmen eines Forschungsauftrages am Lehrstuhl für
Statik der Baukonstruktionen und Stahlbau, Lehrstuhlinhaber Prof. Dr.-Ing. habil.
G. Bürgermeister, bearbeitet.



76 HORST KRETZSCHMAR - HEINZ MÜLLER Ia4

haltenen Gleichungssystems scheidet eine iterative Behandlung aus, da im
Gegensatz zur Theorie I. Ordnung hier Konvergenzschwierigkeiten zu erwarten
sind. Die spezielle Belegung des Gleichungssystems empfiehlt für die direkte
Behandlung eine zweistufige Lösung. Dadurch können auch bei relativ kleinem

Speicherraum größere Systeme berechnet werden.
Zur Organisation eines für Digitalrechenautomaten geeigneten Rechenablaufes

werden die beiden äußeren Stielzüge mit dem obersten Riegelzug und der

Verbindungslinie der Fußpunkte wie in [4] zu einem Rechteck ergänzt. Außerdem

sind die anderen Riegel- und Stielzüge bis zur Berandung des Recht-

(v-t)tvH

n+t

-n+1 -2

i+l

n-1

T
(v-1)n-|-

»-4
ti-1)n -f-

1 o'

Fig. 1. Einordnung des Stockwerkrahmens in ein Rechteckraster.

eckes zu ergänzen. Es entsteht dadurch ein Rechteck mit vn Rasterpunkten,
die gemäß Fig. 1 zu numerieren sind. Diejenigen Rasterabschnitte, die sich
nicht mit dem vorgegebenen Stockwerkrahmen decken, werden als unbelastete,
beiderseits gelenkig angeschlossene Stäbe aufgefaßt. Gleichermaßen werden
bei der Berechnung der Vorzahlen ajnin, ain+1,jn+1, ajnJn+1 (s. Fig. 4) die

Verbindungen der Rasterpunkte jn, jn+l als unbelastete, beiderseits
gelenkig angeschlossene Stäbe betrachtet.

Informationen über die Art der Anschlüsse der Stäbe an die Knoten werden
durch entsprechende Markierungen der Größen J eingegeben. Der Zahlenwert

und die Markierung der Größe J sind aus Fig. 2 ersichtlich2).
Da bei einer Untersuchung nach Theorie II. Ordnung die Vor- und

Belastungszahlen vom Längskraftzustand abhängig sind, muß die gesamte
Berechnung in Form einer Iteration, die mit geschätzten Längskräften eingeleitet

wird, durchgeführt werden. Es wird hier der stabilisierende Einfluß

2) Der Zeiß-Rechenautomat ZRA 1, für den das behandelte Problem programmiert
wurde, verfügt über die drei Markierungsmöglichkeiten Q 1, Q 2 und Q 1 Q 2.
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von Längskräften N>0 (Zugkräfte) bei der Ermittlung der Knoten- und
Stabdrehwinkel vernachlässigt.

Der Ablauf der Rechnung ist aus Fig. 3 ersichtlich.

Lagerung Markierung >i,k

^»^k

T7&V I

keine

j^P^i

Trögheits
moment

des Stabes

i,k

^ö^k Trögheits
moment

des Stabes

i,k

keine

Trägheitsmoment

des Stabes

i,k

Fig. 2. Kennzeichnimg der Stabanschlüsse durch Markierung der Größe J.

W

Berechnung der Hilfsfunktionen a, ß, y und der Steifigkeitswerte S1, S11

Berechnung der Lastmomente und der Stabendmomente im geometrisch
bestimmten Hauptsystem

Berechnung der Vor- und Belastungszahlen

Ermittlung der Knotendrehwinkel in der 1. Stufe der Berechnung

Ermittlung der unabhängigen Stabdrehwinkel (2. Stufe der Berechnung)
und der endgültigen Knotendrehwinkel

Rekursion der Schnittkräfte

Gleichgewichtskontrolle der Lösung

P (Wiederholung des Berechnungszyklus)

r\
Fig. 3. Schematische Darstellung des Rechenablaufes.



78 HORST KRETZSCHMAR - HEINZ MULLER Ia4

2. Gleichgewichtsbedingungen

Die Gleichgewichtsbedingungen 8Ai 0 (i 1,2,..., vn) an den Knotenketten

rt und die Gleichgewichtsbedingungen S A „ n+j — 0 (j u +1, u + 2,..., v)

an den Geschoßketten rrn+j führen auf ein Gleichungssystem der Form
gemäß Fig. 4a. Die Geschosse j 1, 2, .,u sind horizontal unverschieblich.
Gemäß Fig. 4b werden die Vorzahlen zu Matrizen und die Belastungszahlen
sowie die unbekannten Knoten- und Stabdrehwinkel zu Spaltenvektoren
zusammengefaßt. Von den (u-w)-Spalten einer Matrix B; ist die Spalte (j-u)
mit einem Spaltenvektor bj:j belegt, sofern 1 ^ (j — u) g (v — u) ist, und die

Spalte (j — u + l) mit einem Spaltenvektor 63-,+1, sofern 1 ^ (7 — u + 1) ^ (v — u)
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Fig. 4 a. Belegung des Gleichungssystems.

A, D, B,

•

*,

+

b,.o

D, A2 D2 B2 x2 b2,0

Di-, A, D, B, «J bj.o

Dv-2 Av-, Dv-, Bv, Xv-I bv-,.0

Dv-, Av Bv Xv bv,0

b; B2 b:
j

B;-, b; C y c0

Fig. 4b. Aufbau des Gleichungssystems aus Matrizen.
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ist. Die restlichen Spalten sind mit Nullvektoren o belegt. Hierbei ist o ein
Spaltenvektor mit n Nullen.

Bj (o, o, bj j, bjJ+1 ,o o),

bi,i

a(j-l) n+l, c n+l

a(j-l)n+2,cn+j

"i, v n+j
'1,1+1

a,(1-1) n+l, v n+j+1

a0'-l))i+2, i-n+j'+l

"i, v n+1+1

_ j n,v n+1+1

3. Behandlung des Gleichungssystems

Ansatz für die zweistufige Entwicklung

Das Gleichungssystem wird in zwei Stufen aufgelöst. In der ersten Stufe
werden im un-fach geometrisch unbestimmten System die Knotendrehwinkel
9i 0 infolge äußerer Belastung und die Knotendrehwinkel q>t • infolge der
Verschiebungszustände tp} 1 (7 u+l, u + 2, v) berechnet3). Die
Spaltenvektoren der Knotendrehwinkel des Riegelzuges j infolge der
Verschiebungszustände tpu+1 1, tpv 1 werden in einer %-zeüigen Matrix X;-

zusammengefaßt.

1 ~ \Xj,u+l'Xj,u+2> ¦>*},l

Die endgültigen Knotendrehwinkel des (vn + v— u)-ia,ch geometrisch
unbestimmten Systems werden in der Form erhalten

xi xi,o + xiy (7 1,2,...,«).

Erste Stufe der Lösung

Mit den Matrizen

Zi (xi, o>X})> Fj (bj, 0 > Bj) ¦

werden die n Knotengleichungen des Riegelzuges 7 im vn-f&ch. geometrisch
unbestimmten System:

!>,•_! Z,_x + A, Zt + DjZj+1 + Fj 0 (7 1,2,...,«).
Dieses dreigliedrige Matrizengleichungssystem für die unbekannten

Matrizen Zj (7 1, 2, v) wird analog wie ein dreigliedriges Gleichungssystem
skalarer Unbekannten [1] gelöst. Die Elimination wird am Beispiel für v 4

entwickelt.

3) Die Knoten- und Stabdrehwinkel werden ebenso wie die Stabendmomente und die
äußeren Knotenmomente positiv definiert, wenn sie im Uhrzeigersinn drehen.
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Mit Ay-V-Ai-K^D,^,
F<?-»=Fj-Kj_1F<tf>,
Ki_1 =D;._1(^^))-i

lautet die Ehmination für v 4

'Z\ -Z2 -Z3 -Z4

Ki A1 öi Fi

D, A2 D2 F*

D2 A3 D3 F3

D3 A F4

Af D2 FS»

D2 A3 D3 F3

D3 A, F4

Af D3 Ff>

D3 A, F4

Af F<3)

Die unbekannten Matrizen folgen dann aus

z„ -K°-i>)-iF<y-©
Zj - (^-«)"i (Fy-D + D,ZJ+1) (j v-l,v-2,...,l).

Zweite Stufe der Lösung

Die Geschoßgleichungen hAvn+j (j u + l, u + 2,

Fig. 4 b
v) lauten gemäß

Mit

wird

i l
xJ xJi0+Xjy

y =-(C+Z B'jXj)-* (c0+ J B',xM).
7 1 ;'=1

4. Aufbau der Vor- und Belastungszahlen

Hilfsfunktionen <x, ß, y und Steifigkeitswerte S1, Su

Mit den Hilfsfunktionen

e sin c — e2 cos e

2(1 — cose) — esine' ß
e' — e sin e

2(1 —cose) -esine' Y
<x2-ß2
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nach [2], die aus den Argumenten e der Stiele (i — n,i) und der Riegel (i,i + l)
0

"*-"¦* hi

0

lti,i+l

4
^-n,i 0 oder Jf_nji 0

Ni ,1 für' " alle restlichen i (l^i^vn),EL
iVM+1>0 oder JM+1 0

Ni,i+ll für
EL'i,i+l

folgen, werden die Hüfswerte

*lk

0

H,k Si\yiikmitQV 'A

Yi.k mit Q2

0

ßi,k

alle restlichen i (l^i^vn—l)

Ji,k o

Jt j. + 0 und keine Markierungieweils für !• „ _ „0 J Ji i. 4= 0 und § 1-Markierungi, A:

o J^ fc + 0 und Q 2 -Markierung

gebildet, woraus die Steifigkeitswerte

Si •

EXt-»,t „i°i—n,i '

m _ EJi,i+i ,i on _ EJi>i+1 jj"s.i+l — 7 öi,i+l

folgen. Die Zuordnung der Stiellängen A;- (7 1, 2, w) zu den Stielen
(i — n,i) bzw. der Riegellängen lr (r 1, 2, ...,»— 1) zu den Riegeln (i,i+ 1)

wird durch Markierung der Größen N^_-^nin bzw. Njnjn+1 gesteuert. Die
Markierung der Hilfswerte s1, s11 ist auf die Steifigkeitswerte S1, Su zu
übertragen.

Stabendmomente im geometrisch bestimmten Hauptsystem

Die Stabendmomente eines Stabes i,k im geometrisch bestimmten Hauptsystem

sind für eine Einzellast nach Fig. 5 a bzw. für eine gleichmäßige Strek-
kenlast nach Fig. 5 b in der Form

MlA= -PZ(S"/i + Si/n)

© J\ c

- CL -
-* L —

N h-M- r^ Pilllllllllllll 4
L-c-4*- c-*-

- CL ~-A
-^ L —»-

Fig. 5a. Belastung des Stabes ik durch
eine Einzellast.

Fig. 5b. Belastung des Stabes ik durch
eine gleichmäßige Streckenlast p P/A'.
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angebbar. Unter Verwendung der in [3] mitgeteilten Beziehungen für die
Stabendmomente im geometrisch bestimmten Hauptsystem werden die f-
Werte für eine Einzellast

f1 ?lr.^[«(1-0]i-?<1-fl'

Für eine gleichmäßige Streckenlast werden die /-Werte durch Integration zu

eA
2 smT 1

<=A

2 Sln "2
/n =—3-^-sin (e I)^- + 4e3Sine A e2

erhalten.
Im Falle e 0 vereinfachen sich die Ausdrücke zu

fi l(2f-8f + P + f^-^),

wobei für Einzellasten A 0 zu setzen ist.
Bei mehreren, gleichzeitig auftretenden Querbelastungsfällen und

vorgeschriebenen Längskräften werden die Stabendmomente eines Stabes durch
Superposition gewonnen.

Vor- und Belastungszahlen

Die Vor- und Belastungszahlen werden analog zu [1] als virtuelle Arbeiten
an den Knoten- und Geschoßketten gebildet.

ai.i Li-n,i + Li-i,i + ßi,i+i + Ri,i+n (i l,2,...,vn),
T —

J®' wenn ^n,% mit Q 2-Markierung
M ~ \S\ti für alle sonstigen Fälle ''

p _ JO, wenn Sjk mit Ql-Markierung
*k ~\S\k für alle sonstigen Fälle )'

ai.i+i =8i}i+i (i l,2,...,vn-l),
ai,i+n &i?i+n (i 1,2, ...,vn-n),

™i, v n+i _ JO, wenn S\_ni mit Q2-Markierung (7' u+ l,w + 2, .,v)
\ — (Sj_n> i + $£[„_ {) für alle sonstigen Fälle (7 — 1) n< i ^ jn,
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%~ n, v n+}
0, wenn S\_nA mit Q 1-Markierung (7 u+1,u + 2, ...,v)
- (Si-n,i + £>i-n,i) für alle sonstigen Fälle (7 - 2) n <i < (7 -1) n,

v n+l, v n+i

2 2U,i + N,_nJ h, für Ni_n>i < 0
i=(j-l)n+l

in
T Ti für N- >0Z-i -*t— n,% ±ui ¦"<—n,t u

U= (3-1)k+1

fS|_nf, wenn (S'J_TOii mit Q 1 -Markierung
2(»S$i_Bii4-jSJIn>1) für alle sonstigen Fälle.

Si,i + i (I 0,1,...,vn)

S;.nii (i= l,2,...,vn)

Sj-n i =0 (i vn+1, vn + 2,...,v n+n)

-¦ 0 *1

-- i+1 -»i

-- O-^-aii

-¦ P {Si-n j mit Q2[

(j U+1,U + 2,...,V),

-¦ p{sl,,i mit 02

Sl-1,1 a i,i =» Ojj

-¦PS

¦¦ S^i+i + a j,i -*. a;

•¦ P (s^i+n mit Q'

"" Si,i+n+°i,i ¦?• Oj 1

itii + 1 mit Q1J

" ¦ P {«"1,1 0}

P

+ 1*01

-- P [i vn}

h (i-l,2 vn)

Fig. 6. Flußdiagramm zur Berechnung der Vorzahl at.
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Die Fußzeiger der Vorzahlen a legen die Stellung nach Zeile und Spalte
im symmetrischen Gleichungssystem nach Fig. 4a fest.

«i,o Mli-n + Mli-i + Mli+i + Mli+n-Mi (i=l,2,...,vn),
avn+i,0 ~[bi+ f (Mtn.i + ^li-n)] (j u+l,u + 2,...,v).

t (7-l)n+l
Dabei bedeuten

Mt: äußeres Knotenmoment am Knoten i,
by. virtuelle Arbeit der äußeren Kräfte an der kinematischen Kette rvn+i

mit ifij 1.

Sind an einem Knoten i sämtliche Stäbe gelenkig angeschlossen, dann
werden unter anderm folgende Vor- und Belastungszahlen null: at t, at t_x,
ai,i+i> ai,o und die zugehörige Matrix Aj wird singulär. Die im Abschnitt 3

angegebene Elimination kann jedoch beibehalten werden, wenn in einem
solchen Falle aiti= 1 gesetzt wird (siehe Fig. 6).

5. Rekursion der Schnittkräfte

Die Rekursion der Schnittkräfte wird für die Biegemomente (vgl. Fig. 7)

und Querkräfte an den unteren Enden der Stiele sowie für die Längskräfte
der Stiele gezeigt.

0, wenn S\_ni mit Q 1 markiert ist
Mi-n.i + Si-n.i (<Pi-n-$})> wenn Sj_n>f mit Q 2 markiert ist

Mtn,i + Sl-n,i<Pi-n + S¥-n,i<Pi " («U; + S^t) f,
wenn Sj_ni weder mit Q 1 noch mit Q2 markiert ist.

Qi-n,i -^(Mi-^i + M^ + Mf^J + N^,,^.
Für beide Schnittgrößen gilt:

7 1, 2 v;
(j—l)n<i^jn;
<Pt 0 für i —n+l, —n + 2, ...,0;
ipj 0 für j^u.

Mft_n ist das Moment der Querbelastung des Stieles (i — n,i) bezogen auf
das Stabende i (Lastmoment).

Ni-n,i ^i.i+n-Qi.i+i+Qi.i-i-^i (i =vn,vn-\, 1),

wobei zu setzen ist Ni>i+n 0 für i vn, vn—1, vn — (n+l) und

Ki ist die senkrechte Knotenlast am Knoten i.

Mi-n,i
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P1 c1
^i-n,!1 ^i-n.i

0 0
Mi-n,i'Mi,i-n (i ,,2...,vn)

%

<i>i (1=1.2 v)

I v.n

¦0*J
-) + )==> j

-(i-On^»i
f->-

-i + =S> i

-p{s^.ni; mit Ql}

P

-P{si-n,i mi,Q2|

P P
0 I I" Mi-n,i + Si-n,i Pi-n+Sj-n,i tp, ~ -M?-n,l +

-(SN-n.i+sl-n,,)^ ^M;.nii + Si-n,i(9i-'/'i)"»Mi-n,i

-M?,i-n + S?„iifpi.n+sI-„1iV>r

-<sL„,i + S?_n,i)>|f.#Mj|i.n

¦0-»Mi,|.„

-p[i=j-n.|

p

-P(i v]

p P

r
1 Ml-i.,1, Mt,|- n (i 1,2 v)

-- O^M;.,,:

¦ M|,!-n +

+ Si-n,l(m-tI/.)-»Mj |.„f t '

Fig. 7. Flußdiagramm zur Berechnung der Stabendmomente der Stiele.

Die Schnittkräfte an den übrigen Stabenden und die Längskräfte der
Riegel werden analog berechnet.
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Zusammenfassung

Durch geeignete Beschreibung der Systemstruktur und durch Ausnutzung
der Markierungsmöglichkeiten des verwendeten Digitalautomaten kann die
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Matrix der Vor- und Belastungszahlen für orthogonale Stockwerkrahmen
günstig gebildet und die Schnittkraftermittlung zweckmäßig gestaltet werden.

Die zweistufige Entwicklung der Knotenchehwnikel gestattet, die Lösung
des Gleichungssystems auf die Lösung zweier Teilsysteme zurückzuführen.
Das kleinere Teilsystem ist vollständig belegt. Für die Auflösung des
größeren Teilsystems, welches die Form eines dreigliedrigen Matrizengleichungssystems

besitzt, wurde ein spezieller Algorithmus verwendet.

Summary

By means of a suitable description of the configuration of the structure
and by utilising the delimitation potentialities of the digital Computer
employed, the matrix of the lefthand and of the load terms in the expressions
for orthogonal multi-storey portal structures can be formed in an advantageous
manner, and the determination of the forces in the sections can be appro-
priately performed.

The two-step development of the nodal angles of rotation enables the
Solution of the system of equations to be reduced to the Solution of two partial
Systems. The minor partial system is fully covered, while for the Solution
of the major partial system, which has the form of a three-term matrix equation

system, a particular algorithm was used.

Resume

Une description adequate de la structure du Systeme et l'utilisation des

possibilites d'enregistrement de la calculatrice digitale employee permettent
d'etablir facilement les matrices des coefficients et des charges relatives aux
portiques etages orthogonaux et d'en determiner les sollicitations.

Les angles de rotation des nceuds sont calcules en deux phases, ce qui
ramene la resolution du Systeme d'equations ä celle de deux systemes partiels.
Le plus petit Systeme est completement sature. Un algorithme special a ete
utüise pour la resolution du plus grand dont la forme est celle d'un Systeme
d'equations matricieües ä 3 termes.
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