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Ia4

Berechnung von Stockwerkrahmen nach Theorie II. Ordnung 1)
Calculation of Multi-storey Portal Structures in Accordance with IInd Order Theory

Etude des portiques étagés par calcul du 2e ordre

HORST KRETZSCHMAR HEINZ MULLER

Dr.-Ing. Dr.-Ing.
Technische Universitiat Dresden, Lehrstuhl fur Statik der Baukonstruktionen und Stahlbau

1. Aufgabenstellung und Losungsweg

Die bekannten Formulierungen der baustatischen Ansitze sind im allge-
meinen fiir den Einsatz digitaler Rechenautomaten nicht oder wenig geeignet.
Fiir die Berechnung ausgezeichneter Groflen des Spannungs- und Verschie-
bungszustandes von Stockwerkrahmen mit einem orthogonalen Netz nicht
unterbrochener Stiel- und Riegelziige und an den Knotenpunkten biegesteif
oder gelenkig angeschlossenen Stdaben nach Theorie II. Ordnung wird hier
eine fiir Rechenautomaten geeignete Formulierung mitgeteilt.

Von den Verfahren der Baustatik wurde die vereinfachte Deformations-
methode (Vernachldssigung der elastischen Stablingeninderungen) ausge-
withlt. Sie besitzt gegeniiber der KraftgroBenmethode bei den zu betrachtenden
Stockwerkrahmen den Vorteil einer meist kleineren Zahl der Unbekannten.
So sind zum Beispiel fiir einen Stockwerkrahmen mit biegesteifen Stab-
anschliissen bei der vereinfachten Deformationsmethode » (n + 1) unbekannte
Verformungsgroflen, dagegen bei der KraftgroBenmethode 3v(n—1) unbe-
kannte Schnittkrifte einzufithren, wenn mit v die Zahl der Geschosse und
mit n die Zahl der Stielziige bezeichnet wird. Noch wesentlicher erscheint
der Umstand, dafl der Formalismus der Rechnung bei der KraftgroBenmethode
durch die Art der Stabanschliisse wesentlich stérker beeinflult wird als bei
der Deformationsmethode. Bei der Reduktionsmethode sind, soweit nicht
Schnittgroflen unterdriickt werden, 37 unbekannte Gréfen in vertikaler oder
3v unbekannte Groflen in horizontaler Richtung fortzuleiten. Sind in Fort-
leitungsrichtung verschiedene Stabanschliisse vorhanden, so erhdht sich die
Zahl der Unbekannten oder diese miissen abgeldst werden. In beiden Fillen
wird der Formalismus der Rechnung erschwert.

Fiir die Auflésung des nach der vereinfachten Deformationsmethode er-

1) Dieses Thema wurde im Rahmen eines Forschungsauftrages am Lehrstuhl fiir
Statik der Baukonstruktionen und Stahlbau, Lehrstuhlinhaber Prof. Dr.-Ing. habil.
G. Biirgermeister, bearbeitet.
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haltenen Gleichungssystems scheidet eine iterative Behandlung aus, da im
Gegensatz zur Theorie I. Ordnung hier Konvergenzschwierigkeiten zu erwarten
sind. Die spezielle Belegung des Gleichungssystems empfiehlt fir die direkte
Behandlung eine zweistufige Losung. Dadurch kénnen auch bei relativ klei-
nem Speicherraum griflere Systeme berechnet werden.

Zur Organisation eines fiir Digitalrechenautomaten geeigneten Rechenab-
laufes werden die beiden dufleren Stielziige mit dem obersten Riegelzug und der
Verbindungslinie der Fullpunkte wie in [4] zu einem Rechteck ergéinzt. Aufler-
dem sind die anderen Riegel- und Stielziige bis zur Berandung des Recht-
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Fig. 1. Einordnung des Stockwerkrahmens in ein Rechteckraster.

eckes zu erginzen. Es entsteht dadurch ein Rechteck mit »n Rasterpunkten,
die gemédfl Fig. 1 zu numerieren sind. Diejenigen Rasterabschnitte, die sich
nicht mit dem vorgegebenen Stockwerkrahmen decken, werden als unbelastete,
beiderseits gelenkig angeschlossene Stibe aufgefafit. GleichermaBien werden
bei der Berechnung der Vorzahlen a;, ;,, @ pi1jnt1> @n, 0 (5. Fig. 4) die
Verbindungen der Rasterpunkte jn, jn+1 als unbelastete, beiderseits ge-
lenkig angeschlossene Stibe betrachtet.

Informationen iiber die Art der Anschliisse der Stibe an die Knoten werden
durch entsprechende Markierungen der Groflen J eingegeben. Der Zahlen-
wert und die Markierung der Grofle J sind aus Fig. 2 ersichtlich2).

Da bei einer Untersuchung nach Theorie II. Ordnung die Vor- und Be-
lastungszahlen vom Léangskraftzustand abhingig sind, mufl die gesamte Be-
rechnung in Form einer Iteration, die mit geschétzten Langskriften einge-
leitet wird, durchgefiihrt werden. Es wird hier der stabilisierende Einflul

2) Der Zei3-Rechenautomat ZRA 1, fir den das behandelte Problem programmiert
wurde, verfiigt tiber die drei Markierungsmoglichkeiten @ 1, @ 2 und @ 1 Q 2.
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von Léngskriften N >0 (Zugkrifte) bei der Ermittlung der Knoten- und
Stabdrehwinkel vernachléssigt.
Der Ablauf der Rechnung ist aus Fig. 3 ersichtlich.

Lagerung Markierung[  J;
e’ ol
H keine 0
e Trdgheits-
1 moment
g’» t Q des Stabes
i K - ; ik
Ok Tragheits-
N ] Q moment
7 2 des Stabes
i K . ik
BN
[ESSSRNY k . .
_ ) Tragheits-
N - moment
N keine
3 —E ' des Stabes
i k : i,k
EaSNN|

Fig. 2. Kennzeichnung der Stabanschliisse durch Markierung der Grofe J.
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Berechnung der Hilfsfunktionen «, 8, y und der Steifigkeitswerte ST, SII

Berechnung der Lastmomente und der Stabendmomente im geometrisch
bestimmten Hauptsystem

Berechnung der Vor- und Belastungszahlen
Ermittlung der Knotendrehwinkel in der 1. Stufe der Berechnung

Ermittlung der unabhéngigen Stabdrehwinkel (2. Stufe der Berechnung)
und der endgiiltigen Knotendrehwinkel

Rekursion der Schnittkrafte
Gleichgewichtskontrolle der Losung
P (Wiederholung des Berechnungszyklus)

P

Fig. 3. Schematische Darstellung des Rechenablaufes.
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2. Gleichgewichtsbhedingungen

Die Gleichgewichtsbedingungen 6 4, =0 (i = 1,2,..., vn) an den Knoten-
ketten I'; und die Gleichgewichtsbedingungen 6 4, ,,;, =0 (j=u+1,u+2,...,v)
an den GeschoBketten I',, ,; fiihren auf ein Gleichungssystem der Form ge-
miB Fig. 4a. Die Geschosse j =1, 2, ..., u sind horizontal unverschieblich.
GemiB Fig. 4b werden die Vorzahlen zu Matrizen und die Belastungszahlen
sowie die unbekannten Knoten- und Stabdrehwinkel zu Spaltenvektoren zu-
sammengefalt. Von den (v-u)-Spalten einer Matrix B; ist die Spalte (j-u)
mit einem Spaltenvektor b, ; belegt, sofern 1= (j—u)<(v—wu) ist, und die
Spalte (j—u+ 1) mit einem Spaltenvektor b; ;,,, sofern 1 <(j—u+1)= (v—u)
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Fig. 4a. Belegung des Gleichungssystems.
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Fig. 4b. Aufbau des Gleichungssystems aus Matrizen.
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ist. Die restlichen Spalten sind mit Nullvektoren o belegt. Hierbei ist o ein
Spaltenvektor mit » Nullen.

sz(o,o,...,bjj,bj'j+1,0,...,0),
U-Dnt1,vnti AV n+1, e n+j+l
Ai—1) n+2, v n+j AG_Dn+2,vn+i+l
byy= a. ’ b ji1= G s
1, v ntj t,rn+j+1
_a’jn-,r n+j _ _CLj n, v n+j+l i

3. Behandlung des Gleichungssystems

Ansatz firr die zweistufige Entwicklung

Das Gleichungssystem wird in zwei Stufen aufgeldst. In der ersten Stufe
werden im vn-fach geometrisch unbestimmten System die Knotendrehwinkel
®;,0 infolge dullerer Belastung und die Knotendrehwinkel ¢, ; infolge der

Verschiebungszusténde ¢; = 1 (j =u+1, u+2, ..., v) berechnet?). Die Spal-
tenvektoren der Knotendrehwinkel des Riegelzuges j infolge der Verschie-
bungszustinde ,,; =1, ..., ¢, =1 werden in einer n-zeiligen Matrix X;
zusammengefalt.

X = (% ur1 % usns - %50).

Die endgiiltigen Knotendrehwinkel des (vn+wv—u)-fach geometrisch un-
bestimmten Systems werden in der Form erhalten

x]=x1,0+XJy (f=1,2,...,?)).

Erste Stufe der Losung

Mit den Matrizen
Z'=(xj,0:Xj)a F'=(bj,DsBj)'

J ]

werden die » Knotengleichungen des Riegelzuges j im vn-fach geometrisch
unbestimmten System:

Dj—lzj—1+AjZJ+D]Zj+1+F]=0 (?.= 1,2,...,”).

Dieses dreigliedrige Matrizengleichungssystem fiir die unbekannten Ma-
trizen Z; (j = 1, 2, ..., v) wird analog wie ein dreigliedriges Gleichungssystem
skalarer Unbekannten [1] gelost. Die Elimination wird am Beispiel fiir v = 4
entwickelt.

3) Die Knoten- und Stabdrehwinkel werden ebenso wie die Stabendmomente und die
dulleren Knotenmomente positiv definiert, wenn sie im Uhrzeigersinn drehen.
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As,]'—l) = AJ' —_ Kj—l Dj—l s
F?—l) = F]' _ Kj_l F_'(;J—_?) 2
K,_, = Dj—l ( AS.J‘_—lz))—l

J

lautet die Elimination fiir v = 4

Z, -Z, -Z, - Z,

K,| 4, D, F,
D,| 4, D, F,

D, A4,|D,|F,

D,| A4,|F,

K,| |4P|D,| |F®
D,| 4,| D, | F,

D,| A4, |F,

K, AP D, |F®
D, A,|F,

AP |FP

Die unbekannten Matrizen folgen dann aus

Die Gescholigleichungen 8A4,,.; (j=u+1, u+2, ..

Z, = — (Av-D)-1 -,

Z, = — (Ay-D)"1(Fy-V+ D, Z,,,) G=v-1,v=-2,...,1).

Zwezite Stufe der Losung

Fig. 4b
j;lel’-xj-i- Cy+e,=0.
Mit x;=x;0+X;y
wird y ==(C+ 3 BjX)" (co+jilB;xj‘o).

4. Aufbau der Vor- und Belastungszahlen

Hilfsfunktionen «, B, y und Steifigkeitswerte S1, S

Mit den Hilfsfunktionen

o

_ esine—e?cose 8= €2 —esine
" 2(1—cose) —esine’ " 2(l—cose)—esine’

Ta 4

., v) lauten gemil
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nach [2], die aus den Argumenten ¢ der Stiele (i —n,¢) und der Riegel (¢,7+1)
Zv'i—n,ig 0 oder ']:i—n,i =0

0
Cim,i = h; }/%n__ml fiir alle restlichen ¢ (1 <i<wn),
K

N;;4120 oder J; ;,;, =0

. — . . f 5 . ® =
€ii+1 l M e alle restlichen ¢ (1<i<vn—1)
"1 EJ;

folgen, werden die Hilfswerte

1 ok Car Bik : . s fi J; 1 # 0 und keine Markierung
Sik Vi, Mit @1 Sk =)o 1OWELS fir J; x ¥ 0 und @ 1-Markierung
Vi Mit @ 2 0 J; r + 0 und @ 2-Markierung

gebildet, woraus die Steifigkeitswerte

st By Bl
i—n,1 h t—n,t* i—n,? h. i—n,1?
] ]
1 _ EJi,z'+1 I 11 _ EJi,i+1 1T
S, =it . S R — Lt 373 8 )
%,1+1 l t,2+12 i,i+1 l 1,1+1
r [

folgen. Die Zuordnung der Stiellingen %; (j =1, 2, ..., v) zu den Stielen
(¢ —n,t) bzw. der Riegellingen . (r =1, 2, ..., n—1) zu den Riegeln (¢,2+1)
wird durch Markierung der GroBen N_y), ;, bzw. N;, ;.. gesteuert. Die
Markierung der Hilfswerte s, sII ist auf die Steifigkeitswerte S, S zu iiber-

tragen.

Stabendmomente vm geometrisch bestimmten Hauptsystem

Die Stabendmomente eines Stabes ¢, k im geometrisch bestimmten Haupt-
system sind fiir eine Einzellast nach Fig. 5a bzw. fiir eine gleichméfBige Strek-
kenlast nach Fig. 5b in der Form

M, = —Pl(sIfl 45111,

1,

Ml?:,i = —PZ(SIIfI +SIfII)

® Fo® ®© L ®
€L ——1 l*c’{‘c’

L ——— = — L
Fig. 5a. Belastung des Stabes 7% durch Fig. 5b. Belastung des Stabes 7% durch

eine Einzellast. eine gleichméfige Streckenlast p=P/Al.
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angebbar. Unter Verwendung der in [3] mitgeteilten Beziehungen fir die
Stabendmomente im geometrisch bestimmten Hauptsystem werden die f-
Werte fiir eine Einzellast '

I ' —&)]= — -
= o—sinfc(1-§]5 - 5(1-8),
2 e ¢
11 S 42
f esine (€€)3 &
Fiir eine gleichmiBige Streckenlast werden die f-Werte durch Integration zu
sin <2
2 . 2 1
s - . _ - (1—
fi= go—sinfe(l-§]—2~5(1-8),
sin &
2 2. €
11 G 2
/ Ssine (¢£) A T €2

erhalten.
Im Falle ¢ = 0 vereinfachen sich die Ausdriicke zu

F = gl2e-sereret-T).
R ]

wobei fiir Einzellasten A = 0 zu setzen ist.

Bei mehreren, gleichzeitig auftretenden Querbelastungsfillen und vorge-
schriebenen Léngskriften werden die Stabendmomente eines Stabes durch
Superposition gewonnen.

Vor- und Belastungszahlen

Die Vor- und Belastungszahlen werden analog zu [1] als virtuelle Arbeiten
an den Knoten- und GeschoBketten gebildet.

airi = Li“n:'i+Li—1,i+Ri,’i+1+'R'i,'i+n (1’ = 1:2) .. .,’un),
I _ [0, wenn S}.; mit @ 2-Markierung (h <)

el S}, fiir alle sonstigen Fille ’

0 : it @ 1-Marki ;

R, % wenn S, mi .Q a:rklerung (i<k),

' S} . fiir alle sonstigen Fille
@441 = SzI,Ii+1 (t=12,...,vn-1),
@ i4n = S’:L!,I'i+n (?' =1, 2: -..,?)n—'ﬂ),

0, wenn SI_, ; mit @ 2-Markierung G=u+1l,u+2,...,v)

— 1N,

Piones = { — (8%, ;+SIL, ;) fiir alle sonstigen Fille -1n<i<jn,

i-n,1 -n,t
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mit ¢ 1-Markierung G=u+l,u+2,...,2)

(—2)n<iz(j—1)n,

G=u+l,u+2,...,v),

i 0, wenn S, ;
S — (8%, s+ 8L, ;) fir alle sonstigen Fille
j.n ..
Z ﬂl—n,i -+ Ni—ﬂ,ihj fiir Ni—n,i <0
1=F—1)n+1
Cyn+i,onti = in
Ti—n,i fiir Ni—'n.,i 2 0
i=G-TDn+1
T S . wenn SI . mit @ 1-Markierung
Ll 2(S}_, ¢ +8%, ) fur alle sonstigen Fille.
\/
s:i[;i«}{ (i=0,1,...,v'n)
Sty Li=1,20v)
S%-n_i =0 (i=vn+l,v'n+2,...,vn+n)
v'n
1 0>i
4 i1
T 0> ui,i

I
+ P {s;_n,-, mit 02}

P P
I

T Si-n,i*gii = 0

——

+ P{SIH,; it oa}

P P
o =X

T Si-1,iai,i = 0
=

. p{sI;,H., mitQI}

PI P
T Sii+1+ai,i = 0ii
i

I
+ P [si,“n mit 01}

P P

I
T Sii+n*0ii = q;

L pfai=o)

g; ili=12,..,vn)

AN

Fig. 6. FluBdiagramm zur Berechnung der Vorzahl a;,;.
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Die Fullzeiger der Vorzahlen a legen die Stellung nach Zeile und Spalte
im symmetrischen Gleichungssystem nach Fig. 4a fest.

@0 = M?t n+M11, 1+M1 1+1+M1 i+n Mi (3 =12,.. -,’Un),
in
a!’ﬂ+j.0=_[bj+ Z (M? 111+'M?1, n)] (7.=u+1:u+2)---:v)'
t=FG—-1)n+1

Dabei bedeuten

M;: duBeres Knotenmoment am Knoten 1,
b;: virtuelle Arbeit der duBeren Krifte an der kinematischen Kette I, ;

J
mit ; = 1.

Sind an einem Knoten ¢ simtliche Stdbe gelenkig angeschlossen, dann
werden unter anderm folgende Vor- und Belastungszahlen null: a; ;, a;;_,,
a; ;41> ;o und die zugehodrige Matrix 4; wird singulir. Die im Abschnitt 3
angegebene Elimination kann jedoch beibehalten werden, wenn in einem sol-
chen Falle a; ; = 1 gesetzt wird (siehe Fig. 6).

5. Rekursion der Schnittkrifte

Die Rekursion der Schnittkrafte wird fiir die Biegemomente (vgl. Fig. 7)
und Querkrifte an den unteren Enden der Stiele sowie fiir die Liangskrifte
der Stiele gezeigt.

0, wenn S}_, ; mit ¢ 1 markiert ist
M, . ={M? . ;+8l, i(@in—4;), wenn S, , mit @2 markiert ist
M? nt+S}—n1(P1. n+SIInz(pt (SE—R 1+S"]-:In‘l- ¢]’
wenn S]_, ; weder mit @1 noch mit @ 2 markiert ist.

1
Qi_n,i = 7 (M _pi+M;; +ME_)+Ni ;.

)

Fiir beide Schnittgroflen gilt:

i=12 ...,v;
G—1)n<iZjm;
p;=0fiirte=—n+1, —n+2,...,0;
Y; = 0 fir jSu.

MY, _, ist das Moment der Querbelastung des Stieles (¢ —n,7) bezogen auf
das Stabende ¢ (Lastmoment).
Nini=Nygin—Quinnt @i — K (t=vn,on—-1,...,1),
wobei zu setzen ist N, ;,, = 0 fir i =vn,vn—-1, ..., vn—(n+1) und

Qvn,vn+1 = 0.
K, ist die senkrechte Knotenlast am Knoten .
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()
I I
Si-n,i* Si-n,j
M‘i’-n,i‘M‘i),i-n i=1,2..,v-n)
P;
\Pj (j=1,2,...,v)
v,n
TO0=]
— . .
+]+i=> ]
+{j-1)n=>i
—
+it1>i
4p {sli-,,.; mit 01}
P P
I s
-+P {si-—n,I mit 02]
3 P
L] 1 I : o %
T Mi-n,i +Si-n,i Pi-n* Si-n,i i — Mion,i + T O0=>Mi,;
L 1 1
~Si-n,i #Sien,i) ¥j M +Si-n,i{@i-¥)) = Mi-n,i
I 1 (]
-+ Mi-n +Si-n,i Pi-n ¥Si-n,i Fi~ 0 =>Mi-n T Miji-nt
1 1 I
~ASioni*Sin, ¥ > Miji-n +Sioni (o= ) My -y
e
--P[i =j -n}
Pl P
Fe
Pl P

Mi‘ﬂ,i ) Mf,i-n (l s IIZI Xl :V)

A
Fig. 7. FluBdiagramm zur Berechnung der Stabendmomente der Stiele.

Die Schnittkrifte an den iibrigen Stabenden und die Léangskréifte der
Riegel werden analog berechnet.
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Zusammenfassung

Durch geeignete Beschreibung der Systemstruktur und durch Ausnutzung
der Markierungsmoglichkeiten des verwendeten Digitalautomaten kann die
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Matrix der Vor- und Belastungszahlen fiir orthogonale Stockwerkrahmen
giinstig gebildet und die Schnittkraftermittlung zweckméfBig gestaltet werden.

Die zweistufige Entwicklung der Knotendrehwinkel gestattet, die Losung
des Gleichungssystems auf die Losung zweier Teilsysteme zuriickzufiihren.
Das kleinere Teilsystem ist vollstindig belegt. Fir die Auflosung des gro-
Beren Teilsystems, welches die Form eines dreigliedrigen Matrizengleichungs-
systems besitzt, wurde ein spezieller Algorithmus verwendet.

Summary

By means of a suitable description of the configuration of the structure
and by utilising the delimitation potentialities of the digital computer em-
ployed, the matrix of the lefthand and of the load terms in the expressions
for orthogonal multi-storey portal structures can be formed in an advantageous
manner, and the determination of the forces in the sections can be appro-
priately performed.

The two-step development of the nodal angles of rotation enables the
solution of the system of equations to be reduced to the solution of two partial
systems. The minor partial system is fully covered, while for the solution
of the major partial system, which has the form of a three-term matrix equa-
tion system, a particular algorithm was used.

Résumé

Une description adéquate de la structure du systéme et I’'utilisation des
possibilités d’enregistrement de la calculatrice digitale employée permettent
d’établir facilement les matrices des coefficients et des charges relatives aux
portiques étagés orthogonaux et d’en déterminer les sollicitations.

Les angles de rotation des nceuds sont calculés en deux phases, ce qui
ramene la résolution du systéme d’équations & celle de deux systémes partiels.
Le plus petit systéme est complétement saturé. Un algorithme spécial a été
utilisé pour la résolution du plus grand dont la forme est celle d’un systéme
d’équations matricielles & 3 termes.
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