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Ib6

Die Anwendung der Schalenstatik auf die Berechnung

von Bogenstaumauern
The Application of the Theory of Thin Shells to the Calculation of Arch Dams

L’application de la théorie des voiles minces au calcul des barrages-voiite

BERNHARD GILG
Dr. Ing., Elektro-Watt, Ziirich

1. Die verschiedenen Methoden zur Berechnung von Bogenstaumauern

Da die ersten Bogenstaumauern zur Hauptsache in engen Télern errichtet
wurden, bezogen sich die entsprechenden ersten Berechnungen vor allem auf
ihre horizontale Tragfihigkeit, wobei die Mauer in verschiedene, voneinander
unabhéngige Bogentriger zerteilt und diese unter dem vollen Wasserdruck
nach der elementaren Bogenstatik untersucht wurden. Eine Erweiterung die-
ser Berechnungsart stellt die vielfach angewandte Balkenrostmethode dar, bei
welcher das Mauergewdlbe durch zwei Tragsysteme, ndmlich die horizontalen
Bogen und die vertikalen Konsolen, ersetzt wird. Die Wasserlast wird auf die
Balken und Bogentriger verteilt, so da — je nach gewiinschter Genauigkeit
— in den Kreuzungspunkten mehr oder weniger strenge Bedingungen erfiillt
werden miissen (z. B. Gleichheit der radialen Verschiebungen, evtl. zuséitzlich
der tangentialen Verschiebungen und der Winkelverdrehungen). Die Losung
des Lastverteilungsproblems erfolgt mit Hilfe eines Gleichungssystems oder
nach dem als Trial-load-method bekannten Versuchsverfahren!). Ganz abge-
sehen vom enormen Rechenaufwand kann nun aber diese Berechnungsmethode
nicht vollig befriedigen, da sie das eigentliche statische Wirken einer Bogen-
mauer nur ungeniigend beriicksichtigt. Fiir spezielle Mauerformen (z.B.
Zylinderschalen) wurden deshalb genauere Verfahren entwickelt, welche die

1) Boulder Canyon Project, Final Reports, Part V, Bull. 1.
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Schale als 2-dimensionales?) oder sogar 3-dimensionales?3) Tragwerk betrach-
ten. Auf allgemeine Mauerformen sind diese Verfahren jedoch nicht ohne
weiteres anwendbar.

Wihrend im allgemeinen die Vorprojektierung einer Staumauer durchaus
auf Grund einer einfachen Berechnung (z. B. mit einem einfachen Balkenrost
von 3 Bogen und einer Konsole, bei welchem nur die radialen Verschiebungen
beriicksichtigt werden) vorgenommen werden kann, ist doch fiir die genaue
Kenntnis. der Beanspruchungen im ausgefiihrten Bauwerk eine eingehende
Untersuchung wiinschenswert, bei welcher die Schalenform streng beriick-
sichtigt wird und welche doch nicht einen allzu groBen Rechenaufwand
erfordert.

2. Die Grundformeln einer beliebigen biegesteifen Schale

Bogenmauern besitzen im allgemeinen eine sehr komplizierte Schalenform.
Der horizontale Kriimmungsradius sowie die Schalendicke variieren in den
meisten Fiallen mit der Hohe, manchmal auch in horizontaler Richtung. Die
Zentren dieser Radien liegen auf einer raumlichen Kurve (vgl. Fig. 1). Dadurch
ergibt sich im allgemeinen in jedem Schalenpunkt auch eine vertikale Kriim-
mung. Um das Rechenproblem nicht allzu kompliziert zu gestalten, sind beim
Aufstellen der Gleichgewichtsbedingungen sowie der elastostatischen Beziehun-
gen Vereinfachungen durch Vernachlissigung kleiner GroBlen angezeigt. Es

Mauer/m‘//e/f/a“c/:e—\

Horizonlalschnilte

~ N\
oder Umfangsfuge Zen/ren//'n/b_f}{

Fig. 1. Schematische Darstellung einer Bogenstaumauer.

2) KisTer D., «Berechnung von Bogenstaumauern», Diss. T. H., Stuttgart 1956.
3) ALLEN (und weitere Verfasser), “Experimental and mathematical Analysis of
Arch Dams”, Paper 6113 of the Inst. of Civ. Eng., London.
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ist im folgenden nicht mdoglich, auf alle Vereinfachungen niher einzugehen,
doch sei hier festgestellt, dall diese auf eingehendem Studium von Berech-
nungen bereits bestehender Mauern beruhen.

Fig. 2 zeigt ein aus einer Bogenmauer herausgeschnittenes Element der
Schalenmittelfliche, welches durch zwei Horizontalebenen und zwei Vertikal-
ebenen begrenzt wird. Die letzten schneiden sich in einer Achse, welche durch

Wglz+ ey 02)'dx

q,0z*(G,dz)'ax

/ M 0z+(Myz0z)'dx

Fig. 2. Schalenelement mit angreifenden Kriften und Momenten.

das Zentrum des horizontalen Kriimmungsradius geht. Im Gegensatz zu
eigentlichen Kegel- oder Kugelschalen kénnen wir bei Staumauern den Winkel
« zwischen der z-Achse und dem Lot stets als klein voraussetzen. Deshalb ist
es ohne weiteres moglich, seine Variation in der horizontalen Richtung zu
vernachlissigen.
Als rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem definieren wir in jedem

Punkt:

xz-Achse = Horizontalachse (Verschiebung u),

y-Achse = Flichennormale (Verschiebung v),

z-Achse = Tangente senkrecht zur xy-Ebene (Verschiebung w).

Der horizontale Kriimmungsradius wird mit »,, der vertikale mit », be-
zeichnet. Aus den oben zitierten Voraussetzungen iiber « folgt, daB die Lingen
des Flidchenelementes d z und d z als konstant iiber die ganze Schale angesehen
werden konnen.
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In Fig. 2 sind simtliche am Schalenelement angreifenden Schnittgroen,
d.h. die Krafte N, N,, N, N,,, @, und @, sowie die Biegemomente M, und
M, und die Drillungsmomente M_, und M,, eingezeichnet, die letzten iibrigens
als Vektoren (im Sinne einer Rechtsschraube). Ferner findet sich die duBere
Belastung, namlich der in der Flichennormale wirkende Wasserdruck p,,. Das
Eigengewicht wird hier nicht beriicksichtigt, da es meist zur Wirkung gelangt,
bevor die Staumauer durch Injektion der Betonierfugen als ganzes zu wirken
beginnt.

Es ergeben sich folgende 6 Gleichgewichtsbedingungen:

z-Richtung N, —Q, c(;s “+N,, BilLe ——+N,, (1)
N : . N, COS o

Krifte | y-Richtung — @, — - N, —— Q.—p, =0, 2)
z-Richtung N, — %- _y, Hox ——+ N, -0. | (3)

um z-Achse M ,-M, Sm“+M;_Qz -0, (4)

M,, COS « o
Momente { um y-Achse —=_M,, — (N,,—N,,) =0, (trivial) (5)
um z-Achse -M, —-M. -M,, s;n“.*.Qz -0. (6)
T

Dabei wird die partielle Ableitung nach z durch ’, diejenige nach z durch °
symbolisiert.

Bei der Berechnung der SchnittgroBen in Funktion der Verschiebungen
u, v, w und ihren Ableitungen, auf deren Einzelheiten wir nicht eintreten
konnen, wurde der Einflufl der Kriimmung sowohl auf den Spannungsverlauf?)
(nicht lineare Spannungsverteilung iiber den Querschnitt) als auch auf die
Beziehung zwischen Spannungen und SchnittgréBen beriicksichtigt 8). Dadurch
werden die strengen Formeln sehr kompliziert. Eine erste Vereinfachung ergibt
sich durch den Umstand, daB das Verhiltnis aus Krimmungsradius und
Schalendicke d im allgemeinen ziemlich grof} ist und dal3 der vertikale Kriim-
mungsradius den horizontalen meist stark iibersteigt. Eine weitere Verein-
fachung resultiert aus der Tatsache, dall die Verschiebung v gegeniiber der
Verschiebung » in den Vordergrund tritt und daB die Verschiebung w nur
eine untergeordnete Rolle spielt.

In den nachstehenden Beziehungen ist auch der TemperatureinfluB beriick-
sichtigt. Dabei bedeutet t, die gleichméiBig iliber den ganzen Querschnitt

4) Vgl. FrtcgE, Statik und Dynamik der Schalen, 2. Auflage, S. 172ff.
dal2
5) Z. B, N;—foz(1+ L)ay.
—dj2
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erfolgende positive Temperaturinderung in °C, wihrend 4t/d die positive
Anderung des Temperaturgefilles zwischen Wasser- und Luftseite in °C/m
darstellt. Als materialtechnische Konstanten sind der Elastizititsmodul Z,
die Querdehnungszahl v und die Temperaturleitzahl w eingefiihrt:

N, =D, [u'+”‘305°‘+V(W’+r£)—w(1+V)tm] 3 (7)
N, =D, ['w +— +v( ’+N°S°‘)—w(1+v)tm], (8)
1
N, =N, (9)
veos?a ¥ sina v COS o .. at
M, =D, 5 +v" cos?a— +vv ' +w(l+v)—]|, (10)
re Ty Ty, d
M, =D2[v“+r£2—vcosa+vv cosza+w(l+v)f1zt], (11)
M, =M, =D, 12_ v (1+cos?a), (12)
Ed Ed?
D=1 De= 12 (1—12)°

Die Gl. (1)—(12) enthalten bekanntlich alle fiir die weitere Berechnung nétigen
Grofen.

3. Die Randbedingungen

Staumauern besitzen im allgemeinen zwei Typen von Réndern. Der eine ist
die Mauerkrone oder der freie Rand, der andere ist das Felswiderlager, welches
bei unmittelbarem AnschluBl der Mauer an den Fels eine elastische Einspannung
darstellt, bei Einschaltung einer Umfangsfuge dagegen als gelenkige Lagerung
aufgefafit werden kann.

a) Der freie Rand wird dadurch charakterisiert, daf lings ihm alle Schnitt-
groBen verschwinden, wobei bekanntlich die Querkraft ¢, und das Drillungs-
moment M, kombiniert werden:

N,=0, N_,=0, M,=0, Q,+M,=o0. (13)

2z

b) Die elastische Einspannung besteht streng genommen darin, dall3 die
Verschiebungen u, », w und die Winkeldinderung der Tangente normal zur
Randkurve Funktionen der Schnittgrofen darstellen. Da nun aber der EinfluB3
dieser Winkeldnderung bei weitem iiberwiegt, kann in den meisten Fillen die
Elastizitit der Einspannung auf die Beziehung zwischen der Ableitung der
Verschiebung v in Richtung der Randnormalen und dem Biegemoment M,
welches Spannungen in derselben Richtung erzeugt, beschrinkt werden:
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ov
= = = A (]
u=0, v=20, w=0, o kM,®). (14)
c) Die gelenkige Lagerung der Umgangsfuge besitzt theoretisch ebenfalls
eine Elastizitdt, welche sich durch Beziehungen zwischen den Verschiebungen
und den SchnittgroBen ausdriicken laf3t. Aber auch hier ist in den meisten

Fallen die Vereinfachung zuléssig:
u=0, v=0, w=0, M,=0. (15)

4. Die Berechnung von Bogenmauern in engen Tilern

Ist das Verhéaltnis der Kronenldnge einer Bogenmauer zu ihrer Hohe kleiner
oder nur wenig grofler als 1, so ist das Bauwerk in iiberwiegendem MaQle in
horizontaler Richtung beansprucht. Somit kann die Normalkraft N, sowie
die Kriimmung in vertikaler Richtung vernachlissigt werden, d.h.

N,=0, sina=0, cosa=1, 7,=c0.

Die Verschiebung w ist jetzt in erster Linie temperaturbedingt. Da iiblicher-
weise Temperaturdnderungen fiir eine bestimmte Hohe als konstant ange-
nommen werden, kann w'=0 gesetzt werden. Man erhilt nun die Schnitt-
groBen (Ausdriicke (7)—(12)) in folgender Form:

N, =Ed[u'+r1—wtm], (71)

N =N =Ed_-“ _ (91)
Xz 2x 2(1+V)’

M =D |2 o v 4wl 4n) A 107
e =Dy g0t te (L0 T (10

. At
'Mz =D2|:’U +vo +w(1+v)7:|’ (111)
M, =M, =D,(1-v)v". (121)

Die Verschiebung w tritt in diesen Ausdriicken nicht mehr auf. Aus den ver-
einfachten Gl. (4) und (6) zieht man nun die Querkrifte, setzt diese in die
Gl. (1) und (2) ein, wobei die Schnittgroen gleichzeitig durch obige Formeln
ersetzt werden. Trifft man noch die fir enge Téler iiblicherweise richtige
Annahme, dafl der Kriimmungsradius 7, und die Schalenstédrke d nur mit der
Héhe variieren und beobachtet die bisher schon beschriebenen Vereinfachun-
gen, so erhdlt man die folgenden simultanen Differentialgleichungen fiir »
und v:

6) Der Wert von k kann z. B. nach Voar (s. Boulder Canyon Report) berechnet wer-
den.
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%(v"’+v'")+%(l—v)v"—Er—jv'—Ed[u"—i—z(iu;v)] - 2"'{1?5) =0, (16)
Dy (0" 420" +0") 4+ 2Dy (0" +v") + Dy (v"+vv”)+D:;” E;;v"' Eiu'_
_E(i:t’"+w(l+v)(dfipz)“+pw=0. (17)
Entsprechend lauten die Randbedingungen folgendermafen:
a) Freier Rand (die Bedingung N, =0 ist trivial):
w=0, v 4+vv = —w(1+v)%—t, v+ R2=v)v" = —w(l+v) (%—t) (131)

b) Elastische Einspannung: Aus den Formeln (10!) und (11!) geht hervor,
daB das Biegemoment M, am Rand nur von der Kriimmung in Richtung der

Randnormalen abhéngt:

0%v 4t
Die Randbedingungen lauten dann:
ov v at
- = = —_ = il = I
u=0, v=0, w=0, o kD2[3n2+w(l+V)d]' (141)
¢) Gelenkige Lagerung:
%v 4t
- — = ol I
u=0, v=0, w=0, 3n2+w(l+v)d 0. (15%)

5. Berechnung von weitgespannten Bogenmauern

Wenn auch weitgespannte Mauern mit einiger Genauigkeit nach Abschnitt 4
berechnet werden konnen, so ist doch eine Weiterentwicklung der Berech-
nungsmethoden angebracht. Immerhin soll auch fiir diesen Mauertyp voraus-
gesetzt werden, dafl die Variation der Kriimmungsradien, der Schalenstérke
und der Temperaturdnderungen in horizontaler Richtung vernachlissigbar
klein ist?). Hingegen soll die Verschiebung w und die Normalkraft N, sowie
die vertikale Kriimmung nun beriicksichtigt werden. Als Vereinfachung neh-
men wir immerhin an, die Variation von w in z-Richtung sowie die Variation
des Kriimmungsradius r, konne auller acht gelassen werden. Weiterhin elimi-
nieren wir nachweisbar kleine Groflen und erhalten fiir die Schnittkréfte:

7) Bogenmauern mit ausgesprochener Parabelform sollen in einer spéteren Arbeit
behandelt werden.
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N;L- =D1 [u/+vCOSa+Q_w(l+v)tm], (711)
N, =Dl[w‘+r3+v(u’+m:sa)—w(l+v)tm], (811)
Na:z =Nzx=D112_vu.° (911)
v ’ - Vag;

M, =D, [7‘ " +v" cos?a+vv +w(l+v)—d—], (101L)
M D. o " a0e2 At II

, =Dy |v" +vo' cos oc+w(1+v)7 , (1111)
M, =M, =D, 1_V(1+cos2oc)v". (1211)

Durch Berechnung von @, und ¢, anhand der Gl. (4) und (6) und Einsetzen
in die GI. (1), (2) und (3) wiirde man drei simultane Differentialgleichungen
fiir die Verschiebungen %, v und w erhalten, doch zeigt es sich, dafl, wenn man
in den GIl. (1) und (2) nur die wesentlichen Glieder beriicksichtigt, in diesen
nur noch % und v auftreten:

chos o [cos2 w4 1 +0082av"'] +D,gcos<>:(1 —v)1+0082 L
’ ? N ? (19)
cosa v\ , . 1—=v 1—v ]| .. sine] .
D,[cos?av”” +(1+cos?a)v’ +v"" ]+ Dy [(1+cos?a)v” + 20" ] +
+ Dy [v +Vcoszav,,]+DICOSa(COSoc+l)v_*_DlCOS Lo (20)
’r.'lf x rz rI

A .o
+w(l+v) [(DZ t) — 0(;8 aDltm] +p,=0.

Theoretisch lassen sich aus (19) und (20) die Verschiebungen % und » und
daraus simtliche Schnittgr6f8en mit Ausnahme von N, berechnen. Fiir diese
letzte dient die Gl. (3) als Differentialgleichung:

sin o sin a

1
Ny NS Nty M-,

r.’l) z

+M;] : (21)

x

Die Randbedingungen miissen nun also fiir die Verschiebungen « und v sowie
fir die Normalkraft N, formuliert werden:

a) Frerer Rand:
N,=0, w =0, (13M)

v +vv'costa = —-w(l +v)—§—t, v +[l—v+cos2a]v = —w(14+v) (%) .
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Bei der Formulierung der letzten Bedingung wurde fiir die Mauerkrone r,= oo
gesetzt und der Ausdruck M sina/r, vernachlissigt, da M, in der obersten
Mauerpartie ohnehin schon relativ klein ist.

b) Elastische Einspannung und c) gelenkige Lagerung: Dort, wo der Win-
kel « lings dem Felsauflager null wird, gelten dieselben Randbedingungen
wie im Abschnitt 4. Da aber im allgemeinen die Elastizitdt des Felsens nur
mit beschrinkter Genauigkeit festgestellt werden kann, liegt die Ungenauig-
keit der das Biegemoment M, enthaltenden Randbedingungen vielmehr im
Koeffizienten k£ als im Abweichen des Wertes cosa von der Zahl 1. Somit
konnen die Gl. (14T) und (15T) hier ohne weiteres verwendet werden.

6. Losungsmethoden

Die Kompliziertheit der Differentialgleichungen und — in den meisten
Fillen — auch der Randbedingungen, schliet im allgemeinen eine geschlos-
sene mathematische Losung aus. Auch Potenzreihenansdtze diirften nur in
speziellen Fillen zu einem befriedigenden Resultat fithren. Jedoch ist mit Hilfe
der Differenzenrechnung, welche sowohl auf die Differentialgleichung als auch
auf die Randbedingungen ausgedehnt wird, ohne Schwierigkeiten eine geniigend
genaue Bestimmung der gesuchten Werte moglich. Da die Kriimmungsver-
hiltnisse bei Bogenstaumauern nicht allzu kompliziert sind, kann die Anzahl
der Maschenpunkte stets in einem verniinftigen Rahmen gehalten werden. Es
wird also meistens moglich sein, die Integration der Differentialgleichungen
durch die Auflésung eines Gleichungssystemes zu ersetzen, welche mit einem
elektronischen Rechengerit streng erfolgen kann. Nur in Ausnahmefillen ist
die Anzahl der Maschenpunkte so gro3, daf ein Iterationsverfahren (Relaxations-
methode) zu Hilfe genommen werden muf.

Waihrend die Maschenpunkte lings der Mauerkrone stets auf der Rand-
linie angeordnet werden konnen, ergeben sich lings dem Felsauflager meist
Differenzen zwischen den Maschenpunkten und der Randlinie, so daBl dort
die Randbedingungen mit ungleichen Maschenweiten formuliert werden miis-
sen. Da die Bedingungen lings dem Widerlager einfach sind, entstehen dadurch
keine wesentlichen Komplikationen.

Als Beispiel diene die Berechnung einer Staumauer in der Schweiz, wo im
Innern der Mauer 42 Maschenpunkte nétig waren. Die dadurch entstehenden
84 Gleichungen mit 84 Unbekannten konnten durch ein teilweises Iterations-
verfahren in 2 Systeme mit je 42 Unbekannten umgewandelt werden.
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Zusammenfassung

Fir die Schalenform einer beliebigen Bogenstaumauer werden die stat.
Grundgleichungen und die Randbedingungen, sowohl fiir direkten Anschluf}
am Fels wie auch fiir die Einschaltung einer Umfangsfuge, formuliert. Fiir
zwei hiufig auftretende Mauertypen, nidmlich die schlanke Bogenmauer in
engen Tilern sowie die doppeltgewolbte Mauer in weiten Télern, werden sodann
die Differentialgleichungen der radialen und tangentialen Verschiebungen und
der vertikalen Normalkraft aufgestellt. Es wird auf verschiedene Losungs-
methoden und auf eine durch den Verfasser erfolgte Anwendung hingewiesen.

Summary

Basic equations valid for any arch dam type are given and the boundary
conditions are indicated for dams supported directly on rock and for dams
having a perimeter joint. The differential equations of radial and tangential
displacements and of the vertical normal force have been established for two
common dam types, i.e. the slender arch dam in narrow valleys and the arch
dam with double curvature in wide valleys. Various methods of resolving the
equation system are mentioned and reference is made to a practical case
analysed by the author.

Résumé

Le systéme d’équations statiques générales d’un voile mince et les con-
ditions aux limites sont formulés pour un barrage-voiite quelconque, aussi
bien dans 1’hypothése d’un appui direct du barrage sur le rocher que pour le
cas d’un barrage & joint périmétrique. Les équations différentielles des déplace-
ments radiaux et tangentiels et de l’effort normal vertical ont été établies
pour deux cas de barrage particuliérement fréquents: le barrage 4 votite mince
dans une vallée étroite et le barrage & double courbure dans une vallée large.
Les différentes méthodes de résolution sont rappelées briévement et il est
fait mention de ’application d’une de ces méthodes & un cas particulier.
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