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Application des machines ä calculer electroniques ä la Solution du

probleme aux tensions de l'elasticite plane

Verwendung von elektronischen Rechengeräten zur Lösung des ebenen Spannungs¬
problems der Elastizitätstheorie

Application of Electronic Computers to the Solution of the Stress-Problem of
Plane Elasticity
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Professeur ä l'Universite' de Liege

G. MAZY
Assistant ä l'Universite de Liege

M. SAVE
Charge de cours ä la Faculte Polytech¬

nique de Mons

G. TIBAUX
Etudiant ä l'Universite de Liege

1. Rappel de la theorie

L'un des auteurs a presente au Congres de Liege de 1'A.I.P.C. [1] le resume
d'une methode theorique [2] permettant d'obtenir l'etat de tension dans une
piece elastique plane de forme quelconque solhcitee sur ses bords par des
forces en equilibre distribuees de facon arbitraire.

Cette methode consiste ä repartir (fig. 1) le long du contour de la piece des

singularites vectoriehes pds, dont chacune produit une distribution radiale
simple de tensions.

La distribution de ces singularites obeit ä. l'equation integrale vectoriehe
de seconde espece

Fig. 1.
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2 f — cos <p cos oc -*
t p <Kp(Q)_r_JC lrd«(G) (1)

77 J r
oü £ est l'intensite des forces superficiehes donnees au point Q du contour; r est
la distance entre le point courant Q du contour et le point R oü l'on calcule la
tension.

lr est le vecteur unitaire dirige suivant QR,
<p est l'angle fait par p avec Q R,
oc est l'angle fait par R Q avec la normale exterieure au contour en R.

En posant

Hp{Q)S21T^irdsQ^B(p) (2)

on peut mettre l'equation (1) sous la forme simple

T=p + B(p). (3)

Dans le memoire precite, on preconisait de determiner les p par iteration ä

partir d'une distribution initiale quelconque p®> selon le schema

p<0> ccT,

pd> «7+ (1 - oc) p<0> - oc B (p«»), (4)

rifa+l) oct + (l-ac)p<n'>-ocB(p<-n>

en faisant intervenir un parametre oc qui peut prendre une valeur fixe
quelconque entre 1 et 0. Rappeions en passant que la valeur 1 doit etre exclue

parce qu'ehe produit des oscillations indefinies du processus d'iteration.

2. Appropriation de la theorie aux calculatrices electroniques

2.1. Qeniralitls

Dans le memoire original [1], on a montre comment l'equation (3) pouvait
etre resolue pratiquement par approximations successives en remplacant les

distributions continues des t et des p par une serie de resultantes equivalentes
T et P appliquees k des troncons de contour de longueur finie A S et en utilisant

un appareü mecanique effectuant la somme vectoriehe qui prend la place
de l'integrale B (p). La Solution d'un probleme pratique k l'aide de cet appareü
absorbait 8 heures de travail pour un contour divise en 37 segments. De plus,
1'appareü 6tait deiicat, coüteux et parfois sujet ä des pannes.

La methode de calcul pouvait donc etre ameiioree au point de vue vitesse,
precision et securite. Or, ü se fait que le processus mathematique utilise
convient particulierement bien pour resoudre le probleme k l'aide d'une calcula-
trice electronique. En effet, tous les calculs sont la repetition d'une meme
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Operation elementaire simple; ä savoir: trouver le vecteur-tension produit sur
une facette fixe en un point fixe R par la distribution radiale simple de tensions
correspondant k la singularite P appliquee au point Q du contour de la piece
(fig. 1).

2.2. Ditermination des singularites vectorielles P

En remplacant les distributions continues t et p par leurs resultantes T et
P appliquees ä des troncons A S du contour, la relation (3) se met sous la forme

f~ P + B(p)

Si \ -2AS{R) „ cos9>cosa-^pgou Bip)=- -^2^(6)—j=f,— QR- (5)

n est clair qu'une calculatrice electronique doit travailler en coordormees
cartesiennes x, y. Dans ces coordormees, l'equation (5) se transforme en un
Systeme de deux equations integrales scalaires simultanees:

Tx Px + Bx(p),

Ty Py + By{p),

avec Bx(p) A(p)ßQR(QR)x,

By(p) A(p)ßQR(QR)y,

Aip) =Px(Q)(QR)x + PviQ)iQR)y

0 -2AS(R)nx(QR)x + ny(QR)„^ ßQR
(QR)2 + {QR)2

Comme on peut le voir, A (p) devra etre calcule k chaque iteration, tandis que
ßore peut etre calcule une fois pour toutes.

On calculera les composantes Px et Py par iteration suivant un schema

analogue aux relations (4) et on adoptera comme distribution des charges
fictives la premiere distribution P*71- qui d'une iteration k la suivante satis-
fera en tout point k la double inegahte

IPW-PJr-y^e et IPW-PS1-1'!«;

oü e, denomme indice de precision, est l'erreur absolue acceptable et fixee ä

l'avance.

2.3. Calcul des tensions au contour

Dans le memoire original [2], ü a ete indique que la tension sur une facette
normale au contour est donnee par:

P0(.R)
_

_2 Y1 P (^cosycosjg
Q&v ' AS TT £-> m?z
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oü PQ est le vecteur P auquel on donne une rotation de 90° dans le sens hor-

logique et oü ß et n sont definis par la fig. 2.

Les composantes normale et tangentiehe de d valent respectivement:

Pvny+Pxny
-ZA'B'[iQR)xnv+iQR)v'n>x}-.

Pu7h.-Pj.nx 2y ivy -*¦ x lbX

AS + -ZA'B,[{QR)xnx + {QR)y ny],

a> p tnit\ ±p tnm R' - iQR)xnu-iQR)vnx
ou A =Px'QR)x + Py(QR)y, B - [{QB)* + {QB)*?

•

Fig. 2.

Fig. 3.

2.4. Determination de la croix des tensions principales au point intirieur

On sait [1, 2] que le vecteur-tension sur une facette donnee vaut (fig. 1)I ^-^PiQf-^^Q^-
En apphquant cette relation aux facettes verticales et horizontales au point
etudie et en projetant sur les axes, on obtient pour les trois composantes
cartesiennes du tenseur-tension

I PxiQB)x+PviQR)v («¦»)!,*^ [iQR)l + iQZ)VJ2

2yPx(QR)x + Pv(QR)y
ff^ [iQR)x + iQP)l? w >v'

PXiQR)x + PyiQR)y
ff^ UQR)l + iQR)l]*¦E (QR)x(QR)y.
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3. Programmes realises

3.1. Oeneralitis

On a d'abord execute les calculs au moyen d'un programme pour
l'ordinateur IBM 650 dont disposait le Centre de Calcul de l'Universite de Liege.
Ce Centre utilisant actuellement une calculatrice electronique GAMMA ET
de la firme francaise Buh, ü a ete decide de recommencer la programmation
pour cette seconde machine.

Pour l'ordinateur IBM 650, le programme etait ecrit en language Fortran,
tandis que, sur la calculatrice Buh, la programmation a ete faite en langage
machine. D'autre part, la memoire de l'ordinateur IBM ne comportant que
2000 nombres, ü fallait calculer ä chaque iteration les noyaux des integrales.
Sur la machine Buh, au contraire, qui a une memoire de 8192 nombres, on
a pu mettre la quantite ßQß en memoire, ce qui a conduit k un gain de temps
appreciable. En contre-partie, cette quantite occupe un nombre de memoires
si grand qu'on ne peut definir le contour de la piece que par 50 points au heu
de 100 points comme dans le programme IBM. Enfin, alors que le programme
IBM etait construit pour la valeur a 0,5 de l'indice de convergence, on peut,
sur la machine Buh, le faire varier ä volonte.

Ceci etant, l'experience a montre que la duree en minutes d'une iteration,
qui est proportionnehe au nombre n de segments choisis sur le contour, etait
donnee approximativement par

Ordinateur IBM 650: temps 0,0275 n2.

Calculatrice electronique Buh: temps 0,0066 n2.

Notons que, pour un contour defini par 48 points, le temps utilise par iteration
vaut environ

Ordinateur IBM 650: 1 h 3' minutes.

Calculatrice electronique Buh: 15 minutes.

De plus, le programme IBM obhgeant ä prendre un facteur de convergence
cc 0,5, il fahait 15 iterations pour obtenir une precision determinee tandis

que 10 iterations suffisent si l'on adopte a 0,75 comme on peut le faire avec
le programme Buh, si bien que le probleme considere prenait environ 15h3/4
sur l'IBM 650 tandis que 2hx/2 suffisent sur la machine Buh.

3.2. Quelques renseignements sur le programme Bull

3.2.1. Prdparation des donnies. Les donnees du probleme se composent:

a) Du contour de la piece defini par les coordonnees des sommets du poly-
gone forme par les AS; le contour peut etre constitue de plusieurs courbes

fermees distinctes (5 au maximum) (cas de la piece percee de trous). Le total
des points donnes au contour ne peut exceder 50.



100 CH. MASSONNET - M. SAVE - G. MAZY - G. TIBAUX Ib 5

b) Des forces appliquees au contour de la piece, definies par les composantes

cartesiennes de leurs resultantes sur les A S.

c) Des coordormees des points interieurs ä la piece, pour lesquels on desire
connaitre le tenseur-tension.

d) Des parametres generaux du probleme:

nombre de points au contour,
indice de precision €,

indice de convergence oc.

Les donnees sont mises en cartes dans une forme appropriee et communiquees
ä la machine k la suite du programme.

3.2.2. Calcul proprement dit. Le deroulement du programme de calcul
comporte quatre parties:

a) Calcul des grandeurs geometriques auxiliaires: A partir du contour
defini ci-dessus, la machine calcule

— les coordormees des points milieux des segments qui seront desormais
consideres comme seuls points au contour. C'est en ces points que l'on
applique les sollicitations reelles et fictives ainsi que les tensions du contour;

— les longueurs et les cosinus directeurs des normales aux segments A S.

b) Determination des forces fictives. On commence par determiner la
distribution de depart Pf> ocTi. Ensuite, la machine calcule les noyaux ßQR et
les met en memoire; U y a un noyau par couple de points au contour, soit donc

pour 50 points 2450 noyaux. Leur mise en memoire exige une machine de

grande capacite. Des que les noyaux sont calcules, la machine demarre le

processus iteratif. A chaque iteration, ehe imprime, en regard l'une de l'autre,
les composantes des charges fictives dans les deux distributions, ancienne et
nouvehe. Ceci permet ä l'operateur de surveüler la convergence au cours du
deroulement du programme. Le test de precision est pose, dans le programme,
k la fin de chaque iteration. Quand ü est satisfait, la machine cesse les iterations
et passe ä la suite du programme.

c) Calcul des tensions sur la facette normale au contour. Pour chaque point
du contour, la machine imprime les coordormees du point, la tension normale
et la tension tangentiehe sur la facette normale au contour.

d) Calcul des tensions ä l'intdrieur de la pik.ce. La machine procede comme
suit:

1. Lectures des coordormees d'un point interieur.
2. Calcul, en ce point, des composantes cartesiennes du tenseur puis des

tensions principales et de la tangente de leur angle par rapport k l'axe des
abcisses.
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3. Impression des coordormees du point, des tensions principales ax et o-2

et de tgoc. Ensuite, retour en 1, ä la lecture des coordormees du point suivant,
et ainsi de suite jusqu'a epuisement des points interieurs donnes.

Comme ü n'y a pas ici de probleme de mise en memoire, le nombre de

points interieurs k traiter est ülimite.

4. Quelques resultats obtenus

4.1. Piece carree soumise au cisaillement (fig. 4)

Fig. 4.

Dimension de la piece 3x3 cm
Epaisseur 1 cm
Nombre de points: 24
Intensite des tensions de cisaillement:

1 kg/cm2
Parametre de convergence: oc 0,8
Indice de precision: e 0,01 kg
Duree d'une iteration: environ 4'
Nombre d'iterations: 14

Precision obtenue:

Facettes normales au contour sauf dans les
coins: t 0,25%, ct 3,8%

Facettes normales au contour, segments
adjacents aux coins: t et o 85 %

Tension points interieurs: t et o 0,7 %

4.2. Poutre soumise ä flexion pure (fig. 5)

-(

Ty

v
n -se \

-*\

Dimensions de la piece: 4 X 16 cm
Nombre de points: 38

Moment: 256 kg cm
Parametre de convergence: <x 0,8

Indice de precision: 1 kg
Duröe d'une iteration: 9' 30"
Nombre d'iterations: 12

Fig. 5.

Precision obtenue:

Facettes normales au contour

Tensions points interieurs

T 1 %
<r=20,8%

et ff 24,6 %



102

t f. t .1 _t

CH. MASSONNET - M. SAVE - G. MAZY - G. TIBAUX

4.3. Nceud en traction (fig. 6)

Nombre de points: 48
Traction: 1 kg/cm2
Parametre de convergence: 0,8
Indice de precision: 0,01 kg
Duree d'une iteration: environ 15'
Nombre d'iterations: 12

Precision obtenue:

Ib5

nrn

Facettes normales au contour, coins exceptes:
ct et r 2 %

Fig. 6.

5. Considerations propres ä la methode

5.1. Choix du paramHre de convergence oc

Dans le memoire original [1], ü a ete montre que, si l'on adopte oc= 1, on
a generalement une oscillation indefinie des P, mais que, pour 0 < a < 1, toutes
les distributions des P convergent. La valeur Optimum de a differe d'un
probleme k l'autre, mais l'experience a montre que la valeur optimum moyenne
se situait aux environs de a 0,8. C'est donc cette valeur qu'ü est conseüie

d'adopter pour tous les problemes. Nous donnons, k titre d'exemple, le cas
d'une piece carree soumise ä traction uniforme dans un sens, definie par 20

points au contour. Pour un facteur de precision de 1% sur les P, la precision
obtenue sur les tensions au contour est de
1'ordre de 0,25% sur les t et de 2,5% sur
les o- en negligeant toutefois les facettes
adjacentes aux coins sur lesquehes nous
reviendrons.

Les erreurs sur les tensions aux points
interieurs sont de l'ordre de 1,5%.

Pour a 0,5, il a fallu 12 iterations
a. 0,75 8 iterations
<x 0,8 7 iterations

duräe d'une iteration 2' 30" environ

Fig. 7.

y

n*2Q

Traction 1kg/cm

5*5'cm

X
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5.2. Points anguleux

Comme on l'a constate au par. 4, la presence de points anguleux dans le
contour provoque dans leur voisinage une perturbation dans la repartition
des charges fictives P et donc une erreur sur le tenseur-tension aux points
compris dans le triangle forme par les 2 ou 3 segments A S adjacents au point
anguleux (fig. 5). Cette perturbation est tout ä fait locale et n'entraine pas
d'erreur sur la distribution des P et des tenseurs-tensions dans le restant de

la piece. De plus cette erreur ne se cumule pas d'une iteration k la suivante,
ehe est meme decroissante avec le nombre d'iterations.

5.3. Erreur provenant du remplacement des pds par des A S et des P

Si on examine les resultats obtenus pour la poutre soumise ä flexion pure,
on constate que les resultats sont entaches d'une erreur importante, meme
dans les regions non voisines des coins. Comme on peut le voir, de telles erreurs
n'apparaissent pas dans le nceud en traction ni dans la piece en cisaülement

pur, ä cause de la symetrie de sollicitation par rapport aux deux axes. Ces

erreurs sont dues exclusivement au remplacement des ds par des A S, qui
conduit ä remplacer les pds par des P qui ne sont pas leur resultante

$pds
As

mais bien la valeur de p au milieu du segment multiphe par la longueur de

celui-ci. Cette erreur est cumulative d'une iteration ä la suivante; c'est eile

qui limite la possibilite d'utüisation du programme. L'experience a montre
que la derivee seconde de la distribution des p etait la plus grande au voisinage
des coins; c'est donc egalement dans cette region que l'erreur due au remplacement

des pds par les P est la plus grande.
On peut y remedier dans la hmite du nombre de points disponibles (50)

en multiphant le nombre de divisions au voisinage des coins.
Nous donnons ä cet effet l'exemple de la poutre soumise ä flexion pure.

Poutre soumise ä flexion pure (fig. 8)

Precision obtenue:

Facettes normales au contour t : 0,7 %
ct : 14 %

Points interieurs t et a: 17 %

Fig. 8.

WMw
y 1 Zone non valable

2 Zone Fortement perhurbee

3 Zone peu perturbee
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y
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n- 50

\ä
Fig. 9.

Le probleme traite est le meme qu'au par. 4.2 mais ici la piece est definie

par 50 points, les points supplementaires ayant ete introduits au voisinage
des coins.
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Resume

La methode de resolution des problemes elastiques plans presentee dans le
neuvieme volume des «Memoires» a ete transformee en vue de son exploitation
sur calculatrice electronique. Le memoire expose la methode ainsi modifiee et
donne les resultats obtenus sur des pieces planes de forme diverse.

Zusammenfassung

Die in den «Abhandlungen» Band IX dargelegte Auflösungsmethode für
ebene Spannungsprobleme wurde zum Zweck der Anwendung auf elektronischen

Rechengeräten umgearbeitet. Dieser Beitrag enthält das veränderte
Verfahren und die Ergebnisse für einige ebene Elemente verschiedener Form.

Summary

The method for the Solution of the general stress-problems of plane
elasticity, which was presented in the ninth volume of the "Publications", has

been transformed for the purpose of its use on electronic Computers. This

paper describes the adaptation of the method and gives the results for some
plane elements of various shape.
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