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Ile2

Die statische Berechnung von zylindrischen Stahlbeton-
-Behiltern auf Grund der Bruchtheorie

Calculo estatico baseado na teoria da rotura de um reservatorio
cilindrico de betao armado

Calcul statique fondé sur la théorie de la rupture
d’un réservoir cylindrique en béton armé

Statical calculation based upon the collapse theory
of a reinforced cylindrical concrete tank

Dr. I. MENYHARD
Budapest '

1. Problemstellung.

Die statische Berechnung von gekriimmten diinnen Platten — Scha-
len — ist eines der schwierigsten Probleme der Elastizitidtslehre. Die
statische Berechnung von Triagern und Platten aus plastischem Material
auf Grund der Bruchtheorie ermoglicht aber eine bedeutende Vereinfachung
im Vergleich zu den Untersuchungen der Elastizititslehre.

Die Anwendung der Bruchtheorie wird durch den Umstand erschwert,
dass der Bruch der Schalen sich oft als Folge der ungeniigenden Stabilitdt
ergibt. Wenn aber unter den Schnittkridften der Schale die Druckraft
eine untergeordnete Rolle spielt, verliert die Frage der Stabilitit seine
Wichtigkeit und hiermit kann die Bruchtheorie schon auf Grund unserer
heutigen Kenntnisse zur Anwendung kommen,

Um dies zu illustrieren, werden wir im Folgenden mit Hilfe der
Bruchtheorie die statische Berechnung eines auf der unteren und oberen
Flache teilweise eingespannten kreiszylinderformigen Fliissigkeitsbehél-
ters durchfiihren. Die Beanspruchungen, die hierbei eine Rolle spielen,
sind die Biegungsmomente in Richtung der Erzeugenden und die auf
diese Richtung lotrechten Zugkrafte (Ringkrifte).

Hierbei werden wir uns auf die selben Annahmen stiitzen, wie die
dies beziigliche Literatur. Diese Annahmen beziehen sich einerseits auf das
in der Bruchtheorie eine bedeutende Rolle spielende Bruchbild, ander-
seits auf diejenigen Biegungsmomente, die in den Querschnitten beim
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Bruch auftreten, die sogenannten Bruchmomente. Die Annahmen sind die
folgenden:

a.) Die von den Bruchlinien begrenzten Plattenteile (bezw. Flichen-
teile) bleiben nach der plastischen Deformation eben (bezw. von unverian-
derter Kriimmung).

b.) Die die Bruchlinien kreuzenden Armierungseisen fliessen und
bei Platten mit konstanter Dicke und gleichmissig verteilter Armierung
sind die Bruchmomente entlang dieser Linien ebenfalls konstant und
unabhingig von der Grosse der plastischen Deformation.

¢.) Man schliesst diejenige Deformationen aus, fiir welche die
Dehnung der Armierung die Verfestigungsgrenze iiberschreitet d. h. es soll
keine grossere Stahlspannung als diejenige, die im Fliessbereich entstehen.

2. Die statische Berechnung auf Grund der Bruchtheorie.

Der Mantel des in Abb. 1a schematisch dargestellten kreiszylinder-
formigen Eisenbetonbehilters ist mit der Bodenplatte und mit dem am
oberen Rand befindlichen Versteifungsring verbunden. Die Bodenplatte
und der Versteifungsring sichern die Rénder des Mantels gegen eine
horizontale Verschiebung. Beide Elemente sind zur Aufnahme eines
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negativen, vom Mantel iibertragenen Biegemomentes von bestimmter
Grosse fahig. Als gegebene dussere Belastung wirkt auf den Mantel ein
dreieckformig verteilter hydrostatischer Druck (Abb. 1la). Die Seiten-
wand des Behilters ist in der Richtung der Erzeugenden mit einer dusseren
und inneren Bewehrung versehen, und ist fihig, ein positives Biegungs-
moment von bestimmter Grosse m und Einspannungsmomente m; = v, m
bezw. m, = v,y m an dem unteren bzw. oberen Rande desi Mantels aufzu-
nehmen (Abb. 1b).

Der Mantel ist auch in tangentialer Richtung bewehrt. Diese
Bewehrung dient zur Aufnahme von Ringzugkriften. Die Ringarmierung
sei geméss einem Dreieck (Abb. 1c¢) verteilt und so gewiahlt, dass die
Bewehrung im Fliesszustande an der Stelle des grossten Armierungs-
gehaltes gerade zur Aufnahme der spezifischen Zugkraft t fihig ist.
Die Spitze des Dreiecks liegt auf der spiter zu bestimmenden horizontalen
Bruchlinie. Die Mantelfliche des kreiszylinderformigen Behédlters nimmt
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beim Bruch die aus Abbildung 2 ersichtliche Form an, wobei die Erzeu-
genden gemiss der Abb. 1d gebrochen werden und damit verwandelt
sich der Kreiszylinder in zwei sich beriihrende stumpfe Kegel. Die Form
des Bruchbildes wird also durch die am Mantelrand und an der Stelle
des grossten positiven Moments auftretenden horizontalen Bruchlinien,
sowie durch die dicht (theoretisch unendlich dicht)

auftretenden wvertikalen Bruchlinien charakteri- ——)
siert. Die Lage der horizontalen Bruchlinie ist
dabei noch unbekannt. Sie sei mit dem Parameter
y: gekennzeichnet (Abb. 2).

Unser Endziel ist also, die statische Berech-
nung unter Beniitzung des jetzt bescriebenen
Bruchbildes durchzufiihren.

Als Grundlage zu dieser Berechnung diene
die Tatsache, dass die dusseren Krifte mit den
inneren Kriften zusammen die Gleichgewichts- Fia. 2
bedingungen erfiillen miissen. Die Gleichgewichts- )
bedingung sei durch das Arbeitsprinzip ausge-
driickt, dass aussagt, dass die Arbeit L, der dusseren Krafte der Arbeit L;
der inneren Krifte gleich ist. Im vorliegenden Falle ist
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Die Grossen y, r, h, und A sind aus den Abbildungen 1 a-d ersichtlich.
Durch Gleichsetzen von (1) und (2) ergibt sich eine Gleichung, woraus
y sich berechnen ldasst. Damit erhalten wir
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In der Formel (3) ist der Parameter v, welcher an Stelle von y,
eingefiihrt wurde, noch unbekannt.

Die Gleichung (8) bedeutet folgendes: an einer durch 7 charakte-
risierten Stelle wird ein Biegemoment von der Grosse m (d. h. der Bruch)
dann auftreten, wenn die Belastung vy den Wert (3) annimmt, (vorausge-
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setzt, dass an den anderen Stellen der Biegungswiderstand hinreichend
gross ist, um den Bruch zu verhindern). Da aber eine konstante Wanddicke
und eine gleichmissig verteilte, vertikale Bewehrung vorausgesetzt wird
und hiermit der Biegungswiderstand auch an anderen Stellen gleich
m ist, wird der Bruch an jenem Ort auftreten, wo y als Funktion von v
seinen Minimalwert erreicht.

Um 7 zu ermitteln, muss man folglich die Gleichung
47 _ o
dn

beniitzen, oder ausfiihrlich geschrieben und nach K aufgelost

2 (2—30)+p(1—2n0)
#(2n+p—1) .

(6) K —

Die geometrische und statische Grossen nehmen beim Bruch solche
Werte an, welche die Gleichungen (3), (6) erfiillen. Man wird diese zwei
Gleichungen, entsprechend der gegebenen Aufgabe, in einer modifizierten
Form verwenden. Sind z. B. ausser den geometrischen Grossen die Werte
K und p gegeben und will man m berechnen, so schreiben wir die
Gleichung (3) in folgender Form an:

(7) oo _¢b  ald—m)(ptn)  yh?
6 (1+va) n K+1 o(1+v2)9

Wir haben also zwei Gleichungen, nidmlich die Gleichung (6) und die
Gleichung (3) oder (7). Die erste von diesen ist von dritten Grade in =.
Das Auflosen der Gleichungen wird durch die Beniitzung der Abbil-
dungen 3a und 3b erleichtert. In Abb. 3a ist v als Funktion von K und p,
in Abb. 3b p als Funktion von K und ¢ dargestellt.

Beschrinken wir uns auf die praktischen Fille

—04<p<006 und 04<K<4 ,

so liefern die Formeln

(162+069y+K)(269 w)
9) v—-147 (1,5+K) ¢—0,226
" (1,5+K) (1,9+K) ¢ +441
(10) n—0,24 f‘_o§j_“ Loqq 1B=K
62 -+ p. ZS+K

eine gute Naherungslosung Punkt 38 bezieht sich auf die Benutzung
der Abbildungen 3a, 3b und der Formeln (8), (9), (10).
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Bemerkung: Bei der Herleitung der Formel (2) haben wir den
Umstand ausser Acht gelassen, dass die in den kleinen oberen und
unteren Partieh des zylindrischen Maniels befindliche Ringbewerhrung
die Streckgrenze noch nicht erreicht und somit die Spannung hier
kleiner als die Fliessspannung ist. Der infolge dieser Vernachldssigung
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entstehende Fehler in unserer Berechnung ist aber vernachlidssigbar klein,
da nach unserer Annahme der Armierungsgehalt der Ringbewehrung
dreieckformig variiert.

3. Rissfreiheit. Wahl der Bewehrung.

Fiir den Gebrauch der Fliissigkeitsbehilter ist die Rissfreiheit meis-
tens eine unerlédssliche, oder wenigstens wichtige Bedingung. Was das
Entstehen der Haarrisse anbelangt, verhalten sich die auf Biegung bean-
spruchten Eisenbetonkonstruktionen wie elastische, aber gleichzeitig sprode
Korper, d. h. dem Auftritt der Haarrisse geht kein plastische Formén-
derung voraus und die Rolle der Bewehrungsstibe ist im Hinblick auf
die Vermeidung der Haarrisse unbedeutend. Hieraus folgt, dass im
Falle einer erforderlichen Rissefreiheit die Wanddicke des Behilters aus
den nach der Elastizitdtstheorie berechneten Beanspruchungen zu ermit-
teln ist, wobei auf die Zugfestigkeit des Betons Riicksicht genommen
werden muss. Die Bewerung des Behélters ist vor allem deshalb
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notwendig, dass in folge eines unvorgesehenen Risses kein plotzlicher
Zusammenbruch entsteht. Dies ist die Sicherheitsforderung gegen Bruch.

Demgemaiss kann die Stirke der Bewehrung (die Menge der Beweh-
rungsstibe) auf Grund der Bruchtheorie errechnet werden.

Wie wir im Vorausgegangenen gesehen haben, werden in der Bruch-
theorie — im Gegensatz zu der Elastizitidtsteorie — bestimmte Wente der
Beanspruchungen, in unserem Falle die Krifte in der Ringrichtung und die
Biegungsmomente in der Richtung der Erzeugenden, durch funktionelle
Zusammenhinge ersetzt. Dies bedeutet, dass wir aus einer Menge von
Bewehrungssystemen auswihlen konnen. Wir kénnten z. B. im Sinne
der Bruchtheorie, einen Fliissigkeitsbehidlter ohne Ringbewehrung ent-
werfen; in diesem wird die Belastung nur von der Lingsbewehrung
getragen. Analog konnten alle Kridfte von der Ringbewehrung aufge-
nommen und simtliche, den Biegungsmomenten entsprechende Lings-
bewehrungsstibe weggelassen werden. Selbstverstindlich sind solche
extreme Anordnungen der Bewehrung nicht vonteilhaft und es scheint
zweckmdssig das folgende Verfahren anzuwenden. Nachdem idie Wand-
dicke des Mantels aus der Bedingung der Rissefreiheit schon ermittelt
worden ist, soll die Menge der Lingsbewehrungsstibe einerseits dem in
den offiziellen Stahlbetonbestimmungen festgesetzten Wert entsprechen,
anderseits den aus konstruktiven Griinden erforderlichen Werten
geniigen. (So betrdgt z. B.—nach den ungarischen Bestimmungen —
im Falle der Anwendung eines Betons mit 200 kg/em? Wiirfelfestigkeit
und einem Stahl mit einer Streckgrenze von 24 kg/mm? die minimale
Bewehrung an der Stelle des grossten Biegungsmoments, 0,25 %/ der
Betonfliche). Das grosste Biegungsmoment tritt im Allgemeinen im
unteren Einspannungsquerschnitt der Mantelwand auf, demgeméiss wahlt
man als vertikale Bewehrung auf der inneren Seite der Mantelfliache
das in den Bestimmungen vorgeschriebene Mindestmass.

Was die an der dusseren Seite des Mantels anzubringende Bewehrung
anbelangt, ist es zweckmaissig diese nicht kleiner als die Hilfte der
Minimalbewehrung anzunehmen. Und wenn auch schon jene Frage
entschieden ist, ob am oberen Rande des Mantels eine Einspannung bis
zu einem gewissem Grade beriicksichtigt wird, bleibt dann nur noch die
Lage der mittleren Bruchlinie und der notwendige Armierungsgehalt der
Ringbewehrung zu bestimmen.

Nach den obigen Ausfiihrungen wird der Rechnungsgang in einem
Falle, wo der Mantel des Behélters unten eingespannt, oben frei drehbar
und unverschieblich ist, der Folgende sein:

Die konstante Manteldicke wird so gewahlt, dass die Forderung der
Rissfreiheit erfiilt ist. Verwenden wir gemiss der vorherigen Erorter-
ungen eine, den Vorschriften entsprechende minimale Langsbewehrung
auf der innerer Seite des Mantels, und deren Hilfte auf ihrer Ausseren
Seite, so haben wir mit den Bezeichnungen der Abb. 1b

v, =2 % vo =20
und geméiss (4)
. Vl b Vz

—_Tffe——mmm——_———

1+ v,
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weil die Biegetragfiahigkeit m; =v, m des Mantels an seinem unteren
Rande doppelt so gross ist, wie seine Biegetragfihigkeit fiir positive
Momente. Aehnlicherweise ist m, = v, m gleich Null.

Die letztere Behauptung folgt aus der Voraussetzung, dass der obere
Mantelrand keinen Biegungswiderstand leistet.

Aus der Manteldicke und aus der Stidrke der dusseren Bewehrung
lasst sich die positive Biegetragfihigkeit m berechnen, hieraus und aus
Formel (7) ergibt sich

6m (1 + v,)

11 =
(11) ¢ e

Wenn man ¢ und K kennt, kann man den Wert p aus Abb. 3a
ablesen oder aus der Formel (9) berechnen, woraus der Betrag der
Spezirischen Ringkraft geméss Formel (4) sich zu
yrh(l—u)

2

(12) t =
ergibt (Abb. 1d).

Und schliesslich ist der Wert v = y,/h unter Beniitzung von ¢ und
aus der Abb. 3b zu entnehmen oder mittels der Formel (10) zu berechnen.
Damit ist die Lage der Bruchlinie, d. h. die Lage des grossten Armierungs-
gehaltes der Ringbewehrung bestimmt.

ZUSAMMENFASSUNG

Unter den Schalen bildet der kreiszylindriche Behilter ein klassisches
Beispiel, fiir dessen statische Berechnung die Bruchtheorie leicht anwend-
bar ist, da sein Kriftespiel dusserst einfach und seine Tragféhigkeit
nicht durch Knicken gefdhrdet ist.

Die Abhandlung beschreibt ein Verfahren fiir die im Titel angegebene
Berechnung. Das Verfahren beruht einerseits auf der Beniitzung der
auf den Abbildungen 1d und 2 dargestellten Bruchfiguren, anderseits
auf den liblichen Annahmen der Bruchtheorie. Die kinematische Betrach-
tung des Bruchvorganges fiihrt zu einer Gleichung, die das Arbeitsprinzip
ausdriickt, wonach die Arbeit der dusseren Krifte der Arbeit der inneren
Krifte gleich ist. Dieses Gleichgewichtsprinzip wird dann mit einer
Minimalforderung verkniipft. Hiermit ergeben sich Gleichungen, die
zur Berechnung der unbekannten statischen und geometrischen Grossen
notig sind.

RESUMO

O depodsito cilindrico constitui um exemplo classico de um invélucro
em cujo calculo se pode empregar facilmente a teoria da rotura, dado
que a distribuicdo dos esforcos tem uma forma extremamente simples
e que a resisténcia do mesmo nao é afectada por discontinuidades de forma.
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O autor descreve um processo de calculo estatico de um reservatorio
cilindrico de betao armado. Este método baseia-se por um lado no emprego
do diagrama de rotura indicado nas figuras 1d e 2, e por outro nos prin-
cipios da teoria da rotura. O estudo cinematico da rotura, permite
estabelecer uma equacio que traduz o principio da igualdade dos trabalhos,
pelo que o trabalho das forcas interiores tem de ser igual ao das forcas
exteriores. Este principio de equilibrio tem de obedecer a uma condigédo de
valor minimo. Obtém-se assim equacoes que permitem calcular as incégnitas
estaticas e geométricas. '

SUMMARY

Cylindrical tanks are classical examples of shells for the analysis
of which the collapse theory can be easily used due to their very simple
stress distribution and the fact that their resistance is not affected by
shape discontinuity.

The author describes a method of statical analysis of a reinforced
concrete cylindrical tank. This method is based on the use of the collapse
diagram shown on figures 1d and 2 and on the principles of the collapse
theory. The kinematic study of collapse leads to an equation expressing
the principle of equality of works, by which the work of the internal
forces must be equal to that of the external ones. This principle of
equilibrium must obey a minimum wvalue condition. Equations are
thus obtained allowing the calculation of the static and geometric
unknown quantities.

RESUME

Le réservoir cylindrique est un exemple classique dun voile pour
le calcul duquel on peut appliquer sans difficulté la théorie de la rupture,
grace a la forme extrémement simple de la distribution des efforts et au
fait que sa résistance n’est affectée par aucune discontinuité de forme.

L’auteur décrit une méthode de calcul statique d’un réservoir cylin-
drique en béton armé. Cette méthode se fonde d’'une part sur ’emploi du
diagramme de rupture indiqué aux figures 1d et 2, et d’autre part sur les
principes de la théorie de 1a rupture. L’étude cinématique de la rupture
conduit & une équation qui traduit le principe de 1’égalité des travaux,
par lequel le travail des forces intérieures doit étre égal a celui des forces
extérieures. Le principe d’équilibre doit ensuite & une condition de
valeur minimum. On obtient ainsi des équations permettant de calculer
les inconnues statiques et géométriques.
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