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Etude expérimentale sur modéles réduits de toitures
en voiles minces

Experimental scale model investigation of shell roofs

Modellversuche zur Bestimmung der Verformungen
von Schalen-Dachbauten

Estudo experimental em modelos reduzidos de coberturas

delgadas

Pror. C. BENITO

Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos
Madrid

Nous appelons voile mince celui ou I’épaisseur est trés petite par
rapport aux autres dimensions. Nous ne connaissons pas jusqu’ici, de
procédé de calcul qui puisse s’appliquer a une forme quelconque de voile
de ce type, et les théories ou méthodes de calcul actuellement en usage
sont seulement applicables a certaines formes particulieres. Méme dans
ces cas spéciaux un grand nombre de théories admettent que le matériau
du voile est homogéne et élastique; ceci n’est en accord avec la réalité
que d’'une maniére approximative, ce type de couverture étant, dans la
plupart des cas, plutot construit en béton armé. Dans ces théories il
est nécessaire de developper le calcul d’accord avec les hypotéses de
I’élasticité et d’admettre ensuite de nouvelles simplifications; celles-ci
consistent, dans certains cas, & supposer que le coefficient de Poisson du
matériau constituant le voile est égal a 0 et dans :d:autres que certains
efforts sont nuls ou égaux.

Dés que I'on connait, par ces procédés de calcul, les contraintes ou
efforts dans différentes sections du voile, on peut aisément les dimensioner
d’accord avec les théories du béton armé ou du béton précontraint.

Dans le cas général ou la forme du voile est a double courbure, de
caleul difficile quand il n’est pas de révolution, ou quand les conditions
aux bords sont compliquées, il est nécessaire de recourir a des nouvelles
simplifications; on atteint ainsi des résultats dont la correspondance avec
la réalité est assez difficile a évaluer. C’est précisément dans ces cas
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qu’il devient nécessaire de faire appel & l'expérimentation sur modéles
réduits pour comparer, apres avoir interprété les résultats, la qualité des
méthodes de calcul appliquées et le coefficient de sécurité de la structure
projetée.

Pour pouvoir réaliser une étude sur modele réduit, il est nécessaire
de disposer:

1 — De matériaux et de méthodes appropriés permettant la fabrication
du modele.

2A— De procédés de charge, et

3 — De dispositifs de mesure des différentes grandeurs qui peuvent
présenter un interét.

Des lois de similitude entre le prototype et le modéle, on déduit que
le matériau doit remplir des conditions déterminées, I'une d’elles étant
que le rapport entre les contraintes et les déformations du matériau du
modeéle soit semblable a celui du matériau dont sera constitué le voile.
Leurs coefficients de Poisson doivent aussi étre égaux. Il est de plus
nécessaire que ce matériau soit moulable pour qu’il puisse prendre la
forme et les dimensions du modéle.

Quand au procédé de charge, il doit étre tel qu’il agisse d’une
maniére analogue a celle dont se produisent les charges en réalité. C’est-
-a-dire que, si les charges sont celles que ’on trouve généralement dans
une toiture, (poids propre, poids de la neige ou poussée du vent), il est
nécessaire que la charge dans le modeéle puisse s’appliquer lentement et
qu’elle augmente proportionnellement sur la surface ou elle agit de
maniére & éviter des états partiels de charge qui, tout en ne pouvant se
produire dans la réalité, produisent néanmoins des fissures, fentes, et
méme dans certains cas, la rupture du modéle.

Les dispositifs de mesure dependent des grandeurs que 1’on désire
mesurer et de la précision que l'on veut atteindre. Ces renseignements
sont intimement liés & I’échelle du modeéle; il est facile de comprendre
qu’entre deux modéles réduits d’'un méme prototype, il se produit des
déplacements plus grands dans celui dont les dimensions sont plus grandes.

Si I’on dispose d’un procédé de charge convenable et d’un matériau
dont le rapport entre contraintes et déformations soit absolumment
semblable & celui du matériau constituant 'ouvrage réel, I’essai peut étre
réalisé, non seulement pour les charges comprises dans la zone de pro-
portionalité entre contraintes et déformations, mais jusqu’a la rupture.
Pour expliquer ceci, supposons que nous désirions étudier un voile en
béton armé en nous servant d’un modeéle reduit construit avec ce méme
matériau. Dans ce cas le coefficient de Poisson et le module d’élasticité
dans le matériau du modéle et le matériau réel sont égaux et par
conséquent I’échelle de contraintes, ou ce qui revient au méme, 1’échelle
de charges par unité de surface, est égale & 1'unité, c’est-a-dire, que pour
des charges par unité de surface semblables sur le modele et le prototype,
il se produit en des points analogues des deux structures des contraintes
égales et des déplacements qui sont dans le méme rapport que I'échelle
des longueurs du modele. On pourrait alors augmenter la surcharge dans
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le modéle jusqu’a sa fissuration partielle ou & sa rupture, et connaitre
ainsi avec certitude la valeur du coefficient de securité a la fissuration
ou a la rupture.

Pour ne pas tirer des conclusions erronnées, il convient de tenir
compte de ce que le poids propre par metre carré du modeéle et de I'ouvrage
réel, sont dans le rapport de 1’échelle des longueurs: ainsi, la surcharge
qui produirait la rupture de l'ouvrage réel n’est pas la méme que celle
appliquée au modele, mais la rupture dans les deux cas se produirait pour
une charge totale égale a la surcharge appliquée plus le poids propre.

Dans un voile mince, le béton est d’habitude confectionné avec une
dimension maximum d’agrégat relativement petite, puique son épaisseur
est elle-méme petite. A cause de cela il est impossible de réaliser un
modeéle réduit de wvoile de ce type avec du béton armé, mas si I'on reduit
la dimension maximum de l’agrégat, en tenant compte de 1’échelle on
constate qu’il est possible de réaliser les modeles avec du mortier de
ciment, qui, dosé avec soin peut reproduire complétement, non seulement
le module d’élasticité du béton, mais aussi ses charges de rupture a la
compression et & la traction, le comportement du mortier du modéle étant
ainsi identique & celui du béton de l'ouvrage. Il est également nécessaire
de réduire le diamétre des armatures, ce qui n’est pas difficile, en les
substituant par des fils d’acier. Méme avec ces facilités, la construction
d’'un modéle avec ce matériau, comme ceux que nous avons déja réalisés
et que nous citons plus loin, est trés pénible & cause de la grande quantité
d’armatures qu’il faut placer et de la nécessité de reproduire le coffrage
avec des formes qui, treés souvent, ne sont pas faciles 4 obtenir. A cause
de cela, la construction de ces modéles est trés longue et laborieuse.
D’ailleurs, ce matériau, est tellement semblable au béton, que, apres
que le modeéle ait été construit, il est nécessaire d’attendre plusieurs jours
de maniére & ce que le mortier durcisse et atteigne la résistance nécessaire
a la réalisation des essais. On ipeut réduire ce temps, dont on me peut pas
toujours disposer, en utilisant des ciments spéciaux a haute résistance
initiale.

Sur ces modeéles en mortier armé, il faut appliquer des charges
réparties égales & celles qui agiraient en réalité, ce qui présente une
difficulté considérable. Nous l'avons surmontée en suspendant a la cou-
verture du modéle a essayer et en des points trés raprochés un grand
nombre de flotteurs plongés dans un grand réservoir plein d’eau. Tant
que le réservoir est plein, les charges flottent et n’agissent pas sur le
voile; quand on fait descendre le miveau de 1’eau dans le réservoir -ce
qui peut se faire aussi lentement que 1’on désire- la charge agit peu a
peu et de la méme fagon que dans la réalité. Ce procédé qui a donné de
trées bons resultats, oblige a disposer d’'un grand nombre de flotteurs
(nous en avons parfois utilisé plus de 400) et, en plus, d’'un réservoir
approprié et ayant la forme approximative de la projection plane du
voile, ce qui peut exiger la construction d’un réservoir pour chaque voile
que 1'on étudie.

En ce qui concerne les grandeurs a mesurer, mous utilisons au
Laboratoire Central d’Essais de Matériaux de Construction a Madrid,
des fleximetres qui donnent le centiéme de millimétre pour les déplace-
ments, et des clinomeétres qui estiment une dixmilliéme de radian, pour
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les rotations, et pour la mesure des déformations, des extensomeétres
électriques ou mécaniques. Avec des extensomeétres dont la sensibilité
permet de mesurer des déformations de 1 x 10-°, et avec un module
d’élasticité du mortier de 200.000 Kg/cm? environ, la précision dans la
mesure des contraintes est proche de 2 Kg/cm?* ce qui parait suffisant;
mais, si I'on considere que, en chaque point de la surface, pour déterminer
les contraintes principales, il serait nécessaire d’avoir quatre extensometres
de cette sensibilté et composer apres les résultats, on voit combien il est
difficile de maintenir cette précision, et comme il serait pratique de
disposer d’un procédé par lequel on obtiendrait des isostatiques avant de
placer les extensomatres, ce qui permettrait de ne pas perdre la précision.

En applicant ces méthodes nous avons étudié, entre autres, un voile
mince préfabriqué et démontable, projeté par le Professeur Torroja et
un autre ayant la forme d’'un paraboloide hyperbolique, projeté par le
Professeur Rogla, ces deux ouvrages étant des constructions espagnoles;
une coupole éliptique, projetée par I'Ingénieur Schubiger, qui couvre
I'église Félix et Régula de Ziirich, et qui fut mentionée par M. Stein-
mann (*) au Congres de
Cambridge, et derniére-
ment, une couverture
cylindrique précon-
trainte, projectée par
le Professeur Haas,
pour une usine hollan-
daise. Les photogra-
phies des figures 1 et
2 correspondent a ces
deux dernieres couver-
tures.

Ce procédé, qui est
trés utile pour trouver
le coefficient de secu-
rité & la fissuration ou
a la rupture d’une voile
mince en béton armé
et qui permet en méme
temps de mesurer les
déplacements et les ro-
tations, présente quelques inconvénients, que nous avons déja indiques
et que nous résumons par la suite: la fabrication du modeéle est tres labo-
rieuse, le procédé de charge est cher, et entre la fabrication et le durcisse-
ment et mesure, il s’écoule environ trois ou quatre mois, en comptant 2
partir du début des travaux.

Nous croyons qu’il serait convenable de disposer d’un procédé de
fabrication et d’essai de modeéles réduits de wvoiles minces, qui par sa
rapidité et colt réduit permettrait & I'auteur d’'un projet d’essayer des
formes nouvelles, dont la difficulté de calcul a été la cause de leur rejet

Fig. 1

(1) «Ponts et voiles minces en béton précontrainty par G. Steinmann. A, I. P. C. Quatriéme
Congres. Rapport Final.
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jusqu’ici. Ce procédé conviendrait pour essayer des formes nouvelles,
et il rendrait également des services appréciables pour constater si les
hypothéses admises dans les mouveaux procédés de calcul sont d’accord
avec le comportement réel de ce type de couvertures. Pour ceci il est
nécessaire d’obtenir avant tout un matériau qui puisse facilement
prendre la forme du modele, qui acquiére rapidement ses caractéristiques
mécaniques ou €lastiques et qui exige des procédés de charge économiques
et faciles a réaliser. Ses
avantages seraient in-
téressants bien que leur
obtention mous oblige
a sacrifier en partie
I'exactitude qu’exige la
similitude entre le mo-
dele et la réalité.

Afin de réduire au-
tant que possible les
dispositifs de charge
des modeles, nous avons
imaginé de construire
ceux-ci avec des maté-
riaux suffisamment dé-
formables, pour que,
en agissant exclusive-
ment sur le poids pro-
pre du modele, il se
produise des déplace-
ments, déformations et rotations, mesurables avec assez d’exactitude.

Etant donné que le poids propre agit sur le modele lorsque l'on
enléve les moules ou coffrages, il est trés difficile de placer les appareils
de mesure des déformations en n’importe quel point de la surface du
modeéle avant que le poids propre commence a agir. Cette difficulté peut
étre surmontée en laissant agir le poids propre du modele; on place alors
les appareils de mesure et on fait tourner le modele et les supports des
appareils de 180° autour d’une axe horizontal. Ce procédé a les avantages
suivants:

1.—1I1 permet de répéter la mise en charge tous les fois qu’il est
nécessaire.

2. — Les grandeurs mesurées sont le double de celles qui correspon-
draient & une charge égale a celle due au poids propre, ce qui revient
a doubler la sensibilité du systéme de mesure, et

3.— En imposant aux points du modéle des déplacements de grandeur
finie dans un sens et des déplacements égaux et opposés ensuite, les
différences des déplacements mesurés dans les deux cas, pour un point
quelconque du modele, ne différeront des déplacements donnés par la
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théorie linéaire que par des infiniment petits du troisiéme ordre (¢?). Ce
qui veut dire que l'influence des grandes déformations qui peuvent se
produire est négligeable.

L’utilisation de matériaux tres déformables -ou ce qui revient au
méme de bas module d’élasticité- sur le modéle d’un voile en béton armé
rendrait mnécessaire l’emploi d’armatures également trés déformables.
Ceci, qui en principe semble étre une difficulté grave, peut étre surmonté
en utilisant des fils de matériau plastique qui, pour les petites contraintes
auxquelles travaille le modéle se comportent comme élastiques, puisque,
en agissant sur le modeéle seulement par le poids propre, les contraintes
qui se produisent sont plus petites que celles diies aux charges dans la
couverture réele.

Ces modéles permettraient d’étudier le comportement des voiles
minces en régime €élastique, mais ils ne rendraient guére la construction
meilleur marché étant donné le grand nombre d’armatures qu’il serait
nécessaire d’inclure. Pour cette raison, et sacrifiant un peu la valeur de
la similitude, comme nous l’avons déja indiqué, mous avons préféré
construire mos modeles ré-
duits avec des matériaux
homogeénes sans armatures et
ayant un module d’élasticité
bas. Cette simplification est
la méme qu’admettent tous
les procédés de calcul fondés
sur la théorie de I’élasticité.
Logiquement, en enlevant les
armatures, le matériau du
modeéle devrait résister tant
a la compression qu’a la trac-
tion, avec un rapport linéaire
entre les contraintes et les
déformations. Le matériau
que nous avons utilisé est
ce que nous appelons «litar-
gel». composé par un mé-
lange de litharge, gélatine,
glycerine et eau, analogue a
celui que mous avons dé-
fini dans une communication presentée au Congrés de Cambridge (3).

Ces matériaux tellement déformables, que nous voulons suffisamment
sensibles pour réagir sous le simple effet de leur poids propre, rendent
nécessaire l'utilisation de procédés de mesure qui, tout en étant tres
sensibles devront également étre trés légers. Nous avons au début pensé
utiliser des extensomeétres électriques,, lesquels, comme mous le savons,

(3) Théoréme démontré par Ch. Massonet dans «L’Etude des constructions sur modéles reduits sans
emploi de microscopes». Bulletin C. E. R. E. S., tome vi, 1953.

(3) «Nouvelle méthode d’analyse tridimensionnelle sur modéles réduits», C. Benito, A. 1. P. C.
Quatriéme Congrés. Publication préliminaire, 1952.
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s’utilisent collés a la surface du modele au moyen d’une bande de papier;
nous nous sommes néanmoins heurtés a une grave difficulté, la rigidité, du
papier étant suffisante pour fausser les résultats de l'essai. Nous avons
mis de coté les extensometres mécaniques que nous avions a cause de leur
poids excessif, et nous en
avons construit d’autres dans
lesquels deux extensomeétres
électriques ont été collés a
la poutre d’un portique dont
les pattes s’appuient sur la
surface du modéle. Chaque
appareil, dont la forme et les
dimensions sont indiquées
dans la figure 3, pése seule-
ment 9 grammes, ce qui équi-
vaut dans 'ouvrage réel a une
charge concentrée pratique-
ment négligeable. Sa rigidité
e.t, d’autre part, trés petite
et n’a aucune influence sur
les résultats de 'essai, comme
nous avons pu le constater a l'aide d’éprouvettes soumises a la compres-
sions simple.

I1 faut tenir compte de ce que, le modele étant constitué par un
matériau homogéne, les contraintes maxima sur les surfaces sont infé-
rieures a celles qui leur correspondraient dans un' modéle semblable mais
construit en mortier armé. Ainsi, si une section en béton armé a un
diagramme de contraintes comme
celui indiqué dans la figure 4a, avec
une section homogeéne on obtiendrait
celui de la figure 4b, ou les con-
traintes maxima sont & peu pres
60 9/, de celles mesurées dans le cas
précédent.

En résumé, la méthode que
nous proposons et que nous avons
déja essayee, consiste a construire
le modéle réduit du voile mince, avec
un matériau homogene résistant a
la traction et a la compression, et
dont le module d’élasticité, soit suf-
fisamment petit pour que seul le
poids propre du modéle produise
des déformations, rotations, et déplacements que l'on puisse mesurer
avec précision.

Pour avoir une idée des ordres de grandeur des différentes quantités
qui interviennent dans le probléme, nous allons supposer que 1'on désire
construire le modéle réduit dun voile mince en béton armé qui, en
vraie grandeur, a des dimensions déterminées en plan et une épaisseur
moyenne de 8 cm, et qui va étre soumis pour I’ensemble de son poids

4] 06 Gy

Fic. 4
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propre et de la surcharge, & une charge totale de 320 Kg/cm?. Si pour des
raisons d’encombrement nous construisons le modéle a échelle 1/10,
I’épaisseur moyenne du modele sera de 8 mm, et si le poids spécifique
du matériau employé est de 2 ton/m?, le modéle aura un poids par unité
de surface de 16 Kg/ecm®. Alors, 1’échelle de pressions ou charges par
metre carré sera de 16 x 2/320 = 1/10, qui est ’échelle des contraintes
entre le modele et la réalité. Si I'on admet une contrainte maximum a la
compression de 50 Kg/em? pour le béton du voile réel, dans un voile de
mémes dimensions, mais construit avec un matériau homogeéne, la con-
trainte maximum serait a peu pres de 0,6 x 50 = 30 Kg/cm?, et la traction
maximum ou compression sur le modéle serait de 3 Kg/cm-=.

Supposons maintenant que nous voulions mesurer les contraintes sur
le modele avec une erreur inférieure au 1/100 de la contrainte maxima;
ceci équivaudrait dans la réalité a obtenir une précision de 0,5 Kg/cm?,
ce qui nous semble excellent. Avec mos extensometres nous pouvons
mesurer des déformations de 1 x 10* et par conséquent, le module
d’élasticité du matériau
serait de 0,03/10-*=300
Kg/em® (C’est-a-dire,
que, si I'on construit le
modele avec un maté-
riau ayant ce module
d’élasticité et dont le
comportement soit sem-
blable & celui d'un ma-
tériau élastique, tant a
la traction comme a la
compression pour des
contraintes plus petites
de 3 Kg/cm?, et ayant
un poids spécifique de
2 ton/m?, son poids pro-
pre produira un effet
analogue a celui que

Fic. 6 produirait dansla struc-
ture réelle le poids pro-
pre de cette structure

plus la surcharge prévue, les mesures étant obtenues en réalité avec une
précision de 0,5 Kg/cm?.

Comme nous l'indiquions plus haut au sujet de la mesure des défor-
mations dans les modeles en mortier, I'iddéal pour ne pas diminuer la
précision en déduisant les contraintes principales, serait de connaitre
les isostatiques avant de placer les extensomeétres, de manieére a n’avoir
a placer, au lieu de quatre, que deux extensometres le long les directions
des contraintes principales. Ceci est rendu possible pour ce matériau,
car si 'on applique sur ses deux faces une couche tres fine de laque
fragile, en démoulant le modéle et en faisant agir le poids propre, la laque
se fissure dessinant des isostatiques de traction; ces fissures sont facile-
ment visibles en saupoudrant finement le modéle avec du sulphure de
sodium, lequel, pénétrant dans les fissures attaque l'oxide de plomb du
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litharge et forme du sulphure de plomb de couleur noire. Dans la descrip-
tion de la partie expérimentale, on tronvera des photographies et des
dessins des isostatiques obtenues.

Dans le premier calcul que nous avons fait pour déterminer I'ordre
de grandeur des caractéristiques du matériau, nous avons supposé que la
compression maximum du béton était de 50 Kg/em2 En réalité, les
contraintes que se produisent sont assez petites, surtout si la couverture
est & double courbure. Pour cette raison, nous avons étudié des com-
positions différentes du matériau des modeles, afin d’obtenir des modules
d’élasticité plus bas que celui prévu, et nous pouvons actuellement fabriquer
des matériaux dont le module soit
compris entre 10 et 500 Kg/cm?®.
Pour le moment, ces matériaux
présentent 'inconvénient d’avoir un
coefficient de Poisson un peu plus
haut que celui du béton, qui est
d’habitude compris entre 0,3 et 0,4.
Plus le module d’élasticité est bas,
plus le coefficient se rapprochant
de cette derniere valeur.

Nous allons exposer tres brie-
vement, les résultats obtenus jus-
qu’ici dans un cas pratique dent
I’étude n’est pas encore finie.

Le Professeur Torroja a pro-
jeté une chapelle & construire dans
les hautes Pyrénées espagnoles. En
plan, la chapelle est un quadrilatere
dont les deux diagonales mesurent
19 et 13 metres. Sa couverture est
formée par deux plaques égales en
béton armé ayant la forme d’une
triangle rectangle. Les deux plaques
sont encastrées 'une sur 'autre le F1G6. 7
long de leurs hypothénuses. La cou-
verture s’appuie sur les murs, qui
ne forment pas une enceinte fermée 'un des coins ayant été remplacé
par un ample vitrail, devant lequel est placé 1'autel. Dans la figure 5
on peut voir une perspective de I’ensemble.

Le poids propre de la couverture et les surcharges de vent et neige
produisent des poussées inclinées sur les murs de contour, et quoigque
ceux-ci puissent étre supposés rigides dans les trois angles pleins, ils se
déforment dans les proximités du vitrail, produisant des flexions secon-
daires dans la couverture. Par les essais réalisés on désire, en premier
lieu, connaitre 1'état de contrainte, en supposant les murs indéformables
pour étudier par la suite l'influence de leurs déformations. Pour cela on
a construit un modeéle de la couverture au 1/15 (fig. 6), et on a substitué
les murs d’appui, par une structure métallique ajustée au contour de la
couverture, par dessous et par dessus, permettant les rotations du voile, de
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telle facon que les conditions d’appui ne varient pas en faisant le tour

complet du modele ce qui est le procédé de charge décrit plus haut.
Apreés avoir demoulé le modele, on a appliqué sur ses surfaces

externe et interne une couche de laque fragile, obtenant ainsi, sous I’action

du poids propre les isostatiques sur presque toute la surface (fig. 7).
On a observé que dans certaines petites zoénes il ne se produisait pas de
fissures dans la laque, ceci étant dii aux valeurs des contraintes sur les
surfaces qui étaient trés petites. Avec ces renseignements et quelques
mesures complémentaires, on a dessiné les isostatiques représentées dans
la figure 8. Les isostatiques représentées dans la moitié supérieure de

cette figure, correspondent a celles de la surface externe de la couverture,
et les autres a celles de la surface interne. De l’étude comparative des
inclinaisons des isostatiques sur les surfaces externe et interne d’un
parallelipipéde élementaire, on déduit d’une maniére qualitative I'impor-
tance des efforts tranchants et de torsion.

Actuellement, et comme on peut I’cbserver sur la figure 7, on a
commencé & mesurer les déformations en divers points du modele; ces
mesures ne seront pas finies lors de la remise de cette communication
au Secrétariat de 1’Association, nous espérons cependant pouvoir présenter
nos conclusions lors des sessions du prochain Congreés.

Tous ces travaux ont été réalisés au Laboratoire Central d’Essais
‘de Matériaux de Construction de I’Ecole d’Ingénieurs de «Caminos, Canales
y Puertos» de Madrid, sous la direction du Professeur Torroja et avec la
colaboration de M. A. Moreno, «Perito Industrial> de ce Laboratoire.
L’auteur désire exprimer sa gratitude & ces messieurs pour la collaboration
qu’ils ont apporté au développment de cette méthode.
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RESUME

Aprés s’étre référé aux essais réalisés au Laboratoire Central de
Madrid, sur des modeles réduits de toitures en voiles minces, construits
en mortier armé, 'auteur propose l'utilisation d’un matériau homogéne
résistant a la traction et & la compression, et possédant un faible module
d’élasticité, de maniére a4 ce qu’il puisse se déformer d’une maniere
appréciable sous le seul effet de son propre poids.

I1 décrit les caractéristiques de ce matériau, I'obtention des isostatiques
dans le modele a 'aide de vermis craquelants et les appareils utilisés pour
la mesure des déformations.

Il termine en décrivant l'application & un cas pratique, dont les
résultats finals seront présentés au prochain Congreés.

SUMMARY

The author describes experimental work carried out at the Central
Laboratory of Madrid on reduced scale models of shell roofs made of
reinforced concrete. He then suggests the use of a material of homogenous
tensile and compressive strength and low modulus of elasticity, so that
it deforms appreciably merely under its own weight.

The properties of such a material, as well as the determination of
its isostatic pattern are dealt with: in particular, description is given of
the method used for obtaining the distribution of isostatics on the models,
using brittle lacquer coatings, and the equipment used for deformation
recording.

The author finally describes an application to a particular case, final
results of which will be submitted at the next Congress.

ZUSAMMENFASSUNG

Unter Hinweis guf die in der Materialpriifungsanstalt der Technischen
Hochschule in Madrid durchgefiihrten Versuche mit Modellen von Schalen-
Dachbauten, konstruiert aus bewehrtem Zementmortel, wird in der
vorliegenden Arbeit angeregt, fiir &dhnliche Versuche ein homogenes
Material zu verwenden, das neben einer entsprechenden Widerstands-
fahigkeit gegen Zug und Druck, auch ein niedriges Elastizitdtsmodul
besitzt, sodass es durch sein Eigengewicht eine gut ausgeprigte Verfor-
mung erleidet.

Es werden die besonderen Eigenschaften des betreffenden Materials
beschrieben, sowie der Verlauf der isostatischen Linien desselben, und
der Verlauf derselben bei dem mit leicht briichigem Lack bestrichenen
Modell; ebenfalls werden die fiir die Messung der Verformungen beniitz-
ten Apparate angegeben.

20
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Zum Schluss wird die Anwendung auf ein praktisches Beispiel erklart
und die Bekanntgabe der Resultate fiir den ndchsten Kongress in Aussicht
gestellt.

RESUMO

Depois de referir-se aos ensaios realizados mo Laboratério Central
de Madrid, em modelos reduzidos de coberturas delgadas, construidos em
betdo armado, o autor, propoe a utilizacdo de um material homogeéneo,
resistente a traccdo ou a compressio e de fraco médulo de elasticidade,
de modo a obterem-se deformacgoes apreciaveis sob a simples ac¢do do seu
peso proéprio.

Descrevem-se as caracteristicas do referido material, a obtencdo das
isostaticas mo modelo com lacas frageis e os aparelhos utilizados para
medir deformacoes.

O autor termina descrevendo a aplicacdo a um caso pratico, cujos
resultados finais serdo apresentados no préximo Congresso.
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Lange parabolische Zylinderschalen
Coberturas cilindricas delgadas alongadas de forma parabélica
Voiles cylindriques allongés a section parabolique

Long parabolical cylindrical shells

Pror. DR. KONRAD HRUBAN

Technische Hochschule
Prag

In manchen Féllen weisen die parabolischen Zylinderschalen bedeu-
tende Vorteile auf. So ist z. B. die Neigung der unteren Endtangente des
Normalschnittes der Zylinderschalen in Abb. 1 bedeutend kleiner als die
eines Kreisbogens mit derselben oberen Endtangente. Ebenso ist der
eingeschlossene tote Raum kleiner. Die Betonierung der Schalen konnte

ABB. 1. Teil einer Hallenkonstruktion mit parabolischen
Zylinderschalen

iiberall ohne Schalung der Oberfliche erfolgen. Die Versuche, Schalen mit
veranderlicher Kriimmung nach der iiblichen Methode zu berechnen [1],
haben jedoch zu ausserordentlich komplizierten Differenzialgleichungen
gefiihrt, die praktisch nicht ausgewertet werden konnen. Infolgedessen
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werden Kreiszylinderschalen oft auch dort angewendet, wo eine wirt-
schaftlich, konstruktiv und asthetisch bessere Losung moglich ist. In der
folgenden Mitteilung werden wir iiber eine Berechnungsmethode berichten,
die seit 1948 als Grundlage fiir den Entwurf einer Reihe parabolischer
Schalenkonstruktionen fiir grosse Industrieanlagen beniitzt worden ist.

1. Transformation der Grundgleichungen.

Wahlt man Bezeichnungen und positive Richtungen der in der
Berechnung von Zylinderschalen vorkommenden Krifte, Momente, und
Verschiebungen gemiss Abb. 2. und vernachlidssigt man die unbedeutende

ABB. 2. Bezeichnungen

Differenz zwischen Ty und T. sowie zwischen M,. und M, so liefern
bekanntlich die Gleichgewichtsbedingungen folgende Zusammenhinge:

ONy | 0Ty x g, ONe 0T Quiy_ g (1a)
oX  9s Js  JX r
N | 0Qx , 0Q:
+ + + Z=0,
r 0X 0S (1b)
aMs ()st ()Mx ()Msx
+ -_ s=0 —I_ _ x=0'
0S 0X 9 ' oox 0s Q 1o

Hierin ist r der Kriimmungshalbmesser der Normalschnittkurve im
betrachteten Punkte der Mittelfliche. Die Belastungskomponenten X,
Y, Z sind auf die Einheit der Mitteflache bezogen. (Abweichend von
einigen Autoren wird hier die Komponente w mpositiv gezdhlt, wenn
sich die Verschiebung in positiver Richtung der Belastungskomponente
Z wollzieht).

Fiir die parabolische Schale wihlen wir kartesianische Koordinaten
an Hand der Abb. 3; die x-Achse hat die Richtung der Zylinderachse, die
z-Achse verlduft parallel mit der vertikalen Achse des parabolischen
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Normalschnittes; die positive Richtung der y-Achse ist in der Abb. 3
angegeben. '
Die Gleichung der Parabel ist dann

(y ty.)?

=BT TR

ABB. 3. Parabolischer Normalschnitt
der Mittelfliche. Lage der Koordi-
natenachsen

gq R ihr Kriimmungshalbmesser im Scheitel ist, also eine konstante
rosse.
Wir bilden die Ableitungen

_di-—t Y d2Z__l_
g ) dy? R (2a)

Aus den geometrischen Zusammenhingen folgt weiter

3
A (xy) o gy, Lcos®¥ o

dy =ds cos ¥
y ' s oy r R

Wir werden nun die Belastungskomponenten micht mehr auf die
Mittelflache beziehen, sondern auf die Flacheneinheit deren Grundriss-
projektion (d. h. der xy -Ebene). Diese neuen Komponenten bezeichnen
wir mit p;, py, D. (Abb. 4). Es ist dann

Xdxds = pxdxdy,
Ydxds = pydxdycos¥ — p,dxdysinV¥,
‘ Zdxds = p,dxdycos¥ — pydxdysin¥,
d.h. X=p cos¥, Y=p cos?¥+psin¥cos¥, Z=p, cos*¥—p sincos¥.
(3)
Wir werden auch meue Kriaftekomponenten einfiihren, die auf eine

Langeneinheit der Grundrissprojektion bezogen sind und die wir folgen-
dermassen idefinieren:

- ny
Nx = Ny €OS W y sz = Tsx = tx_\‘:tyx:tn Ns = :

¢sin¥ l
cos‘lf+q' !

- (4)

M: = m,cos* ¥, Mys = M = my, cos ¥, M, = m,,

Q.= qxcos?V¥, Q, ———‘q_\- cos ¥.



306 IIa2. KONRAD HRUBAN

Die neuen Komponenten sind mit kleinen Buchstaben bezeichnet,
um von den Schnittkriaften deutlich unterschieden zu werden. Ihre Bedeu-
tung ist aus den Formeln (4) ersichtlich. So sind die Komponenten
n.dy und tdx Projektionen der Vektore der Krifte N ds und T, dx auf
die x -Achse, usw. Die Komponente n, ist die Projektion der Resultante
der beiden Schnittkrdfte N, und Q. in die y -Achse; ist ny null, so

& g
n //
N £ d
‘; v
'3 A £ /'I dx
\\6 I'l X
J Y D
c A
/
/
vij /F
B

ABB. 4. Geometrische Zusammenhinge der Komponenten. (a) Belastung.
(b) Schnittkrdfte im Langsschnitt

bedeutet das, dass diese Resultante vertikal ist; wird die Resultante AB
in die Richtungen der Tangente und der Vertikale zerlegt, so ist q, die
vertikale Komponente (s. Abb. 4b).

Beim Einfiihren der Beziehungen (3) und (4) in die Gleichgewichts-
bedingungen (1) beniitzen wir die Zusammenhinge (2). In die zweite
Gl. (1a) setzen wir ausserdem fiir p, aus der transformierten Gl. (1b) ein.
Nach kurzer Rechnung kommt man auf diese Weise auf die folgenden
Grundgleichungen des Parabelzylinders:

0Ny ot on ot 0qx _.
4 pe=0 L +—+p =—"sin¥cosV¥ :
ox +ay+P ’ oy +¢)X p )X y»  (52)
Iy n 0qx T aqy + _ te ¥V =0
R 0X 0y P Py 8 ’ (5b)
omy , May oo, 0Mx My o TGnWeos¥. (50)
oy 0X 0X oy R
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2. Membrantheorie des Parabelzylinders.

Ist die Schale momentenfrei, so reduziert sich das System (5) auf
drei Gleichungen fiir drei unbekannte Spannungskomponenten j wir schrei-
ben sie in der Form

ny=—R (p.—pytg¥), (6a)
ot 0Ny ony ot
—_— e — - — _— e " = X o (6b)
Tx 3y Py x 3y p

Sie konnen der Reihe nach aufgelost werden.

Wir legen nun den Koordinatenursprung in denjenigen Normalschnitt
des Zylinders, in welchem die Schubkrifte Ty, = t null sind und bezeichnen
als x = + a diejenigen Normalschnitte, in welchen die Lingskrafte. N,
wegen Auflagerbedingungen der Schale auf den Bindern verschwinden
miissen. Dann liefert die Auflosung des Systems (6) die im folgenden
zusammengestellten Ergebnisse.

b) Gleichmdissige lotrechte Belastung der Schale
mit g, auf Einheit der Grundrissfliache.

P-=0, py =0, p. = &..
n,=0,t=0n, =-g, R. (7

b) Gleichmissige lotrechte Belastumg der Schale
mit g, auf Einheit der Mittelfldche.

g1
x=0,py=0, p. = 5
P Py 2 cos ¥
1  a?2—x? . aiR
Ny = — cosdV¥ , t, = sin¥, ny = — .
2 81— R ! gL x ¥ cos ¥ (8)

c) Lotrechte Belastung, die mit der Neigung wdchst.

2
Ppx=0, py =0, p, =g+ 83 <%> . (Bezeichnungen gemiss Abb. 3).

R 0o\ 2
mw B s = e ()

)
d) Windbelastung mit g, sin ¥
auf Einheit der Schalenmittelfléiche.
px=0, py=—gwtg¥sin¥, p,=gysinV¥.
2 in?
Ny = gy a—x sin ¥ (3+2cos?V¥), t=gux el ok

2R cos ¥

(10)

tg ¥

ny = —gw R
’ & cos ¥




308 IIa2. KONRAD HRUBAN

3. Einfluss der Querschnitisgestalt des Zylinders.

In der Abb. 5 ist der Querschnitt einer Sagedachschale dargestellt;
a) ist ein Kreisbogen und b) ein Parabelbogen. Die Abmessungen sind
in Zentimetern angegeben. Um den Einfluss der Bogenform zu untersu-
chen, wurden die Schnittkriafte fiir eine stindige Belastung von g,=200 kg
auf 1 m? Mittelfliche und eine Schneebelastung von g, = 75 kg auf 1 m?
Grundrissebene berechnet. Fiir die Kreiszylinderschale wurden die bekann-
ten Formeln

N.=-gircos¥-g, recos®¥, mny=N;cos ¥V .
. 2 .
T = —2g; X sin ‘{f—? g, X sin 2V,

fiir die parabolische Schale die Formeln (8) und (7) benutzt. In der
nachfolgenden Tabelle sind die festgestellten Randwerte der Schubkrifte
T:s (am Ende x = a = 6 m) und der horizontalen Komponenten n, der
Liangskriafte N, zusammengestellt.

Horizontale Komponenten der Membrankrifte fiir Schalen
gemdiss Abb. 5 m kg/m.

Rand A Rand B .
Bogenform Bogenform
Belastung
Kreis Parabel Kreis Parabel
(Tx)s n, (Ta)a ny (Tx) s n, (Tx). n,
o — b8b - 86 0 - 518 0 - 690 0 - 518
e - 2078 — 460 907 — 2108 0 — 1840 0 — 1380
Summe — 2663 — 546 907 — 2626 ) — 2520 0 - 1898

Da die geradlinigen Randglieder nicht imstande sind die horizontalen
Komponenten n, aufzunehmen, miissen diese durch die Schale selbst
auf die Bogenrandtriger (Binder) iibertragen werden, wodurch eine
Biegungsbeanspruchung der Schale hervorgerufen wird. Man muss daher
dem Membranzustand einen Spannungszustand iiberlagern, der entsteht,
wenn die Schale an den geradlinigen Randern mit Kraften —n, belastet
wird. Aus der Tabelle ersieht man, dass diese Krifte in unserem Falle bei

der Kreisschale

546 kg/l. M. und 2530 kg/l.. M.
und bei der Parabelschale

2646 kg/l. m. und 1898 kg/l. M.
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betragen. Der Unterschied zwischen beiden Werten, der bei der Kreis-
schale bedeutend grosser ist, verursacht eine besonders ungiinstige Bean-
spruchung der Schale. Auch die Schubkrifte, die Hauptzugspannungen in
den Schalenecken hervorrufen, sind bei der Kreisschale bedeutend grosser
(2663 gegen 907 kg/m).

Bei den wirtschaftlichen Vergleichserwiagungen darf man matiirlich
nicht die Schale allein in Erwingung ziehen, sondern die ganze Konstruk-
tion samt Randgliedern und Bindern. Wir werden daher zunichst das
Problem der Randstorungen untersuchen.

B . "
A ®
A // %
| A C.k
B/<C -
.,60/,\ N FOE S 797
/ ;\\ \\ //
N \\
AN
\\ \
N

‘ABB. 5. Vergleich eines Parabelbogens (b) mit einem Kreisbogen (a)

4. Grundlagen der technischen Theorie.

Wir kehren jetzt zuriick zur Abb. 2 und betrachten eine unbelastete
Kreiszylinderschale, an deren Réndern Krifte angreifen.

Um den Einfluss dieser Randbelastung untersuchen zu konnen, muss
man bekanntlich in den Gl. (1) die Schnittkriafte durch Ableitungen der
drei Verschiebungskomponenten ausdriicken und eine passende parti-
kulare Losung des so entstandenen Systems von partiellen Differen-
zlalgleichungen suchen. Nimmt man an, dass die Schale aus einem
elastischen Material hergestellt ist, so ist z. B.

0y
E ?
stl—vﬂj (s, +ve)dz.

=g

Hierin ist v  die Querdehnungszahl,

gs, ix die bezogenen Dehnungen der Fasern,

z der Abstand der Faser von der Mittelfliche der Schale
und
h  deren Dicke.
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Wir werden uns hier lediglich mit Schalen aus Stahlbeton beschif-

tigen. Die Zahl v wird fiir Beton mit —11?- bis % angegeben. In
Stahlbetonquerschnitten nimmt man jedoch schon bei normaler Belastung
der Konstruktion die Existenz von Haarrissen in der Zugzone an; die
Zugspannungen werden lediglich von den Stahleinlagen aufgenommen.
Dehnt sich ein in der x -Richtung liegender Bewehrungsstab, so hat das
jedoch auf die in der s -Richtung liegenden Stidbe keinen Einfluss. Es
ist daher in der Zugzone mit v = 0 zu rechnen. Da nun fiir das Trag-
vermogen der auf Biegung beanspruchten Stahlbetonquerschnitte ihre
Bewehrung ausschlaggebend ist, scheint fiir diinnwandige Stahlbeton-
konstruktionen der Wert v = 0 der Wirklichkeit am nichsten zu entspre-
chen. Wir nehmen daher in den weiteren Untersuchugen v =0 an, so
wie es auch bei der Berechnung von ‘Stahlbetonplatten iiblich ist.

Die Gleichung fiir die s -Dehnung lautet mit Riicksicht auf die
gewihlte Richtung der z -Achse

W0V _ W, T Pw
) 0s r—z r—z 9s?
2 9 2
—_—QX_E<1+_Z__|_Z_+“_>—‘)W<z—|—i—+...>. (11)
0S r r r2 0s? r

Die sogenannte strenge Theorie der elastischen Schalen vernachlassigt
in den Klammern alle Glieder, die wir in (11) mit Punkten angedeutet
haben (s. z. B. 2, S. 115), und rechnet dann (bei v = 0) weiter mit

- 2 2
N,—Ed [‘)_‘_’_lv___h_ <l+_d_W>] )
0S r 12r \ 12 0s?

Diese Gleichung ist also nicht mathematisch exakt, da hier Grossen
weggelassen worden sind, die zwar klein sein konnen, nicht aber unend-
lich klein. Die Vernachlissigung dieser kleinen Grossen ist natiirlich
mit Riicksicht auf das nicht vollkommen elastische Verhalten von z. B.
Stahl voll berechtigt. Mit demselben Recht kann man jedoch beim
Stahlbeton, dessen Verhalten weit mehr vom vollkommen elastischen
abweicht, auch die mit z2 behafteten Glieder in (11) weglassen. Ahnliche
Erwigungen fithren zur Vereinfachung aller in der strengen Theorie
beniitzten Zusammenhinge von Schnittkriften mit Deformation. In den
Formeln fiir Momente wird dann bei flachen Schalen auch der Kriim-
mungsradius als unendlich gross angenommen, als wenn es sich um eine
ebene Platte handelte. Infolge dessen fillt auch das Glied Q./r in
(1a) weg.

Mit v = 0 lauten dann die vereinfachten Gleichungen, auf denen die
technische Theorie aufgebaut ist, folgendermassen:

N, —En’Y, T,—T,— LEh ("_“+"_"> , Ns—_—Eh(‘i‘-’—E),
0X 2 oS oX 08 r ,
(12a)
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3 )2 3 )2 3 )2
M, —— ER2 W M ERPOW N EDSOw
12 ox2 12 9x0s 12 g9s? |
oM, oM oM, = oM (12b)
9= )4 + s Q= 0S T 0X

Fiihrt man (12) in die Gleichgewichtsbedingungen (1) ein, in welchen
nun X =Y =7Z = 0 ist, da die Oberfliche der Schale nicht belastet ist,

so erhilt man
02 1 52 1 o%v }
L a4 =% ) u4+ = =0
(ax2+ 2 as2> N 2 9X9s ’

_1_62u (c)z lﬁ)v 1 ow
2 0x9s sz 2 gx2
1 ov

1  h? |
=Y (24 =0 . 13b
r ds <r2+12V >w (13b)

Hierin bedeutet das Symbol V¢ die Operation
0% 02

b= p2 2 wo py?= — |+ — ist.
Vi=VV,woy ax2+as2

{ (13a)

(Wir untersuchen hier eine Kreiszylinderschale, sodass der Radius
r konstant ist.)

Wir fiihren nun eine analytische Funktion F (x,s) ein; die Verschie-
bungskomponenten seien durch folgende Ableitungen dieser Funktion
gegeben :

\'
r 9x9s?’ r os

0x2  gs?

2 2
1 02F 129 (2 ¢ 49 )F.W=V‘F. (14)

Die Differenzialoperatoren in diesen Ausdriicken wurden so gewihit,
dass die beiden Gleichungen (13a) identisch erfiillt sind. Die letzte zur
Verfiigung stehende Gleichung (13b) stellt dann die Bedingung dar, die
die Funktion F erfiillen muss. Fiihrt man in sie (14) ein, so lautet sie

12
<V‘V4+ h? r? W)F’——_O' (15)

Wir werden im weiteren mit ¢ die folgende Léange bezeichnen:
hr
V3

Diese Linge ist eine gewisse Charakteristik der Schale. Die Gleichung
(15) kann dann auch geschrieben werden

(v*—-ii—‘f—) (VA.HE"L) F=0, (172)

c? ox? c? ox?

c— ~ 0,76 V' hr. ' (16)
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wo i =V —1 die imagindre Einheit ist. Die Funktion
@@sﬁ=(‘+b—ﬁi)F (17b)
o c? gx2

kann als die komplexe Forminderungsfunktion der Schale bezeichnet
werden. Ihr Realteil

RO—=y*F=w (182)

stellt die Verschiebung in der Richtung der Normale dar, ihr imaginirer
Teil ist der Spannungsfunktlon

_*F
T oox?

f (x,5) = —9 (18b)

proportional. Die Gleichungen (12a) liefern namlich mit Riicksicht
auf (14)

2 2
Nxz_EﬂLf, T, — £ 0% , Ny:_gggi (19)
r os? r 0Xo0s r ox2
Es ist weiters
9 , 9
0X r 9s? 0s r ox2

Die komplexe Forminderungsfunktion ¢ muss die Gleichuﬁg (17a)
befriedigen, sie muss daher die Bedingung erfiillen

.2 020
c? 9x?

v =0. (21)

5. Normalbelastung der bogenformigen Schalenrinder.

Wir beschrinken uns hier auf die Untersuchung derjenigen Fille,
die in der Baupraxis vorkommen. Dann kann man die Normalver-
schiebung w; des Randes x = 0 (Abb. 6) durch den Ansatz (22) ausdriicken,
worin wW,, w; und b konstante Lingen sind.

$ -
WR == Wo' -} Wy €COS Lbi , (22)

| ABB. 6. Bezeichnungen fiir Absatz 5
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a) Betrachten wir zuniachst das erste Glied, das von s nicht abhingt.
Die dazugehorige Spannungsfunktion ist symmetrisch mit Bezug auf die
Achse des Zylinders und die Formeln (18) ergeben
d‘F d2f
dx* dx*?

—|—-iw=0. (23a)

Dies ist jedoch die bekannte homogene Grundgleichung der Behilter-
theorie, deren Losung wohl bekannt ist:

W= A1 91+ Ay 9+ A5 954 Ay 3 - (23b)
A, ......... A, sind Konstanten und
cpl(x)=e—%cos X , qaz(x)ze_%sini ,
c c

a()=al—x%x), 9E)=9pl—x).

Die Schnittkrifte N,, Tys und die Momente M,., M, sowie die
Querkraft Q. sind null; es entstehen nur gewisse Normalkrifte N,
Biegungsmomente ‘M, und Querkrifte Q, die jedoch mit der wachsenden
Entfernung vom Rande rasch abklingen und bei den iiblichen Abmessungen
der Tonnen in einer Entfernung von 2¢ vom Bogenrande als bedeutungslos
angesehen werden konnen.

Falls z. B. die Formianderung einer gleichméissig normal belasteten
Schale lediglich dadurch gestort wird, dass die Bogenstiitzen steif sind,
kann der Verlauf der Schnittkridfte und der Durchbiegung der Schale
laings einer Erzeugenden durch die in Abb. 7 gezeichneten Kurven
dargestellt werden.

Das Einspannmoment der Schale in den Binder betragt

min M, — — % Ze, (23¢)

wo Z die Normalkomponente der Belastung im betreffenden Punkte und ¢
die Lange gemiss (16) bedeutet.

Im Grundriss (Abb. 7b) sind die durch die Bindersteifigkeit beein-
flussten Teile der Schalenfliche durch Schraffierung gekennzeichnet.
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Aus der Abb. 7 kann man folgern, dass in einem weit liberwiegenden
Teile der Schalenfliche langer unbelasteter Tonnenschalen der Formin-
derungszustand praktisch nur durch die an den geradlinigen Randern
wirkenden Krifte beeinflusst wird.

b) Betrachten wir nun eine erzwungene Durchbiegung der bogen-
formigen Rénder, welche durch das zweite Glied der Summe in (22)
beschrieben ist. Die komplexe Forminderungsfunktion nimmt nun die
Form an

x s

<D=Cek?cosT, (24)

worin C eine konstante komplexe Grosse ist und
k eine komplexe Zahl bedeutet.

r=16m, h=6cm
9
Lﬁ 1=18m >H
Ns ﬁ 4\
! ! [ !
r | T v E
: 1 ! N
Me & &
N I 7
s § 1 QO
263¢ Nt
v :\:g 1 061mm J‘l/
' | | 0
n T -
L L
: ! | [
b ’//% V/
/ }/ ABB. 7. (a) Liangsschnitt
und (b) Grundriss der
X £ Schale. Einfluss der Bin-
) / dersteifigkeit auf die
/ Schnittkraft Ns, das Mo-
/ / ment Mx und die Durchbie-
gung w bei einer Belastung
% / der Schale von 300 kg auf
1 m? Grundrissfliache
» l N
Fiihrt man (24) in (21) ein, so erhdlt man fiir k die charakteristische
Gleichung

[(E) =G -5 =
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Dies kann geschrieben werden
2 R
[kz_ <E> kY2 ] [k’— ("—c) + RV J=
b b
Die Gleichung hat 4 Wurzeln

k1=x1+im, k2:7~2+i5’-4
ks = %3 + 1ps, ky = 24 + i

worin alle » und p reale Zahlen sind.
Die ersten zwei Wurzeln folgen aus

k2 —(1+i) k—8 = 0;

wir haben hier V' 2i =1+ i eingesetzt und =c/b =38 bezeichnet. Die
Ausrechnung liefert

zi,2=%[1i\/%(~1+\/‘1?4737) i\/—%(HVW)] ,

= {5 Ty R -

Bei den Schalen, die wir hier behandeln, ist die Zahl & sehr klein;
istz. B.r=16m, h=6 cm, b = 4,5 m, so ist 3 = 0,132, 3* = 0,00030
und k, = 1,0088 + 0,9914 i, k, = —-0,0088 — 0,0086 i.

Die Differenz
k,— (@1 +1i) = 0,0088 — (,0086 i

ist kleiner als 19, des Wertes 1+ i, der fiir die unter a) behandelte
achsensymmetrische Verteilung 'der Randstorung gilt. Falls man diese
unbedeutende Differenz vernachlédssigt, so erhidlt man die Wurzeln

1{1:1+i, k2:0, k3:—k2:0, k4:_k1:_‘(1+i),

d. h. dieselben wie im Falle w. = w,. Die weitere Rechnung zeigt dann,
dass sich die in der Abb. 7 dargestellten Verhiltnisse sowie die Formel

(23c¢) auch fiir den Fall wy = w; cos ;_s nicht andern. Auch die Breiten

der gestorten Zonen bleiben so wie sie in der Abb. 7 dargestellt sind.
Der mittlere Teil der Tonne ist durch die am Bogenrand angreifenden
Normalkrifte praktisch unbeeinflusst.

Es folgt daraus weiter, dass die Funktionen (23b) oder (24) nicht
geeignet sinde, den Einfluss der Kontinuitdt der Schale in ler x -Richtung
zu erfassen. Wollen wir dies tun, so miissen wir andere Wege einschlagen.
Wir werden daher im folgenden solche Fille betrachten, in welchen die
Forminderungsfunktion durch Polynome ausgedriickt werden kann.
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6. Horizontale Belastung der bogenformigen Riénder.

Fiir weitere Untersuchungen legen wir nun den Koordinatenursprung
in die Symmetrieebene xy (Abb. 8) der Tonne und fiihren folgende

Bezeichnungen ein:

K und C sind beliebige Konstanten,
Xo=Kjp, X1=1 (Ko E»}—Ki),
Xo= 12 <K0 25"-!+K1 £t K2> ,
€3
X, =I5 (Ko—+K1 4K+ K, }

X, — 14<K0Z+K1£+K2£—+K EK, )

Es ist offenbar

dX4=X5 ) -..dXi*——XO KO dXO
dx dx dx

= 0.

Eine zweite Gruppe von Polynomen, welche Funktionen von s
sind, schreiben wir der Form

’ 2
Sy = Cy b5, St — b-* (Cgn+ Cy), Sz — b8 (col'+c4n+c2), -

Ss—CO +C1—+C +C5 +C4Y)+Ca,.-.

(25)

(26)

allein

L (27)

9 -8
Sy—= bé <c0—+c18”—+ 4 c +C8n+C9>.

Es ist wiederum

dSQ_—“Sg, e dSl SO,dSO 0.
ds ds ds

Sol! die komplexe Formanderungsfunktion

=w+2f
2
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die Gleichung (21) befriedigen, so muss Wie der reale so auch der imaginire

Teil der Ableitung
. 2 9 / . 2f
b - -
<V ' c? ax2> (W_H c? \)

gleich Null sein. Da die beiden Funktionen w (x,s) und f (x,s) real sind,
liefert die Ausrechnung folgende zwei Bedingungen:

Vlbw—i-i ik = 0, V"f—dhvj’

ch a X2 axz

=0. (28)

Diese Zusammenhinge ermoglichen es, zu einem passend gewéahlten
Ansatz fiir w die dazugehorige Spannungsfunktion f zu bestimmen. So
findet man z. B. fiir

I‘?

X. S, : 29)
En 3! (

Viw=0, =0, f=X¥i(s)+Ya(s).

Hierin sind ¥; und ¥, Funktionen von s allein, die durch Einsetzen
in die zweite Gleichung (28) und durch Integration bestimmt werden
konnen. Man erhilt
I‘2

Eh

f = Xl 55 . (30)

Die Forminderungsfunktion hat also die Form

2

.2
b= (X Suti X155> . (31)

Durch Einsetzen in (21) kann man sich iiberzeugen, dass diese
Bedingung erfiillt ist, dass also die Funktion (31) einen Forminderungs-
zustand der Schale richtig darstellt.

Die von (29) und (30) gemiss Formeln (19) und (12b) abgeleiteten
Werte der Schnittkrafte und Momente sind

Nx=——rX155, szerOS4, NSZO, (323)

h2r? her?
XiSi, Me=-—

M, = —
12 12

XeSy, M;=0. (32b)

Die dementsprechend mit x parallele Verschiebungskomponente ergibt
sich zu

u=__r_X255:__S5l-r<

K, 2 LK.z K> 33
Eh Eh 0 TR R (33)

2

21
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Nehmen wir jetzt an, dass die Schale in Abb. 8 auf ihren beiden
Bogenrindern x = 4 —;—l frei verschiebbar aufliegt und langs der Erzeu-
genden gleichmissig belastet wird. Es ist aus der Membrantheorie
bekannt, dass der Verlauf der mit x parallelen Normalkrafte N, ldngs
der Erzeugenden parabolisch ist. Liegt die Tonne an den Endbindern
frei auf, so miissen diese N; an den beiden Randbogen null sein. Bei
iiblichen Belastungsfillen kann man die von der Belastung entstehenden
Langskriafte N durch die Formel ausdriicken

2 _ 2
Ny —Syr - 14i=5311-(1_4aﬂ). (34)
: . : , 1
Im Schnitt x = £ = 0 ist (N3 ), = S; Ir, an den Réndern x = + ?1

ist N =0 .

ABB. 8. Bezeichnungen fiir Absatz 6

Wenn in der Ebene x = 0 keine u-Verschiebung vorkommen kann,
so ist

_ Syt 84 S;lr, 4

, 1 2y, 35
T En T 3l S 163}
, 1 : 1 S,I2r
An den Réndern x = + 0 1 ist (u,), == = EL

Waire jetzt die Schale in den beiden Randebenen x = i—lz—'] fest

eingespannt oder sollte es sich um das Mittelfeld einer in der x -Richtung
Kontinuierlichen Konstruktion mit sehr vielen Feldern handeln, so ist
eine solche Randverschiebung unmoglich. Es entsteht ein zusétzlicher
Spannungszustand, der durch die Formeln (32) beschrieben ist und der
sich demjenigen der freiaufliegenden Schale iiberlagert. Die resultierende
u -Verschiebung der Punkte der beiderseits eingespannten Schale sei mit
u = up + u bezeichnet. Sie ist mit Riicksicht auf (33) und (35)

Sy I
Eh

S512r2(1_§£2> .

u=

b
//

z2
<K0:2—+K15+K2) +
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Da der Verlauf der Verschiebung antimetrisch ist, sind die Kon-
stanten K, = K. = 0. Weiters soll u lings der Rinder x = :}:%1, d. h.
bei £ =+ —;— fiir einen beliebigen Wert des Arguments s null sein. Es

muss daher

—1 1 1 ' 2
+EKli—2— (\1—3/) =0, d'h°K‘:§ .
Mit diesen Werten der Konstanten liefern idie Formeln (26) und (32a)
2 2
Xiz-??l, Nxz——?)—Sslr. (36)
Die resultierende Lingskraft N, = N,; + N, ergibt sich aus (34)
und (36) zu
N, — Sylr(1—42) — 2 S;lr— Sylr (——42°) .
‘ ° 3 .3 ,
Ihr Wert in der Spannungsmitte ist
<5 1 1
( Nx )0: _é‘ Sslr: ?(NXB)O)
N y ) 1
iiber den Auflagerbogen ( fiirz = + E)
— 2 2
(Nx)RZ_“—?,‘Sslrz— E(NXB)O .

Der Verlauf von N, lings der Erzeugenden ist daher derselbe wie
der Verlauf der Biegunsgsmomente eines eingespannten Tragers.

Untersucht man auf diese Weise verschiedene Arten ider Kontinuitat
der Schale in der x -Richtung, so kommt man fiir die hier behandelten
Falle zum folgenden Ergebnis:

Die Schnittkrifte N, resp. T,. verlaufen lings einer Erzeugenden in
derselben Weise wie die Biegungsmomente resp. die Querkrifte eines
kontinuierlichen Trdgers ladngs seiner Achse.

Es muss auch so sein, denn idas Polynom X, stellt eigentlich die
Biegungslinie eines unbelasteten Trégers dar, der nur durch Auflagermo-
mente belastet ist. (*)

Die durch die Belastung hervorgerufenen Lingskriafte Ng und
Momente M werden durch die Kontinuitit der Schale nicht beeinflusst,
denn die diesbeziiglichen Zusatzkrifte in (32) sind null.

(*) Es ist anzumerken, dass dies nur fiir die Fille streng gilt, in welchen sich die Abhingigkeit

von s der von der Belastung der Schalenfliche hervorgerufenen Liangskraft N, durch die Funktion S,
ausdriicken ladsst.
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Die Biegungsmomente, welche durch die Kontinuitdt in der Schale
hervorgerufen werden, sind durch die Formeln (32b) gegeben. Bei den
iiblichen Dachkonstruktionen erreichen diese Momente nicht eimal den
Wert von 5 kgm/m und konnen ohne weiters vernachldssigt werden.

7. Gleichmiissige Belastung geradliniger Rinder.

Bei kontinuierlichen Schalen werden wir ein jedes Feld selbststindig
untersuchen. Wir bezeichnen mit x = 0 denjenigen Normalschnitt des
Zylinders im betrachteten Felde, wo die Schubkrifte null sind. Aus
dem vorhergesagten folgt, dass dies derselbe Querschnitt ist, in welchem
die Querkraft des entsprechenden kontinuierlichen Tragers verschwindet,
d. h. wo idas Biegungsmoment des Tréigers sein Maximum erreicht
(Abb. 9) Mit a bezeichnen wir den Abstand der Querschnitte, in welchen
das parabolisch verlaufende Biegemoment null ist. Fiir diese Lage des
x -Nullpunktes nehmen die Polynome (26) die Form an

ABB. 9. Verlauf der Schnittkraft Nx einer konti-
nuierlichen Schale vnd des Momentes M eines
kontinuierlichen Tragers

e T T

| | | X, =¥

i — : S_E—ak—f—Ksy r 37)
? 10T T + Ksx+ Ky

|

|

|

|

|

SR,

[

—re—a—>|

Mit diesen Bezeichnungen gelten dann weitere Formeln im ganzen
Bereiche eines Feldes einer in der x -Richtung kontinuierlichen Schale.
Handelt es sich um nur ein frei gelagertes Feld, so ist a = % I und der
X -Nullpunkt liegt in der Mitte der Spannweite 1 wie in der Abb. 8.

Die Beziehungen (7) bis (10) zeigen, dass die Membranschnittkrifte
N, von Dachschalen an den geraden Ridndern gleichmissig verteilt sind.
Konnen idiese Kriafte von den Randgliedern nicht aufgenomen werden,
so ist der Membranzustand nicht moglich. Das Problem wird bekanntlich
in der Weise behandelt, dass man den Membrankridften den Spannungs-
zustand iiberlagert, der durch eine entsprechende Belastung der Réander
der unbelasteten Schale hervorgerufen wird. Bisherige Losungen haben zu
diesem Zwecke einen Ansatz beniitzt, der mit den Bezeichnungen gemaéss
Abb. 8 lauten wiirde

nrtx

1

S
®= 3C,e" 7 cos
1
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Wir wollen hier einen anderen Weg suchen, der zu geschlossenen
Formeln fithren wiirde. Wir setzen die Forminderungsfunktion in der
Form an

r /4 .2
(D=_E—E(-c—ﬁ_ Sg+5S5"‘2X2 S5_X4 Si'—]'gX?Sﬁ) * (38)

Hierin sind die Polynome S (s) durch Formeln (27) und X (x) durch
Formeln (37) definiert. Man findet

V2O — L[ﬁ_z S,— X2 Si++ S, 45S5;,—2Xa Si—ig;(Sﬁ—{—Xa Sa)] ,
Eh | ct c?

- .2 -
6(1) S —X?S +2S5 |’
v Eh[ Tl e g
2
L2 20 L[is_l_(xq,swrzsz,)J
c? 9x? Eh

Der Ansatz (38) erfiillt also die Bedingung (21) und stellt einen
moglichen Forminderungszustand der Schale dar.
Es ist nun geméiss (18)

r 4
= 2o (S8 —2XeSi— X, S ), (392)

f———XS . 390
Eh 2 5 ( )

Die Ableitungen gemiss (19) ergeben

Nx = X2 S3 ’ T_\s __ — Xl S4 y Ns - S5 ’ (403)
Die Formeln (12b) liefern ‘
M, — 2°F - (X:$1428y), Mu—
Ms=—§l+*<2xasl—sss>, | (40b)
r 12
Se
Qx Qs—_—+—‘(X2SO—S2) J

Man sieht, dass sich die Schnittkrafte N, an den geraden Réndern
wirklich gleichméssig verteilen, denn S; ist von x unabhingig. Wenn
man also dem Membranzustand das System (40) iiberlagert, so konnen
die willkiirlichen Konstanten in den Polynomen S (s) so bestimmt werden,
dass die gegebenen Randbedingungen befriedigt werden konnen.

In (40b) sind die Glieder, die mit dem Faktor h? behaftet sind, im
Verhéltnis zu den anderen sehr klein; sie konnen bei der Berechnung
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langer Schalen, deren Spannweite 1 und Kriimmungsradius r nicht grosser
sind als 25 m, vernachldssigt werden. In diesem Falle verschwinden
die Momente Mx und M, sowie die Querkraft Q. und es bleibt aus
(40) mur

Ms:—iy Hs‘z—i- (41)

r r

Die Liangskraft N, die der Normalkraft eines Bogentrégers ent-
spricht, ist durch die Funktion S; gegeben und bleibt langs einer jeden
Erzeugenden unveranderlich.

In den Gleichungen (40) treten 8 unabhingige Konstanten auf, die
aus den Randbedingungen (je 4 auf einem Rand) zu bestimmen sind.
Zu dieser Aufgabe werden wir noch im weiteren zuriickkommen.

8. Kritik der technischen Theorie.

Die Grundbeziehungen der technischen Theorie stammen aus den
Arbeiten von A. J. LURJE [3], A. KUHELJ [4, 5], V. Z. VLASovV [6], u. a.
Betrachtet man die eingefiihrten Vereinfachungen nédher, so findet man
jedoch, dass die zweite Gleichgewichtsbedingung

()Ns + l)’I XS . QS =0 (42)
0S 0X r

nicht erfiillt ist, da das letzte Glied Q./r vernachlissigt wurde und in der
zweiten Gleichung (13a) micht enthalten ist. Dies hat zur Folge, dass
die aus (19) und (12b) berechneten Reaktionen der Schalenriander nicht
genau der Belastung der Schale entsprechen. Die Theorie kann jedoch
ohne Bedenken fiir flache Tonnen verwendet werden, denn dort ist das
vernachlassigte Glied in (42) im Vergleich zu den beiden anderen sehr
klein und der Fehler daher unbedeutend.

Die Theorie der Baukonstruktionen zieht es dagegen vor, die Gleich-
gewichtsbedingungen streng zu erfiillen und notigenfalls lieber die
Kompatibilitidtserfordernisse micht voll zu befriedigen, da diese sowieso
auf Annahmen beruhen, die das wirkliche Verhalten von Baumaterialien
nicht richtig wiedergeben. Wenn wir diesen Grundsatz beibehalten
wollen, so konnen wir die bisherigen Ausfiihrungen als eine Untersuchung
betrachten, idurch welche nur die Probleme der Kontinuitdt und der
Gestalt der Momentenlinien geklart werden sollten. Zur Auflosung der
Gleichgewichtsgleichungen (1) geniigt es namlich, die Form 'der Funktionen
M, (x,8), M, (x,s) und M, (x,s) zu kennen. Die Werte, welche die Intensi-
tit der Kraftwirkung bestimmen, folgen dann aus den Angaben iiber
Belastung und aus den Randbedingungen.

Weiters bestitigen die Ergebnisse der technischen Theorie, dass die
Momente M,, M, und die Querkraft Q. in langen Tonnen ausserhalb der in
Abb. 7 schraffierten Binderzonen unbedeutend sind und vernachlassigt
werden konnen.

Diese Folgerungen werden wir nun bei der Untersuchung der
Parabelschalen ausniitzen.
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9. Biegetheorie des langen Parabelzylinders.

Den Spannungszustand in den Binderzonen werden wir dadurch
beriicksichtigen, dass wir den im weiteren gefundenen Schnittkridften
die Momente M, gemiss Abb. 7 und (23c) iiberlagern. Bei der Unter-
suchung des Einflusses gleichmissiger Belastung der beiden geraden
Riander einer langen Zylinderschale kann man, wie schon gesagt wurde,
die Momente M, und M,; als null annehmen, Dann besagen die For-
meln (4), dass auch die Werte m,;, m,, und q. null sind. Die
Gleichgewichtsbedingungen (5) lauten damit, wenn wir sie fiir eine auf
der Oberfliche unbelastete Schale schreiben, folgendermassen:

0Ny ot ony ot
0X 0y oy 0X

]

|

} (43)
Dy 99 g, Oy g, |
R oy 0y ’

Wir haben gesehen, dass die Momentenlinie M; eines an den gerad-
linigen Rindern gleichméissig belasteten Zylinders gemdiss (40c) durch
ein Polynom 7. Grades in v beschrieben werden kann. Wir nehmen an,
dass dies auch bei einem Parabelzylinder der Fall ist, wenn (s. Abb. 3)

y
T
bedeutet. Die Berechtigung dieser Annahme werden wir noch im weiteren
nachpriifen.

Wir werden fiir die parabolische Schale neue Konstanten einfiithren

und schreiben fiir das Moment den Ansatz

my = b?(Cy+ Dyr+ Cyv® + Dand+ Cont + Dyr® -+ C348 + Dyn) . (44)

Die Lage der Koordinatenachsen ist aus Abb. 3 und 9 ersichtlich,
der Zylinderquerschnitt x = 0 ist identisch mit demjenigen Normalschnitt,
in welchem die Querkraft des entsprechenden kontinuierlichen Tragers
null ist. Jedes Schalenfeld wird dabei getrennt behandelt.

Die Gleichung (44) werden wir in zwei Teile spalten, einen symme-
trischen (mit den Konstanten C) und einen antimetrischen (mit den
Konstanten D).

a) Symmetrischer Fall.

Fiihrt man (44) in (43) ein und lost das System mit Riicksicht auf
Abb. 9 auf, so kommt man auf folgende Gleichungen:

n, =12 ib——x— R(C,+15Cy72), (45a)
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t=24 % n(Ca+5C3n?),

ng=—2R(C1+6Cyn*+15C5 %),
qy =2bn(Ci+2Cen*+3Csxt),

+ (45b)

my =b2(Co+ Cyn? + Cant + C3m8); n= % .

Eine symmetrische Belastung der Rander y = + b besteht im allge-
meinen aus Kriften und Momenten, deren Komponenten wir auf dem
Rande y = b mit Ax=1t, N =n,, Q qy , M = m, bezeichnen, auf dem
Rande y= —b greifen dann —Ax, N, —=Q und M an. Setzt man diese
Werte in (45b) mit » = 1 ein, so kénnen daraus die Konstanten leicht
bestimmt werden:

L

Ab 3N 11Q+M
48R 16R 16b b2’

Ab 1IN 15Q
Cy=
'=16R " 16R | 16b’

Coe — Ab 5N 5Q
16R 16R 16b’

Ab N Q
Cy— .
"“48R _ 16R  16b ]

Co— —

(46)

Wir werden iden Vorgang der Berechnung auf einem einfachen
Beispiel zeigen, wobei wir auch die Berechtigung der gemachten Annahme
nachpriifen wollen. Die Schale in Abb. 3 sei lediglich lédngs der beiden
Réinder A und B lotrecht gestiitzt und frej gelagert, sodass keine horizon-
talen Stiitzdruckkrifte entstehen konnen. Dann verwandelt sich die Schale
in eine beiderseits gestiitzte gekriimmte Platte und die Gleichungen der
Schalentheorie miissen auf die aus der Baumechanik bekannten Zusam-
menhédnge fithren. Die Schale sei gleichmaéissig lotrecht belastet mit g,
(kg auf 1 m? der Grundrissfliche).

Die Membrankrifte, die wir mit Indizes 0 bezeichnen, sind geméss (7)

nxozo’ t():()’ n_\'0=—g.oR. (1)

Die horizontale Komponente des Stiitzdruckes kann von den Rand-
stiitzen nicht aufgenommen werden. Wir miissen daher einen ‘Spannungs-
zustand (45) iiberlagern, der durch folgende Randbelastung hervorge-
rufen wird:

A=0, N=—ny,=g,R, Q=—g,b, M=0.

Die Kraft Q ist hier die vertikale Reaktion der Randstiitze y = b,
die mit der Belastung ider halben Spannweite im Gleichgewicht sein muss
und daher g,b betrigt. Das Vorzeichen ist im Einklang mit Abb. 2.
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Mit diesen Werten liefern die Gleichungen (46)

1 1
Co= Ego, C4=—‘§go, Cy=0C3=0.

Die zusitzlichen Schnittkrifte, die wir mit den Indizes 1 bezeichnen,
folgen nun durch Einsetzen 'der Konstanten in (45)

na=0, t41=0, nn=g, R, qu=—g,bn,

myl:%gon(i'—”?)- ®

Der resultierende Spannungszustand wird durch Addieren der Werte
() und () beschrieben:

1 2
n,=0,t=0,n=0,qy=—g, y, My = 5 8 (b*—y? .
Fiihrt man dies in (4) ein, so erhidlt man

N, =—goysin ¥V, Qs = —g,ycos ¥V, My = _12'_ g, (b?_y'.?) .

Diese Formeln geben richtig idie Normal- und Schubkridfte sowie das
Biegungsmoment eines statisch bestimmten frei aufliegenden Bogen-
tragers an.

b) Antimetrischer Fall.
Der Vorgang der Berechnung ist derselbe. Die Auflosung des

Systems (42) liefert

9 9
a? — x*°
n, = 60 —

Ry (Ds+ 1D, ) , (472)

9

¢ :6% (D210 Dy 2 -+35 D, 1) ,

ny =— 2 R%n (3 Da+10 D3 »2+21 Dy v%) , (47b)

qy =b (D1+3 D2x2+5D3»*+1 D, »5),

my = b?n (Dy + D2 72+ D3 «* + Dy #°) .

J

Die Konstanten konnen wieder durch die antimetrischen Randkrafte
Ay, + N’, Q und + M’ ausgedriickt werden.
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c) Allgemeine Rarrtdbelastung.

Am Rande A (Abb. 3) greifen die Krifte N, Qsa usw. an, am
Rande B die Krifte Ny, Qs usw. Der dadurch hervorgerufene Spannungs-
zustand besteht bekanntlich aus dem symmetrischen Anteil (45), der von
der Randbelastung

N= ‘;' (Na+ Ng), Q:%(QA_QB); usw.

herriihrt, und dem antimetrischen Anteil (47), den die Randbelastung
hervorruft

1 , 1
N’='2—(NA—~N3); Q =—2—(QA +Qgp ), usw.

Beim praktischen Entwerfen kann man die Randglieder so dimensio-
nieren, dass die Konstanten der Systeme (45) und (47) gewisse Bedin-

I * b

1 . I

|

[ ]

i

[ 200 | 00

i I
ABB. 10. Quer- und Liangsschnitt der Dachkonstruktion Abb. 1

gungen befriedigen. Dadurch kann eine giinstige Spannungsverteilung
in der Schale erzielt werden [7]. Dies fallt jedoch ausserhalb des Rahmens
dieser Mitteilung.
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10. Ausfiihrungsbeispiel.

Die erste Konstruktion dieser Art wurde i. J. 1949 erbaut. Der
Querschnitt des Hallendaches ist in Abb. 10 dargestellt. Die Schalen haben
in der x -Richtung (senkrecht zur Bildebene) 3 Felder mit je 12 m Spann-
weite. Die 6 em dicke Schale ist an den Réandern bis auf 10 em verstarkt.
Neulich wurden dhnliche Hallen
mit 3 X 18 m Spannweiten er- A 360
baut, wo die Schalen eine Dicke
von 7 em haben. Verschiebbare
Schalungsgeriiste besonderer Ll
Konstruktion werden beniitzt, Ny
wobei das Erhirten des Betons *~°
durch Dampfbehandlung besch-
leunigt wird.

In der Abb. 11 ist der Ver-
lauf der Spannungskomponen-
ten im ersten Feld dargestellt,
die wvon stindiger Belastung x=720m
204 kg auf 1 m? der Mittelflache
samt einer Schneelast von 75 kg a
auf 1 m? Grundrissfliche her- ?
vorgerufen werden. Die Abb. 12 TS |
zeigt die Trajektorien der x=Z20m’
Hauptschnittkriafte in einer
Hailfte der dreifeldrigen Schale.
Voll ausgezogene Linien stellen
die Hauptzugrichtungen dar, ge-
strichelte Kurven geben die
Richtungen der Hauptdruck-
krafte an.

Es wurde ein Beton von
250 kg/em? Wiirfelfestigkeit
verwendet. Die Bewehrung be-
steht aus Spezialstahl von 3800
kg/em? Streckgrenze. Der Ma-
terialverbrauch fiir die Dach-
konstruktion samt Randtrégern,
Fensterwand und Bindern (ohne  AsBB. 11. Schnittkriafte- und Momentenkom-
lotrechte Sdulen und Funda- ponenten
mente) betrug

%0 8

&

+ 7802 kg/m'
+7578

- 9753 kg/m'

2
~9473

9
—

)

+5gz.|
‘___:!'
+5752

&3

7 \'

- _VZ |
\

-94kgm/m' - 191 kyfm"

107
k
- 210

3

231

:

-225kg/m'

i

0,137 m* Beton und 7,63 kg Stahl

auf 1 m? gedeckter Grundrissfliche.
Die Abb. 13 und 14 zeigen die Innen- und Aussenansicht der Kon-
struktion.
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ABB. 14. Innen-

ansicht einer

Halle mit Pa-
rabelschalen

IT1a2.

KONRAD

HRUBAN

ABB. 13. Aus-
senansicht ei-
ner Halle mit
Parabelschalen
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Y
480 720 600 -

e

!
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+eu

L I

ABB. 12, Trajektorien der Hauptschnittkrifte der Schale Abb. 1 und 10
(Volle Linien — Zug, gestrichelte — Druck.)
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ZUSAMMENFASSUNG

Im Vergleich mit Kreiszylinderschalen bieten die parabolischen Zylin-

derschalen in manchen Fillen gewisse Vorteile. Die Versuche, Schalen
mit verdnderlichem Kriimmungshalbmesser nach der iiblichen Methode
zu berechnen, haben jedoch zu ausserordentlich komplizierten Differen-
zialgleichnungen gefiihrt, sodass solche Schalen in der Praxis bisher nur
selten beniitzt worden sind.

In der vorliegenden Abhandlung wird zunéchst die genaue Membran-

theorie der parabolischen Zylinderschale entwickelt. Randstorungen wer-
den dann auf Grund der sogenannten technischen Theorie von flachen
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Schalen behandelt. Schnittkrafte und Momente konnen durch Ableitungen
einer Forminderungsfunktion ausgedriickt werden. In den wichtigsten
Fillen kann diese bei langen Schalen durch geschlossene Ausdriicke
angegeben werden, sodass die Losung ohne besondere Schwierigkeiten
praktisch ausgewertet werden kann.

Beispiele von ausgefiihrten Sdgeddchern mit Parabelschalen zeigen,
dass diese Konstruktionen auch wirtschaflich vorteilhaft sind.

RESUMO

Comparadas com coberturas cilindricas circulares, as coberturas
cilindrico-parabélicas apresentam um certo nimero de vantagens. No
entanto, estas coberturas s6 muito raramente se tém empregado na
pratica pelo facto do wcalculo pelos métodos habituais de coberturas de
raio de curvatura varidvel conduzirem a equacoes diferenciais extrema-
mente complicadas.

O autor examina primeiro a teoria exacta das membranas na sua
aplicacdo aos invoélucros cilindricos. As condicbes aos bordos sdo depois
tratadas pela chamada teoria técnica dos invélucros planos. O esforco de
corte e os momentos podem exprimir-se a partir de uma funcio da
variacdo da forma. Nos casos mais importantes de coberturas compridas
pode esta ser traduzida por expressoes finitas o que permite obter a
solucao sem grande dificuldade.

Exemplos praticos de aplicagdo permitem verificar a economia deste
tipo de construcéio.

RESUME

Par rapport aux enveloppes <cylindriques circulaires, les enveloppes
cylindro-paraboliques présentent de nombreux avantages. 'Ces enveloppes
sont néanmoins rarement appliquées dans la pratique, leur calcul par les
méthodes courantes des enveloppes a rayon de courbure variable conduisant
a des équations différentielles de forme compliquée.

L’auteur examine d’abord la théorie exacte des membranes appliquée
aux enveloppes cylindriques. Les conditions aux limites sont traitées par
ce qu’il est convenu d’appeler la théorie technique des enveloppes planes.
L’éffort tranchant et les moments peuvent s’exprimer a partir d’une
fonction de la variation de forme. Pour les cas les plus importants
d’enveloppes longues, celle-ci peut s’exprimer & l'aide d’expressions finies
ce qui permet de les résoudre sans trop de difficulté.

Des exemples pratiques d’application montrent que ce mode de
construction est viable du point de vue économique.

SUMMARY

Parabolic cylindrical shells present quite a number of advantages
as compared to circular cylindrical ones. Nevertheless, due to their
analysis by the methods usually applied to variable curvature shells leading
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to extremely complicated differential equations, they have very seldom
seen practical use.

The author first examines the exact membrane theory as applied
to cylindrical shells. The boundary conditions are then taken into account
by the so-called technical theory of plane shells. The shearing force and
bending moments can be expressed through a function of the shape
variation. In the most important cases of long shells, this can be expres-
sed by finite equations thus allowing to solve the problem with no great
difficulty.

Practical examples of applications show this to be an economical
type of structure.
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Cantilever triangular slabs
Dreieckformige, lings einer Seite eingespannte Platten
Lages triangulares em consola

Dalles triangulaires en console

Pror. DR. TELEMACO VAN LANGENDONCK
Escola. Politécnica, Universidade de Sdo Paulo
Sdao Paulo

Introduction

In previous publications (*) the author had the opportunity to present
a method to solve partial differential equations, by using the properties
of orthogonal functions, conveniently chosen for each case. In those
publications, the application of the method referred to was restricted to
problems in which the equation to be solved was of 2nd order, having
only one boundary condition.

It is intended now to extend that application to the plates problem,
characterized by differential equations of 4th order, with two boundary
conditions, using the method of calculation of isosceles triangular plates
with clamped base, having the two other sides free and symmetrically
loaded.

The explanation of the calculation algorithm will not be repeated
herein, since it was summarized in the first of the above mentioned papers
and given in detail in the second.

(1) «L’emploi de fonctions orthogonales spéciales pour la solution du probleme de la torsion»,
IABSE, 4th Congress, 1952, p, 189.

«Fungdes ortogonais na resolucdo de problemas da teoria da elasticidade». Associacdo Brasileira de
Cimento Portland, Sio Paulo, 1952.

22
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The plate equation
The plate equation is (?) :

4 4 13
o*w 9 0 w‘ oW q a)
ox* 0X2 9y? oy* D

where

x and y are the coordinates of the points of the plate,

w is the deflection of the plate,

q is the intensity of the lateral load (function of x and y),
D is the flexural rigidity of the plate equal to Eh3/12 (1 —v?),
h is the thickness of the plate supposed to be constant,

E is the modulus of elasticity of the material and

v is its Poisson’s ratio.

If w, is a particular solution of equation (1) and w, is its general
solution when its 2nd member is zero, we have:

W =W, + W,. (2)

It is known also that:
wo=1F x+iy) +x f, x+1iy) +f;, x—1iy) + xf, x—1y)
or developping the functions in power series:
@ <
W, = mio (Alm + Cnx) (x Hiy)m + = (Bw+ Dnx) (x —iy)"
or combining the terms of the two series in order to obtain the real solution
@ @
W, = m%() (Am + Cm X) Um + m%O (Bm + Dm X) Vm y

where U, '—-%[(x +iy)™ + (x-iy)™] and Vi :% [x + iy)® —(x—iy)™]
i

are the functions already used in the previous papers:

U():]. V0=0
U, =x V.=y
U,=x2—y? V. = 2xy

The constants A.. Bn. Ch and D, must be chosen in order to
satisfy the boundary conditions. Taking as x — axis the clamped base of
the triangle and as y — axis its axis of symmetry, some of these constants

(3) The derivation of this equation and all the following formulas referring to moments, shearing
forces, etc., can be found in specialized books as, for instance, in S. Timoshenko ~— «Theory of Plates and
Shells», Mc. Graw Hill B. Co., 1940, p. 85/94, which notation is used herein.
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are eliminated, since functions that contain odd powers of x (condition
of simmetry) and functions that do not contain y? as a factor (clamped
base condition) must not be considered.

This is obtained when the relative values of the constants are such
that we have:

m=0
with (n > 1)
bin—1 W, _,— ___1_ (x Usne1 — Usp) = l‘i‘“’i
2n —1 2n —1
bgn Wgn_l — X V?n . v2n+1
2n 2n+1

(the factor b™ is introduced in order to make homogeneous the expression
of w,, corresponding to ¢, abstract values), i. e.:

b W, = y?
y?
b2 W, =-"-
3

b3W2:x2y2__y_
: 3
5
b“Ws:x?y‘*-—y—
b"’W4:x4y‘~’—2x2y4+%
3{77
b6W5: —xtys —2x‘~’y"’+~7—

8
b* W = x° y2 — 5x* y* + 3x2y° — }7_

The constants ¢, must still be determined so as to satisfy the boundary
conditions along the side AC of the triangle (since the boundary condi-
tions along the side AB will be automatically satisfied by the condition
of symmetry and those along the side BC have already been’ considered
when choosing W.).

The functions W,, will in turn be grouped so as to obtain functions
Z., which satisfy the demanded conditions of orthogonality:

m—1

Zm = Wrm + X Cinyn Zn (3)

with
. an_l Za (4)

where ¢n,n and a, are found with the calculation algorithm described in
the mentioned papers and shown in Table I herein.
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Boundary conditions

Along the side AC, the bending moments per unit length, which act
on planes perpendicular to it, are (positive when they produce tension on
the lower face of the plate) :

M, = —DJ[(cos?x+vsen?«) I*w + (1 —v) sen 2« W 4
0x? 0X0y
i — 02w
,—g{y.x:;_z + (sen?a -+ v cos? a) 5 1 (5)
Y i with
\/ | .. X _1_ Y
8 A€ a b
Fic. 1

where «, a and b have the meaning given in Fig. 1.
The external forces which are distributed along AB are, per unit
length (positive when they act upwards) :

3 3
V=D { cosa[14(1—v) sen?a] ()—E} +senaf 14+(1—v) (sen?ax—2cos?a) %W— +
oxX’ :

0°X0y
L 0w 5 7 OOW
+cosa[1+4 (1—v) (cos?x—2 sen?a)] - +sena[1+ (1—v) cos®a] — } (6)
0X0y* oy?
with
X _ 1Y
a b

In addition to these moments and forces a concentrated force R
acts at the triangle vertex (positive if acting upwards) :

2 2 2
0" W cos2a+(()“‘:——-aw
0X0y 0y* 0x?

withx=0and y=1.

R=—2D(1—v)] ) sen a cos « (7)

In order to avoid considering R, when discussing the boundary
conditions, we can first calculate the effect of a concentrated force at A
and then solve the remaining cases without taking R into account, since
its effect can always be eliminated if already known.

This case may be considered putting w = w,, since when q =0,
w; = 0 is a particular solution of (1) :

R
+ < ag Z. (8)

and determining the coefficients a., so that the M, and V which correspond
to the summation Za, Z. be equal and of opposite signs to those due
to Z,. Thus we eliminate the moments and forces along the side AC,
leaving only the external force R at A.
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The same solution also applies to the case when we have a constant
moment along the side AC (corresponding in actual practice to the effect
of a horizontal force acting on a balustrade fixed to the slab edge),
since the solution w = w, = Z, leads to the result looked for, excepting
the existence of R, which can be eliminated, as has been said.

For the case of a uniformly distributed load along the side AC
(weight of a wall which rests on the slab edge) the boundary conditions
are M, =0 and V = constant. For the load q uniformly distributed
over all the plate, the solution is obtained with w, = qy*/24D.

The calculations needed for applying the described method will be
shown in detail for the case of a plate shaped as a right triangle (a = b)
made of a material with v = 1/6.

Composition of the orthogonal functions

Considering the case of a force applied at the vertex of a plate
with « = 45° and v = 1/6, we deduce from (8) combined with (5) and (6)
(noting that Z, =w, = y*/b):

2 2 2
I R G BT W2 Sy 2 RSN
12b m=1 ox? 0X 0y 0y?
D ®
—— — 14+ 5 a, Th 9
12b ( m=1 ) ( )
2 3 3 3
_ D 2, Par e g P g Pl
4b2y2 m-—=1 3 0x3 0x2)y 0X0y?
3
+17 ()Zm =_—Q—— 02'0 Am T”m (10)
oy® 4b2Y2 m=1
expressions that must vanish when > = 1—%With 0 <y<b. The
a

coefficients a., of (8) must be determined so as to make the summations
that appear in (9) and (10) equal to — 14 and 0, respectively. In order
to facilitate the seeking of its values we choose the functions Z,, i. e.,
the coefficients c,, of (3) in such way that the functions T, and T"n
(which form the terms of the summations referred to) may be orthogonal
on the interval 0 <<y <b. This, however, cannot be obtained considering
T’.» and T”, separately, as in this way we should obtain different values
for the same cn,. The functions T’,, and T”., must be considered together
as if extending over twice the interval, as it is shown for the case of
T’, and T”,, with Z,= w,, in Fig. 2.

There is yet the possibility of multiplying T”. by a constant so as to
get the same convergence for the two parts of the interval. The disposition
given to the coefficients that appear within and without the summations
in (10) is already done with a view to that, noting that the mean square
error of the orthogonal functions development is minimum when M, and

Vb _”33 are put in the same scale
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Iu = 19'3,7778 1 I'_u = —137,1111 1 122 = 467,7037 l I:n j— —0,266
I, =—=-512,25401 L, —-826,00001 I, =—=1480,11431 I, =— 251,55¢
I:: = 1937,01331 I =—-256,22221 I. —= 787,74601 Te; =—992,933
I, = 981 L. = 93,33331 L = 701 I, —=-16,81
m 11X 1X 1X 1X 1X
1 - = = - - -
2 -137,1111 - - - - 0,707569
3 - 0,2667 433,4558 - - - -1,169327
4 114,7111 -431,0880 - 321,7592 - - 1,468100
5 251,5556 -302,6103 -165,7399 692,2077 - - 1,578565
6 - 256,2222 606,4512 283,4400 -613,0099 - 355,7693 2,309539
Calculating the functions
34b
bT’l gl 14y bTHI == T

b2 T'y = 14x2 + 40xy — 14y? b2 T' = % (7x — 27y)
b3 T's = 42x%y + 60xy*> — 14y3 b3 T" = 2b (17x% 4 14xy — 27xy?)

and noting that (notation of Fig. 1):

1

1 m! n!
/ xm yn ds — ' ] pm+n ./m "
®
o (m+n—+1)! /1\; 3
T 28 !
, - T AP -5
we can perform the integrations % %0\% %20

1 1

Im,n - /’T’m Tln dS +J.T”m T”n dS

L %
[¢)

which enable us to make the Table 1 in the form described in the previous
papers we have already mentioned. From this Table we get coefficients
Cmyn Of (3) which enable us to write:

Z, =W,
Z, =W, + 0,707.569 Z,
Z; = W;—1,169.327 Z, + 0,001.376 Z,
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EI
I.— 433,64441 I.— 726,01901 L= 11471111
I. = -480,60221 I, — -519,93651 1., — 1436,3619 1
L, —-1886,0722 1 Iss — -2345,48441 T — 3519,93031
I = -141 I = €01 I = 1961
1X I X a;m
- - - - 193,7778 98,0000 0,505734
- - - - 370,6882 162,6751 0,438846
0,001376 - - - 219,1671 - 120,0855 -0,547918
1,162940 -0,591972 - = 438,5043 - 61,9206 -0,141229
0,756226 0,816347 -1,298165 - 145,3837 - 1,4725 -0,010129
1,397956 -1,203264 -1,636014 1,322248 189,0809 8,7680 0,046152

Coefficients of the series

According to the procedure we are jpursuing here for the calculations,
it is mecessary to calculate the integrals

1 1

I, — /"T' Thds+ [ T'T' ds

(%
(o] (]

(11)

in order to have T’ = —14 and T” = 0. With those integrals we calculate
the two last columns of Table I, finding the constants a, of (8), which
enable us to write finally

w = —3;)—- — 0,505.734 Z, — 0,438.846 Z. + 0,547.918 Z, +

-+ 0,141.229 Z, + 0,010.129 Z; — 0,046.152 Z; 12)

We have an idea of the accuracy gotten when we interrupt the
series just after the term that contains Z;, by comparing the sum S of
the products of the figures from the last two columns of Table 1, with

1 1

1:[?2 ds -+ /"T”ﬂ ds —196 1 (13)

(%
[+]
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towards "which that sum must tend. The mean square error of all the
values of 12 M,/D and 4 Vb V' 2/D along AC is given by

. \/ 1;131 — \/ 196 —195,013 —0,29

This error is small in comparison with the maximum moment that occurs
at x = 0 and y = 0 which in the same scale is 12 M/D = 24.

The value of R which produces the deflection surface of equation (12)
is, from (7) :

R=—-3,07%(1——u)=—2,56%. (14)

Concentrated load at the vertex

For the case of unit concentrated load acting downwards at the vertex
of the slab, we obtain the ordinates of the deflection surface dividing (12)
by (14) with changed sign. In so doing we are able to calculate the
deflection at the vertex:

Rb?

wa = 0,308 (15)

and by the application of the classical formulas we are also able to
calculate, in function of the deflection surface, the bending moments
(M, and M, acting in sections perpendicular to the directions of x and y,
respectively), twisting moments (M,,), shearing forces (Qx and Q,) and
reactions (Vec = Q, distributed along BC and R. concentrated at B and C) .
These values are shown in Fig. 3 and contain a small error occurring
because we have neglected the last terms of series (12). These results
would be exact if along the edges AB and AC actuate the moments M,
and the forces V given by (9) and (10), in which series, the terms are
taken until m = 6. These moments and forces are represented in Fig. 3a
by dotted lines. They are drawn in the same scale of M,, M; and Q,
(to compare with the reactions along the clamped side BC) and of the
bending moments M; at the sections perpendicular to the edges AB and AC.

Uniformly distributed load over the edges

In this case we proceed as in the case of a concentrated load putting
T’ = 0 and T” = constant. In order to take advantage of the previous
calculations in the determination of the I,, we take for that constant
the value 34 b/3. In this way we obtain:

w— 0,662.844 Z, — 0,162.476 Z, + 0,218.720 Z, + 0,171.969 Z, —
— 0,131,661 Z; — 0,182.313 Z;
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to which corresponds, with the previous notation
1— 128,44 1
¢ = V128,444 — 127,212 = 1,11
and the external loads (P =2 v 2 Vb is the total load) :

Re—274 2 1y
b
V2402 d—v), P—6802d—"2).
b? b

+ 7 7; 'Q
1943 // aq57
! //

z 7 ! 085 / 1.15 /‘/yz:
B// VIS /7777777777 7/ 2. /LA, ,c

Fi1g. 2. Concentrated load R at the vertex A

Having subtracted the already known effect of R, we got the results
of Fig. 4.

Other load cases

The solution of the case of a constant moment applied along the
edges AB and AC is given by the superposition of the solution

w =y
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to which corresponds M, = constant and V=0, but R=-2D (1-)),
with that of the case of a concentrated force at A, in order to eliminate R.

For a load p = —ig uniformly distributed over all the plate we make

w, = py*/24D, to which corresponds, in (11) and (13), T’ = -3,5bpy?/D
and T” = -17pb?y/3D.

In the design of reinforced concrete slabs we must know the reactions
at the supports and the bending moments. For those two load cases these

]
N\25,
o

aqre A
g20 2
a2/ J
a42 2

aq43

941

Q35

v

/2 b3 A hed

~ ©

l% 3 I\ 3 NN =
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B ’{ggg////////////////////// G177/ 7 I////////////////////////////////_/(/él
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“
S

9
Qoss

QOXB—5703 LU= d 7)),

0053\ __goe wpl s (TN
Y/ ///////c g

F1G. 4. Uniformly distributed load P over the edges AB and BC

reactions and moments are shown in Figs. 5 and 6. The deflection of the
vertex is also given for the solution of the following problem.

The slab supported at the vertex

If the slab besides being clamped along the side BC is also supported
at A, the resulting moments, shearing forces and reactions can be obtained
adding those obtained for the cantilever slab (Fig. 4, 5 and 6) with
those produced by the reaction at A, made equal to-R, so as to use
the data of Fig. 3.
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The value of this reaction is obtained from the ratio of the deflections
at A; in this way we have:

]—01! -5 o2 -~ A

%0
//////g//{//,?}(/ 77 C %-_-0,7/ x

w

7

- N

-0

F1c. 5. Constant moment M, along the edges AB and AC

1) Load P =212 V, distributed over the edge:

RO p 31 p;
0,308

2) Moment M, uniformly distributed over the edge:

_R— 0,417
0,308

M,=1,35 M,;

Fi1c. 6. Load P, uniformly distributed over all the plate

3) Load P = pb? uniformly distributed over the slab:

_R=908 p_517p.
0,308
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SUMMARY

The author applies his method, expounded in his contribution to
the IABSE 4th Congress, making use of the orthogonal functions to solve
the plate equation.

Forming orthogonal functions by the sum of biharmonic functions
which are particular solutions of the plate equation, he seeks, employing
the mentioned method, the coefficients of the development in series of
the function which represents the deflection surface of the plate, so as to
satisfy the boundary conditions.

In this way he obtains, by successive approximations and with the
desired accuracy, the equation of the deflection surface and, therefore,
the shearing forces, bending moments and twisting moments by making
use of the partial derivatives classical formulas.

The method is applied to the case of isosceles triangular plates with
one side clamped and the two other sides entirely free. A mumerical
solution is presented for the case of right isosceles triangle and the pro-
cedure of calculation to be used in the case when the vertex of the triangle
is also supported, is also indicated.

ZUSAMMENFASSUNG

Der Verfasser wendet sein im Beitrag zum 4. Kongress exldutertes
Verfahren an, indem er fiir die Auflosung der Plattengleichung die
Orthogonal-Funktionen verwendet.

Aus der Zusammensetzung biharmonischer Funktionen, die Teillo-
sungen der Plattengleichung darstellen, ergeben sich Orthogonalfunktionen.
Mit dem erwédhnten Verfahren lassen sich die Koeffizienten fiir die
Reihenentwicklung derjenigen Funktion ermitteln, welche die Durch-
biegungsfliache der Platte erfasst und damit die Randbedingungen erfiillt.

Auf diese Weise erhdlt man durch fortlaufende Anndherung und mit
der gewiinschten Genauigkeit die Gleichung der Durchbiegungsfliache
und daraus mit den bekannten Formeln iiber die partiellen Differential-
quotienten die Querkrifte, Biegungs- und Torsionsmomente.

Diese Methode wird fiir Platten von der Form gleichseitiger Dreiecke
angewendet, wobei eine Seite eingespannt ist und die beiden anderen
auskragen. '

Dann folgt die numerische Behandlung eines rechtwinkliggleichschenk-
ligen Dreiecks und das Berechnungsverfahren fiir den Fall, dass die
Spitze des Dreiecks ebenfalls aufliegt.

RESUMO

O autor aplica o seu préprio método, ja exposto quando do 4.° Con-
gresso da Associacdo Internacional de Pontes e Estruturas, em que
utiliza funcoes ortogonais, a resolucdo da equacio das placas. Formando
funcoes ortogonais pela soma de fungoes bi-harmoénicas que sdo solucoes
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particulares da equacio das placas, procura, empregando o referido método,
os coeficientes do desenvolvimento em série da funcdo que representa a
superficie flectida da placa, de modo a satisfazer as condig¢oes nos limites.

Deste modo obtém, por aproximacdes sucessivas com a precisdo que
deseja, a equacdo da superficie flectida e, portanto, os esforcos cortantes,
momentos flectores e momentos de torsdo, utilizando as fé6rmulas classicas
de derivacio parcial.

Este método é aplicado ao caso de placas triangulares isdsceles encas-
tradas num lado estando os outros dois inteiramente livres. O autor
apresenta ainda uma solucdo numérica para o caso do triangulo rectangulo
isbsceles e o processo de calculo aplicavel no caso do vértice do triangulo
ser simplesmente apoiado.

RESUME

L’auteur applique sa méthode, déja exposée lors du 4éme Congres
de I’Association Internationale de Ponts et Charpentes, et ou il utilise des
fonctions orthogonales, & la résolution de I’équation des plaques.

Formant des fonctions orthogonales par l'addition de fonctions
bi-harmoniques, qui ne sont autres que les solutions particuliéres de
I’équation des plaques, il cherche, en appliquant sa méthode, les coefficients
du développement en série de la fonction qui exprime la surface fléchie
de la plaque, de maniére & satisfaire les conditions aux limites.

Par ce procédé il obtient, par approximations successives et avec la
précision désirée, I’équation de la surface fléchie, et, par conséquent, les
efforts tranchants moments fléchissants et moments de torsion en utili-
sant les formules classiques de dérivation partielle.

L’auteur applique sa méthode au cas d’'une plaque triangulaire
isocéle, encastrée sur un coté, les deux autres étant entiérement libres.
Il donne également une solution pour le cas du triangle rectangle isocéle
et indique encore le procédé de calcul applicable au cas ou le sommet du
triangle est simplement appuyé.
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Contribution a la solution du probléme des voiles minces
cylindriques, a directrices quelconques, sous
charges non uniformes

Contribution to the solution of the problem of thin cylindrical
shells of sundry cross-section under non uniform loading

Beitrag zur Losung des Problems der diinnen Zylinderschalen
mit beliebiger Leitkurve und ungleichformiger Belastung

Contribui¢do a resolucao do problema dos invélucros delgados
cilindricos, de seccao qualquer, sob cargas nao uniformes

JEAN LARRAS

Ingénieur en Chef des Ponts et Chaussées
Laboratoire National & Hydraulique
Chatou

I - Introduction. —

Les méthodes de calcul actuelles des voiles minces cylindriques ne
conviennent généralement pas au cas des directrices non circulaires ni
des charges non uniformes.

Ces méthodes laissent d’autre part tout a fait dans 'ombre certains
phénomeénes dont on n’est pas & méme d’affirmer qu’on soit toujours bien
en droit de les négliger: moments de torsion, déformations dans le sens
des génératrices (par lesquelles se traduit l’influence des pignons),
différences de répartition des efforts dans I’épaisseur méme du voile, et
phénomenes de dilatation transversale dépendant du coefficient de Poisson
» de la théorie de I’élasticité. ‘

La Société des Grands Travaux de 'Est a fait preuve de beaucoup de
de largeur d’esprit scientifique et de libéralité en s’attachant depuis
plusieurs années a résoudre complétement le probléeme, avec de larges
moyens, pour l’ensemble de la profession des travaux publics.

La présente étude a pour objet d’indiquer le principe général d’une
des méthodes de calcul que nous avons recu I’autorisation de mettre direc-
tement au point avec elle dans le cadre de ces recherches d’ensemble.
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II - Mise en equations. —

Soit un voile cylindrique mince d’épaisseur h, qui ait une longueur

2] dans le sens des génératrices.

Considérons un point O du voile, sa distance x (positive ou négative)

au milieu de la longueur, et ’'angle ¢ (positif ou négatif) de la tangente
a la directrice au point O avec une direction de référence, qui peut étre

par

4]

-€

2 22w

L

=20
"o

=

€
L]

FEHE<E

exemple ’horizontale ou la tangente au sommet.

Fic. 1

Désignations en chaque point O par:

le rayon de courbure de la directrice, variable avec I'angle o

la traction par unité de longueur le long des génératrices

la traction par unité de longueur le long des directrices

le cisaillement par unité de longueur dans le plan tangent

Ieffort tranchant par unité de longueur le long des directrices (1)
I’effort tranchant par unité de longueur le long des génératrices (1)
le moment fléchissant par unité de longueur dont I’axe est dans le
sens des directrices (?)

le moment fléchissant par unité de longueur dont ’axe est dans le
sens des génératrices (?)

le moment de torsion par unité de longueur dont ’axe est dans le
sens des génératrices (?)

le moment de torsion par unité de longueur dont ’axe est dans le
sens des directrices (?)

le déplacement élastique de long des génératrices (3)

le déplacement élastique le long des directrices (%)

le déplacement élastique le long de la normale a la surface du voile (*)
le coefficient d’élasticité du matériau qui constitue le voile

le coefficient de dilatation transversale du méme matériau (coefficient
de Poisson)

(1) Le sens positif des efforts tranchants allant vers I’extrados du voile.

(®) Le sens positif des moments allant dans le sens ou les moments s’opposent & toute augmentation

de courbure du voile,

() Les déplacements u, v étant positifs dans le sens contraire & celui des tractions N,, N:P
() Les déplacements w étant positifs dans le sens qui va vers I'intrados du voile.
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Ps, P, DP: les composantes de la charge unitaire locale p (x, 9) suivant
les génératrices, les directrices et les normales a la surface du voile
(composantes qu’il est parfois tout indiqué de développer chacune

en série de Fourier double).

L’on démontre dans les traités classiques que I’équilibre élastique du
voile est régi en chaque point par le systéme de 12 équations aux derivées

partielles, & 12 fonctions inconnues, suivant:

1 0 Qx 1 90Q0
1 _— A — —_— - = — D,
(0 R Ne ™ sx TR 0 P
1 9 No 9Ny 1
2 — ' - — — Qy=—p,
(2) R oo + RQ. Ps
o Ny 1 oN,
0 X R 99
S ou L oV w.
4 N.=A —+—————w\
() (\ dX R d'? R /
A 1 ou v
5 Niyo = — (1 —: —_——_— =
(5) _ 2( .»‘)(R . ax)
ou 1 ov 1
6 Ne = A _— — — —
(6) (p ox TR 0 R )

7
() R2 0X*
®) My——B(bw+pl LW,
2 dx.! R?d 2
B ()V ()2W
9) Mx’.D:— 1_ —_—
( _ R( H)(()X+()X(.)?
2
(10) Moy = — o (1—p) (L8 L 22V
R 0 X 0X07
oM, 1 M
(11) x == > b— . =
Q=% TR P

1 oM, oMo
(12) = —. — — =
Q=3 00 0%

23
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~en posant pour simplifier:

3
Eh B Eh

A= -
1—p? 12 (1 —p?)

Ce systéme d’équations est absolument général et il me comporte
aucune hypothése restrictive: ni sur I’angle au centre, ni sur 1’épaisseur
du voile, ni sur le rapport entre la longueur et le diameétre, ni sur le
coefficient d’élasticité et le coefficient de Poisson du matériau du voile,
ni sur I'importance relative des efforts secondaires (moments fléchissants,
moments de torsion, efforts tranchants) ni sur la nature et la rigidité des
pignons et des rives, pourvu (comme le veut la théorie générale des voiles
minces) qu’on puisse négliger les déplacements élastiques par rapport a
I’épaisseur du voile et qu’on puisse mégliger I'épaisseur elle-méme par
rapport au rayon.

II1 - Méthode de résolution du systéme précédent. —

Posons en premiére aproximation Q. = Q, =0

L’équation (1) donne immédiatement:
N g = — R p.

formule dans laquelle R représente une fonction connue de v et p, une
fonction (également connue) de x et de o.

L’équation (2) donne ensuite N, (par une dérivation par rapport
a 9 suivie d’une intégration par rapport a x) puisqu’elle équivaut a:

()Nx’a'

0 X

_1_ I)No
R’ P

09

et puisqu’on connait déja R, N, , p,

L’équation (3) donne N, (par une deuxieme opération du méme genre)
puisqu’elle équivaut a:
o Ny . PIN

1
0 X R o3

- X

et puisqu’on connait déja R, N, , , p«

L’équation (4) donne u (par une combinaison avec 1’équation (6) suivie
d’une intégration par rapport a x) puisqu’elle équivaut a:

Ju o 1
X  A(1—p?)
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et puisqu’on connait déja N,, N

L’équation (5) donne v (par une dérivation par rapport a s suivie d’une
d’une intégration par rapport a x) puisqu’elle équivaut a:

Ry 2 1 osu
—:—olxm—-'_-‘_
‘ R 03

0 X A(1—y-)

et puisqu’on connait déja R, u, Ny, ,
L’équation (6) donne w (par une dérivation par rapport a x suivie
d’une dérivation par rapport a ) puisqu’elle équivaut a:

w="Y R (N —uN
ao  A(1—u2) :

et puisqu’on connait déja R, v, Ny, N |

Les équations (7), (8), (9), (10) donnent M,, M., M 5 1 M, (eny
remplacant v, w par leurs expressions précédentes). '

Et les équations (11), (12) donnent enfin Q., Q, puisqu’on connait
déja M, M, , M, 0\ '

Les expressmns qu’on obtient ainsi pour Q., Q. ne cadrent pas tout
a fait avec I'’hypothése de départ Q. =Q, = O. L’on devrait donc les
réintroduire dans le systéme (1) a (12) pour passer a la solution de
deuxieme approximation, et ainsi de suite indéfiniment jusqu’a tel degré
d’approximation qu’on voudrait.

Mais ce serait une complication bien inutile. Il résulte en effet:

—des équations (11), (12) que Q. Q._) sont du méme ordre de gran-
deur que %x M, ou M)
— des équations (8), (10) que M, M., sont du méme ordre de
B .
grandeur que e > (v ou w)
—et des équations (4), (5), (6) que v, w sont du méme ordre de

R
grandeur que 5 > Nx,,?

Les efforts tranchants Q,, Q, a réintroduire dans le systeme (1)
a (12) pour passer a la solution de deuxiéme approximation sont donc

N B . . N
du méme ordre de grandeur que AR: >Ny, ou, ce qul revient au méme,

X
2

i fois le cisaillement N, corres-

du méme ordre de grandeur que

pondant.
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Or les équations de la théorie générale des voiles minces supposent
implicitement qu’on puisse mégliger le rapport % devant T'unité.

I1 est donc inutile d’encomber ces équations de termes correctifs (de
deuxiéme approximation) dans lesquels on tiendrait compte du carré de
ce rapport devant I'unité.

Et il suffit de s’en tenir en fin de compte a la solution (dite de
premiere approximation) précédente pour obtenir une solution aussi
complétement valable du probléme que le degré d’approximation de la
théorie générale des voiles minces le permet.

IV - Remarques. —

- Le méthode précédente coincide avec la méthode sommaire de la
théorie de la membrane jusqu’a I’équation (3) incluse. Et c’est probable-
ment pourquoi la méthode sommaire donne des résultats d’une exactitude
surprenante dans certains cas.

Mais celle que nous proposons en différe en ce sens qu’elle comporte
4 fonctions arbitraires au lieu de 2 pour répondre aux conditions aux

.. . .. . s . N, N

limites: les 4 fonctions de 9 qui résultent de 'intégration de a() g u
: X d X

Lo et 2¥ au lieu de Iintégration de d\Nw et o N seulement.

0X 0X 0X 0 X

Et ce nombre de fonctions arbitraires suffit généralement pour traiter
la plupart des cas quion rencontre dans la pratique.

RESUME

L’auteur s’est proposé de résoudre le systéme classique des 12 équa-
tions d’équilibre élastique et mécanique des voiles minces cylindriques,
sans y apporter la moindre simplification, de facon a permettre d’apprécier
I’influence — dans chaque cas particulier —des phénomeénes considérés
jusqu’ici comme négligeables et secondaires.

La méthode mise en oeuvre est une méthode d’intégration par appro-
ximations successives, dont I’hypothése initiale est la nullité des efforts
tranchants.

Cette méthode coincide au départ avec la méthode de calcul sommaire
classique de la théorie de la membrane, mais elle comporte en fin de
compte un plus grand nombre de fonctions arbitraires pour répondre
exactement aux conditions aux limites.

SUMMARY

The author solves the classical 12 equation-system of the elastic
and mechanical equilibrium of the thin cylindrical shells, with no sim-
plification whatever, in order to be able to judge, in each particular
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case, of the influence of phenomenae considered up to now as negligible
or secondary.

This method is an integration method by successive approximations,
the initial assumption of which is the nullity of the shearing forces.

This method coincides, initially, with the classical approximate
method of calculation of the membrane theory, but includes in its final
stage a greater number of arbitrary functions so as to exactly satisfy
the boundary conditions.

ZUSAMMENFASSUNG

Der Verfasser unternimmt die Losung des klassischen Systems von
12 elastischen und mechanischen Gleichgewichtsgleichungen der diinnen
Zylinderschalen, ohne die geringste Vereinfachung daran vorzunehmen.
Damit ist es fiir jeden einzelnen Fall moglich, die bisher als nebensichlich
und vernachlidssigbar betrachteten Einfliisse abzuschitzen.

Die verwendete Methode ist eine Integrationsmethode nach dem
Prinzip der fortschreitenden Anndherung, die auf der urspriinglichen
Annahme verschwindend kleiner Querkrifte beruht.

Diese Methode stimmt zu Beginn mit dem vereinfachten klassischen
Berechnungsgang der Membrantheorie iiberein, ergibt schliesslich aber
eine grossere Anzahl von Integrationsfunktionen um den Grenzbedin-
gungen genau geniigen zu konnen.

RESUMO

O autor resolve o sistema classico das 12 equacdes de equilibrio
elastico e mecanico dos invélucros delgados cilindricos sem introduzir a
mais pequena simplificacio, de modo a tornar possivel apreciar a influén-
cia, em cada caso particular, dos fendmenos até aqui consilderados como
desprezwels e secundarios.

O método utilizado é um método de integracio por aproximacoes
sucessivas, cuja hipétese inicial é a nulidade dos esforgos cortantes.

Este método coincide no seu inicio com o método de calculo sumario
classico da teoria da membrana, mas comporta no final um maior niimero
de funcoes arbitrarias para satisfazer exactamente as condig¢ées nos
limites.
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Experiments on model shell roofs
Modellversuche mit Schalendidchern
Ensaios em modelo reduzido de coberturas delgadas

Essais sur modeéles de toitures en voile mince

Pror. WILLIAM T. MARSHALL

James Watt Engineering Laboratories,
Glasgow

In a symposium on Concrete Shell Roofs held in London in 1952,
Dr. J. J. McNamee stated, «It is somewhat remarkable that shell roof
theories have profilerated so rapidly with practically no assistance from
experimental results».

The series of experiments described in this paper was started in
the laboratories of University College, Dundee in 1949, but in an under-
-staffed provincial University progress was slow. Since moving to
Glasgow in 1952 the writer has been unable to carry on with the
experimental work and has therefore decided to publish the work which
was carried out at Dundee. Unfortunately no definite conclusions were
obtained nor could any «labour saving» design formula be obtained from
the results.

The experiments are however as far as can be ascertained the most
comprehensive yet carried out on a series of shells and it is hoped that
they will be of use to the large number of engineers who are now interested
in shell structures.

There have been however, a number of other miscellaneous expe-
riments on shell roofs. For example Baker® describes experiments carried
out on a single concrete shell roof. He gives the values for the longitudinal
and transverse stress distribution across the shell, but does not describe
how this stress has been obtained. The values of the transverse bending
moment — the main difficulty in shell roofs — are not given.

Morice? describes some experiments on a continuous shell but only
gives values for the deflexions and not the stresses.



356 IIab. PROF. WILLIAM T. MARSHALL

Both these experimenters have only used one shell, made of concrete
in each case. Just as it is impossible to determine the strength of a
batch of concrete from tests on one cube so the Author feels that the above
experimenters must test at least one further shell of each type before
their results can be relied upon.

Selvanayagem® describes some experiments on model shells made
from steel plate. In the graphs showing his results however, he only
compares the experimental fibre stresses on one side of the shell with
the theoretical values. Since the fibre stress is a combination of that
due to direct stress and bending stress the values on both sides must be
given to ensure an adequate check.

The experiments described in this paper were carried out to determine
the distribution of longitudinal stress — generally referred to as Nx —
and transverse bending — generally known as M¢. These two functions
will vary at all points in the span but it was eventually decided to measure
their values at one section only; since in general the maximum values
occur at mid span it was decided to concentrate on this section. The
span of the shells was kept constant but the thickness, radius of curvature
and oher features were varied.

The choice of material from which to make shells was mnot easy.
Concrete is the material generally used in practice but has the disadvan-
tage that its physical properties, e. g. modulus of elasticity, vary so
much that one cannot say with any degree of certainty what they are
at the time of test. The technique of using electric resistance gauges on
concrete, and for small models they are the best type to use, is far from
perfect and for these main reasons it was decided not to use it.

Thin steel plate was actually used for the models. This has the
advantage of constant elastic properties, no creep and no moisture
content to affect the gauges. The difficulty in its use was that the thin
sections required in order to give measurable stresses under the loads
which could be applied gave a model which was very much thinner
relative to the other dimensions than the average reinforced concrete roof.

The paper is divided into five main parts: —

Part I — Experimental method

Part I1 — Effect of vertical loading

Part II1 — Effect of inclined loading

Part IV — Effect of stiffening ribs

Part V — Ultimate load carrying capacity.

Part 1 - Experimental Method.

A tinned steel plate was used for the shells. The tinned plate had
the advantage that ribs etc. could be soldered on to the shell.

The shells tested had a span of 36 inches and width of 18 inches.
The edge beams were 2/, inches deep. The radius, thickness, and flange
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width varied with each shell.

351

The leading dimensions of the shell are
as shown in Fig. 1. and the complete range of shells tested is given

in Table 1.
TABLE 1
Details of Shells
Radi Thick Flange Hﬂf Central
Shell No. T adius ickness A ngle §
© ° vPe (R) ® Width radians
AF 0.022" v/
AO > —_
1 BF 12" 0.048" 3" 0.848
BO » —
CF 0.066" 3B
CcO > —
AF 0.022" 1"
AO ” > —
2 BF 15 0.048" 14" 0.6425
BO » —
AF 0.022", 3"
AO ” > —_
3 BF 10 0.048" 34" 1.120
BO » —_—

The shells were bent to shape in a crimping machine. The cross
section was checked at frequent intervals with templates to ensure that
the bending was accurate. The shell was closed by soldering the end
pieces in position after the bending had been done.

The simple shell shown in Fig. 1. would tend to bow out horizontally
under load, This would occur in practice in the case of a single shell

but many shells erected form
part of a series and with equal
loads on each shell horizontal
deflexion will not take place.
Two methods were tried to pre-
vent horizontal movement of the
sides of the shell. The first
consisted of the insertion of
1”7 x 1/4” horizontal tie bars as
shown in Fig. 2-A and the se-
cond used 1” deep ribs, of the
same thickness as the shell as
shown in Fig. 2-B. In each case
four ribs or ties were used,

Fic. 1

*! L-lt Flange
Width

spaced at equal intervals. The ties did not prove effective but the r1bs
had a considerable effect on the stresses in the shell. This was considered
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worthy of special investigation and Part IV describes experiments
carried out on shell 3-B when the positions and details of the rib were
varied. In general however all the shells listed in Table 1. were tested (a)
as single shells and (b) shells reinforced with ribs.

Rr&6

J T77e Bar l_

Fig. 2
Method of Loading.

Preliminary experiments showed that the effect of a uniformly
distributed load could not be obtained by using point loads on a grid
approximately 4 in. square nor was it obtained by erecting a sand box
on the top of the shell
and applying a load
through the sand. The
method adopted was to
place an inflated air
bag on the top oi the
shell and apply dead
weights to a saddle
resting on top of the
bag. The bag had fra-
med ends which enabled
it to fit the shell clo-
selly.

The load was applied
vertically and obliquely
the latter representing
the effects of wind
pressure. Since it would

TN - . Verti o dine have been difficult to

Fre. 2. Arrangement for Vertical Loading apply the load obliquely

the method adopted was
to place the shell and its supports on a slope and load vertically.

The set-up is shown photographically in Figs. 3 and 4.

Strain Measurement.

The strains under load were measured by electrical resistance strain

gauges of !/, in. gauge length. The standard Wheatstone bridge circuit
was adopted and the deflexion method used for measurement.

' The gauges were placed in pairs as shown in Fig. 5., six pairs of

gauges being placed across a half section for measuring M¢ and seven

for Nx. In order to allow for any lack of symmetry in loading each

experiment was repeated but with the shell reversed end-for-end and the
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average reading from the two expe-
riments taken for each pair of gauges.

Since some of the gauges were in
contact with the rubber air bag and
others were exposed direct to the
atmosphere, two compensating gauges
at least had to be used to represent
these two conditions. After the first
shell had been tested the procedure
adopted was to use the gauges on a
tested shell as compensators for those
on the shell under test.

The metal used was very thin
and it was thought advisable to cali-
brate the gauges and Wheatstone
bridge circuit by direct test rather
than calculate the strains in the ordi-
nary way. Accordingly pairs of gau-
ges were attached to sheet metal of
the same thickness as used in the
manufacture of the shells and tested
in pure bending and direct tension to Fi. 4.
determine the number of galvono-
meter divisions corresponding to given
moments and direct loads.

Arrangement for Inclined
Loading

£
/’—T\

( Mg gauges Nx gauges \
iI(
|

- te
A
Fi1G6. 5. Position of Gauges

Part Il — Vertical Loading.

The results of the vertical loading tests are shown graphically in
Fig. 6. These give the distribution of direct stress and bending moment
at the mid span section. The values given are for a uniformly distributed
pressure of 1 lb./sq. in. In actual fact loads of this intensity were never
applied to the shell as in many cases failure would have taken place.
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It was felt however that to reduce the various experiments to a common
load would make comparison easier. Each graph shows the experimental
values for shells with and without ribs, the former in general being
shown as points whilst in the latter case the best curve fitting the points
has been drawn in.

In each case the experimental results have been compared with the
«beam theory» as developed by the author* and in addition the theoretical
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stresses have been calculated on the elastic theory by the following
method :— Gibson & Cooper® for shells 1-B; Schorer’s method neglecting
twisting of edge beams for shells 2 and Jenkins® for shells 3-A.

This comparison unfortunately gives no accurate check with any
particular theory but does reveal the following facts: —

1. The beam theory only predicts the longitudinal stresses when the
shells used in the experiment have stiffening ribs. Without the ribs
there is no comparison whatsoever between the experimental values and
those obtained from the beam theory. The latter fails completely to
predict the tension at the crown which was a feature of the experiments
on the 23 gauge material.

2. The experimental distribution of longitudinal stress in the shell
is of the same form as that given by the elastic theory for shell 1-B, but
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the maximum value of the latter is about 50 9, greater than the experi-
mental. The same comparison is seen in shell 3-A but theory here is
only about 30 9, greater.

The tensile stress at the crown however is almost 100 ¢, greater in
this case where as in shell 1-B there was quite good agreement between
theory and experiment at the crown.

The tension at the crown is an interesting feature of the experiments.
The beam theory certainly does not predict it and it says much for the
elastic theory that it does show that tension should occur at the crown.
The tension increases with an increase in the radius of curvature of
the shell.

The maximum compression, as is expected, increases as the radius
of curvature decreases.

3. Instead of the maximum stress in the edge beams occurring
at the lowest fibre it tends to be uniform throughout the depth and in
the case of the thinnest shells to have a greater value at the top than
at the bottom. This is probably due to two facts (a) the slight fixity
resulting from friction at the supports because the shell was not supported
on roller bearers and (b) the horizontal bowing previously mentioned
would have its maximum effect at the top of the edge beam; these are
relatively very much thinner than are likely to be met in practice and
theory does not deal with the larger deformations arising in the expe-
riments.

4. The transverse moment, M@, is very much lower (roughly
only 10 °/) in the case of the ribbed shells than in the case of the shells
without ribs.

5. The experimental values whilst of the same general shape as those
calculated on the elastic theory are of much greater magnitude, the
maximum from the experiments being about 50 °, greater than the
theoretical.

The presence of the flange on the stiffening beam has a greater
effect on the bending moment M¢ than on the direct stress Nx. The
moments when the flange is removed are, in some cases, as much as 30 9,
greater. The elastic theory predicts that the removal of the flange will
increase the moment by about 15 9.

In general the moments are smaller with thinner shells and tend to
reduce in value as the radius of curvature of the shells increases.

6. In shell 2-B where the twisting of the edge beam was neglected
the direct stresses Nx, agree reasonably with the experimental values
but the moments Mg are vastly different. With thin edge beams of the
type used in the experiments there is a definite danger in neglecting twist.

Part 111 = Inclined Loading.

The air bag loading used in the experiments gave a uniform radial
pressure. When this was applied to one half of the shell only the
inclination of the resultant to the wvertical would vary with the radius
of curvature of the shell. The angle of inclination of the resultant to
the vertical is given in Table 2. for the different types of shell. This
angle gave the slope at which the supports had to be inclined in order
that the load could be applied vertically.
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TABLE 2.
Inclination of Resultant Load

Shell No. | 1 1 2 3
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The results of the experiments are shown in Fig. 7. The values given
are for a unit load applied on one half of the shell, i. e. the itotal load
is one half of that used in the experiments described in Part II.

The general effect of this loading is to produce a tension in the edge
beam on the loaded side followed by compression in the shell itself
extending into the unloaded portion, the remainder of the shell is in
tension whilst the edge beam on the unloaded side has a very small
stress in it. .

These general characteristics are in accordance with those obtained
when ithe stresses in the shell are calculated for this type of loading by
the elastic theory.

The beam theory might be applied to this type of loading by consi-
dering ithe inclined shell as a beam with the load applied at an angle
to the principal axes as shown in
Fig. 8. Under these assumptions
the maximum tension would occur
at «a» on the unloaded edge beam
whilst the edge beam «b» cn the
loaded side would have a low stress.
This is the opposite to the state of
affairs predicted by the elastic
theory and to the experimental
results.

The results of the ribbed shells
differ from the vertical loading tests
on these shells in respect to the lon-
gitudinal stress. Here the ribs appear
to have little effect in shells 1 and 3, although for the flatter shells 2 the
effect of the ribs is noticeable. The effect of the ribs on the bending me- .
ment 1s however quite appreciable and similar to that described in Part 11.

Part IV - Effect of variation in Ribs.

The effect of the ribs on the stresses in the shell was twofold; they
reduced considerably the transverse bending stresses and also produced
a longitudinal stress distribution similar ito the beam theory. The ribs
used in the Parts II and III experiments were of the same thickness
as the shell, were 1” deep and attached to both edge beam and shell and
placed at 5 equal intervals along it, i. e. they were approximately at
7” centres. It could be said generally tthat the ribs were an advantage
and the question naturally arose whether such advantage could be gained
by using less ribbing. Accordingly shell 3-B was tested with the follow-
ing variations in ribs: —

A. 1” deep on shell and edge beam as used in
other experiments.

1” deep on shell only.

1/, deep on shell only.

1/.” deep on shell only and centre ribs
spaced at 21” centres.

No ribs.

B oaw
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The results of the tests using vertical loading are given in Table 2.
The results of some experiments on shells 1-A and 1-C showed similar
characteristies to those given in this table. It appears that the ribs can
be reduced to half their size without causing any appreciable increase in
the magnitude of the transverse moment or alteration in the distribution
of longitudinal stress.

Measurements were also made of the stresses in the ribs. It is not
possible to make a generalised statement on them. They varied with
each series of shells. For the shells in series 3 they were compressive

TABLE 3
Effect of Variation in Ribs
Force Nx
\ Gauge No. 7 " 4 1 -
Ribs \
A. 1” deep on shell & beams
at 7" CrS. ... cir er een ees —22.4 —29.9 —6.4 +52.0 +126.1
B. 17 deep shell only ... ... ... —23.2 —30.2 —0.4 +50.9 +126.0
C. %" deep shell only... ... ... —11.1 —31.4 —20.7 +51.0 +152.0
%" deep shell only at 21"
crzs. p y —5.8 —24.1 —33.7 +61.6¢ +150.0
E. NoRibs ... «ev cev ev v oee +32.5 —41.5 —38.9 +65.0 +143.7
Moment Mo
w 1 2 3 4 5 6
Ribs
A —0.119 +0.082 —0.130 +0.011 —0.038 —0.551
B —0.129 0.0 —0.050 0.0 —0.036 —0.019
C —0.144 —0.015 —0.040 +0.021 -+0.078 —0.245
Not
D —0.029 —0.021 —0.326 0.0 +0.704 given
E —0.621 —0.684 —0.252 +1.035 -+ 1.900 —0.116




EXPERIMENTS ON MODEL SHELL ROOFS 365

and approximately 100 lb./in. width for a unit load applied to the shell.
Their magnitude did not however vary appreciably with variation in rib
type. It would therefore appear that type C is more economical than
type A since it uses less material without any corresponding increase
In stress.

Part V — Collapse Loads carried by Shell.

To conclude the series of experiments it was decided to apply vertical
loading through the air bag until collapse occurred. It was found that
whilst the load at which the first buckling of the shell took place could
be applied in most cases the actual collapse load was mnot generally
measurable. A stage was reached when the shell became very badly
deformed but nevertheless was carrying a load of about twice the intensity
required to produce the initial buckling.

Details of the shells tested together with the intensity of loading
required to produce the first buckling are given in Table 4.

The method of failure was generally the same. The first buckle
took place near mid span in that portion of the shell which the Part II
- experiments had shown to be in compression.

TABLE 4
Details of Collapse Loads

Shell Type Thickness Tot buckie: Load earried
Series in. 1b./sq. in. Ib./sq. in.
1 AO 0.022 |- 0.73 —
BO with
ribs 0.048 13.2 —
2 AO 0.022 0.715 1.25
BO 0.048 4.50 5.20
3 AO 0.022 0.863 —
BO 0.048 6.20 —

Contours of ithe deflected form of shells 1-A, 2-A and 3-A after
test are shown in Figs. 9, 10, and 11. It would appear from Fig. 10.
that in the case of shell 2-A the initial buckling took place at the crown
of the shell. This was not in fact so. The first buckle occurred
approximately at the point where the force Nx has its maximum
compressive value. Indentations however quickly spread across the shell
and the contours given in ‘Fig. 10 are those existing at collapse load.
It is seen from Fig. 6. that a noticeable difference between shell 2-A

24
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and shells 1-A and 3-A is that in the former little or no tension is
developed at the crown whereas in the latter two cases it is appreciable.

Fig. 6. gives the force Nx in the various shells in 1b./in. width for
a pressure of 1 lb./sq. in. If the maximum compressive force shown in
Fig. 6. is multiplied by the intensity of load required to produce the first
buckle the result is as follows: —

s | Comgremiyefore | Compresive Sires
I 67.8 1b./in. width 3080
2 A0 780 » » » 3550
3 AO 75.0 » » » 3410
2 BO 360.0 » » > 7500
3 BO 373.0 » » > 7760

The agreement between all the shells of 0.022 in. thickness is
interesting. A buckling stress of the order of 3500 1lb./sq.in. from
such a thin section implies a very small effective length if ordinary strut
formulae are considered. The ratio of stress at first buckle for shells
2 A0 and 2 BO it is noted, is approximately equal to the ratio of the shell
thicknesses.

In conclusion, the writer would like to express his thanks to the late
Mr. R. J. Linton, the senior technician in the Engineering laboratories
of University College, Dundee, who performed the experimental work
described in this paper, and to Dr. J. E. Gibson for his help with the
theoretical study.
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SUMMARY

The paper describes tests carried out in the Engineering Laboratories
of the University of St. Andrews on model shell roofs. These roofs
were made from tinned steel plate varying in thickness from 0.022 —
— 0.066 in. They were cylindrical and had a span of 36”, a width of
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18” and had varying radii of curvature and edge beams. The primary
object was to obtain values of M¢p and Nx.

The paper is divided into five main sections. The first deals with
the experimental method, the second and third deal with tests under
vertical and inclined loading respectively, the fourth investigates the
effect of stiffening ribs whilst the fifth describes the tests to determine
the maximum load carrying capacity of the shells.

The load was applied to the shells through an air bag and the stresses
under load were measured by strain gauges.

The wvertical and inclined loading tests showed stress distribution
similar to those expected from ithe elastic theory although the magnitudes
differed by as much as 50 °/,. The simple beam theory certainly did not
hold for such thin shells.

This theory did however agree with the experiments in the case
of shells with stiffening ribs. Such shells also had much lower values,
only about one-tenth, of Mg than predicted by the elastic theory. The
ribbed shell seemed from the experiments to give the most economical type.

Ultimate load tests showed 1that failure was initially due to
buckling at the point of maximum compression. The maximum load
was about 50 %, greater than that which produces the first buckle. Very
consistent values were obtained for the load/ unit width required to
produce the first buckle. The shells with stiffening ribs were very much
stronger than the plain shell.

ZUSAMMENFASSUNG

Die beschriebenen Untersuchnungen wurden an der St. Andrews
Universitiat mit Modell-Schalendidchern aus vezinntem Stahlbelch durch-
gefiihrt, dessen Dicke zwischen 0.022 und 0.066 in. lag. Die Spannweite
der Zylinderschale betrug 36” und im Querschmitt 18”; sowohl fiir
Kriimmungsradius wie Randtriager wurden verschiedene Werte gewihlt.
Der Hauptzweck lag darin, Werte fiir M¢ und N, zu erhalten.

Der erste der fiinf Hauptabschnitte der Arbeit behandelt die Priif-
methode, der zweite und dritte die Priifungen unter vertikaler und
geneigter Belastung, der vierte die Wirkung von Verstarkungsrippen,
wahrend der fiinfte die Versuche zur Bestimmung der Schalen- Trag-
fahigkeit beschreibt.

Die Lastiibertragung auf die Schale erfolgte iiber Luftkissen und
die Beanspruchungen wurden mit Dehnungsmess-Streifen gemessen.

' Die Untersuchungen mit lotrechten und schiefen Belastungen zeigten
dhnliche Spannungsverteilungen wie sie nach der Elastizitdtstheorie zu
erwarten waren, wenn sich auch die Werte bis zu 50 9, unterschieden.
Hingegen war die Theorie mit einfachen Balken fiir solch diinne Schalen
ungeeignet.

Sobald aber die Schalen mit Rippen ausgesteift wurden, ergab diese
Theorie gute Ueberéinstimmung mit den Versuchsergebnissen. Solche
Schalen zeigten auch viel kleinere M¢-Werte, etwa ein Zehntel, als nach
der Elastizitdtstheorie vorauszusehen war. Auf Grund der Versuche
scheint diese gerippte Schale den wirtschaftlichsten Typ darzustellen.
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Die Bruchlastpriifungen erwiesen, dass dem Bruch das Beulen im
Punkt des grossten Druckes zu Grunde liegt. Die grosste Last war
aber um 50 %, grosser als jene, die das erste Ausbeulen verursachte.
Gut iibereinstimmende Werte fiir die zum ersten Ausbeulen notwendige
Last pro Einheit der Spannweite liessen sich bestimmen. Die Schalen
mit Versteifungsrippen erwiesen sich als viel stirker im Vergleich mit
giatten Schalen.

RESUMO

O autor descreve ensaios sobre modelos de coberturas delgadas efec-
tuados no Laboratério ‘de Engenharia da Universidade de St. Andrews.
Os modelos foram executados em chapa de ag¢o estanhada com espessuras
varidveis de 0.022” a 0.066”. Tratava-se de coberturas cilindricas com
36” de vdo e 18” de largura, de raios de curvatura variaveis e tendo
vigas laterais de suporte. O principal objectivo destes ensaios era a
obtencido dos valores M¢ e N..

A contribuicdo divide-se em cinco partes principais. A primeira
descreve o método experimental, a segunda e a terceira tratam respectiva-
mente dos ensaios sob cargas verticais e inclinadas, na quarta examina-se
o efeito de nervuras e na quinta, enfim, descrevem-se os ensaios efectuados
para a determinacdo da capacidadde de carga maxima das coberturas.

A carga era aplicada por meio de um saco de ar e as tensoes eram
determinadas por flexémetros.

Os ensaios mostraram que a distribuicdo das tensdes era semelhante
a indicada pela teoria da elasticidade, se bem que os valores diferissem
em certos casos de 50 °,. A teoria das vigas simples ndo se podia aplicar
a estas coberturas por serem muito delgadas.

A referida teoria estava no entanto de acordo com os resultados dos
ensaios sobre coberturas com nervuras. Estas coberturas também acusavam
valores de M¢ muito mais baixos, de cerca de um décimo dos valores

obtidos pela teoria da elasticidade. As coberturas com nervuras pareciam,
pelos ensaios, serem as mais econémicas.

Os ensaios a rotura mostraram que esta era devida a encurvadura
no ponto de compressio maxima. A carga maxima era de cerca de 50 ..
superior 4 que causava o encurvamento inicial. Obtiveram-se valores
coerentes para a carga por unidade de largura, correspondente ao encur-
vamento inicial. As coberturas com nervuras eram muito mais resistentes
do que a cobertura simples.

RESUME

L’auteur décrit une série d’essais effectués sur des modéles de voiles
minces aux Laboratoires de Génie Civil de I'Université de St. Andrews.
Ces voiles étaient en tole d’acier étamée d’épaisseur variable de 0.022”
a 0.066”. Ils étaient de forme cylindrique, & rayon de courbure et poutres
de bordure variables, et avaient une portée de 36” et une largeur de 18”.
L’objectif principal de ces essais était I’obtention des valeurs de M¢ et N..

Le mémoire se divise en cing parties principales. La premiere décrit
le processus opératoire, la seconde et la troisiéme traitent des essais sous
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charges verticales et inclinées, 1a quatriéme s’occupe de ’effet de nervures
de raidissement tandis que la cinquiéme décrit les essais entrepris pour
déterminer la capacité de charge maximum des voiles.

La charge était appliquée au moyen d’un sac empli d’air et les
contraintes étaient mesurées par des flexometres.

Les essais sous charges verticales et inclinées permirent de déceler
une distribution de contraintes semblable a celle découlant de la théorie
de 1’élasticité bien que les valeurs correspondantes différent en certains
cas de 50 %. La théorie de la poutre simple ne s’appliquait certainement
pas a des voiles aussi minces.

Cette théorie était toutefois en accord avec les essais de woiles
nervurés. Ces voiles présentaient pour M¢ des valeurs bien inférieures,
environ un dixiéme de celles données par la théorie de l’élasticité. Les
voiles nervurés paraissaient d’apres les essais, étre les plus économiques.

Les essais a la rupture montrérent que celle-ci avait lieu par flambage
au point de compression maximum. La charge maximum était de 50 %,
supérieure a celle qui produisait le début du flambage. On a obtenu des
valeurs cohérents pour le rapport charge unité de largeur correspondant
au début du flambage. Les voiles nervurés étaient beaucoup plus résistants
que les voiles simples.
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INTRODUCTION

In the analysis of spherical shells of rotational symmetry in loading
and support conditions, bending moments and horizontal forces are intro-
duced at the rim to satisfy the boundary conditions. Hence there arises
the need for the analysis of spherical shells under these two cases of
loading.

- The mathematical solution of this problem has already been inves-
tigated in previous Papers. (See Bibliography). It involves certain mathe-
matical assumptions and approximations and
therefore needs experimental verification. A
review of the theoretical analysis is presented
in this Paper with the application of the general
solution to the conditions of the experimental
shells.

Figure 1 shows an element of a spherical
shell, loaded at the rim only. The position of
the element is defined by the angle ¢ measured
from the rim of the shell (figure 3). For rota-
tional symmetry, the element is loaded only with
the forces and moments shown in figure 1, as
the element itself is not subjected to external
loads. The direct stress components Ng and

NO , acting in the meridional and hoop directions

respectively are positive when they produce tensile stresses The bending
stress components M(D and Mg, acting in the meridional and hoop
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directions respectively, are positive when they produce tension on the
inner surface of the element.

I. THEORETICAL ANALYSIS

The exact mathematical solution of the problem involves the use of a
hypergeometrical series which is slow to converge for thin shells [3] *.
The exact solution has therefore become obsolete for design purposes.

Geckeler [1] introduced an approximate solution which is applicable
for thin spherical shells with uniform thickness. His solution renders
the following equations:

N = —cot (a_q,)ce_l"!’sin ¢ $+7) |
Ng=—WZCe~H sin (4 +7—2)

~

4)

M =—~a—_—Ce—Mt’sin AL+ +

(1)

— 3 d
3 =_€I;Sin (e—Prv2C e "7 sin (M+y—-—:—)

\Y% ———2~)EC e _)";’cos M+
Eh Y Y

where

the horizontal displacement

the change of slope of the tangent to the meridian
radius of shell

thickness of shell

half the angle of opening of the shell

Young’s Modulus

Poisson’s ratio

the damping coef = V'3 (1-m?) \/—_a_
h

Vgtijx o <o

and C & y are two arbitrary constants to be determined by satisfying
the boundary conditions.

Equation (1) defines the stress components in the shell by finding
the constants C andy .

As will be seen later, the experimental shells were provided with
horizontal flange rings, as a means of applying the rim loading, as shown
in figure 7. This flange ring partially restrained the shell rim in the
horizontal direction.

(*) Numbers refer to Bibliography at the end.
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Geckeler’s solution as given by equation (1), was therefore, applied
for the case of rim bending moment under the two limiting boundary
conditions: —

a. the rim free to develop the horizontal displacement. This case is
referred to as «Theoretical free edge».

b. the rim fully restrained horizontally. This case is referred to as
«Theoretical fixed edge>.

The case of a shell subjected to rim horizontal force H , is presented
when H x is applied through a flange ring.

1. Spherical shell subjected to rim bending

a. Bending Moment Applied to Free Edge

The boundary conditions for a spherical shell subjected to rim bending
moment M , as show in figure 2, are satisfied by:

| Mg |,_g=—M, and |Ne],_ =0

Fic. 2 FiGc. 3

Substituting in Equation (1), the constants are:

2% M,

a

y=0 and C=-—

S.ulbstituting now these constants in Equation (1), the following
equations are obtained, giving the stress components for this case:

2)\ _\.' .
Np =—M, e M’sm Y ocot (x- )

X

24 — .
Ny,=—M My — ol
6 — e (sin »}) — cos ) L@

e he (sin A+ cos i)
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b. Bending Moment Applied at the Rim when Restrained Horizontally

This case differs from the previous case a, in that the bending
moment is applied to the shell rim when it is fully restrained in the
horizontal direction, as shown in figure 3.

The boundary conditions are satisfied for:

[5 Jymo=0 ana [y |y,

The constants for this case will be:

l

[ &)

/.\/M

a x

}'=—} and C =—

Substituting in equation (1), the following equations are obtained:

— . l
Ncp:_;—Mae "% (sin X+ cos M) cot (x—¢)
2 — 4
N9=2'—)Mae “¥ sin W
a L (3)

Myg=—M,e™ ¥ cos Py

I1. Spherical shell subjected to rim horizontal force

a. Shell with Free Edge
In a similar manner, the case of a shell subjected to horizontal

force H , as shown in figure 4, will give the following equation:

Nge=—H, sinx.e—)‘q'(sin ) — cos M) cot (x — ¢)

N9 =2 Ha sin a.e—}'\”cos r
_ F (4)
M¢=—§-—Ha sinz.e M sin A}




THIN SPHERICAL SHELLS UNDER RIM LOADING 315
b. Shell with Horizontal Flange

When the shell is subjected to rim horizontal force H . applied to

flange ring as shown in figure 5a, the force acting at the rim of the
shell H, (fig. 5b) is given by the equation:

ha
H' = H 5
% 2:b h.+ha x )

where b and h, are the breadth and thickness of the flange ring.
This equation is arrived at by closing the horizontal «gap» between
the flange ring and shell as illustrated in figure 5.

Ha I1b/in’
Fic. 4 (
Ha | Ha
. 'b .
Hae + MHo Ha Ha
h | Lbj
{
{ ! o M
b He-Ha d - Fa
. -| ; I'"
i | d i
—+H— h.
Fic. 5

The edge zone

The mathematical analysis, shows that for both the two cases of rim
loading, the forces N ¢ and N, and the bending moments Mg, and MO

are functions of one of the expressions: —

1-e—™ sin »
2-e~* cos AP
3. e—* (sin A+ cos i)
4 - e= ™ (sin 3+ cos 1)
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These functions are shown in figure 6. It is clear from the figure
that these functions damp quickly and at »¢ = = the value of any of
these functions is not more than 4.32 °/ of its maximum value. It is there-
fore concluded that the effect of the rim loading is mainly confined to the
zone defined by the equation »Y = =.

If S denotes the width of this edge zone, then,
S=av=a ;
’
for Poisson’s ratio m = 0.30

_ T I
A= 1.285 \/ S and S =245\ ah
and for m =0

|

kY

5= 1.317 V/'Tl and S =239\ ah

As will be seen later, the experiments showed that S may be
given by the equation:

S=20 1\ a.h (6)
Spherical shells with variable thickness

The method suggested by Geckeler in dealing with this problem was
to divide the shell into several zones by hoop circles. For each zone
an average value of 1 is used. Starting with the first zone at the edge,
the boundary conditions are known and thus the constants C and v
can be determined from equation (1). The stresses components can,
now, be calculated at the upper rim of this zone. These values are
taken as the boundary conditions for the second zone. Thus again, in
equation (1) the boundary conditions are satisfied and new constants
are found for the second zone and so on.

Equation (2) for the case of bending moment applied to free rim
will give:

No= QMye I'Psm.‘-_/.'.]z cot (= — 2)
a ;
2 — 2 a .. -

Ny = aMye "J('sm.Z/u,p—cosE/u,[a)
a .

Myg=—M_ e = ""(sin 2i{+cos 229

Equations (3) and (4) may be modified in a similar manner.

The value of 2 that appears as a common factor in any of these .
equations, is taken as the average of the values for the zone consi-
dered and the zones that preceed.
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But, as the mathematical solution of equation (1) is based on approxi-
mation and as the zone affected by rim loading is very limited, it is
thought that if the shell is considered having uniform thickness h
at 1 ¢ = —;—- the curves of distribution would not alter much. In this
case, the stress components Nq, , NO and M(D may be calculated

is T = 3=

at Ay = 57 a* 5! 3 and = using the coefficient given in

figure 6 instead of calculating them at specific values of ¢°.

II. EXPERIMENTAL ANALYSIS
The Shell Models

Five aluminium spherical shells were specially constructed for the
experiments by A. P. V. Co. Ltd., London. The material had a modulus
of elasticity of 10,500,000 1b./sq.in and Poisson’s ratio of 0.29.

" The shells were shaped by spinning aluminium sheets of uniform
thickness on a spherical template 18 inches radius. The process of
spinning resulted in a variation of the thickness in the meridional direction.
The thickness of the shell was uniform on the same hoop circle. Table I
gives the thicknesses of the experimental shells. Each of the five shells
will be referred to by the thickness of the plate from which the shell
was spun and half the central angle of opening x. For instance the
shell (1/,”, 55°) refers to that having an angle of opening 110° and
was spun out of a plate */,” thick. The five experimental shells were:
shell (*/,”, 55°) refers to that having an angle of opening of 110° and
was spun out of a plate (*/,” thick. The five experimental shelle were:
(/4" 55°), (/s", 55°), (*/1s”, 55°) and (*/s”, 85°), (*/1", 85°).

A rim flange ring was spun monolithically with the shell as shown
in figure 7 to provide a means of applying the rim loading. It was
desired at the beginning to have the shells with uniform thickness and
connected to the rim in a sharp connection as shown in figure 7a.
It was only possible to spin the shell with the flange ring by introducing
a fillet '/,” radius between the shell and the flange ring as shown
in figure 7b.

h
The Strain Gauges
Electrical wire resistance strain gauges E Etin / '

having a gauge length of 6 millimetres, were
fixed at stations corresponding to integral
values of ¢°. At each station two gauges

were fixed on the outer surface, one in the

meridional direction and the other in the

circumferential direction and similarly two /
gauges on the inner surface. The gauges

were not spaced uniformly on the shell sur- b

face. More gauges were fixed at the rim zone Fic. 7
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of the shell to study the stress distribution due to edge loading. At the
station corresponding to ¢ = 0°, i. e., on the fillet between the shell and the
flange ring, gauges were fixed on the outer surface, but no gauges could
be fixed on the inner surface.

TABLE 1
Thicknesses of Experimental Shells

h
h
ay b
ol
~
(1/4”, 55°) (1/8"”, 55°) (1/16”, 55°) (1/8”, 35°) (1/16", 35°)
. - - h o h .

Yo inc};xes Yo in:hes Y inches L : inches ¥ im?hes
atpt.a| 0.250 a 0.125 a 0.065 a 0.125 a 0.065
atpt. b| 0.215 0.100 | b 0.049 b 0.108 b 0.061

0 0.213 0 0.100 0° 0.047 0o 0.103 0° 0.053

1o 0.217 1o 0.104 10 0.048 10 0.106 10 0.054

20 0.213 2.5°| 0.106 2.5°( 0.051 25°1 0.108 2.5° | 0.055

50 0.205 Ko 0.113 50 0.054 5o 0.114 50 0.060

10° 0.213 15° 0.113 150 0.056 15¢ 0.120 150 0.062

15° 0.220 200 0.117 200 0.059 20° 0.124 200 0.065

200 0.228 250 0.115 250 0.060 250 0.124 259 0.065

25° 0.233 300 0.118 300 0.060 30° 0.125 300 0.065

300 0.238 350 0.121 350 0.062 350 0.125 350 0.065

35¢ 0.236 400 0.124 400 0.064

40° 0.244 500 0.125 500 0.065

500 0.248 550 0.125 550 0.065

550 0.250

Application of Rim Loading

Rim loading was applied by placing the spherical shells on cast iron
rings and applying either vertical loads to produce bending moment or
horizontal forces to produce circumferential horizontal forces as shown
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diagrammatically in figure & and as in the photographs. Two cast
iron rings were used, one to fit in with the 55° shell and the other
for the 35° shells. It was found out that it was adequate to have 16
equidistant points of loading to produce a fairly uniform load at the
shell rim.

Cose 'H

I'iG. 8

F1G. 9. 55° shells — Case M



¢ shells — Case H

e

FiGg. 10.

' shells — Case H

Yo

N

Fia. 11.
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Procedure of Experiments

The three 55° shells were tested under the condition of continuity of
the flange ring. the bending moment test was carried out on the shells
and the results presented in figures 13, 14 and 15. The case of the
rim bending moment is referred to as «Case M». Although the horizontal
force test, which is referred to as «Case H», was carried out on these
three shells, yet the
readings obtained were
so small that no reliable
curves could be obtai-
ned. The reason was
that the test was car-
ried out under the con-
dition of «Flange Ring
Continuous» and the
force H transmitted to
the shell edge was very
small as may be seen
from equation (5).

The tests for the two
35° shells were there-
fore carried out for
both «Case M» and
«Case H» under the
two conditions:

1. The flange ring
continuous as described
for the three 55° shells.
For the shell (*/s”, 35°)
no appreciable readings
could be obtained with
the available loadings
for Case H, F. Ring
Continuous.

Fic. 12. 35° shell - Case M 2. The flange ring cut
at 16 equidistant points
between the points of

loadings as shown in figure 12. The flange ring was not cut through
completely until the shell rim as this might have prevented the use of
the same shells for another series of tests not mentioned in this Paper.
A distance of '/,” was left uncut at the edge of the shell. The flange
ring after being cut ceased to produce horizontal restraint except that
part of the */,” ring. The conditions is referred to in figures 16 and 17
for case M and 18 and 19 for case H, as «Experimental F. Ring cuts.
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Presentation of Results

For all this series of experiments the rim loading was applied in
increments and the strains were recorded at the different stations, both
when loading and unloading. Knowing the average values of the meri-
dional strain ¢, and the circumferential strain ¢ at any station, the
corresponding stresses s, and s. can be computed by the elastic relations:

G = Eq(em"}"m Ec)
-m-*
E
O'c= Ec+m €|n
l-mz( )

For comparison the stresses were calculated for the corresponding
value of either M 2 =1 Ib.in./in. or H 2= 1 lb./in. according to the case

of loading.
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The experimental stresses are presented on the diagrams, figures 13
to 19 inclusive, together with the stress distribution calculated analytically
according to Geckeler’s approximate solution as presented in the first
part of this Paper. The variation of the thickness of the shells was
taken into account. It was found that the stress distribution is very
nearly the same for the stresses calculated according to Geckeler’s method
dealing with the variation of thickness and those calculated according to
the simplified method suggested in this Paper as mentioned before.
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Discussion of the analytical and experimental distribution of stresses

Studying the distribution of stresses as shown on the diagrams the
following points are noted:

1. Both theory and experiment show clearly that the rim loading
affects only a limited edge zone. Comparing the diagrams of the
shells 35° with those for the shells 55°, it is noticeable that the edge
zone is not affected by the angle of opening of the shell (provided that
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it is not small). It increases, however, with the increase of thickness
of the shell. This rim zone is mainly confi_ned to the distance

S=2 14 ah

2. The meridional stresses obtained from the experiments showed
close agreement with the analytical distribution, but with slightly earlier
damping. It is, however, recommended that the analytical stress distri-
bution is used for design so as to be on the safe side, since the discrepancy

i 1
DoME (%" 35°)

+ 100

+ 150} |
i
|

by
MERIDIONAL ‘
/\ srnesseg. (CASIE H)

N %

+ SO

TENSION

q

e
!y
/
Y

o

|

C OMPR.

- 50

- 100
+ 150

)
F =
THEOR. FREE EDGE. H‘ 1.000 |b/i .

—_——— R .
THEOR. E;l/éb, He=0.521 1p, .
. —o—-— OUTER } EXPERIMENTAL F.RING

c=—0—:— INNER CuT.

+ 100

+ SOR

TENSION
HOOP STRESSES.

15¢ 20° 25° 30° 35°



388

IIa6. MILAD M. HANNA

may be due to the introduction of the fillet between the shell and the
flange ring. Nevertheless, it is clear that the stresses due to Ng are small

compared with those dus to My and therefore Ng may be neglected.

3. The experiments showed that the hoop stresses did not have
as close agreement to the analytical stresses as the meridional stresses.
The reason is probably that the effect of the flange ring is more
on NQ than on Mq, as may be noticed from equations 2 and 3. In the case

of reinforced concrete, however, Poisson’s ratio is usually neglected and
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therefore M 43 can be ignored. In this case the hoop stresses may be
caleulated from N 9 only.

4. Studying the diagrams for the 35° shells, figures 16, 17, 18 and 19,
the effect of cutting the flange ring is noticed. The effect was, however,
clearer for Case H than for Case M. The horizontal strain on the edge
beam «absorbeds most of the horizontal force H , according to equation (5).

CONCLUSIONS

A. The theory and experiment showed that:

1. The rim loading affects an edge zone given by S = 2  ah, where
a is the radius of the spherical shell and h is the thickness.

2. In calculating the stresses in a concrete shell the following equation
may apply, based on ignoring the meridional force Ng and the circum-
ferential bending moment M.

a. for the case of rim bending moment M lb. in/in

Tm = i

59
-

% M, e " (sin 24 + cos 1)
2

= =

ah

-
‘c

— ¥ .
M, e (sin %) —cos ¥})

b. for the case of rim horizontal force H 4 1b./in.

6a — Y

m=+ —H_sinze sin 2}

. — .

—H_sinaxe ? cos 2
h 2

in which

h is the actual thickness of the point considered
x»=1.317 vV a/h

and « = half the central angle of opening of the shell
and ¢ — angle defining the point considered, figure 3.

Instead of calculating the stresses at specific angles ¢, it is easgier
to calculate these values at 2¢ = 0, T T T

, . and = using the
8 4 2
coefficients given in figure 6.
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B. For computing the stress components N¢, M gand Ny for spherical

shells with variable thickness, the shell may be considered having a
uniform damping factor A. If the shell is thikened at the edge with
a gradual variation of thickness and the thickened part is covering the
limit of the edge zone, then an average 1 is taken at a distance from rim

equal to 0.5 va-h,, where h,, is the average thickness in the edge zone.
The stress components may, then be obtained from the coefficients
given in figure 6. Knowing the stress components, the stresses are
calculated, but the variation of thickness should be taken into conside-
ration in this case.
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SUMMARY

The purpose of this Paper is to study experimentally the stress
distribution in thin spherical shells when subjected to axisymmetrical
bending moment or horizontal force at the rim. Experiments were carried
out for these two cases of loading on five aluminium shells having the
same radius but different thicknesses or different angles of openings.
Strains were measured at near-by and distant stations on the upper
and lower surfaces of the shells, by means of electrical wire resistance
strain gauges. Stresses were then computed from the experimental strains
and compared with the stress distribution obtained from the available
theoretical solution.

Both theory and experiment indicate that the rim loading affects
only a limited zone near the edge. In this Paper, a simplified formula
is presented to define the extent of this rim zone. An easier procedure
is also given, by which the stress distribution for these cases of loading
may be calculated.

ZUSAMMENFASSUNG
Der Zweck dieser Arbeit liegt darin, auf experimenteller Grundlage

die Spannungsverteilung in diinnen Kugelschalen zu bestimmen, die
axialsymmetrischen Biegungsmomenten oder Horizontalkriaften langs des
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Randes unterworfen sind. Diese zwei Belastungsfille wurden an fiinf
Aluminiumschalen mit gleichem Radius, aber verschiedener Dicke und
verschiedenem Oeffnungswinkel untersucht. Dabei wurde die Beanspru-
chung an benachbarten und entfernten Stellen, sowohl auf der obern
wie der untern Fliche der Schale mit Hilfe von elektrischen Wider-
standsmess-Streifen gemessen. Die Spannungen liessen sich aus den
gemessenen Dehnungen berechnen, und es folgt ein Vergleich mit der aus
der theoretischen Losung bestimmten Spannungsverteilung.

Sowohl Theorie wie Versuch zeigen, dass die Randbelastung nur eine
begrenzte, anliegende Zone beeinflusst. Eine vereinfachte Formel fiir die
Bestimmung der Ausdehnung dieser Randzone kann aus dem vorliegenden
Beitrag entnommen werden, ebenso gibt der Verfasser ein einfaches Be-
rechnungsverfahren fiir die Spannungsverteilung unter diesen Belastungs-
fallen.

RESUMO

O autor faz um estudo experimental sobre a distribuicdo das
tensoes em coberturas delgadas de forma esférica submetidas, ao longo
dos bordos, a momentos flectores ou forcas horizontais simétricas em
relacdo ao eixo. Fizeram-se ensaios para estes dois casos de carga sobre
5 coberturas de aluminio de raio igual mas de espessura e angulo de
abertura diferentes. Mediram-se as deformacdes em pontos vizinhos e
distantes, nas faces superior e inferior das coberturas, por meio de flexo-
metros eléctricos de resisténcia. As tensdes foram calculadas a partir das
deformacées assim determinadas e comparadas com a distribuicdo de
tensoes obtida a partir da solucgao teérica.

Tanto a teoria como os ensaios indicam que a carga periférica influe
somente sobre uma zona limitada vizinha do bordo. O autor apresenta
ainda uma férmula simplificada que define a referida zona. Também
indica um processo simplificado permitindo calcular a distribuicdo de
tensCes nestes casos de carga.

RESUME

L’auteur décrit une étude expérimentale de la distribution des con-
traintes dans des voiles minces de forme sphérique soumis, le long de leur
bord, a des moments fléchissants, ou des forces horizontales aximétriques.
Les essais effectués pour ces deux cas de charge ont porté sur 5 voiles en
aluminium de méme rayon mais d’épaisseur et angle d’ouverture différents.
Les déformations ont été mesurées en des points voisins et distants sur
les deux faces des voiles, au moyen de flexométres & résistance. Les
contraintes ont été calculées a partir des déformations ainsi obtenues
et comparées a la distribution des contraintes déterminée a partir de la
solution théorique.

Tant la théorie que les essais montrent que la charge périphérique
n’affecte qu’une zdéne limitée voisine du bord. L’auteur présente encore
une formule simplifiée qui définit cette zone. Il donne également un
procédé simplifié permettant de calculer la distribution des contraintes
pour ces cas de charge.
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