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Statistical estimate of seismic loading
Statistische Ermittlung seismisch bedingter Belastungen
Previsao estatistica de solicitacoes sismicas

Prévision statistique des sollicitations séismiques

FERRY BORGES

Research Engineer
Laboratério Nacional de Engenharia Civil
Lisbon

1. Introduction.

Among the various dynamic loads acting upon structures, those due
to seismic action are fundamental in many parts of the world. These
loads, in many cases, are important enough to be paramount in the
design of structures.

In order to define these loads, it is fundamental to be able to
predict the occurrence of an earthquake of a given intensity in a
given area and determine the resulting loads occurring in the structures.

The only method which, at present, appears practicable for the
prediction of the number of earthquakes of different intensities occurring
in a given area is to study the seismic history of the area and to assume
its continuity in time. This study should, of course, be accompanied
by a knowledge of the geophysics of the area.

Regarding the estimation of the loads produced by an earthquake
of a given intensity in a structure, it may be admitted that once its
characteristics (its accelerogram) are known, the theory of vibrations
allows a sufficiently reliable solution of the problem.

It happens, however, that data allowing the prediction of the form
of the accelerogram are not available and, as Housner (*) says, «the chief
similarity between different acceleration records lies in the marked
irregularity exhibited by all».

(*) HoUSNER G. W.— Characteristics of Strong-motion Earthquakes, Bulletin of the Seismological
Society of America, Vol. 37, no. 1, Jan. 1947, pag. 19.
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Besides this, the actual definition of the intensity of an earthquake
constitutes a problem in itself. There are not yet generalised objective
methods allowing the intensity of earthquakes to be defined and it is
customary to make use of conventional scales, such as the Modified
Mercalli Scale, for that purpose.

From the point of view of probabilities, the problem lies in the
estimation of the probability of a structure being subjected to loads
equal to or greater than a given value during a given period of fime,.
The intensity of the loads may be defined by the maximum displacement
undergone by points of the structure. The problem can thus be reduced
to the calculation of the probablity of the occurrence of displacements
greater than a given value during a given period of time.

This calculation has to be based upon the probabilities of the oceur-
rence of earthquakes of different intensities and upon the probability, of
the displacements being equal to or greater than given values, for an
earthquake of given intensity.

2. Statistical behaviour of a structure due to an earthquake

Once the accelerogram of an earthquake is known, it is easy to
demonstrate that the displacement of any of the points of a structure
in relation to the ground may be expressed by the integral

X= [t 5 () 2 (t—n)ds

L %

where x (r) is the acceleration of the ground, given by the accelerogram
of the earthquake, and ¢ (t — ) is a function which depends solely on
mechanical characteristics of the structure.

Bearing in mind the irregularity of the accelerograms referred to,
Housner (?) and later Goodmann, Rosenblueth and Newmark () assumed
that, during an earthquake, the variation of the acceleration with time
takes place in pulses and in such a way that one of the following
characteristics may be considered as random: direction, intensity or
spacing in time. The aleatory characteristics of the accelerograms will,
of course, be reflected in the behaviour of the structures.

Goodman, Rosenblueth and Newmark determine the expected value
and the standard deviation of the displacements of a structure when
it is subjected to an earthquake of a given intensity.

In order to define the intensity of an earthquake, in any particular
place, they consider a value K, such as

KQZ?E (n) E (ELQ)

(*) See loc. cit.

(®)) GoopmaN, L., E. ROSENBLUETH, J. M. and NEWMARK, N. M — Aseismic Design of Elastic
Structures Founded on Firm Ground, Proceedings American Society of Civil Engineers, Vol, 79, Separate
no. 349, November, 1953.
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where E (n) is the expected number of pulses and E (n?) ‘the expected
value of the square of the intensity of each pulse.

Hence, they show that the expected value of the modulus of displa-
cement, |X|, at the end of the time t, is

E(X)=K[ + [fs2—rna ]

In the same way, the expected value of the maximum of the
modulus X which occurs during an earthquake can be written as a
product of K and of a function which depends solely on the mechanical
characteristics of the structure.

The authors quoted also show that the maximum values of X have
standard deviations proportional to their expected values, or in other
words, constant coefficients of variation.

The analysis referred to leads, to the assumption that during an
earthquake of intensity K, the maximum displacements undergone by
points of a structure have expected values E (X) and standard deviations
D (X) given by

E(X)=K{Y
DX)=cEX)=cK?¥

where ¢ depends solely on the mechanical characteristics of the structure.

It should be noted that it is further possible to consider the statistical
behaviour due to the variation of the mechanical properties of the
materials of the structure itseif, the principal consequence of which
would be to increase the value of c.

3. Statistical definition of the seismicity of an area

It is assumed that, for a given area and interval of time, it is
possible to define the probablities of seismic occurrences of given inten-
sities and that these probabilities satisfy Poisson’s distribution.

As it is known, 1 being the expected number of phenomena, the
probability of one or more of these taking place is given by

PiN>1]=1-¢7"

For a given area it is of interest to know the number of expected
earthquakes of different intensities in a given unit of time.

Defining the intensity of earthquakes by the given value K, the
problem lies in determining how the expected number of earthquakes
would vary in relation to K.

Letting 2 be the expected number of earthquakes of intensity equal
to or greater than K, it becomes necessary to define the function * (K).
There are not yet sufficient data to define this function accurately, as,
sofar as is known, the values of K corresponding to the accelerograms
obtained experimentally have not been calculated.
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One of the main undertakings of interest is the relating of Mercalli
intensities to the values of K, in order to benefit from the great quantity
of information related to the former.

Meanwhile, from the results presented by Gutenberg and Richter (*)
it is possible to establish a form for the function * (K) which will be
used later.

Noting that K? is a measure of energy per unit volume, and bearing
in mind the equations suggested by Gutenberg and Richter relating,
on the one hand the expected number of earthquakes with their magnitude,
and on the other the magnitude with the energy developed at the
epicenter, the form of the function becomes approximately

o

» (K)=
(K) K

The value » measures the seismicity of the area. It should be noted
that the form of 2 (K) could vary from area to area, but the analysis
carried out by Gutenberg and Richter shows that, for distinct areas,
the law of variation of the expected number of earthquakes with their
intensity appears in approximately the same form, the only variant being
a value which measures the seismicity of the area.

To obtain the mumber of expected earthquakes in an interval of
time «, the expected number of earthquakes, X, corresponding to unit
time, must be multiplied by =.

' It should be noted further that dX measures the expected number
of earthquakes of an intensity lying between K and K + d K.

4. Statistical estimate of seismic loading

To calculate the expected number of times that the dispi-acement
X will exceed x, referred to a unit interval of time (°), it will be necessary
to calculate the integral

I:fo 8 (x, K) d[{ 2 (K)

where ¢ (x, K) is the probability of the displacements being equal to
or greater than x, for an earthquake of intensity K, and 2 (K) the
expected number of earthquakes whose intensity is equal to or greater
than K.

As is seen in 2, ¢ (x, K) should be such that E () =K ¢ and
D'(x) =c K ¢.

(Y GUTENBERG, B. and RICHTER, C. F.-— Seismicity of the Earth and Associated Phenomena,
Princeton University Press, Princeton, New Jersey, 1954.

() FERRY BORGES, J. — O Dimensionamento de Estruturas, Laboratério Nacional de Engenharia Civil,
Publica¢do n.° 54, Lisboa, 1954.



STATISTICAL ESTIMATE OF SEISMIC LOADING 171

Assuming that the distribution of X is normal, then

(x—K1)?
e __\x—RylF
K)— _ 2cT K24 4
¢ (x, K) Jz Vir CK'#e 7 dx
and, according to 3, * (K)=%,d[\— +(K)= ;{i dK

It is then necessary to calculate the integral
. (r—K 4
__ [ e = T 2 12 |2
I=Jo |+« Ty cxp® 29K aak,
whose value is

1
I:“x—d‘i [—c— e 2¢ +¢(—1—)J

2 { 2=

qu;(j

P

- 1
where 8 is only a function of the coefficient of variation ¢ and ¢ (_c)

represents the cumulant of a normal distribution of mean zero and unit
standard deviation. ,

For the values of the coefficient of variation ¢ between 0 and 0.5, §
differs from unit by less than 0.5 <.

According to the analysis of Goodmann, Rosenblueth and Newmark,
the randomness of seismic loadings leads to values of ¢ of about 10 /.
So in practice 8 can be taken equal to unity without introducing any
appreciable error. Hence

[— 2%

4

Thus for a structure whose response is characterised by the value
of ¢, the expected number of times that the displacements of the structure
will be equal to or greater than x is directly proportional to the seismicity
of the area (defined by «) and inversely proportional to x. This is a
simple result.

To calculate the expected number for a time interval z, I is multiplied
by =, as is well known.

Let us consider another interpretation that can be given to the
value of I.

By definition x = % and E (X)=K ¢, from which

a@

E (X)

-

)."___

and when » = E (X)
I=12
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This result can be stated as follows:

For a given structure, the expected number of times the maximum
displacements will be equal to or greater than » is equal to the expected
number of earthquakes of intensity equal to or greater than that for
which the maximum displacements have a mean value =x.

As has been said, knowing the expected number I, it is easy to
to calculate the probability of one or more displacements taking place in
a given time which correspond to the expected number I:

-]z
PIX>#/7]=1—e ~=l1—e =

It should be noticed that the equality between i and I, when
» = E (X), would be obvious if D (X) = 0; that is, if there were no
randomness in the behaviour of the structure. subject to an earthquake
of a given intensity. As it has been seen, such randomness will only
influence the results through the coefficient 8, which is practically equal
to unity.

5. Conclusions

The fundamental problem dealt with in this paper consists in
calculating the probability of ruin of a structure when subjected to
seismic action.

The following procedure should be followed in practice for the
resolution of this problem: (i) to define the maximum wvalue of the
displacements of points of a structure which are considered to cause
ruin, and, (ii) to calculate the intensity of the earthquake which, on the
average, causes this maximum displacement. The probability of ruin of
a structure will be the probability of the occurrence of an earthquake
of an intensity equal to or greater than the above.

This probability is obviously referred to a given time interval and
a given area.

In general it is simpler to substitute this probability by an expected
number. : ,
The simplicity of the result obtained derives from the assumption
that the expected number 1 is inversely proportional to the intensity K,
an hypothesis which is considered reasonable but which meeds to be
confirmed.

It was also assumed that for an earthquake of given intensity the
maximum displacements of a structure satisfy Gauss’s distribution. From
a purely theoretical point of view it would perhaps be more suitable to
assume its distribution to be in agreement with a law of extreme values.

It should be noted, however, for the present, that the lack of
of precision in observed values does not justify the adoption of more
elaborate statistical techniques.
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SUMMARY

In order to estimate seismic loadings, the information referring to
the seismicity of the area has to be combined with that referring to the
behaviour of structures subject to seismic action.

Assuming an earthquake to be a group of random pulses, it is
possible, in accordance with the theory of vibrations, to calculate the
probability of a given structure undergoing displacements greater than
a given value.

On the other hand it is assumed that the expected number of
earthquakes, of an intensity equal to or greater than a given value, is
inversely proportional to this intensity.

In this paper it is shown that the expected number of times the
maximum loading reaches a certain value is equal to an expected number
of earthquakes. This expected number is the number of earthquakes
whose intensity is greater than that which, on the average, produces
the given loading.

ZUSAMMENFASSUNG

Damit die seismisch bedingten Belastungen eines Bauwerks in
Rechnung gesetzt werden konnen, muss man die in der betreffenden
Gegend gemachten seismischen Beobachtungen mit dem Verhalten von
Bauwerken welche Erdstosse erlitten haben, zusammentragen.

Wenn ein Erdstoss einer Gesamtheit zufilliger Impulse gleichgesetzt
wird, ldsst sich mach der Schwingunsgstheorie die Wahrscheinlichkeit
berechnen, wonach die Verschiebung eines Bauwerkes grosser als ein
gegebener Wert ausfallen wird.

Anderseits darf angenommen werden, dass der Erwartungswert
fiir die Anzahl Erdstosse, welche eine bestimmte Stirke liberschreiten,
umgekehrt proportional zu dieser Stiarke ist.

Es wird gezeigt, dass trotz der Zufialligkeiten im Verhalten eines
Bauwerks gegeniiber Erdstossen der Erwartungswert fiir die Anzahl
der Ueberschreitungen einer bestimmten Stidrke gleich dem Erwar-
tungswert der Anzahl der Erdstosswiederholungen wird, deren Stirke
zu Beanspruchungen fiihrt, welche mindestens grosser als der in Rechnung
gesetzte Wert ausfallen.

RESUMO

Para se poderem prever as solicitacoes causadas pelos abalos sismicos,
devem combinar-se os dados relativos a sismicidade da regido estudada
com os relativos ao comportamento das estruturas submetidas a sismos.

Assimilando um sismo a um conjunto aleatéorio de impulsos, é
possivel calcular, pela teoria das vibractes, a probabilidade que o deslo-
camento de uma estrutura tem de exceder determinado valor.

Por outro lado, admite-se que o valor esperado do nimero de sismos
de intensidade superior a determinado valor é inversamente proporcional
a esse wvalor.
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Demonstra-se aqui que, apesar da aleatoriedade do comportamento
das estruturas sob a accio dos sismos, o valor esperado da repeticio de
solicitacCes superiores a um dado valor é igual ao valor esperado da repe-
ticdo de sismos cuja intensidade pproduz, em média, solicitagées superiores
ao valor considerado.

RESUME

Afin de prévoir les sollicitations sismiques, il faut combiner les données
concernant la sismicité de la région a celles concernant le comportement
des ouvrages soumis a 'action des séismes.

En assimilant un séisme a4 un ensemble aléatoire de pulsatlons on
peut calculer, par la ithéorie des vibrations, la probabilité qu’aura le
déplacement d’un ouvrage d’étre supérieur a une valeur donnée.

Par ailleurs, il y a raison d’admettre que 'espérance mathématique
du nombre de séismes dépassant une certaine intensité, est inversément
proportionelle & cette intensité.

On démontre ici que, malgré le caractére aléatoire du comportement
des charpentes sous l'action des séismes, l'espérance mathématique de
la fréquence des sollicitations dépassant une certaine valeur, est égale a
I’espérance mathématique du nombre de répétitions des séismes dont
I'intensité produit, en moyenne, des sollicitations supérieures a la valeur
considérée.
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Briickenschwingungen unter Verkehrslasten
Vibracoes nas pontes sob a accdo de cargas moveis
Les vibrations dans les ponts soumis a des charges mobiles

Vibrations in bridges submitted to the action of moving loads

Dr-IN. BRUNO BRUCKMANN

Bundesbahnoberrat im Bundesbahn-Zentralamt
Miinchen

1. Einleitung

Bei der Uberfahrt von Verkehrslasten iiber Briicken entstehen ausser
den statischen Wirkungen aus stindigen Lasten, den jeweiligen Verkehrs-
lasten und sonstigen Lasten auch noch Schwingwirkungen infolge des
Bewegungszustandes und der Arbeitsweise der Verkehrslasten. Die Grosse
dieser Schwingwirkungen ist abhangig von den schwingungstechnischen
Eigenschaften des elastischen Bauwerkes je Art, Baustoff und Gewicht,
von Bauart, Gewicht, Anordnung, Aufeinanderfolge, Geschwindigkeit und
Schwingfihigkeit der Fahrzeuge, ferner von der Art und Grosse der
Schwingerregungen, namentlich periodischer Art, wihrend der Uberfahrt.
Die Gesamtheit aller dieser Einfliisse wird bei der Berechnung i.a. durch
Vervielfachung der statischen Spannungen infolge der ruhenden Verkehrs-
lasten mit «Schwingbeiwerten ¢» beriicksichtigt. Ihre — an sich kom-
plexen — Grossen miissen moglichst treffend bestimmt werden, damit alle
Beanspruchungen und Verformungen auch infolge der «Briickenschwin-
gungen unter Verkehrslasten» mit Riicksicht auf die Betriebsfihigkeit
und Wirtschaftlichkeit moglichst wirklichkeitsgetreu berechnet werden
konnen. Bei der Vielfalt der Einfliisse folgen diese Schwingvorginge
sehr verwickelten Gesetzen. Nachstehend wird daher ein Naherungsver-
fahren zur Berechnung von Einschwingvorgingen und Schwingbeiwerten
bei erzwungenen Schwingungen infolge periodischer, ortsveridnderlicher
Erregungen in allgemeiner Form und mit dimensionslosen Grossen
behandelt. Es beruht auf den gleichfalls kurz behandelten Gesetzen des
Vertikalpendels und beriicksichtigt die Masse der Briicke, die Masse und
die Bewegung der fahrenden Verkehrslasten sowie die Federungs- und
Dampfungseigenschaften des gesamten Tragwerkes.
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2. Die Briicke als mechanischer Schwingkreis

Bei einer Briicke sind Massen, Federn und Dampfer in verwickelter
Weise zu einem gediampften mechanischen Schwingkreis mit vielen
Freiheitsgraden zusammengeschaltet, der bei entsprechender Erregung zu
freien und zu erzwungenen Schwingungen angefacht werden kann. Unter
Schwingungen werden die den Gesetzen der Mechanik, insbesondere der
«Kinetik» () folgenden, zeitlich verdnderlichen Ausschlige a(t) der
Spannungen und Verformungen der Federung oder der Bewegungen des
Massenschwerpunktes um die zugehorige statische Gleichgewichtslage
verstanden. Zu ihrer mathematischen Darstellung eignet sich als anschau-
liches Ersatzgebilde das einfache Vertikalpendel mit einem Freiheitsgrad,
das mit dem urspriinglichen System in Federung und Eigenfrequenz
iibereinstimmen moge. Der Ersatzkreis besteht aus der massenlosen Feder
¢ als Speicher fiir die potentielle Energie und dem angehingten Gewicht G
mit der Masse m = G/g als Speicher fiir die kinetische Energie und aus
dem Dimpfer mit dem Widerstand o. Seine ungedimpfte Eigenfrequenz

(2.1) f,= v,/2= in 8-! mit v, = 2 = f, = ungedampfte Eigenkreisfre-

quenz folgt bei einer Amplitude a des Ausschlages
entweder aus der Energiegleichung

(2.2) o.m 2= .f)=1s.c.a?
oder aus der Kraftgleichung

(2.3) m.a?>.2r-.f,)>’=c-a zu

(2.4) f,=v,/2r=1/r. V'_c—/—m in s—! (Hertz) .

Der Zusammenhang zwischen diesem Ersatzschwingkreis und
der Briicke wird iiber die Eigenfrequenz und die Federkonstante
der Briicke hergestellt. Denkt man sich ihre verteilte Elastizitat
und Massen in Teilfedern ¢, und Teilmassen m, in den Knoten-
punkten r vereinigt, deren Auslenkungen y. den statischen
Durchbiegungen der Knoten infolge eines gegebenen Zustandes i
mit den Knotenlasten K, = m,, . g entsprechen, so ergibt sich
nach Kull-Rayleigh aus der Energiegleichung fiir alle Knoten

(2. 5) 1/2-Z(Kryr):1/2z(Kr/g' yr2)'woi2
(2.6) foa=vi/2r=1pr.V g-2Ks-y:)/2(Ks - ye ¥

als die ungeddmpfte Eigenfrequenz der Briicke in Abhingigkeit
vom beliebigen Lastzustand i. Hierfiir lassen sich aus den

(") Der Verfasser bezeichnet nach Klotter das gesamte Gebiet der Kriftelehre als «Dynamik» und
unterteilt es in «Kinematik —= Bewegungslehre ohne Krifte, in «Statik» = Lehre von den ruhenden Kréften
ohne Massenkrifte und in «Kinetiks — Lehre nur von den bewegten Kriften und Massenkridften aus
Beschleunigungen und Verzégerungen und von den zugehdrigen Schwingungen allein,
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(2.8)

(2.9)
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Einflusszahlen J,, die Durchbiegungen y,; der Knoten r berechnen,

wenn als Knotenlasten K, angesetzt werden
bei unbelasteter Briicke:
die Knotenlasten nur aus stindiger Last (g)

Kri = Krg

bei belasteter Briicke:

die Knotenlasten aus stidndiger Last (g) und aus ruhender

Verkehrslast (p;) je nach Laststellung i
Kri = K,-g -+ Krpi

Statt Gl (2. 6) kann bei bekannter Durchbiegung y.:; [cm] in

Briickenmitte auch angesetzt werden:

fo = 5,631 /vy

in s°1.

Die Eigenfrequenz f,; ist also mit dem Lastzustand i verédn-
derlich (Bild 1).
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BiLp. 1 Veridnderlichkeit der Eigenfrequenz f, einer befahrenen Briicke

Bei Anwesenheit von Dampfung ergibt sich

(2.10) vp = v,V | — D? in st

mit dem dimensionslosen Dampfungsmass D nach Lehr
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(2.11) D= P/(zmvo)i

das zum logarithmischen Dekrement d zweier um eine volle
Periode auseinanderliegender Amplituden die Beziehung hat

(2.12) d=2=.D/y1—D? .

D liegt zwischen 0 und 1 und betragt z. B. bei Briicken in Stahl
oder Spannbeton 0,006 bis 0,05. Sein Einfluss auf die Frequenz
ist gemaiss Gl. (2. 10) zwar klein, nicht aber auf den Schwingaus-
schlag selbst.

Als Federkonstante ¢, der Briicke wird jene Kraft angesetzt, die
in Briickenmitte m angreifend diese um 1 em statisch durchbiegt;
mit der Einflusszahl 3,, ist somit

(2 13) Cn = 1/(‘)\mm in t/cm .

Die schwingende Masse m,; folgt unter Beriicksichtigung der
Massen von Briicke und Verkehrslast je nach Lastzustand i
aus Gl (2. 4) zu

(2.14) m; = cu % in kg-s?/cm.

Mit c,, f; und m; ist somit die Briicke fiir jeden beliebigen
Lastzustand i ersetzt durch einen Schwingkreis mit konstanter
Feder c,, aber mit je nach Lastzustand i veranderlicher Eigen-
frequenz f; und Masse m; einschliesslich der Ddmpfung D.
Versuchsmissig konnen f und D durch Aufnahme von Resonanz-
Frequenz-Kurven bestimmt werden.

3. Erregende Ursachen fiir erzwungene Schwingungen an Briicken

Die folgenden Ausfiihrungen beschrianken sich auf die wichtigen
lotrechten Schwingungen durch Verkehrslasten auf geraden Briicken.
Praktisch von Bedeutung sind nur die periodischen Erregungen, weil i. a.
nur diese die Briicken zu grosseren Schwingausschligen anfachen konnen.
Die Deutung der Ursachen von vorgelegten Schwingvorgingen wird
erleichtert, wenn man den zur vollen Schwingperiode T gehorenden
Weg It der bewegten Verkehrslast aus der gemessenen Frequenz oder
aus der gemessenen Fahrgeschwindigkeit v in m/s ermittelt, also

(3.1) Ir=v/f=v-T.

Dieser Weg It ist bei einer bestimmten periodischen Erregung und
bei konstanter Geschwindigkeit v eine Konstante und entspricht i. d. R.
einem bevorzugten Mass entweder an den Fahrzeugen (a) oder an den
Briicken (b).



BRUCKENSCHWINGUNGEN UNTER VERKEHRSLASTEN 185

Folgende periodische Erregerursachen sind erkannt:

a)

1.

b)

Fahrzeugtechnisch:

Abstandswirkungen aus der gleichmissigen Reihenfolge von Rad-
lasten gleichen oder fast gleichen Abstandes a mit 1t = a;

Wirkungen aus Schwingungen (fg) abgefederter Fahrzeugmassen
mit 1t = v/ff;

Wirkungen umlaufender oder hin und her gehender Maschinenteile
ausserhalb der Réader (z. B. Motoren) mit Frequenzen f); und
mit 1t = v/fy;

Wirkungen unrunder Ridder vom Durchmesser d’ mit It = = d’,
dazu bei Eisenbahnbriicken:

Wirkungen aus Fliehkriaften von Ausgleichsgewichten in Treib-
und Kuppelrddern der Triebfahrzeuge vom Durchmesser
d mit It ==d = v/fp;

Wirkungen bei Triebradern aus den lotrechten Anteilen der
Stangenkraft, z B bei Dampflokomotiven infolge des Dampfdruk-
kes in den Zylindern und infolge wvon Beschleunigungs- oder
Verzogerungskriften der hin und her gehenden Massen des
Triebwerkes bei Frequenzen fg mit It = v/fg;

Bautechnisch:

Abstandswirkungen aus sich wiederholenden gleichen Lingen b
in Fahrrichtung (z- B- Abstinde von Quertrdgern, kleinere
Stiitzweiten hintereinander liegender Haupttriager, Hindernisse
oder Locher (Unebenheiten) im Fahrweg bei anndhernd gleichen
Abstianden) mit Iy =b;

Fliehkraftwirkungen der gesamten Masse der Verkehrslast wegen
Durchfahrens einer in Ilotrechter Ebene gekriimmten oder
gewellten Fahrbahn,

dazu bei Eisenbahnbriicken:

Schwellenwirkung (dhnlich 7) bei gleichen Schwellenabstdnden
s mit l'r = S.

Aus Gl. (3. 1) folgt bei bekanntem Weg It die einer bestimmten
Frequenz f entsprechende Fahrgeswindigkeit

(3.2)

V=Ir-1.- 3,6 in km/h

und die zu einer bestimmten Fahrgeschwindigkeit V gehorende Frequenz

(3.3)

ft=V/3,6 1) = v/IT in s-1.

Bei den Abstandswirkungen ist zu bedenken, dass ein Auffahren
von Lasten mit endlicher Geschwindigkeit stets Eigenschwingungen der
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Briicke anfacht, weil — entgegen den Annahmen der Statik —in der
Kinetik alle Lasten sofort in ihrer vollen Grosse wirken: Dadurch miissen
beim schnellen Ubergang eciner Gleichgewichtslage in eine andere stets
Ausgleichsschwingungen in der Eigenfrequenz auftreten. Erfolgen solche
Uberginge periodisch, dann miissen erzwungene Schwingungen angefacht
werden.

- Da nun bei einer Briickenstiitzweite | die Zahl der bei einer Uberfahrt
moglichen Erregerperioden = 1/l meist nur klein sein kann, so verlaufen
die durch Verkehrslasten erzwungenen Schwingungen infolge der gesamten
periodischen Ursachen meist kurzzeitig nur als Einschwingvorginge
unter gleichzeitigem Auftreten von geddmpften Eigenschwingungen und
nicht, wie z.B. Gebdudeschwingungen infolge von Maschinen mit
Unwuchten, langzeitig im Beharrungszustand.

4. Einschwingvorgang eines konstanten Schwingkreises

Fiir die erzwungenen Schwingungen eines einfachen gedimpften
Schwingkreises mit konstanter Feder ¢, konstanter Masse m Eigen-
kreisfrequenz v, =2=f, (Gl. 2. 4) und Dampfungswiderstand ¢ (Gl.
2. 11) lautet bei periodischer Erregung durch eine von ihrer Erregerkreis-
frequenz » —=2=-f abhidngige Erregerkraft, z. B. durch die Sinusanteile
einer Fliehkraft einer Masse m, am Hebel r,, die Differentialgleichung

(4.1) m.y+p.y+c.y=mron®.sin ot

oder nach Kiirzung mit m . v,2 = ¢ allgemein

(4.2) y+2D.y+y=S.32.sinit

mit den dimensionslosen Werten

(4.3) fiir die Zeit T=y,.t

(4.4y fiir die Frequenz A= o/v, = «Abstimmung»
(4.5) fiir die «Dampfung» D =¢/(2m v,).

Alle Ausschliage y hingegen werden auf den absoluten und konstanten
Ausschlag

(4.6) S=mer, -%2/(m-v2) [cm]

der gegebenen Feder c bezogen, d. i. die statische Auslenkung der Feder c
infolge der statischen Wirkung der Amplitude der Erregerkraft im
Resonanzfall mit o = v,.

Die allgemeine Losung von Gl. (4.2) lautet bei der beliebigen
Abstimmung X mit den Intergrationskonstanten A, B und C und dem
Wert 1p = v /v, gemiss Gl. (2. 10)

4.7 y,=y, +y2=C, -sin(2. 1_a)+c—nr (A - cos )\D- ++B.sin lD,r)
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Dieser Schwingvorgang besteht also aus dem stationdren Anteil y,
einer erzwungenen Schwingung und dem exponentiell abklingenden
Anteil y. einer gedampften freien Eigenschwingung. Die nach dem
Abklingen von y, iibrig bleibende Schwingung y, heisst der «Behar-
rungszustand» und hat bei der Abstimmung * die Amplitude

(4.8) C;=V;.S,

wobei V) das Verhiltnis der stationidren Amplitude C; zum konstanten

Ausschlag S ist und «kinetische Vergrosserung des Beharrungszustandes
bei der Abstimmung 7» heisst mit dem dimensionslosen Wert

(4.9) V,=0C;/S=12/v(1—_»F+4D*. 2.

V5 wird durch die bekannten Resonanzkurven dargestellt, die im Reso-
nanzfall mit » = 1 bei Dampfung D die Kuppe

(14.10) maxV=Vies = 1/(2D)

haben und bei hoéheren Abstimmungen 2 >> 1 sich asymptotisch dem
Wert «1» nahern.

Solange aber ein Beharrungszustand nicht vorliegt, d. h. solange die
gedampften Eigenschwingungen noch nicht abgeklungen sind, weil — wie
bei Briicken — nur wenige Erregerperioden gewirkt haben kénnen, besteht
der fiir Briicken so wichtige «Einschwingvorgang».

Bezieht man Gl (4. 7) und die von den Anfangsbedingungen abhingigen
Integrationskonstanten A und B auf die konstante Amplitude C nach
Gl (4. 8), so ergeben sich die Verhiltniswerte
fiir den Ausschlag

(4.11) Y)_/C)‘ =y;/(Vy - S)=sin ()1 —a)— e ~DTr.sin (b7 — 1)
und fiir die Schwinggeschwindigkeit

(4.12) y/Cy=y;/(V;-S)=1.cos (s —a)—e " .r.cos Oyi—}) .

Aus der Zusammensetzung der beiden Teilschwingungen nach Gl (4. 11)
folgt

mit der diese Ausschlagsverhiltnisse umhiillenden Kurve der Verhilt-
nisse

(4.14) hy=H,/C, =H; [(V;.-5)= v1-+(e—27r)2—2e—-D7.r.cos 9.
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In den Gleichungen (4. 11) bis (4. 14) bedeuten

(4.15) r=yva%b® (4.16) tg x=2D¥(1—1?) (4.17) tg b, =—a/b
(4.18) tgl.=(a-2p+b.2/(a-D—b.dp)

(4.19) o =(0p—12) 7— (b — 2)

sin o +e” %% r.sin (9. —2)
(4.20) tgf_ =

olr ™

cos a — o~ b7, r.Ccos (?__1)

Die Hilfswerte a und b ergeben sich aus den Integrationskonstanten
A und B nach Gl (4.7). Fiir den Sonderfall der Ruhe als Anfangszu-
stand ist

(4.21) a,=2D.V;/% (4.22) by=(1—2—2D?%.V,/(}}p)
(4.23) 1o =l

(4.24) tg Y.0=2D)p/(1 — )2 —2D?)

(4.25) tg——(1+1.D/ (1 —1)-2p)

Der fiir das Naherungsverfahren wichtige Wert h2 nach Gl. (4. 14)
stellt das Verhiltnis der Ordinaten der Hiillkurven H) des Ausschlages

zur Amplitude C; = V)‘- S des Beharrungszustandes X dar. Sein Vektordia-

gramm bei den Anfangsbedingungen der Ruhe zeigt das Bild 2. Hiernach
ergibt sich der jeweilige Wert h); mit der logarithmischen Spirale

OME = e—D7.r als Leitkurve aus der Seite AE des umlaufenden Dreiecks
AME (dargestellt fiir die «Zeit> = = 30). Das Verhiltnis bhj nach

Gl (4. 14) wird zu «1», d. h. H,=C, , wenn mit dem Ende des Einschwing-

vorganges E mit M zusammenfillt, d. h. der Beharrungszustand erreicht
ist. (A =0,95, D = 0,01).
Bild 3 zeigt den zeitlichen Verlauf einzelner Hiillkurven-Verhaltnis-
werte fiir verschiedene Abstimmungen X und verschiedene Dampfungen D.
Um diese Kurven hier untereinander vergleichbar machen zu konnen,

sind alle Werte h) im Verhiltnis V) /max V verkleinert, d. h. die

kinetischen Vergrosserungen dieser ausgewihlten Hiillkurven sind auf die
grosstmogliche Vergrosserung max V =50 im Resonanzfall mit der
Dampfung D = 0,01 (vgl. Gl. 4. 10) bezogen. Aus dem schwebungsihn-
lichen Verlauf der Hiillkurven nach Bild 3 ist ersichtlich, dass im
Einschwingvorgang Spitzenwerte entstehen, die grosser als die Werte
des zugehorigen Beharrungszustandes sind. Diese Uberschwingungen im
Einschwingvorgang, nicht die eigentlichen Resonanzschwingungen im
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BiLp 2. Vektordiagramm fiir den Einschwingvorgang einer erzwungenen
gedimpften Schwingung eines konstanten Schwingkreises

Beharrungszustand, sind fiir die erzwungenen Schwingungen von Briicken
unter Verkehrslasten besonders zu beachten.

Allgemein sind also die Hiillkurven des Ausschlages durch den
statischen Ausschlag S nach Gl. (4.6) und durch die kinetische Ver-
grosserung by -V, darstellbar nach Gl (4.14) zu

13
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5. Einschwingvorginge einer befahrenen Briicke als verdnderl.cher Schwingkreis

Wird eine unter fahrenden Verkehrslasten schwingende Briicke nach
Abschnitt 2 durch einen geddmpften Schwingkreis mit konstanter Feder,
aber veridnderlicher Eigenfrequenz und verdnderlicher Masse ersetzt
(Bild 1), so muss ausserdem noch der Einfluss des Ortswechsels x, der
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BiLp 3. Kinetische Vergrosserungen bei Einschwingvorgidngen mit
verschiedenen Abstimmungen und Dampfungen D

Erregerkraft auf die Durchbiegung in Briickenmitte beriicksichtigt wer-
den. Dies kann dadurch geschehen, dass die wandernde Erregerkraft mit
konstanter Amplitude durch eine ortsfeste Errergerkraft mit verdnderlicher
Amplitude ersetzt wird. Als Umrechnungswert dient entweder das
Verhiltnis der Einflusszahlen & fiir die Durchbiegung oder — bei Annahme
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einer sinusformigen Schwingform — der Wert sin = x./1. Die Erregerkraft
hat also die mit der Stellung verdnderliche Amplitude

(5.1) Frzmoro.m 2

r *Omr/Omm = MoTow?.sinw.%x /1.

Bei einer periodischen Erregung koénnen die der Briicke aufgezwun-
genen Schwingungen, wenn wegen der iiblichen Stiitzweiten nur wenige
Erregerperioden aufgeprigt werden konnen, nur als Einschwingvorgang
verlaufen. Fiir diesen bei Briicken nach obigen Darstellungen sehr
verwickelten Fall liegt eine geschlossene Losung noch nicht vor. Das
nachfolgend beschriebene Naherungsverfahren, das die im Abschnitt
4 behandelten Gleichungen weiterentwickelt, fiihrt aber zu brauchbaren
Ergebnissen. Beziiglich der Erregerfrequenz wird dabei die Annahme
gemacht, dass sie mit der kleinsten Eigenfrequenz zusammenfillt, die
wahrend der Uberfahrt einer bestimmten Verkehrslast iiber eine bestimmte
Briicke iiberhaupt moglich ist, also

(6.2) w=2%.fyn=min v = vom

Diese Erfahrungstatsache wurde aus vielen Versuchsfahrten an
Eisenbahnbriicken eindeutig gewonnen (vergl. Bild 1).

Beim Naherungsverfahren wird nun ein Teil der mathematischen
Schwierigkeiten dadurch umgangen, dass grundsitzlich alle stetig verén-
derlichen Kennwerte des Schwingkreises nur noch in «Stufen» verdanderlich
angenommen wenden. Die Stufen sollen je einen bestimmten Zeitabschnitt
umfassen, z. B. von der Dauer einer Erregerperiode, und sind durch die
augenblickliche Stellung i der Verkehrslast zur Zeit der Mitte i der
Zeitstufe i gekennzeichnet. Der Schwingkreis i der Stufe i hat demnach
die konstanten Stufenkennwerte

Ciy Mi, v =27 foi, A = Vom/Yoi D = Dm/)-i y Si und V; )
er wird gemiass Gl. (5.1 und 5.2) periodisch erregt durch
(5 3) Fi = Mo I - 1‘om2 . ami :amm - sin Yom * t)

also durch eine Erregerkraft mit konstanter Frequenz v,, und mit einer
der Stufe i angepassten konstanten Amplitude.

Aus dem statischen Ausschlag der Feder ¢ im Resonanzfall v, der
Stufe i ‘

(5.4) S; =m, 1, v.2/c (vergl. Gl. 4.6) folgt die auf Briickemmitte

m umgerechnete statische Auslenkung fiir die Stufe i zu

(5. 5) Smi: Si Ollli — Sm . ‘Omi
'Jmm )~i 2 9mm
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und damit die kinetische Vergrosserung filir den Beharrungszustand der
Stufe i zu

(5. 6) vml=ci/sm=°“mi/“ -1/v’(1—>.“~’)“~’+4Dm2-

Olnﬂl

Hierin ist die fiir alle Stufen gleiche Bezugsgrosse
(5 7) Sm = Mo Io - Vom2/c

als statische Auslenkung fiir die massgebende mittlere Stufe i = m infolge
der grossten Amplitude der Erregerkraft ohne weiteres errechenbar.

Auf jede einzelne dieser Stufen i konnen die Gleichungen des
Abschnittes 4 angewendet werden, also auch fiir die Hiillkurven des
Ausschlages. Beginnend mit den Anfangsbedingungen der Ruhe fiir
t =0 werden fiir den Endzustand der Stufe 1 zur Zeit t=T = 1/f,., die
Werte des Ausschlages y und der Geschwindigkeit y nach der Gl. (4. 11)
und (4. 12) berechnet und als Anfangsbedingungen fiir die Stufe 2 zu
Grunde gelegt und so fort. Mit den weiteren dimensionslosen Ansatzen
nach Abschnitt 4 erhilt man somit fiir die einzelnen Stufen i die einzelnen
Aste der Hiillkurven stufenweise zu

(5 8) i = hi . Vmi

unter Beachtung der Gl. (56.6), (5.5) und (4.14) mit der jeweiligen
Abstimmung 1; als «Verstirkungszahlen des Ausschlagess.

Als Folge der stufenweisen Veridnderlichkeiten der Kennwerte miissen
die einzelnen Aste der Hiillkurven Unstetigkeiten an den Stufeniibergiangen
haben.

Auf diese Weise wurde folgendes Beispiel prakitisch durchgerechnet.

Eine eingleisige Eisenbahnbriicke von 1= 45m Stiitzweite wird
durch die lotrechten Anteile der Fliehkrifte aus den um 90° gegeneinander
versetzten Gegengewichten in den Triebriddern einer Dampflokomotive
von 100 t Gesamtgewicht und 2 Zylindern periodisch erregt. Bei 4 Trieb-
achsen von je 16 ¢ Achslast, 1,35 m Raddurchmesser oder 4,24 m Radum-
fang = 11 und einer grossten Geschwindigkeit von 65 km/h betrigt die
grosste sekundliche Drehzahl max f = 4,26/s und die Zahl der Stufen
n =6 mit i =m = 3 in der Mitte.

Mit der Kkleinsten Eigenfrequenz der belasteten Briicke min
f=1f,,=38,37/s nach Bild 1 betrdgt die kritische Geschwindigkeit
krit V==.135. 3,6 . 3,37 = 52 km/h und die Amplitude der Errerger-
kraft fiir i=3 F,=015.8 .v2 . 3,372/4,26> = 1,064 t/Briicke und
demnach die Bezugsgrosse des Ausschlages S, = 0,0505 cm.

Mit der Dampfung D = 0,0175 sind die Verstidrkungszahlen fiir die
einzelnen Aste der Hiillkurven des Ausschlages berechnet.

In Bild 4 sind fiir die Uberfahrt in kritischen Geschwindigkeit fiir die
Briickenmitte dargestellt unten: der zeitliche Verlauf der Verstiarkungs-
zahlen n; fiir die einzelnen Aste der Hiillkurven des kinetischen Ausschlages
in Briickenmitte, oben : der zeitliche Verlauf der statischen Durchbiegung
stat y. und der ihr iiberlagerten Schwingungen aus Messung und
Rechnung. Die Ubereinstimmung ist befriedigend.
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BiLp. 4. Zeitlicher Verlauf der Durchbiegungen und der kinetischen
Verstarkungszahlen der Hiillkurven des Ausschlages fiir die
Briicke nach Bild 1

6. Berechnung von Schwingbeiwerten

6.1 Verhdltnisse von zugeordneten Durchbiegungen oder Dehnungen.

Sind die Duchbiegungen bei «Fahrts und bei «Ruhes der Briicke
gemessen oder — z. B. nach vorstehendem Naherungsverfahren — gerech-
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net, so ergibt sich der Sehwingbeiwert zu

(6.1) o=y (Fahrt)/y (Ruhe)=(stat y-+kin y)/staty

aus Duchbiegungen
oder

(6. 2) o9=-c= (Fahrt)/: (Ruhe)=(stat -+ kin ¢) / stat : aus Dehnungen

6.2 Ersatzlastenverfahren nach Krabbe
Wenn an n Knotenpunkten r eines Tragwerkes gemessen sind

a) die statischen Einflusszahlen 3;, infolge der Last 1,

b) die zugeordneten Durchbiegungen y. bei Langsamfahrt und bei
kritischen Schnellfahrten,

so sind fiir jeden beliebigen Zeitpunkt zugehoérige Gruppen von jenen sta-
tischen Ersatzlasten P, berechenbar, die in den Messpunkten r angreifend

die gleichen Durchbiegungen erzeugen, die unter den Verkehrslasten
bei Fahrt und bei Ruhe gemessen wurden.

Aus den n linearen n-gliedrigen Simultangleichungen

(6.3) yi=Z(Pr.dir)

folgt nach Losung der Matrix der 3 = Werte, z. B. nach Gauss, mit
den Losungswerten

(6.4) 2y =1 (0w)
(6.5) Pl-zz-yi->\ir

je fiir Fahrt und fiir Ruhe.
Aus den zugehorigen Arbeitsladungen je Stellung i

(6.6) Al:E(Plr'YII') fO]gt

(6.7) o=vmax A Fahrt/™M4X A Ruhe

6.3 Momentenverfahren nach Briickmann.

Wenn durch Rechnung (siehe N#herungsverfahren) oder durch
Messung die Durchbiegungen y, aller n Knoten mit gleichen Knotenabstin-
den a bekannt sind, so liefert die Differenzengleichung der Biegelinie
zwischen den Durchbiegungen y und den Biegemomenten M von 3 aufein-
ander folgenden Knotenpunkten r— 1, r und r + 1 und mit dem Amnsatz

(6 8) Mr—l . A +Ml . ﬁr+Mr+l < Qpy 1=C(—Yr+1+2}7r_Yr—l):C <« Zr
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n 3-gliedrige Simultangleichungen, aus denen sich die Biegemomente
M unmittelbar berechnen lassen zu

(6.9) Mi=C-2(Zr')\ir)-

Die Werte 2, 8 und C sind nur von den Abmessungen der Briicke
abhingige Festwerte, die die Losungswerte A, der Matrix nach Gl. (6. 8)
liefern. Demnach ergibt sich fiir den zu untersuchenden Fall

(6.10) o9=M paprt / MR ,phe = (stat M--kin M) / stat M,

7. Allgemeine Erkenntnisse

Die beschriebenen Vorginge iiber Briickenschwingungen unter
Verkehrslasten bei periodischer Erregung fiihren zu folgenden allgemeinen
Erkenntnissen:

1) Erzwungene Schwingungen von Briicken infolge Verkehrslasten
verlaufen mit veridnderlicher Abstimmung ), und wegen der meist
geringen Zahl von aufpriagbaren Erregerperioden nur als Ein-
schwingvorginge, bei denen zwar gefdhrlich hohe Ausschlige im
Beharrungszustand des Resonanzfalles nicht zu befiirchten sind,
aber trotzdem wegen des schwebungsidhnlichen Verlaufs gewisse
Uberschwingungen eintreten koénnen.

2) Bei Verianderlichkeit der Eigenfrequenz als Folge der Bewegung
der Verkehrslast wird die Briicke meist dann zu grosseren Schwing-
ausschligen aufgeschaukelt, wenn die Erregerfrequenz mit der
kleinsten wiahrend der Uberfahrt einer bestimmten Verkehrslast
moglichen Eigenfrequenz iibereinstimmt (0 = min v,). Die Zeit-
dauer der Resonanzlage kann somit nur ein Bruchteil der Uber-
fahrtzeit betragen.

3) Bezogen auf die statischen Wirkungen der Verkehrslast sind ihre
kinetischen Wirkungen (Schwingausschlag und Schwingbeiwert)
umso grosser, je leichter und kiirzer sie ist, weil dann die Veran-
derlichkeit der Masse und der Eigenfrequenz am geringsten ist.
Die Abstimmung 32; bleibt hier verhiltnismissig nahe bei 1, so
dass grosse kinetische Ausschlige bei kleinen statischen Wir-
kungen eintreten.

4) Entsprechend (3) liefern schwerere Verkehrslastan Kkleinere
Schwingbeiwerte. Bezeichnet man das Verhiltnis zwischen den
statischen Wirkungen einer Betriebslast B und der fiir die Briicke
massgebenden Regellast R als «Belastungsgrads> X (B/R), so
gehoren zu grossen Belastungsgraden kleine Schwingbeiwerte.
Aus Versuchen mit Verkehrlasten Kkleinen Belastungsgrades
gewonnene Schwingbeiwerte liegen daher beziiglich der Regellast
auf sicheren Seite.



196 Ib2. BRUNO BRUCKMANN

5) Der durch die Fahrgeschwindigkeit v und die Erregerfrequenz f
 bedingte Weg I = v/f ist ein Kennzeichen fiir die Erregerursache
und ein Mass stab fiir die Zahl der Erregerperioden n = 1/I.
Zusammen mit min f nach (2) liefert er die kritische Geschwin-
digkeit krit v =17 . minf [m/s].

6) Briicken mit niedrigen Eigenfrequenzen haben kleinere Erreger-
amplituden. Weiche Briickentriager sind daher kinetisch giinstiger.

7) Auf Grund obiger Erkenntnisse konnten in den deutschen Vor-
schriften die Sehwingbeiwerte ¢ fiir die Haupttriager von Eisen-
bahn- und Strassenbriicken herabgesetzt werden. Fiir Fahrbahn-
trager sind nach dem jetzigen Stand der Untersuchungen dhnliche
Ergebnisse zu erwarten.

ZUSAMMENFASSUNG

Es wird ein Niherungsverfahren zur Berechnung von Schwingbei-
werten fiir Schwingungen von Briicken unter Verkehrslasten beschrieben,
wobei die Massen von Briicken und Verkehrslasten sowie die Dampfung
mitberiicksichtigt werden. Eine befahrene und von periodischen Kriften
erregte Briicke kann wegen der Ortsverianderlichkeit der Verkehrslasten
und Erregungen als gedidmpfter Schwingkreis mit konstanter Feder, aber
veranderlicher Masse und Eigenfrequenz aufgefasst werden, der durch
periodische Erregung mit konstanter Frequenz, aber verdnderlicher Ampli-
tude zu erzwungenen Schwingungen angefacht wird. Fiir das Verfahren
wird dieser Schwingkreis in einen solchen verwandelt, bei dem sich die
Veridnderlichen nur stufenweise #dndern, so dass wihrend einer Stufe,
z. B. gleich einer Erregerperiode, alle Werte konstant angenommem und auf
diesem konstanten Schwingkreis die Gesetze des einfachen Vertikalpendels
angewendet werden diirfen. Wegen der geringen Zahl von moglichen
Erregerperioden verlduft der gesamte Vorgang als Einschwingvorgang,
bei dem die anfangs mitangefachten und wegen der Dampfung exponentiell
abklingenden Eigenschwingungen mit ihren je Stufe verdnderlichen Fre-
quenzen von erzwungenen Schwingungen konstanter Frequenz, aber je
Stufe verdnderlicher Erregeramplitude zu schwebungsidhnlichen Schwin-
gungen liberlagert werden. Die Grosse der moglichen Schwingausschlige
wird durch die «Hiillkurven des Ausschlages» umschrieben, die dimensions-
los als «kinetische Verstiarkungszahlen der Hiillkurvens» mathematisch
entwickelt werden, wihrend als absolute Bezugsgrossen der statische
Ausschlag S,, der Feder durch die Amplitude der Erregerkraft in Briicken-
mitte dient.

Weiter werden einige Angaben iiber die Ermittlung von Schwingbei-
werten durch Rechnungen oder durch Versuche gemacht. Hierbei wird
auch auf die Abhingigkeit des Schwingbeiwertes fiir eine bestimmte
Verkehrslast und Briicke vom «Belastungsgrad» hingewiesen, unter dem
das Verhéltnis zwischen den statischen Wirkungen der jeweiligen Betriebs-
last und der fiir die Briicke massgebenden Regellast verstanden wird.
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RESUMO

O autor descreve um método de calculo aproximado permitindo deter-
minar o coeficiente de vibracdo no caso de pontes submetidas a accao de
cargas moveis. Este método considera nido s6 a massa da ponte e das cargas
como também o efeito do amortecimento. Uma ponte, sob a accao do
transito e solicitada por forcas de caracter periédico, pode comparar-se
—em virtude da posicdo varidvel das cargas moéveis e das forcas que a
solicitam — a um sistema oscilante amortecido de mola constante e massa
e frequéncia propria variadveis, levado a vibracgdes forcadas por uma exci-
tacao periddica de frequéncia constante e amplitude variavel. Para aplicar
este método, transforma-se este sistema num outro em que as variaveis
mudam de valor por patamares, de tal modo que num patamar, por exem-
plo durante um periodo de excitacio, todos os valores sdo constantes e se
podem portanto aplicar as leis do péndulo simples. Dado o nimero redu-
zido 'de periodos de excitacdo possiveis, todo o processo decorre como um
fenémeno transitéorio durante o qual as vibracbes proprias inicialmente
provocadas, e exponencialmente decrescentes em virtude do amortecimento,
e de frequéncia variavel em cada patamar, sdo levadas a batimentos por
vibracoes forcadas de frequéncia constante e amplitude varidvel em
cada patamar. O valor das elongacoes é dado pela envolvente das elon-
gacoes que se descrevem em matematica eomo «multiplicadores ciné-
ticos sem dimensdo das envolventes», enquanto que se utiliza como gran-
deza de referéncia absoluta a flecha estatica Sm da mola provocada
pela amplitude da forca de excitacdo a meio da ponte.

O autor também da algumas indicacbes acerca da determinacio dos
coeficientes de oscilacdo pelo calculo e pela experiéncia. Também se
refere & relacdo existente, para uma ponte e uma carga determinadas,
entre esse coeficiente e o «grau de carga», a qual relaciona a acgido esta-
tica da carga mével com a carga de regulacdo da ponte.

RESUME

L’auteur décrit une méthode de calcul approchée permettant de déter-
miner le coefficient de vibration d’'un pont soumis ’action de charges
mobiles. Cette méthode tient compte, non seulement de la masse du
pont et des charges, mais aussi de I’amortissement. Un pont, sous l'effet
du traffic, et sollicité par des forces a caractére périodique peut étre
comparé—en vertu de la position variable des charges mobiles et des forces
qui le sollicitent — a un systéme oscillant amorti, & ressort constant et
a masse et fréquence propre variables, soumis a des vibrations forcées
par une excitation périodique a fréquence constante et amplitude variable.
Pour pouvoir appliquer cette méthode de calcul, ce systeme est remplacé
par un autre, dans lequel les variables changent de valeur par paliers, de
maniere a ce que, au cours d’un palier, par exemple pendant une période
d’excitation, toutes les valeurs soient constantes et que 'on puisse ainsi
appliquer les lois du pendule simple. Etant donné le nombre réduit de
périodes d’excitation possibles, tout le processus se déroule comme un
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phénomeéne transitoire pendant lequel les vibrations propres a fréquence
variable dans chaque palier, provoquées a l'origine, et décroissant comme
un exponentielle grace a 'amortissement, sont soumises & des battements
par les vibrations forcées a fréquence constante et amplitude variable
dans chaque palier. La valeur des élongations est donnée par I’enveloppe
des élongations que 'on désigne en mathématique par «multiplicateurs
cinétiques sans dimension des enveloppes», tandis que 1’on utilise comme
grandeur de référence absolue la fleche statique Sm du ressort provoquée
par 'amplitude de la force d’excitation au centre du pont.

L’auteur donne également quelques renseignements sur la détermina-
tion des coefficients 'd’oscillation tant par le calcul que par I’expérience.
I1 mentionne également le rapport qui existe, pour un pont et une charge
donnés, entre ce coefficient et le «degré de charge» du pont, et qui lie
I’action statique de la charge mobile a la charge de réglage du pont.

SUMMARY

The author describes an approximate method to compute the wvalue
of the vibration coefficient in the case of vibration in bridges submitted
to the action of moving loads. This method takes into account the mass
of the bridge and of the loads as well as the effect of damping. A bridge
submitted to traffic and to periodic forces can be compared — due to the
variable position of the moving loads and to the forces — to a damped
oscillating system, with constant spring and variable mass and matural
frequency, taken up to forced vibrations by a periodic force with constant
frequency and variable amplitude. In order to apply this method, the
above system is transformed in another one where the variable quantities
follow a step pattern in such a way that, along each step, i. €. during one
period of loading, all values are constant and the laws of the simple
pendulum can thus be applied. Due to the restricted number of possible
periods of loading, the whole process takes place as a temporary pheno-
menon in the course of which beats take place between the initially started
self-vibrations, through the action of constant frequency forced vibrations,
the amplitude of which varies along each step; the decrease of these
self-vibrations, due to the damping effect, obeys the exponential law and
their frequency varies along each step. The value of the elongations is
given by the enveloping curve of the elongations which can be mathema-
tically described as «kinetic dimensionless multipliers of the enveloping
curvess. The absolute reference magnitude used is the statical deflection
Sm of the spring, caused by the amplitude of the periodic force at mid-span.

The author also gives information regarding the experimental and
theoretical determination of oscillation coefficients. He also refers to
the existing relation, for a given bridge and loading, between this coeffi-
cient and the loading grade, linking the statical action of the moving load
and the adjustment load of the bridge.
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Essais de fatigue sur mortier
Fatigue tests on mortar
Ermiidungsversuche mit Mortel

Ensaios de fadiga em argamassa

M. DAVIN

Ingénieur en Chef des Ponts et Chaussées
au Laboratoire Central des Ponts et Chaussées

Paris

Au moyen de machines inventées par M. Marcel ProT, le Laboratoire
Central des Ponts et Chaussées a entrepris des essais systématiques de
fatigue 'd’éprouvettes de mortier, soit & charge constante, soit a «charge
progressivey. Ces derniéres seules font l'objet de la présente commu-
nication.

Possibilités générales des machines.

Les machines sont disposées pour exercer, a volonté, des poussées
vers le haut ou des tractions vers le bas, et méme alternativement I’une
et 'autre, ces efforts (comptés par exemple positivement quand il s’agit
de poussées vers le haut) étant de la forme

A + B sin (ot + o)

ce qui donne: pour |A| > |B]| poussée modulée pour A > 0
traction modulée pour A <0
et pour |A] < |B| poussées et tractions alternées.

Suivant le dispositif de fixation de I’éprouvette et la forme de celle-ci on
pourrait utiliser ces efforts a4 produire dans 1’éprouvette tous les modes
de sollicitation désirés: compression ou traction simple, flexion, tor-
sion, ete.... Toutefois seule la «flexion simple répétées a donné lieu a
des campagnes d’essais au Laboratoire Central.
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«Flexion simple répétée».

Cette «flexion simple répétée» consiste en une flexion simple, (c’est
a dire sans sollicitation normale, par opposition & «flexion composée») a
moment constant sur la région médiane de l’éprouvette, appliquée par
cycles s’étendant de 0 & un maximum qui peut étre réglé & une valeur
constante (essai non progressif) ou a une valeur (voir fig. 3) croissant
linéairement en fonction du temps a une vitesse extrémement variable
mais toujours treés faible lorsque la durée d’un cycle est prise pour
unité (essai progressif). Par construction les machines réalisent 500 cycles
par minute; d’ou v
2 x 500

= = 52,36.
® 80 52,3

Les cycles sont obtenus sont obtenus par la combinaison d’une charge
dite «fixe» (constante ou progressive) avec une charge & variation sinu-
soidale dont I'amplitude, constante ou progressive est précisément égale
en principe a la valeur de la charge fixe.

L’effort produisant la flexion est ainsi de la forme A [1+sin (ot+¢)]
variant de 0 au maximum 2A i chaque cycle.

Réalisation.
(voir schéma fig. 2)

Un poids P, par l'intermédiaire de leviers qui multiplient par 20 la
force exercée, applique de bas en haut la méachoire inférieure sur ’éprou-
vette. Dans la tige qui porte cette machoire est intercalé un anneau sur
lequel agit un poussoir tournant actionné par un levier coudé qui recoit,
par une rotule située dans I’axe de rotation de 1’équipage tournant portant
le poussoir et le levier coudé, 'effort di & un poids Q, amplifié également
20 fois par un systéme de leviers. La résultante verticale des efforts sur
la machoire inférieure est done en principe: 20 (P + Q) lorsque le poussoir
est & sa position supérieure, (20 (P — Q) lorsqu’il est & sa position infé-
rieure et d’'une facon générale 20 [P + Q sin (0t + 9)].

Les réaction horizontales sur I’anneau, soit:

20 Q cos (ot + o)

sont absorbées par des glissiéres verticales a faible frottement.

Si on fait P = Q, le cycle est compris entre 0 et un maximum, et il
n’y a pas d’inversion d’effort. En fait, comme I’éprouvette n’est pas
disposée pour recevoir effectivement les efforts inversés, il faut prendre
une certaine marge de sécurité contre le «décollements des machoires qui
se traduirait par des chocs répétés préjudiciables & la correction de
Pexpérience. Nous avons pris

P=Q+ 100 gr (P et Q étant de I'ordre de 3 a 10 Kg).
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Dans l’essai a char- b _ _ T =
ge progressive, P et Q ¥
augmentent a la méme
vitesse par ’émission ré- — — i —=
guliére de billes qui tom- a 4

~ a*
bent dans 2 seaux dont ol . ___a
I'un fait partie du poids Charge constante Charge progressive

P et T'autre du poids Q.
La machoire inféri-
eure appuie sur ’éprou- i

Fic. 1

vette par deux rouleaux T Tige poussant lo michorve inf™

espacés de 7 ¢cm; la ma-
choire supérieure qui est
fixée au bati par l'inter-
médiare d’une vis de ré-
glage en hauteur, appuie
par deux rouleaux espa-
cés de 3 cm; 'ensemble
est symétrique par rap-
port & un plan vertical.
La disposition des géné-
ratrices d’appui assure

A Anneau (vu en coupe de profil)

intercale dons cefte tige
E fyw,'aoye Yournant portant / axe O) /e

levier coude Letle poussoir P

P’ Poussoir transmettant la charge

@ amplifiee’ au levier | parune

» rotule, dans /axe de rotation

L' Levier conde mobite autur do/axe
Five O

O O™ Points fixes des leviers amplifiont les
chargesPet Q) (enrealife iy a deux systéme:
de chAacun /eviers Y biolle

e . . N
(fig. ,3) (a';l '{noms' '@ apres I'ig. 2. Schéma du mécanisme
la théorie élémentaire (1))
la constance du moment oy

R ] '£n pontitle’ courbe des
fléchissant sur les 3 em " ¥ (enp

-—¢ - moments flechissants

médians de I’éprouvette.
La liberté de rotation des Y |
rouleaux assure la ver- i ‘ elementarre)
ticalité des 4 réactions,
malgré P’allongement de
la fibre inférieure et le
raccourcissement de la fibre supérieure de I’éprouvette, qui, entre pieces
d’appui fixes et douées de frottement, provoqueraient une inclinaison des
réactions supérieures et inférieures a la rencontre 'une de 1’autre et une
diminution notable du moment.

oljlpft’:f /a theorie

Fi1c. 3. Eprouvette et rouleaux appliquant la charge

Eprouvette.

L’éprouvette, dans nos essais, est un prisme a base carrée de mortier.
La longueur est 10 em, le c6té du carré de base est en centimeétres égal a
V10 = 3,16.

La composition du mortier est la suivante:

Sable 2mm/3mm ... ... ... ... ... ... 1500 gr
Sable Omm4/0mmé ... ... ... ... ... 750 gr
Ciment Portland (CPB Lafarge) ... 750 gr
Eau ... ... ... o 0oL 319 gr

(1) Cette constance ne doit pas étre trop mal assurée en fait, car nous avons constaté une
répartition & peu prés uniforme des ruptures dans la longeur des 3cm médians, sur ’ensemble des éprou-
vettes essayées,
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Le malaxage est fait dans une machine spéciale due également & M. PROT,
ou le mélange, placé dans un recipient en forme d’ellipsoide aplati, est
soumis a une translation circulaire dont la vitesse réglable est controlée
par un compte-tours. La mise en place dans un moule a 24 cases est
assureée par vibration sur une table & réaction a 4.300 périodes par seconde.
Des essais d’étalement () nous ont montré que I’on peut compter sur la
fidélité de ce matériel, si la vitesse de malaxage est maintenue constante.
Toutefois le moulage ne donne pas directement une face supérieure
suffisamment précise. Les éprouvettes devant étre essayées dans le sens
méme ou elles ont été coulées (le plan de symétrie longitudinal est ainsi
le méme dans la fabrication et dans I’essai) les faces d’appui (supérieure
et inférieure) sont terminées au lapidaire, en général a 1’age de 21 jours.
Les éprouvettes, conservées dans ’eau, n’en sont extraites que pour 1’opé-
ration de rodage, puis pour 1’essai.

Précautions opératoires.

Des précautions opératoires sont nécessaires pour éviter les oscilla-
tions des poids: en particulier un réglage précis de la hauteur de ’éprou-
vette est indispensable pour que I’axe de rotation de ’équipage portant pous-
soir et levier coudé coincide exactement avec ’axe de ’anneau. Une erreur
de 1/10 de millimetre dans ce réglage se traduit par une oscillation
de 2 mm de 1/2 amplitude des poids, qu’a la fréquence de 500 périodes par
minute, fausse de 56 °/ I’action du poids Q, & cause de son inertie (sous
réserve de I'effet des amortisseurs, mais vu leur réglage délicat cet effet
n’est pas toujours nettement favorable). En effet ’accélération est av?,
a étant la 1/2 amplitude, soit pour 2 mm:

0,2 x 52,36°= 550 CGS = 0,56 g environ.

Heureusement le réglage en hauteur est trés facile, il se fait par 1’action
de la machoire supérieure. Il faut seulement wveiller a le refaire aprées
quelques heures de fonctionnement, dans les essais lents, parce que les
rouleaux tendent a se creuser dans I’éprouvette un logement qui d’apres
gsa largeur apparente, peut avoir quelques centiémes de millimétres de
profondeur. Par contre il se peut que I’équipage et I’anneau soient
légerement déréglés, I'un par rapport a 'autre dans le sens horizontal.
Il est alors trés difficile de corriger ce déréglage et s’il devient excessif
une révision des piéces s’impose. On remarquera toutefois qu’en lui méme
il a peu d’influence sur les résultats. Si le réglage en hauteur est correct,
Poscillation des poids produit des efforts d’inertie qui sont en quadrature
avec la facteur d’influence du poids Q soit

sin (ot + 9).
Ces efforts n’interviennent qu’au 2° degré dans la détermination

de ’amplitude du cycle et s’ils restent modérés ils n’ont guére d’autre effet

(3) Voir «La tecnique Moderne Constructiony» N° de Juin 1953.
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qu’une déformation du cycle, sans modification de ses extrémes. Malheu-
reusement, ces oscillations en quadrature rendent le réglage en hauteur
beaucoup plus aléatoire. On ne peut en effet jamais assurer le repos
complet du poids Q, on est obligé de déterminer le réglage en hauteur
qui rend ses oscillations minima, et comme leur amplitude varie peu au
voisinage du minimum, il faut déterminer de part et d’autre de ce
minimum deux positions qui rendent les oscillations a peu prés égales,
et prendre la position moyenne. Si par exemple 'erreur de réglage trans-
versal est 1/30 de mm la mise en quadrature par réglage de la hauteur
de I"éprouvette peut étre sans trop de difficulté réalisée a 20° pres, ce
qui laisse subsister en phase une oscillation d’amplitude:

20mm

30 X sin 20° = Omm,23 environ

correspondant a une erreur de 6 9, sur Q soit 3 9, sur P + Q.

Heureusement la nature de cette expérimentation permet d’accepter
de telles erreurs. On remarque d’ailleurs que les 2 extrémes du cycle
sont affectés dans le mé&me sens, en sorte que son amplitude reste
inchangée en premiére approximation. Or cette amplitude est proba-
blement I’élément le plus important & considérer pour la fatigue. On voit
toutefois que la marge de sécurité de 100 gr contre unz tendance au
renversement de l'effort n’était pas inutile et que nous l’avions méme
choisie bien faible. Nous n’avons toutefois constaté qu’assez rarement
un martélement de 1’éprouvette et nous avons alors rectifié le réglage.

Progressivité de la charge.

Nous rappelons que M. Marcel PROT, Ingénieur en Chef des Ponts
et Chaussées a Paris, est le promoteur de la méthode d’essai de fatigue
par progressivité de la charge et qu’il a concu également des machines
pour l'application de cette méthode aux métaux. Sur le plan de la recher-
che (%), I'avantage de cette méthode est qu’elle aboutit toujours a la
rupture de ’éprouvette essayée, et que par conséquent tout essai fournit un
résultat chiffré. IL’essai a charge constante, s’il n’aboutit pas a la rupture
avant le délai maximum qui a paru, a ’expérimentateur, admissible pour
I'immobilisation de ses machines, se traduit par la mention «Eprouvette
non rompue apres......... cycles», qui ne permet pas de savoir si I’éprou-
vette n’aurait pas fini par se rompre, moyennant une prolongation de
P’essai. La discussion des résultats au point de vue «probabilistes devient
ainsi extrémement délicate.

Dans la plupart des machines PROT et en particulier dans celle que
nous avons utilisée pour les essais progressifs sur mortier, I’augmentation
de la charge est obtenue par des émissions de billes d’acier a des inter-

(®) Sur le plan pratique des essais de contréle, elle permet certainement un gain de temps notable
pour la détermination de la limite de fatigue d’un échantillon, moyennant certaines précautions dans
l'opération d’extrapolation qu’elle comporte,
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valles réguliers, commandées par une boite de vitesses qui présente
toujours les 2 caractéristiques suivants:

1°) les vitesses sont trés nombreuses
2°) elles croissent en progression pratiquement (*) géométrique dont

la raison est un «nombre normals ou «nombre Renards» c’est a
dire un nombre dont le logarithme décimal est une fraction dont
le dénominateur est 10.

Dans notre machine il y a 15 vitesses et la raison de leur progression
est 10%2 que 'on a représenté par a2. Le rapport des vitesses extrémes
est ainsi 100 a8 = 630 environ.

Ces vitesses correspondant & des rythmes d’émission de billes du poids
individuel de 10 grammes. Pour un type d’essar déterminé chacune
correspond & une valeur du coefficient de PROT « qui est une augmentation
de contrainte unitaire par cycle et a les dimensions d’une contrainte
unitaire FL-2 (F force, L longueur). Mais comme le type d’essai ainsi
que nous l’avons exposé au ler paragraphe, peut varier moyennant
Pemploi d’éprouvettes convenables et de machoires ou piéces d’appui
appropriées, on a préféré représenter conventionnellement ces vitesses
par des nombres purs. Le constructeur s’est toutefois arrangé pour que
dans l’essai le plus courant et le plus facile qui est précisément celui
que nous avons systématiquement exécuté, les vitesses exprimées en
Kg/em2 par cycle soient égales a ces nombres.

Voici le tableau donnant en fonction de la désignation des vitesses,
Pintervalle de deux émissions de billes (1 émission = 1 bille de 10 gr dans
chacun des 2 seaux, celui du poids P et celui du poids Q) et I’augmentation
de P ou Q et de la contrainte, par Kilocycle, dans notre essai.

Les chiffres de la derniére colonne sont en effet, compte tenu de la
valeur de a (soit 101/19 = 1,25 environ) égaux a 1000 fois ceux de la pre-
miére, €tant exprimés par Kilocycle et non par cycle. (les indications du
compteur de la machine, sont elles-mémes en Kilocycles).

Pour passer de l’avant-derniére a la derniére colonne, on note que
pour 1 gr d’augmentation de P et Q l'effort total 20 (P + Q) augmente
de 40 gr, soit 20 gr pour la poussée de chaque rouleau et le moment
fléchissant de 20gr X 2cecm = 40gr X c¢m, Le moment résistant de
I’éprouvette est

‘b h?

= 5,3 cm3.
6 cm

La contrainte pour 1gr d’augmentation sur P et sur Q est donc:

40

53 =17,55gr/em2 ou 0,00755 Kg/cm?

(*) La raison de la progression théorique n’étant pas elle méme un nombre rationnel la réalisation,
qui exige des rapports rationnels (rapports nombres de dents d’engrenages) ne peut étre qu’approximative.
Mais les erreurs ne sont que de quelques milliémes.
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Nombres de | Augmentation Augmentation
Désignation Iﬂée;::;::::’e Jﬁ??:!,f},?. dsaI: I?;yg de 1;a$oﬁtcr;inte
dant

a=%10° oua? 107° 1h 36' 48 ogr, 21 0,0016
a—%10"%ouat 107 1h 30 ogr, 33 0,0025
a—*107%oua®10-¢ 3 19 Ogr, 52 0,0039
a—210"%oua®10""® 24 12 Ogr, 83 0,0063
ac 10~° 15 7,5 1gr, 33 0,01
a—8%10-* a?10°° 9' 30" | 48 2gr, 1 0,0016
a—%10=* a'i10-? 6' 3 3zr, 3 0,025
a—*10°* a®i107? 3'50" 1 19 5gr, 2 0,039
a—210—* a%10°° 2 24" 1,2 8gr, 3 0,063
ac 10~* 1'30" 1 0,75 13gr, 3 0.1
a—%107% a?10°* 57" | 0,48 21 gr 0,16
a—%10=® at 104 36" |03 33 gr 0,25
a—*t10°% a® 107 23" | 0,19 52gr 0,39
a—210"% a8 10— 15" | 0,12 83 gr 0,63
a° 1077 9" 0,075 133 gr 1 Kg/cm?

Résultats expérimentaux.

78 essais ont été retenus, aprés élimination d’une douzaine ayant
donné lieu a des incidents de fonctionnement (le plus souvent arrét de
I’émission de billes) sans compter les 2 premieres séries d’éprouvettes
entierement sacrifiées pour la mise au point des routines de ’opération.
Parmi les essais éliminés, certains ont donné lieu a des observations qui,
en corrélation avec les circonstances particuliéres qui ont motivé leur
élimination, présentent un certain intérét et peuvent corroborer nos con-
clusions générales. Nous n’avons par contre pas estimé avoir le droit
d’éliminer les essais qui, malgré une expérimentation correcte a notre
connaissance, ont donné des résultats exceptionnellement aberrants. Ces
cas sont heureusement rares, et nous ne pouvons étre surpris de rencontrer
des dispersions importantes dans I’étude de la fatigue d’un matériau dont
la résistance statique est déja notablement dispersée.

Dans chaque série de 24 éprouvettes (la série n° 7 n’en comptait
toutefois que 12) 8 éprouvettes ont été sacrifiées pour la détermination
d’'une moyenne et d’une dispersion de la résistance «statique» (essai de
flexion classique a la presse Losenhausenwerk). Cette mesure a surtout
pour but de controler la fidélité de notre fabrication et notamment des
fournitures de ciment que nous utilisons. Accessoirement, ces essais ayant
été faits a des ages variés, elle fait ressortir I’allure de I’évolution de la
résistance avec le temps. Voici le résumé de ces essais préliminaires.

14



206 Ib3. M. DAVIN

5 demi-
N° de la série 3 4 b 6 8 9 10 série
n° 7

Résistance sta-
tiquemoyenne | 69K, 5 | 76 K [ 76K.5 | 82K 76 K 78K | 77K, 5 | 87K, 5
3 la flexion

Eecart arithmé-
tique moyen

par rapport a | , K, 0| 2K,3 | 3k, 2 | 6k, 8 5k, 8 | 2k, 8 | 5k, 4 1k, 7

la résistance N y L ’ _ ’ ’ .
moyenne (pour 801 sol soi soit soit soit soit soit

les 8 éprou- | 98%0 | 3,1°% | 42°% | 83°/6 | 17°/6 | 3,6°6 | T°0 | 1,9¢/,
vettes de la
série)

Age lors de . : . : . . .
I'essai 18] 28] 451 62 48 ] 28 58 J 211

La demi-série n° 7 doit étre mise a part. Le malaxage, exécuté sur
une masse moindre, a été sans doute plus efficace et c’est pourquoi la
résistance a égalé (°) celle des éprouvettes cylindriques que nous exécutons
couramment par gachées de 1.500 cm®. Les 7 autres séries se placent bien
au voisinage de la courbe:

R — 100 | g log2 J
- A4
log( 2 )

I’écart arithmétique moyen par rapport a cette courbe est 2 Kg.

Dans I’essai de fatigue proprement dit, nous avons obtenu les résultats
consignés au tableau 1. Nous groupons ces résultats d’aprés la valeur
de «, exprimée conventionnellement comme il est dit ci-dessus. Au départ
la charge est uniformément P = 3K,1; Q = 3K; la charge des équipages
et des seaux a billes est compensée par des contrepoids.

Le lecteur peut toujours calculer le nombre de cycles par la formule

R -23
n: L]
°

Par exemple pour 37,2 Kg/cm? obtenu avec «» = a8 10 on trouve:

14,2
6,3 10-¢

= 2,25 10% (ou 2250 Key.)

(® Par contre cette demi-série ne s’est pas distinguée par une résistance plus grande dans ies
essais de fatigue eux-mémes.



I — Tableaw des résultats expérimentoux

Désignation  |a® 10°]a® 10%[a* 10°]a? 10°°a® 10°|a® 10*|a® 10*|a* 1072 10*]a° 10*|a® 10°]a® 10®|a* 103|a2 10°*]a® 107
d’iicl:oi;;::iit ou ou ou ou ou ou au ou ou ou ou on
de ]8. charge 82 10 6 a“ 10 6 86 10 G a8 10-6 d2 10-5 34 ]0-5 aG 10'5 a8 10'5 32 104 a4 10-4 a6 10-4 a8 10'4
Contraintes de| 78,2 65.0 36.3 47.3 65.2 41 7 45.5 53.3 52.2 45.0 54.3 48.2 50.9 55.4 64.7
rupture en 57.4 34.5 46.2 47.1 58.6 45.0 54.6 49.1 37.7 67.4 47.5 46.5 58.7 67.8
Kg/cm? 59.5 74.3 31.2 37.4 37.0 60.4 38.9 71.0 56.9 49.3 57.0
R 57.9 28.1 37.8 40.0 50.3 45.6 54.3 67.5
37.2 40.0 40.0 47.2 44.2 60.9 61.5
33.3 47.5 43.6 46.5 62.3
37.0 40.5 47.0 43.9 57.5
36.0 43.3 43.5 63.5
35.8 52.4 64.5
32.3
41.6
37.6
37.9
30.2
30.5
Moyenne 78.2 60.0 48.4 38.1 38.6 50.2 42.2 50.0 50.7 44 .2 6%.2 50.9 48.7 58.3 63.7
Point corres-| 78 62 46.5 38.5 | 38.5 40.5 43 45.5 48 50.5 53 55.5 58 00.5 62.5
pondant sur
la courbe
Ecart arithmé- » 2K, 6 | 17K. 3| 6K. 95| 5K. 2 8K.4 | 3K.3 | 4K.7 | IK.5 [2K. 95| 6K. 6 4K 2K. 2 | 3K.9 |3K.55
tique moyen soit s0it soit soit s0't so.t soit soit soit soit soit soit soit soit
ar rapport 1 o o 1 o 1 1, 1 1 1
glamosl;é)nne 4°[o | 36°6 | 18°/, 13,?0/0 17°/o | 8°/° 9?0/0 3% f)';"/o 10"2—0,0 8o 4§-°/o 630/0 530/0
par x:apport au| gK.2 | 3K. 6 |16K. 7 7K 5K.2 |9K. 65| 3K. 4 | 5K.5 | 2K.6 | 6K. 7 |11K. 2| 5K. 6 | 9K.3 | 4K.1 | 3K. 8
pO»ln{; de la soit soit soit soit soit soit soit soit soit soit soit soit s0it soit s0it
coukbe 0°/, 6°o | 36°, | 18°/o 13% °/o| 24°%0 | 8°%6 | 12°/, 5—;—0/0 13—%— o/l 21°/0 | 10°/6 | 16°/0 | T/, 6°/o
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Observations sur les résultats.

Les résultats présentent une dispersion notable, mais on peut tracer
dans le «nuages» de points expérimentaux, avec une vrainsemblance suffi-
sante, une courbe moyenne qui présente des caractéristiques intéres-
santes (fig. 4).

Du c6té des = croissants (essais rapides) la courbe s’éléve réguliére-
ment. Elle doit admettre une asymptote, car, si on augmente indéfini-
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Fic. 4. Résistance en fonction de la vitesse d’accroissement de la charge

ment «, il n’y a plus a la limite qu’un demicycle ascendant, mais la résis-
tance reste nécessairement limitée. Nous évaluons cette résistance limite,
sous une charge appliquée instantanément, & environ 20 a 30 ¢/ au dessus
de la résistance «statiques obtenue dans l’essai «normal» a la presse,
(ou la charge parvient a son maximum en 3 secondes environ) soit

(1,2 & 1,3) X 77 Kg/em2 = 92 a 100 KG/cm2.

L’asymptote est donc assez éloignée de I'extrémité expérimentale de notre
courbe {(correspondant a R =62 K,5) pour qu’on me constate pas
d’infléchissement notable, tout au moins quand les abscisses sont portées
en échelle logarithmique.

Vers « = 10-3, R passe para un minimum, et du coté des o décrois-
sants (essais lents) sa valeur se reléve considerablement jusqu’a dépasser,
si notre courbe représente bien la réalité, non seulement celle corres-
pondant aux essais les plus rapides, mais méme la résistance «statique».
Malheureusement cette partie de la courbe n’est étayée que par un petit

SO[[Iq 9P AIqWION
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nombre de résultats car les «essais lents», qui durent des semaines, ne
peuvent étre multipliés. Le fait méme du relévement nous parait toutefois
bien établi pour plusieurs raisons.

1°) La dispersion en a-6 10-5 a été faible, et les moyennes en a-8 10-5,
a-% 10-5 a-4 10-5, et a-2 10-5 s’alignent tres bien sur la courbe.

2°) Le méme phénomeéne, beaucoup moins accusé mais étayé sur des
observations plus nombreuses et moins dispersées, a été observé pour
I’acier (°). Nous l'avons attribué a I’«understressing» (relévement de la
limite d’endurance par I’effet de nombreux cycles parcourus au dessous
mais au voisinage de cette limite) qui peut s’expliquer, au moins en partie,
par P'amortissement des contraintes internes. Or le mortier présente
certainement des contraintes internes considérables dues au retrait diffé-
rentiel entre 'agrégat et le liant, et méme entre les différentes parties

[ ] 0
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+ 4 3
S.l-_?a o
o
+10 171J
o o o °
o B8] o
b | 4 -1
d0:) - lod ——
d o A ——T"T @
oo — i —le
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ol—eo =t B e o
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] = gl o ° o o
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°L 44 ; ° S o
o
Y Pe) (o] b o
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o |
b nden A | Courbe trans/altee de /a courbe de durciss ra)
/'essol stolfigue
A—t —F-——-| Courbe axiale du nuage de pornls
[ Points ordinarres I
? Poirts relatifs aux assars lents X £ 10°%
206 30 40 SO 60 70 ' 80 90 100 110 120 130 140

Fi1c. 5. Ecarts de résistance en fonction de l'dge

de I’éprouvette. Mais en outre il est chimiquement vivant, surtout quand
il est jeune; la microfissuration qui se révele par la «fatigue» est susceptible
d’auto-réparation lorsque la charge croit tres lentement. Les deux phéno-
meénes peuvent méme se combiner: la microfissuration d’un élément
surtendu, limitée par le report de la charge sur les éléments voisins

(®) Voir revue Générale de Mécanique, juin 1954, «Etude de l'understressing par la méthode de
charge progressive.



II — Tableau des dges

a®10%a®10%|a110% a2 10°%a° 10°|a®10%a®104|a*10%|a2 10%|a° 10|22 10°%a®10%a*10%a?10%a® 108
ou Qu ou ou ou ou ou ou ou ou Qu ou
a® 10%a* 10°%(a® 10%|a® 10 a? 10°|a* 10°(a® 10°|a® 10° a® 10%a* 10*|a® 10%|a% 10*

Ages (dans le | 25]j 54j | 71| 171 | 45j| 86| 77| 1205 | 76| 24J| 65)| 37J| 73] | 148]| 31]
méme ordre 105 66 | 158 32 | 78 37 | 118 75 23 64 | 31 71 | 148 | 30
que les con-
traintes de 85 38 27 82 36 116 22 59 36 146 29
rupture du 46 26 80 3% | 112 18 146 | 29
tableau 1)

21 7 34 67 60 145 28
74 31 66 53 46
47 29 65 52 45
43 64 51 44
36 31 43
33
119
111
39
31

29
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soustendus et suivie du dépot de nouveaux cristaux «couturant» la
microfissure, réalise un processus d’amortissement des contraintes
internes.

8°) Les observations sur les essais annulés pour panne d’émission de
billes ont montré un relévement de la charge de rupture lorsque la panne
avait eu pour effet de maintenir constante la charge pendant plusieurs
heures, & un taux inférieur a celui qui produit la rupture en a° 10-5 (mi-
nimum de la courbe). Les points se sont placés dans ces essais a 18K,5,
18K,5 et 9K,5 au dessus de la courbe de la fig.

L’influence de U'dge de I’éprouvette n’est pas trés net. L’dge pris en
considération est celui du début de I'essai. Le tableau 1I indique les ages
dans 'ordre méme ou le tableau I indique les résistances; le lecteur peut
facilement établir la correspondance. La fig. 5 montre le nuage de points
obtenus en portant I’Age en abscisse et en ordonnée 1’écart de résistance
par rapport a la courbe de la fig. 4. La corrélation n’est significative
qu’entre 20 et 40 Kgs. De toute facon aucune correction prenant I’adge en
considération ne permettrait une réduction considérable de la dispersion
des résultats.

RESUME

Cette contribution a pour objet I’étude de la fatigue d’une éprouvette
parallélipipédique de mortier, par flexion répétée, et progressive, au
moyen d’une machine PROT.

Le principe de la machine et les précautions a prendre sont exposés
dans le texte. La machine, par construction, exerce 500 cycles par minute.
La progressivité de la charge, réalisée au moyen d’une émission de billes
commandée par un distributeur & 15 vitesses, varie pour le type d’éprou-
vette utilisé, de 1Kg/em2 par 1000 cycles a 1Kg/ecm2 par 630.000 cycles
environ. (notations 10-3 pour le plus rapide, a-8 10-5 pour le plus lent).

Bien que trés dispersés, les résultats font apparaitre un minimum
de résistance de rupture par fatigue pour des vitesses d’accroissement
de la charge voisines de 1Kg/cm2 par 100.000 cycles (notation 10-5).
Pour des vitesses plus fortes, elle se rapproche de la résistance de rupture
simple; pour les vitesses plus faibles, elle se reléve notablement, ce qui
pourrait sans doute s’expliquer par I’amortissement des contraintes inter-
nes et 'autoréparation des décohésions microscopiques.

SUMMARY

This paper examines the fatigue of a parallelopiped made of mortar
submitted to repeated bending, by means of a PROT machine.

The working principle of this apparatus as well as the operating
precautions are dealt with. This device, by reason of its construction,
exerts 500 cycles per minute. The progressivity of the load, attained by
an emission of balls and controlled by a 15 speed distributor, varies
according to the type of test, from 1 kg/ecm? per 1000 cycles to 1 kg/em?
per 630.000 cycles approximately. (notations 10-* for the fastest and
a® 105 for the slowest).
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Though very dispersed, the results show a minimum of resistance
to collapse due to fadigue, for load increment speeds of approximately
1 kg/cm? per 100.000 cycles (notation 10-°). For higher speeds, it
approaches the resistance to simple collapse; for lower speeds, it shows
a definite increase that could possibly be explained by the damping of
the internal stresses and the self repair of microscopic lack of cohesion.

ZUSAMMENFASSUNG

Die Arbeit behandelt die Ermiidungsversuche an einem prismatischen
Mortelpriifkorper auf wiederholte und zunehmende Biegung mit Hilfe
einer von M. Prot erbauten Maschine.

Die Grundziige dieser Maschine und die notwendigen Vorsichtsmass-
nahmen sind nachfolgend beschrieben. Die Maschine fiihrt in der
Minute 500 Schwingungen aus und die zunehmende Belastung wird durch
die Ausgabe von Kugeln verwirklicht, die durch einen Verteiler mit
15 Geschwindigkeiten gesteuert wird. Die Laststeigerung erstreckte sich
am verwendeten Priifkorper im Bereich von 1 kg/cm? pro 1000 Schwin-
gungen bis 1 kg/cm? pro 630’000 Schwingungen (Bezeichnung 10-3 fiir die
rascheste, a-8 10-5 fiir die langsamste).

Trotz der grossen Streuung zeigen die Ergebnisse die kleinste
Ermiidungsbruchfestigkeit fiir Laststeigerungsgeschwindigkeiten von
1 kg/em? pro 100’000 Schwingungen (10-5). Bei grosseren Geschwindig-
keiten néhert sie sich der gewohnlichen Bruchfestigkeit, bei langsameren
Geschwindigkeiten steigt sie merklich, was offensichtlich auf den Abbau
der innern Spannungen und die Selbstwiederherstellung der mikro-
skopischen Kohisionsstorungen zuriickzufiihren ist.

RESUMO

Estuda-se nesta contribuicdo a fadiga de um paralelipipedo de arga-
massa submetido a flexoes repetidas e progressivas por meio de um apa-
relho PROT.

Expoem-se o principio de funcionamento do aparelho e os cuidados
a ter durante os ensaios. O aparelho, por construcio, executa 500 ciclos
por minuto. A progressividade da carga, obtida por meio de uma emissio
de esferas comandada por um distribuidor de 15 velocidades, varia segundo
o tipo da proveta utilizada, de 1 Kg/cm? por 1.000 ciclos até 1 Kg/cm?
por 630.000 ciclos aproximadamente. (notacbées 10-* para o mais rapido,
a® 10~ para o mais lento).

Se bem que muito dispersos, os resultados mostram um minimo de
resisténcia a rotura por fadiga para velocidades de aumento de carga
vizinhas de 1 Kg/cm? por 100.000 ciclos (notacdo 10-%). Para velocidades
mais elevadas a resisténcia aproxima-se da resisténcia a rotura simples;
para velocidades mais baixas a resisténcia aumenta notavelmente, o que
poderia provavelmente explicar-se pelo amortecimento das fadigas internas
e a auto-reparacio das faltas de coesdo microscépicas.
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Aerodynamic stability of suspension bridges
under wind action

Aerodynamische Stabilitit von Héngebriicken unter der
Windeinwirkung

Estabilidade aerodindmica das pontes suspensas
submetidas a accao do vento

La stabilité aérodynamique des ponts suspendus
sous l’action du vent

A. HIRAI

Prof. of Civil Engineering
Tokyo

In 1942, the writer submitted a paper [1] on the stability of the free
torsional oscillation of a suspension bridge suggesting that the single-
-noded torsional oscillation is fatal for the bridge and the frequency
variation has a great significance for the destiny of a span. In 1948,
Dr. Fr. Bleich directed his attention to the fact that the frequency
is not constant.

The present paper deals with the forced oscillation of the suspension
bridge due to an alternating aerodynamic force with a frequency o, and
shows the resonance diagram or dynamic magnifier as a function of o
and wind velocity V. The resonance diagram gives the stability range
of suspension bridges.

The results obtained from the forced torsional oscillation and forced
coupled oscillation of deflectional and torsional motion are summarized
as follows.

The torsional frequency of a suspension bridge under wind action
is a function of wind velocity, and the stiffening girder becomes unstable
at a certain wvelocity. Especially, the action of drag coefficient which
has been omitted by other investigators plays an important role in the
analysis.

The formula for critical wind velocity is given short and clear.
According to the formula, the torsional stiffness and the flexional stiffness
have a great influence on the critical wind velocity, and the greater the
dead load the greater the effective stiffness ot the suspension bridges.
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As to the profile of a cross section of stiffening girder (including a
floor part), it is preferable to choose the section which has minimum
vortex discharge and positive lift curve for positive angle of attack.
Streamlining the cross section of a stifening girder often results in a
decrease of critical wind velocity.

Regarding the slope of aerodynamic moment coefficient, the writer
would like to choose its value as small as possible and negative for
positive angle of attack.

The so called «Section-model experiment» can not play the part of
«Full-model experiments in the higher wind wvelocity range.

To check up the adequacy of this analysis, the writer has conducted
a wind tunnel test in a small scale, in cooperation with prof. M. Yasumi.

In the experiment, slow single noded torsional oscillations were
recognized, when the wind velocity approached the predicted critical wind
velocity. The existence of slow oscillations with long period seems to
back up the writer’s analysis.

NOTATIONS
| Span length.
f . Cable sag.
b ... Distance between cables or width of stitffening girder.
Y iinenns Torsional angle of the girder which corresponds to the «angle of
attacky,
' RO Deflection of the girder.
2m ...... Dead load per unit length of bridge.
H..... Horizontal component of cable tension due to dead load H=ml?/8f.
e/1 ... Polar moment of inertia of stiffening girder per unit length.
EI ... . Flexional rigidity of stiffening girder.
GK ...... Torsional rigidity of stiffening girder.
EJ ... Reduced flexional rigidity of suspension bridge.
GK ...... Reduced torsional rigidity of suspension bridge.
Vo, Wind Velocity.
Vi.ooo..o. Critical wind velocity.
W ernnnnne Natural torsional circular frequency of suspension bridge. (wind off).
No........ Natural torsional frequency of suspension bridge. (wind off).
WL eeeens Natural deflectional circular frequency of suspension bridge. (wind off).
Nu ...... Natural deflectional frequency of suspension bridge. (wind off).
Nu=0w,/2 =«
@ eeeeeenn Circular frequency of an alternating aerodynamic force which acts
on stiffening girder.
" kg —sec? ’
B rneencoens Air density ¢ =0,125 ( —>——— |
\ m4
P PO Acceleration of gravity.
ClL.oveennnnn Lift coefficient of stiffening girder.
Cq.ocnnnnn Drag coefficient of stiffening girder.
Cumeerrnenns Aerodynamic moment coefficient of stiffening girder.
g ( d Ci
......... \——d e ) e=0
g 'd Cm
o (=) .
1
P oeeeeenns Stagnation pressure; p = — pV?

2
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B eonessens Coefficient concerning lift coeff. and drag coeff. For a singel-noded
oscillation, it yelds to
V128 S
2_ 1 L >
p=1 T Ca
W oeeeernnnn Dynamic magnifier
Joeee. Imaginary unit ( =y —1)

The other letter symbols used in this paper are defined where they
first appear.

I. Fundamental Equations.

The subsequent analysis is based on the following assumptions.

1) The bridge is a single span and its span length is 1.

2) The direction of wind is horizontal and perpendicular to the
bridge axis.

3) The effect of towers and side spans are not considered. (Fig. 5).

4) For the sake of simplicity, the distance between cables is assumed
to be equal to the width of the stiffening girder.

5) Flexional rigidity (EI) and torsional rigidity (GK) of the stif-
fening girder are considered constant.

6) The bridge is considered as an elastic structure.

The present paper deals with symetrical single span suspension
bridge in which the effect of towers and side spans are not considered.
For simplicity’s sake, the direction of wind is assumed to be horizontal
& perpendicular to the bridge axis. As can be seen from Fig. 1, the
bridge section is assumed to be H- shaped, that is, the floor part lies
in the middle of the stiffening girder (including the truss type). It seems
easys to modify the analysis, so the writer has adopted the above mentioned
assumption.

In deriving the fundamental equations of the twisted and deflected
stiffening girder, the writer uses the system of fixed coordinate axis
X, ¥, z directed as shown in the figure. He also takes at the centroid of
any cross section of the stiffening girder the system of coordinate axis
£, n, Z, such that £ and = are in the direction of the principal axis of
the cross section and ¢ is in the direction of the tangent to the center
line of the stiffening girder after deformation.

The deformation of the girder is defined by the two components
u and v of the displacement of the centroid of the cross section in the
x- and y- directions and by the angle » of which the cross section rotates.
In the subsequent analysis the horizontal displacement v is neglected.

The aerodynamic forces acting on the stiffening girder per wunit
length, are expressend as follows.

Drag, W =Cq4 pb
Lift, L =C, pb (1)
Torque, T =C, pb2
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The relations between the aerodynamic coefficients and the angle
of incidence are assumed as follows.

For lift coefficient C=8» } @

For aerodynamic torque coef. C,,= S »

Considering mow the oscillation of stiffening girder (including a
truss type), it is evident that if the girder oscillates, it becomes slightly
twisted, and a wind blowing perpendicularily to the span produces aero-
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dynamic forces. The aerodynamic torque (moment) around the ~axis.C
per unit length of the span is given by the following expression, consi-
dering the relative vertical velocity of the girder,

Sepb? (- = —o

V_dt)

Besides this aerodynamic torque, there is another important factor
which has a great influence on the stability of a suspension bridge. A
girder exposed to wind, is subjected to a lateral wind pressure which
corresponds to the drag in an airfoil. The effect of the bending moment
due to wind pressure after deformation of the span must be considered,
as it then has a component which tends to increase the twist, when the
girder is twisted slightly. Calling the bending moment &%, the additional
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torque about the axis  due to the wind pressure W in (1), is represented
by @ du/dz.

The aerodynamic torque and the above mentioned additional torque
are resisted by the torsional stiffness of the span and the tension of
the cables. So, considering next the equilibrium condition of the twisted
and deflected stiffening girder in Fig. 2. The restoration torque per unit
length of stiffening girder due to cable tension is

Hb[d‘zuz dQUIJ

2 dz? B dz?

Fic. 2

where, H is the horizontal component of the cable-tension due to dead
load m per cable. Substituting the relations;

u‘:u——b—'g and U2:u+—b—?
2 2
we obtain,
Hbprd?u: d>u | HDb*d?y
2 Ldzz  dzz ]l 2 dz

Furthermore, considering the shear effect and the torsional rigidity of
the girder, the restoration torque is given by the equation:

, 2\ 42 . b2 d¢ -
(GK+Hb) o EL.b*dty
\ 2 ) dz 4 dz

where, EI is the flexional rigidity and GK is the torsional rigidity of
the stiffening girder.

Now, the differential equation for torsional oscillation is expressed
by the equation:

@ v 7

Hb2\ 920 EL.b24%0 2u 1 ou

— (GK + > P P U S pb? (p— 12

1 o t2 ( 0 z* 4 gzt ()zgwr tP ( vdt)
(32)

in which, © is the polar moment of inertia of the cross section of the
stiffening girder.

In solving the eq. (3a), it is assumed that

p—A.siniz __
b T (n=23 L) } 4a)



218 Ib4. A. HIRAI

Then eq. (3a) is equivalent to the equation;

® 920 62 02 u 1 ou
s S S, pb? —_] 3b
BT Y -+ S p I_ v ot (3b)
Where,
2 /
GK— GK + 225 «EI+ ﬁ) (5a)
== 4 2

for

12
<EI+2 H) (5b)

At first, we consider the torsional oscillation, neglecting the term
containing du/dt.

There is some disturbance, such as Karman vortex or fluctuations
of wind intensity, which offer a chance to produce an alternating
aerodynamic force. It can be assumed that the alternating torque acting
on the girder is T, sin o t. T, may be a function of wind velocity V,
but at present very little is known about T,. However, it is interesting
to study rapidly the behavior of the bridge under the action of T, sin o t.

Then, the fundamental equation has the following expression, with
the damping coefficient inserted.

© 9?

2 . 2
?4c%? _GRE2. My S, pb2—T, sin wt ©6)
ot ——o9z* 92z

e

1

S

t?

As eq. (6) contains the term d2u/dz®> we consider the deflection of the
span. A deflection of a suspension bridge under a certain uniform load
w is given the eq.:

4
g1 &8 _ oy diu
az iz

As long as we assume that

u=DB - sinlz
2= 2% (n =123 ...) (4b)

the above equation is equivalent to the following expression.

(EI+2H>‘”—“

32 ) dzt
Hence the reduced flexional rigidity of a suspension bridge is:

E]_EI+—1—2H (7a)
(nx)?
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For n = 2,

' 2
EJ —El 4 —— H (7b)

2=

Then the reduced torsional rigidity, GK is

2
GK=GK—I—MEJ
E— 412
(5¢)
2 K2
n—2 GK=GK-+ "2

l‘)

The subsequent analysis is limited to the case, n = 2, that is » = 2x7/],
because the one-noded torsional oscilation is fatal to the span.
As the n -component of bending moment 27 due to wind pressure
M o, the deflection of the span is defined by the eq.

2 2
<E1+2_Ii> d_EZEJ (_i__u:_alzc‘p
)32 dz? dz?

Furthermore, additional deflection due to lift force L can be con-
sidered. Considering this effect, the above equation becomes

2 y
o) el =—( 1+ Spb > ol
dz? \ 2291 ‘
and introducing the symbol
Spb
2___ 1-4-
pre= )2 N i58)
Then,
2 2 an
E]du:_[ﬂa/z@ or du:-—gﬂ ; P 9)
dz? dz? EJ

The bending moment N due to wind pressure is given approximately
by the equation [1, 2];

Cgpbl?
M (EB_ (10)
v 128
And eq. (8a) yields to;
vi28 S
2—1+  — —= 8
P & o2 Cd ( b)

Substituting Eq. (9) into eq. (6), and considering eq. (4a),

2 ’ 2, M2
L S ML
1 ot? ot ——oz? E]

9— Stpb?¢=T, sin mt
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or
9 9% +C£—+K9:To sin ot !
1 ot? ot .
where, (11)
on 2 -
K =[GK>.2_ 223 b2J
: GK K E] tP
Its solution for T, = O;
__C t
g=e 20/l .[A, singt+As.cosgt]
K C?2 (12)
g= ) _ ¢ @ y 2
- 4 |
T A7)
Particular Solution of eq. (11) is;
T, . sin (nt—19,)
H =
\/(K—‘—H)“”)Q"f((?w)2 12
vl 1
where,
tan Co
9, = —— ;
P e . (14)
K——u?
. 1

The critical damping v is given by the equation,

vi=4

@ td
7 5 SCEY

As the natural torsional frequency of the span in still air (v = 0O) is,

oyt (16)

the critical damping in still air v, is exppressed by the equation;

e
I m? (17)

vy =2

With eq. (17), the solution (13) becomes,
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T, sin (0t —9,) we2

o ® 3 2 2002 12
I ”%Q_w,_stpb N } _}_4(2)2%2.0,2
1 ‘ e/l EJ.o/ Vo ‘

From this equation, the dynamic magnifier 3¢ is obtained.

X (,V)=— ! . o
V (1= v AX—BXtp+4 ()Y (18)
where,
v 2 3
X= (o\?.b>’ Y=
J K:_S_‘%E.b?, gz(i%___t’lg)g.%ﬂbt (19)
l 2 512E].

¢ is a function of o and V. Neglecting the damping term,

1

N, = -
Y 1—Y2—AX—BX®

(20)

When the denominator in eq. (20) diminishes until zero wvalue, ¢y
becomes infinite, and the wind velocity for o is obtained from the
equation.

1—Y2—-AX—-BX2=0

or
4 2 P .
BVO) + AV(,) —_ (0)? —0?)=0
2 bl2 )2 ¢
where, A= &% B — (_P‘gd‘i)_l)_ (21)
2 512 E]
1 1
Vi, ooeeee Wind velocity for o
6)  eereen Observed torsional Osc. (rad/sec)
B eeeee Natural torsional Osc. (rad/sec)

In eq. (21) the term involving V* is the dominating factor at high
wind velocity. Consequently, it is expected that the observed frequency o
becomes small as V increases. At the critical state, » becomes zero. The
critical wind velocity V is obtained for o = 0 in eq. (21), that is

BV, +AV] —0’=0 (22)
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This critical condition is also obtained from the equation of free
oscillation ;
0 d2y Jt
—22 [GKe_w— —s b2] —0 23a
[an | GEP—e 5y =S @32)
Its solution is,

— Ay sinqt+ Az cos qt
where, q= \/ K (23D)
@/l

For q = 0 the same condition <s obtained with eq. (22). Neglecting
the second term in eq. (22);

(For one-noded tor. osc., 2 = 21—‘“ )

v 2 ATV VE].GK
L ¢ Cdo b13

(24a)

This condition corresponds to the stability condition which is obtained
from the following equation.

d2o on2
GK 2 _—5=0 25
Fpcie £ ? (25)

The above equation is equal to a torsional buckling (Kippung) of a
suspension bridge.

® |

I

|

; | ;“

7 / |
M%ﬁ/// i
|

'Ili/
// Q:\,\ !

L (wes) FI1G. 3

Again we return to the eq. (18). The function ¢ varies as shown
in Fig. 3. The locus of the crest projected on XY-plane is given by
0 X [ox = O. Its equation is;

1—Y2—AX -BX2=0 (26)
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which corresponds to the eq. obtained from eq. (23)

) o2
— q2=GK 22— S, pb2 — 2 —
1 q t P HEJ

Theoretically, the height of the peak at point K in Fig. 3 is large,
meaning that a damping term is inactive at this point. The critical
velocity V. given by eq. (22) corresponds to point K. The curve on 3¢ -Y
plane is a dynamic magnifier or a resonance diagram when wind dies
away.

We can sketch a contour line of the )¢ -diagram by cutting it with
a horizontal plane of height h. And its equation is

— _ 1 FC\2
1—Y:—AX —BX= — — (—> Y2 27)

Yo

The curve on ) -X plane (Fig. 4) refers to the stability of suspension
bridge. At point K in fig. 4, the amplitude of torsional oscillation becomes
infinitely large, but practically, the amplitude will be sufficiently large
at point K’ in the figure and the bridge will be destroyed by wind. As
we lack information about the disturbing force T, it is difficult to
determine the point K’ theoretically. But it is possible to determine it
experimentally, and we can determine the value of h in fig. 4.

If the value of h (the magnitude of ¢ at wrecking - point K’) is
known, the corresponding wind velocity is calculated by the equation;

_ R+ \/Ar+4B (1_%‘) 280
‘. |

2B
Neglecting the term A, (This is on the safety side as long as S, < O)
x—— 1L (28b)
VB h

And the following equation is obtained instead of eq. (24a)

Vka=4n V128 \/E].EE \/1___1_ 24b)
wCdebl h
The above equation is also transformed, assuming that
b2
GK == 72 2 F] (29)
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2m
< Vi )2:(23:)" g Vi /1 (302)
N?b b o b2 pCd h :
where, rﬂz—GL r; radius of gyration
2m/g
If we represent the wind pressure W by the equation,
W=k FV? 31)
| ST Coefficient.
F ... Area of exposed surface per unit length of the stiffening girder.

then eq. (80a) is expressed as follows.

7 Fic. 5 f
2m
= iz, <_Vk_>2__ rgl)?_g_\/IQS 1
| | ; N’Pb Kb oFb 2kp h
| / /A Y/ //é (30b)
3 y;

II. Full Model Test in small scale (in cooperation with prof. M. Yasumi).

To check up the adequacy of the analysis reported in the preceeding
article, wind tunnel tests were carried out in cooperation with prof. M,
Yasumi (Univ. of Osaka) since 1949. However, it required several years,
the cost of the tests being comparatively high.

The measurements of aerodynamic characteristics of the stiffening
girder sections were conducted at the University of Tokyo. The tests on
model suspension bridges were carried out in a 3. bm Wind Tunnel at
the University of Osaka. The model suspension bridgs was small scale.
(Fig. 5). Its span length was 3m, its width 4cm, and sag/span ratio was
1/10. The girder sections were H-shaped with a depth-width ratio of 0.10,
0.15, and 0.20. The girders were made of brass plate, and thin lead plates
were added as weights.

The behavior of suspension bridge under statical lateral loading was
also investigated. The studies showed that the natural frequency of the
suspension bridge under the action of lateral load decreases with increa-
sing loadings. Fig. 6 shows a test of torsional buckling (Kippung) of a
suspension bridge due to lateral load.

One of the results obtained from wind tunnel tests is as follows.

Model-N2 1; 2m = 5.94 gr/cm Cl‘ = 0.00775 gr-sec
EJ = 7686 x 10% gr-cm? ﬂ{: 162 X 103 gr-cm?
Cy = 0.243 S =5.64
S, — — 0.482 w = 277

v, = 95.7 rad/sec (calculated)
No = 15.2 ¢cyc/sec ( » ), 15.5 cyc/see
(observed)



AERODYNAMIC STABILITY OF SUSPENSION BRIDGES 225

The ecritical velocities obtained from test were 11.9 m/sec and
11.8 m/sec. Observations of torsional frequencies were made by using
an electrical-resistance gage. One of its records on an oscillograph is

FiG. 6

shown in fig. 7, and it indicates a long period of torsional oscillation.
When the velocity approached the predicted critical wind velocity,

Time T [ T T T T[T T T T [T T T T T TETTTTTT] T

1- noded /V
Tor: Ose.

j Scaled out

Defl Osc.

Fic. 7

slow torsional oscillations (One-ncoded osc.) were observed with naked
eyes, which differed from the natural frequency in still air. The photo-
graph (Fig. 8) shows the instant when the span was wrecked by wind.
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The last shape of the bridge is similar to the form of the torsiomal
buckling in Fig. 6. Fig. 9 shows the ¢ -diagram of the model suspension
bridge calculated from eq. (18). Two contour lines fordt =2 and ) = 4
are shown in figure. The critical points obtained from tests are indicated
with two flags.

e -X curve for Model N.» 1 is given in Fig. 10, in which the
wrecking point (V = 11.9 m/sec) is shown as X = 9.65.

Fic. 8

Fi1Gc. 9

Neglecting the term A and assuming h = 3.5 in eq. (24b) the critical
velocity is V|, = 12.2 m/sec which compares to the observed value
11.9 m sec.

Experimental results on 4 models are given in Table-1 and Table-2.
Fig. 11 shows one of the records of Torsional Oscillation. (Model N.° 3)
A mean value of «h» obtained from the narrowly confined studies is 3.48.
To decide the correct value of «hs (Dynamic magnifier at wrecking
instant) more experimental studies will be required.
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b
40~
201
Experimental Result Figc. 10
. L1 L
0 5 , 70 K /5
(o 1=965 1265 X
TABLE 1
Model N.° N-1 N.» 2 N." 3 N.” 4

A/D oo e e e e e e 0.20 0.20 0.15 0.10

Cd eee e . . 0.243 0.243 0.187 0.137

S 5.64 5.64 5.74 8.62

St - 0.482 - 0.482 - 0.504 - 0.515

“ 2.766 2.766 3.130 4.362

m gr/cm 2.971 2.828 2.569 2.848
(2m/g) X 103 gr—sec’ = = 6 063 5.771 5.243 5.812

cm

{@/1) x 10-2 gr-see? ... ... ... ... 0.775 0.807 0.619 0.698

H kg N 1.114 1.061 0.963 1.068

EI kg-cm’ 2607 3483 927 361

EJ kg-cm? 7686 8321 5318 5231

GK kg-cm?® 149 93 75 114

GK kg-em® 162 108 84 123

B/20ee. i e e e e e 1.77 1.69 1.84 1.82
No cyc/sec (caleulated) ... ... ... 15.2 12.2 12.3 14.0
VET . GK et e s 1660 1410 1142 1342

pn Ca -
4= /128 Y EJ . GK

Viz8 v =— m%/sec’... ... 174.84 148.53 120.26 141.36

- Cd o bI3

Note: d... depth of stiffening girder.
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a.s‘ec
Time 1] T T T 1 T

N A N IR T T O O A A

Long Perrod, 7= 4
Fnoded
Tor: asc. MAM/\NWV\N V\Ml"\f\:\,,

T I
sec -

hqu\_f.v—\___,\f__,/
Defl Osc,
V=10 m'sec (entre 0/5,00/7
,-\ :< —
Wird —
TABLE 2
Model N.° Ne°1 N.- 2 N 3 N. 4
about
Observed critical velocity in m/sec 11.9 10.9 10.3 11.0
\/ 4 V128 VET . GK /ey 13.2 12.2 11.0 11.9
wCiphbl
Value of <h» obtained from eq.
(24b) e e e e s 2.9 2.8 4.5 3.7
b 1
\/ 1— W 0.90 0.89 0.94 0.93
Mean value of ¢h» obtained from experiments is 3.48.
TABLE 3
Comparison of predicted and observed values
Model N.° N. 1 N.° 2 N.° 3 N.° 4
Vi =\/‘20‘/ EJ . GK (m/sec) 12.2 11.2 10.1 10.9
nCipdbl
Observed critical velocity (m/sec) 11.9 10.9 10.3 11.0
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4 5

LR 1T 11 R R T o T U 1]
__—‘_J V\._ b
rof Hpoung* “"“/N SN

TR A

Ve 120VE] . GK
k pnC, obld

Substituting h=3.48 in eq. (24b) the following expression is obtained.

(32)

We can estimate the mecessary stiffness of a stiffening girder, by

introducing a proper factor of safety. Flexional stiffness of a suspension
bridge is approximately given by the equation, [substituting V = 60 m/sec
and considering eq. (29)].

EJ =18 (= Ci1%

which corresponds to the equation;

V2=80\/E].9_K_
p C,obl3

k

III. Coupled Oscillation.

(33)

We consider next the coupled oscillation of torsional and deflectional

vibration in suspension bridges. The critical condition is also obtained
from the equation of free vibration.

In 1947 the writer developed [3] the coupléd oscillation according

to Mr. Theodorsen, but in the present article he considers the aerodynamic
forces as in the preceeding articles in order to obtain a general outlook.

The equation of flexional oscillation of the span is introduced by

remarking that the =m -component of the bending moment due to wind
pressure is ¢ 2%, [3, 4] And considering the relation

d2p , a d2u
dz2 ~ GK dz?
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the fundamental differential equation of suspension bridge is represented
approximately as follows:

2
2mdiu p_sphe+D I 0
g dt? . dt

®

&g b? du do
P L Ko+S, p2%Uicd% _o
I ae | -7 TYP Y g dt (34)

where,
E—E]. )#— o
- GK

2
K—GK .1#— o — S, pb?

.‘Az

=S_pl_) + A (A; damping coeff.)

S'=S + C4

The solution is assumed to be of a sinusoidal form, then the charac-
teristic equation has the quartic form, neglecting the damping coefficient.

x+ax3+bx2+cx+d=0

__ s'pb E K
Ty, et )
g g 1
s'pb ’b 1
= P K+s pV Tm
g 1
KE
Tme
g 1

The principal stability conditions derived from eq. (35) may be
summarized as follows.

i) $=8S+Cy >0
i) S, <0 (36)
ili) eq. (24a)
In analysing the forced oscillation of the span, the writer has assumed

the disturbing force shown in the following equations, according to
the eq. (6).
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®3+Ko+Co+F U=T, sinnt *
Mﬁ+EU—F?+DU=—g—TO sin o t
where,
o2 M= 2m
1 g
K —GK.#i? — 2 _S, pb? (37)
. - EJ~
2
— b )2
E=EJ.) oK )
b2
F,=S‘$ F—s'pb
D_SPb 4
Y

The particular solution is, with the notation j =v -1,

[ (E—Ma?) + juc] T,

"7 (K—@4%) (E— Mo?) —w? CD + ju [D (K— @u?) + C (E— Mo#) + FF, ]
_ : : : (38)

where, ¢=D—F,e/b

The magnitude of ¢ is defined by the equation,

o \? (E—Mo»2)2+m252
<To>* [(K—®0?) (E—Mw?)—?CD]2+ 0 D(K —®0?) + C (E— Mw?) +FF J?
. . . . (382)
Neglecting the damping factor A and C;
2 ]
Z:—_Y2_ B'X2Z?) —
(2) ( " G o
To/™ <_@i’_> "w; (1-Y2-AX-B'X2)% Z2-Y2-B'X2Z2)? + Y , (12 <§E> “(0-Y1-B'Xa
7 (2m,g) ”? A’ (38b)
2
where, X:(——V—> v ©
(l)m b b)m
£ —=— D i F[ 3
b
K=St ¢ b? b B — (Cd ¢ bl?)? w2 b

20/l ~ 512EJ.e/l 9
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The managing terms are the last term in the denominator and in the
numerator. Hence the dynamic magnifier is represented by,

(S'—eS, ) 1
(S [1—Y:*—BX2]

962 =

(39)

Comparing with eq. (20), eq. (39) is multiplied by a coefficient
which involves an aerodynamic coefficient and does not include an A-term.
Furthermore, eq. (39) shows again that the «Kipperscheinung» due to
wind pressure plays an important part in stability problems of suspension
bridges.

If eq. (89) is correct in spite of involving some assumptions and a
certain approximation, it seems to be preferable to choose a section
which has the characteristic S; >0, but this condition is against
eq. (36). As our experimenal studies have been restricted, it is difficult,
presently to clear this point definitely. The writer never theless
recomends, at present, to choose the value S; as S.==0, and when this
is impossible, S, < 0.

IV. Section-Model Experiment.

As the full size model test is expensive, a «section model test» is often
carried out. Let us consider the section model with a fixed center of
rotation as shown in Fig. 12. Spring constant per unit length per one
side, is noted K. The fundamental equation is:

® d% [ Kb
LA

— S.pb?
1 dt? 2 L

o+ C%?-:To sin o t (40)
t

While, the equation of torsional oscillation in suspension bridge is
represented by eq. (11)

o2

9 d
— S [)b

?-I-C—(i-’f—:'l’o sin ot (11)
t <

® d%
9% [GK.12—
] dt2+[—” ¢

Comparing eq. (40) and (11), it appears that a section model may
be made to correspond to a full size model, as long as the term % is
inactive. Hence, in the comparatively low velocity range, a section
model can play the part of a full size model. But in high wind velocity
range, the wind pressure cannot be neglected. As the eq. (11) shows,
the reduced spring constant of this system is not constant but decreases
with increasing wind velocity, due to &% including the velocity V.

Dynamic magnifier of eq. (40) is,

2
®

\/ [m2 w2 — S_‘_PE]:_ 4<§—>2m2 0
? @/l Vo . ©

)

(41a)
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Where, v, is the critical damping in still air. Neglecting the damping
term, we obtain:
(1)2
a_ Sep b? Ve (41b)
4 20/1

Making the denominator of eq. (41b) equal to zero, the critical
condition of the system is introduced;

St ob?
2 2 v V22—
w? —w» 9 ®/l —O (42)

To check the adequacy of the above analysis, data introduced by
Dr. Fr. Bleich [5] will be mentionned here.

T T b =90 ft. r=27.8 ft.
Centerof Rolation 2—m -— K55 l_b_'._s.eﬁ
K Spring constant per unit length per one side g fe?
Fic. 12
Configuration I =~ Natural torsional frequency « =0.929 rad/sec
Observed torsional frequency ‘
for Vo, o, =0.856 rad/sec
Observed wind velocity Vm‘ =94 ft/sec
Configuration II Natural torsional frequency v = 1.74 rad/sec
Observed tcrsional frequency
for Vo, v, = 1.67 rad/sec
Observed wind velocity \Y% = 127 ft/sec

I,)__'
Substituting the numerical values of configuration I in the eq. (42):

s. 202 2109202 —(0856)2]

o/l b*VZ 2378 10-3,(90)2.(94)?

1531 1 )
104 ( Ib —sec?

Substituting the above value and the values of configuration II in
eq. (42) again, the predicted critical wind velocity for configuration II
will be V = 127.3 ft/sec.

The observed figure is 127 ft/sec, which corresponds to the calculated
value.
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V. General Considerations.

The present analysis is based on the assumption that the aerodynamic
alternating torque is represented by T, sin o t. There seems to exist
many opportunities of resonance between the frequency o — it does not
always follow that the aerodynamic force is a source of disturbance
with a frequency o — and the frequency of the suspension bridge, as
the frequency of the suspension bridge, under wind action is not constant,
as shown in Fig. 3.

Karman vortex or fluctuation of wind intensity is considered to be
the origin of the alternating aerodynamic torque. In any case, minimizing
a vortex discharge is an efficient step to do away with a certain amount
of oscillation. The term T, remains untouched, as the writer knowlege
of aerodynamics is restrained.

It is interesting to note that the frequency of the alternating torque
which determines the fate of a suspension bridge is a slow frequency,
as the dynamic magnifier has an infinite height at point K in Fig. 3.
Due to this, the records of torsional oscillations obtained from the expe-
riment at the collapse of the bridge, as can be seen in Fig. 7 or 11, are
the interesting figures.

Supposing that there exists no aerodynamic alternating force, — when
the wind velocity approaches the critical velocity Vi, the suspension
bridge will be wrecked by wind pressure. This phenomenon is known
as the «Kipperscheinung», as shown in eq. (25).

Considering this, the aerodynamic alternating torque T,.sin o t
is introduced as a matter of convenience to obtain the critical velocity.
The suspension bridge apparently produces a play in costume of «vibra-
tion» before the limelight of «aerodynamic disturbance», but the producer
behind the stage seems to be the «Kipperscheinung» or torsional buckling
of a suspension bridge.

The critical wind wvelocity for the fatal singlenoded torsional oscilla-
tion is given by the eq. (24b).

sz__:41=t/128 VE]% \/1_‘%

# Cag bP =

From this equation the mecessary stiffness of a stiffening girder
may also be calculated. Increasing dead load results in an increase of
the effective stiffness of a suspension bridge, thus the dead load plays the
part of a flexional stiffness EI of the stiffening girder as slown in
eq. (7b) and (5c).

2
EJ—EIl+ 4 H (b)

22

g:GKq-fPEEJ (50)
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The use of both top and bottom lateral systems in the stiffening
girder (truss type) increases the GK in eq. (5¢).

Installing of center diagonal ties is an effective means of preventing
single-noded torsional motion, and in this case the stability conditions
for » = 3=/l and etc. make their appearance.

As can be seen from eq. (24b), a small value of p raises the critical
wind velocity. Streamlining the shape of the cross section of a stiffening
girder seems to increase the value of coefficient x which contains
coefficient S.

Tao prevent the dangerous self-excited vibration of the span, requires
S’ = S ‘I‘ 'Cd > 0

Regarding the coefficient S, the writer recommends to choose a
value S, = 0, if possible.

Eq. (24b) is transformed into the following expression.

2m
<Vk >2: (2\)2X_g_2><ﬂ%_8 1_L (30a)
N,b b/ bt uCy h

This expression offers some resemblance to the experimental results
obtained by prof. Farquharson [6], but the critical wind velocity defined
by prof. Farquharson corresponds to the starting point of the catastrophic
torsional oscillation, whereag the critical velocity Vi in the present paper
corresponds to the last instant of the bridge oscillation.

Substituting the numerical value for the New Tacoma bridge in
eq. (32), assuming h = 3.48;

1 =2800 ft. b = 60 ft.

S =1.54 Ca =025 (")
m = 4339 lb/ft/cable H = 15.187 x 10° 1b
EI =277.53 x 10 Ib — ft* (®)
EJ =8.807 x 10 1o — ft?

GK = ”"lzb“ EJ =39.91 x 10°  lb— fts
p = 1.66

From eq. (32) the critical wind velocity is:
Vi = 234 ft/sec = 160 mile/hour = 71 m/sec

Finally, the writer has much pleasure in expressing his grateful
thanks to Emeritus prof. Y. Tanaka who has kindly afforded great
facilities for investigation of the present problems. (22, April, 1955)
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SUMMARY

The frequency of the fatal single noded torsional oscillation of a
suspension bridge, under forced vibration due to aerodynamic alternating
force, is different from the natural frequency (wind off), as the drag
coefficient of the stiffening girder plays an important part in the higher
wind velocity range.

The critical wind velocity Vi (m/sec) is expressed approximately by
the equation:

120VE]) . GK
P = = (1)
wCapbld

In practice, it will be reasonable to take a correct safety factor.
Then the necessary stiffness of a stiffening girder (including truss type)
can be estimated.

The flexional stiffness of suspension bridge is approximately given
by the equation obtained by introducing V = 60 m/sec into eq. (1).

EJ =18 (v Cs 1¥) in Kgm? 2)
which corresponds to the equation,

v 80 VE] . GK
K — == 3)
Y- Cd p b 15

The greater the dead load, the greater the effective stiffness of a
suspension bridge.

As to the shape of cross-section of the stiffening girder, it is
preferable to choose the section which has minimum vortex discharge
and S’=S + C;>0. Streamlining the cross section of a stiffening
girder seems to bring an increase of the coefficient u which involves
a lift coefficient and a drag coefficient.
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Regarding the coefficient S,, the writer recommends at present to
choose its value S, = 0, and when this is impossible, S, < 0.

As to the adequacy of the numerical factor in eq. (1) or (3) further
experimental research is expected.

ZUSAMMENFASSUNG

Die unter der Einwirkung einer wechselnden Windkraft auftretende
Frequenz der gefidhrlichen, einknotigen Torsionsschwingung einer Hin-
gebriicke ist verschieden von der Eigenfrequenz, da der Widerstands-
koeffizient des Versteifungstriagers bei hohen Windgeschwindigkeiten
eine wichtige Rolle spielt.

Die kritische Windgeschwindigkeit Vi (m/sek) wird durch folgende
Niherungsgleichung erfasst:

120 VE] . GK
V.2 — J. Gl

1
“ P-Cdpbls ()

In der Praxis ist ein entsprechender Sicherheitsfaktor bei der Aus-
wertung der obigen Gleichung zu wihlen und damit ist auch die erfor-
derliche Steifigkeit des Versteifungstragers bestimmt (auch fiir Fachwerk-
trager).

Die wirksame Biegungssteifigkeit einer Hangebriicke wird anndhernd
durch folgende Gleichung gegeben, die durch Einsetzen von V = 60 m/sek
in Gl. (1) folgt:

EJ =18 (¢ C4 1*) in kgm? 2)
Diese entspricht der folgenden Gleichung:

80 VEJ . GK
V2= ) o8

Je= s 3)
pCqob I3

Eine grossere stindige Last ergibt eine grossere wirksame Steifigkeit
der Héangebriicke.

Es ist noch wiinschenswert, am Versteifungstriger einen Querschnitt
zu wahlen mit minimaler Wirbel-Ablosung und mit S =S + C; > 0.

Wird der Querschnitt des Tréigers stromlinienformig gestaltet, dann
scheint es, als ob der Beiwert p sich’ vergrossere, der einen Widerstands-
und einen Auftriebs-Beiwert enthilt.

Hinsichtlich des Koeffizienten S. mochte der Verfasser dessen Wert
mit S;= 0 wiahlen, und wenn dies unmoglich wire unter den gegenwirtigen
Umsténden, mit S; < 0.

Ueber die Zweckmaissigkeit numerischer Faktoren in GI. (1) oder (3)
sind weitere experimentelle Untersuchungen abzuwarten.

16
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RESUMO

A frequéncia da oscilacdo de torsdo de né unico que provoca a
rotura de uma ponte suspensa sob o efeito de vibragoes forcadas produ-
zidas por esforcos aerodinamicos alternados difere da frequéncia prépria
(vento nulo), pelo coeficiente de resisténcia da viga de contraventamento ter
um papel importante para valores elevados da velocidade do vento.

O valor aproximado da velocidade critica do vento Vi (m/seg) é dado
pela equacao

, 120VEJ.GK
o pCapbld

(1)

Na pratica é conveniente tomar-se um coeficente de seguranca ade-
quado. Pode-se entdo avaliar a rigidez mnecessaria da viga de contra-
ventamento (incluindo as vigas trianguladas).

A rigidez a flexdo aproximada de uma ponte suspensa obtém-se
partindo da equacio (1) ma qual V = 60 m/seg

EJ] =18 (1 Cy4 I*) em Kg/m? (2)

que corresponde a equacao
, SOVEJ.GK
T kCqpb P

3)

Quanto maior é o peso proprio, maior é a rigidez efectiva de uma
ponte suspensa.

No que se refere a forma da seccdo transversal da viga de contra-
ventamento, convém escolher a que da o voértice minimo e para a qual
S’=8S+ Cs>0. A adopcdo de formas aerodindmicas para essa seccio
transversal parece causar um acréscimo do coeficiente p que compreende
um coeficiente de sustentacdo € um coeficiente de resisténcia.

No que diz respeito ao coeficiente S,, o autor recomenda, que, por
enquanto, se escolha S; = 0 ou, caso nido seja possivel, S; <<O0.

Quanto a exactiddo do valor do coeficiente numérico das equacoes
(1) ou (3), convém esperar os resultados de novos estudos experimentais.

RESUME

La fréquence de ’'oscillation torsionnelle & noeud unique qui cause la
rupture d’un pont suspendu sous l'effet des vibrations forcées produites
par des efforts aérodynamiques alternés est différente de sa fréquence
propre (vent nul), le coefficient de trainée de la poutre de raidissement
jouant un réle important pour des valeurs élevées de la vitesse du vent.
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La valeur critique approximative de la vitesse du vent V (m/sec) est
donnée ppar 1’équation:

, 120VEJ.GK

1
B pCagb I3 )

Dans la pratique il conviendra de prendre un coefficent de sécurité
raisonnable. ‘On pourra alors estimer la rigidité nécessaire de la poutre
de raidissement (y compris les poutres triangulées).

La rigidité a la flexion approximative d’un pont suspendu est donnée
par l'equation (1) dans laquelle V = 60 m/sec

EJ=18 (v C; I*) en kgm:* (2)

qui correspond a 1’équation
, S80VEJ.GK

3
#Capb I3 ?

Plus le poids propre est important plus la rigidité effective d’un
pont suspendu est grande.

Quant a la forme de la section transversale de la poutre de raidisse-
ment, il convient de choisir celle donnant le minimum de tourbillon et
pour laquelle S’=S 4+ C; > 0. L’adoption de formes aérodynamiques
pour cette section transversale semble entrainer une augmentation du
coefficient p qui comprend un coefficient de portance et un coefficient
de trainée.

En ce qui concerne le coefficient S,, 'auteur recommande, dans
I’état actuel des choses, de prendre S; = 0 ou, si ceci n<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>