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AÜ3

Nouvelle methode d'analyse tridimensionnelle sur modeles reduits

A new method of three-dimensional analysis using small-scale models

Ein neues Verfahren zur drei-dimensionalen Spannungsmessung in
Modell-Konstruktionen

C. BENITO
Ingenieur, Chef de la Section des Modeles Reduits du Laboratorio Central de Ensayo

de Materiales de Construcciön, Madrid

1. Generalites
Malgre les tres grands progres realises par les differentes theories employees pour

le calcul des ouvrages, de nombreux techniciens du genie civil cherchent une
methode pour la resolution des problemes d'elasticite ä trois dimensions. Les
travaux preliminaires sont etablis sur la base de la theorie de l'elasticite et on
n'entrevoit pas, jusqu'ä maintenant, de processus mathematique general de resolution
qui pussie etre applique ä la pratique. Sauf en certains cas relativement rares, qui
sont d'ailleurs devenus classiques pour etre repetes dans tous les traites speciaux, la
connaissance de la repartition des centraintes ou des deformations dans l'interieur du
solide spatial exige la resolution d'un Systeme d'equations differentielles qui constitue
un obstacle serieux et infranchissable.

Cependant, on peut esperer parvenir par les methodes experimentales au resultat
cherche. C'est ce que montrent les investigations qui ont dejä ete faites dans ce sens
et qui nous rapprochent progressivement de la Solution du cas general.

Dans un travail anterieur,* nous avons dejä expose les methodes photo-
elastiques adoptees pour l'etude de certains modeles tridimensionnels construits en
bakelite, en trolon ou en gelatine. Dans cette etude, nous proposions l'emploi de la
gelatine pour les problemes oü interviendraient des efforts de masse ou dans lesquels
les modeles seraient de grandes dimensions ou de formes compliquees. Mais ainsi
que nous l'avons constate, en appliquant les methodes photo-elastiques tri-
dimensionnelles ä l'observation de tranches planes des modeles dans lesquels les
contraintes avaient ete prealablement "fixees," il n'a ete possible que d'evaluer les
directions et grandeurs des trois contraintes principales, aux points oü l'on connaissait

* C. Benito et A. Moreno, "Etudes photo-elastiques tridimensionnelles sur modeles en gelatine,"
Publication No. 73 du Laboratorio Central de Ensayo de Materiales de Construcciön, Madrid, 1951.
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a priori la direction de l'une d'elles. Cette condition limite dans une large mesure
l'utilite pratique de cette methode et reduit son application aux exemples dans lesquels
interviennent des symetries de forme et de charge.

En dehors du domaine de la photo-elasticfte et dans tous les cas oü l'on a essaye
des modeles reduits tridimensionnels, les etudes dont nous avons connaissance ont
ete limitees ä l'observation des deformations de surface; il est rare que l'on ait
introduit des organes d'auscultation en certains points interieurs.

Nous nous proposons d'exposer dans ce qui suit une nouvelle methode avec
laquelle nous pensons avoir reussi ä trouver la Solution experimentale des problemes
tridimensionnels, meme avec Intervention des efforts de masse.

2. Expose de la Methode d'essai et des bases de recherche
Dans les etudes que nous avons'faites des caracteristiques des gelatines, etudes

dont les resultats figurent dans la publication citee plus haut, nous avons mis en
evidence les variations observees dans la valeur du module longitudinal de Young en
fonction de la temperature et nous sommes arrives ä conclure que la valeur du module
augmentait au cours du refroidissement du materiau. Ce phenomene nous a permis
de charger le modele reduit ä etudier ä la temperature ambiante (ä peu pres 20° C),
puis de diminuer cette temperature progressivement jusqu'ä 2° C.; nous avons pu
ensuite decharger le modele, puis le couper en tranches planes et paralleles et observer
les contraintes enregistrees, comme s'il s'agissait d'un cas de photo-elasticite ä deux
dimensions. Nous avons egalement constate qu'en elevant ä nouveau la temperature
de ces tranches, la contrainte observee disparaissait.

Pour expliquer ce processus en nous rapportant aux deformations, nous pourrons
dire que si nous chargeons un modele construit avec un materiau presentant un
module d'elasticite E, il se produira en chaque point des deformations que nous
designerons par e. En abaissant la temperature, le module passe ä la valeur E'~p>E;
en supprimant les charges exterieures, les deformations recuperees e' ont un signe
contraire aux deformations anterieures et leur sont inferieures. II subsiste ainsi des
deformations fixees qui ne subissent aucune modification (comme nous l'avons
demontre), meme si nous coupons le materiau en prismes ou en cubes. Si la
temperature s'eleve ensuite jusqu'ä la valeur initiale, le module reprend sa valeur
primitive et les deformations se trouvent liberees.

La methode que nous proposons est basee sur la mesure de ces "deformations
liberees" qui, lorsqu'elles sont connues pour chaque point de l'interieur du modele,
peuvent etre rapportees aux valeurs des contraintes, äu moyen des constantes
elastiques du materiau ä temperature de l'essai.

Conformement ä ce qui precede, les differentes phases de I'application de la
methode sont les suivantes:

(1) Preparation du modele avec un materiau remplissant les conditions qui
seront indiquees au chapitre suivant.

(2) Application des charges exterieures ä la temperature ambiante (environ
22° C).

(3) Refroidissement lent du modele jusqu'ä une temperature interieure uniforme
de 2° C. et retrait des charges.

(4) A ce moment, les deformations initiales sont retenues en partie dans la
totalite du modele; on le coupe donc en tranches ou en cubes, sans que
cette deformation initiale residuelle subisse une modification, de ce fait.

(5) Mesure des "deformations liberees" dans les tranches ou les cubes, lorsque
l'on eleve ä nouveau la temperature jusqu'ä environ 22° C.
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Si les deformations mesurees sont süffisantes, on pourra determiner l'ellipsoide
des deformations de chaque point; ä partir de cet ellipsoide, il sera aise de passer ä

l'ellipsoide des contraintes, en faisant intervenir les valeurs du module d'elasticite et
les coefficients de Poisson ä 22° et ä 2° C.

Gräce ä cette nouvelle methode, nous nous proposons d'aboutir ä la connaissance
en amplitude, direction et sens des contraintes principales, en n'importe quel point de
l'interieur ou de la surface d'un modele de forme quelconque, lorsqu'agissent sur lui
des efforts exterieurs ou de masse.

Deux questions essentielles doivent etre resolues pour la mise en pratique de cette
methode:

(ö) Disposer d'un materiau qui remplisse les conditions correspondant aux
hypotheses de base de la theorie de l'elasticite, de l'analyse dimensionnelle
et de la methode ci-dessus elle-meme.

(b) Employer un processus de mesure qui permette de connaitre les valeurs des

deformations, avec la precision exigee par l'essai.

Nous examinons ci-apres chacune de ces deux questions.

3. Recherches concernant le materiau
La technique des modeles reduits d'ouvrages implique pour les materiaux certaines

conditions particulieres.
Le materiau doit, en premier lieu, permettre la fabrication du modele; il doit donc

se preter au moulage ou bien au faconnage jusqu'ä l'obtention de la forme voulue.
Dans les deux cas, il ne doit en resulter aucune contrainte residuelle susceptible
d'alterer les resultats des essais.

Du point de vue de la theorie de l'elasticite, le corps est suppose homogene,
isotrope et elastique. Ces conditions doivent 6tre d'autant plus etroitement respectees
qu'elles seront satisfaites par le ou les materiaux que l'on projette d'employer pour la
construction effective de l'ouvrage. Par ailleurs, l'analyse dimensionnelle qui dicte
les lois de similitude ä respecter entre les dimensions du modele et celles de l'ouvrage
reel impose une serie de conditions deduites du theoreme -n ou de Vaschy; dans le cas
de la similitude amplifiee (echelle differente de 1), ces conditions sont exprimees par
les relations ci-apres:

£m Cm/Cr aM Em*m Pm p'mIm
«R Im/Ir ' VR Er€r pR p'rIr

P'm Dm vm

P'r Dr vr

(1)

en designant par:
e les deformations,
C les deplacements,
/ les longueurs,
er les contraintes,
E les modules d'elasticite,
p les pressions exterieures,
p' les poids speeifiques des materiaux,
D les densites des surcharges (par exemple l'eau qui agit sur le parement d'un

barrage),
v les coefficients de Poisson.
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Tous ces symboles sont affectes d'un indice M ou R suivant qu'il s'agit du modele
ou de l'ouvrage reel. A l'exception de la derniere relation qu'exprime l'egalite des

coefficients de Poisson dans le modele et dans l'ouvrage, il n'est pas possible de tirer
une conclusion sans que le probleme soit plus nettement determine. Par suite et
afin de connaitre l'ordre de grandeur des caracteristiques du materiau que l'on doit
utiliser, nous allons faire appel ä un cas particulier d'ouvrage tridimensionnel oü, en
plus des forces exterieures, les efforts de masse exercent egalement une grande influence.
L'ouvrage que nous considerons comme le plus representatif est ici le barrage-poids
ä base droite ou en arc.

L'ideal serait de connaitre de regime de contraintes qui se manifeste en n'importe
quel point de l'interieur du barrage, de ses fondations ou de ses rives, en tenant compte
des particularites elastiques des divers elements qui composent l'ensemble de l'ouvrage
et de l'influence de leurs poids respectifs.

Nous ne connaissons que peu d'exemples d'essais tridimensionnels sur barrages;
cependant, leur petit nombre est amplement compense par la valeur des resultats
obtenus. Nous ne tenterons pas de les resumer ici; nous indiquerons seulement que
les plus interessants ont ete realises aux Etats-Unis, au Portugal et en Italie. Dans
la plupart des cas, on n'a considere qu'ulterieurement l'influence du poids propre du
barrage et dans tous les cas, on a mesure les deplacements des elements de surface de

l'ouvrage. Comme nous l'indiquions anterieurement, notre but est de mesurer les

contraintes en n'importe quel point de l'interieur ou de la surface et tout particulierement

ä proximite des fondations et des rives. En nous limitant ä cet objet precis,
nous pouvons deduire des expressions (1) les conditions suivantes:

1. Le coefficient de Poisson du materiau constituant le modele doit etre de l'ordre
de 0,3.

2. L'echelle des poids specifiques doit etre la meme que celle des densites des

liquides qui constituent la charge ou, ce qui revient au meme, le poids specifique du
materiau doit etre 2,3 fois plus grand que celui du liquide utilise pour la mise en charge.
Si, en tablant sur l'experience que nous avons acquise au sujet des essais photo-
elastiques, nous envisageons l'emploi d'un materiau presentant des caracteristiques
analogues ä celles de la gelatine, le liquide de mise en charge ne devra pas alterer ce
materiau et, par consequent, il sera impossible d'utiliser l'eau. D'autre part, il
convient que l'echelle des modules d'elasticite soit faible, pour que le module
d'elasticite du modele soit, lui aussi, faible, ce que l'on peut realiser en employant des

liquides plus legers que l'eau. Ceti nous amene ä admettre, ä titre de premier
tätonnement:

7^=0,8, donc:/7©=0,8/>'.R~l,9gr./cm.3
1JR

3. Si l'on admet que les deformations du modele peuvent etre vingt fois plus
grandes que les deformations reelles (hypothese adoptee aux essais du Boulder Dam*),
c'est-ä-dire:

-=20, ilen resulte: ^=0,04.^
*R Er Ir

L'echelle des longueurs varie assez notablement d'un essai ä l'autre; eile depend
essentiellement des dimensions de l'ouvrage ä etudier. Nous pouvons fixer comme

* Model Tests of Boulder Dam, Bureau of Reclamation, Boulder Canyon Project, Part 5, Bull.
3, Denver, Colorado, 1939.
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limites 1/100 et 1/200, d'oü l'on peut deduire l'ordre de grandeur des modules
d'elasticite correspondants:

EM=2 x 105x0,04/200=40 kg./cm.2
dans l'un des cas et 80 kg./cm.2 dans l'autre.

En tablant sur ces donnees, nous pouvons resumer comme suit les principales
particularites du materiau que nous considerons comme le meilleur ä employer, pour
appliquer la methode ici proposee aux essais de barrages sur lesquels interviennent
des efforts de masse.

Le materiau doit se preter aisement au moulage ou au faconnage; il doit etre
homogene, elastique, isotrope, avec un coefficient de Poisson voisin de 0,3, un module
d'elasticite de l'ordre de 60 kg./cm.2 et un poids specifique de l,9gr./cm.3 Ces derniers
chiffres indiquent seulement un ordre de grandeur, car ils ont ete obtenus en partant
d'une hypothese (echelles des longueurs et des deformations) qui peut varier assez
notablement suivant chaque essai ou chaque materiau dont on dispose.

Nous n'avons pas encore mentionne une condition dont la non-satisfaction
empeche I'application du processus ici expose. II s'agit de la condition suivant
laquelle le module d'elasticite du materiau doit augmenter lorsque la temperature
ambiante diminue, la difference entre les valeurs extremes devant etre aussi grande
que possible.

Pour trouver le materiau susceptible de satisfaire ä toutes ces conditions, nous
sommes partis des etudes que nous avons dejä effectuees sur les proprietes elastiques
des gelatines. Dans ces corps, se trouve un produit que l'on peut mouler facilement
par gravite, qui est homogene, isotrope, dans lequel la somme des deformations
elastiques et plastiques est proportionnelle ä la contrainte qui les produit et qui admet
un module d'elasticite tres sensible ä l'influence de la temperature. Toutefois, la
valeur de ce module d'elasticite est faible (nous n'avons pas reussi ä depasser 20
kg./cm.2), son poids specifique est tres petit et il admet un coefficient de Poisson
eleve (de l'ordre de 0,5), ce qui ne nous permet pas de l'utiliser effectivement ici.
Malgre ces inconvenients, nous avons adopte la gelatine comme materiau initial pour
la recherche du materiau qui convient le mieux. Nous ne decrirons pas ici toutes
les tentatives que nous avons faites et les nombreux petits echecs que nous avons
subis; nous nous contenterons d'indiquer le chemin qui nous a permis d'arriver ä une
Solution satisfaisante. Ces echecs, d'un interet apparemment limite, nous ont
neanmoins permis de developper nos connaissances de certains materiaux,
connaissances que nous mettrons ä profit au cours d'etudes ulterieures.

Nous avons envisage un produit de base compose de gelatine, de glycerine et
d'eau. D'autre part, nous connaissions les proprietes du melange de glycerine et de

litharge, qui durcit et forme un corps ä grande densite et haut module d'elasticite.
Nous avons donc envisage d'ajouter de la litharge aux produits de base ci-dessus

afin de corriger ses propres defauts. Quelques essais nous ont donne l'assurance que
nous etions sur la bonne voie. II nous a suffi de proceder ä un nombre suffisamment
grand d'essais par tätonnements pour ameliorer les resultats. Afin de ne pas nous
etendre trop longuement sur les differentes compositions essayees, nous indiquons
dans le tableau I les constituants de quatre melanges, dont les modules d'elasticite
atteignent 12, 27, 34 et 70 kg./cm.2 apres 30 jours.

Ces materiaux se pretent aisement au moulage et prennent au refroidissement la
rigidite caracteristique de la gelatine; ils peuvent ainsi se demouler facilement et
rapidement, ce qui permet d'observer leurs caracteristiques elastiques peu d'heures
apres le moulage. Pour celä, on prepare des eprouvettes cubiques de 15 cm. de cöte
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que l'on soumet ä une compression simple apres avoir graisse les faces pour eviter les

alterations par evaporation de l'eau interstitielle et aussi pour supprimer le frottement
sur la base de l'eprouvette au cours de l'essai. Comme il s'agit seulement de connaitre

Gelatine
Eau
Litharge
Glycerine

Tableau I
Aen% B C D

15 25 25 20
30 20 15 20
40 40 40 45
15 15 20 15

0.¦ü

<s>
c

0 0

Fig Mesure des deformations

l'amplitude des constantes elastiques du materiau, les deplacements longitudinaux sont
mesures en quatre points sur le plan de la base superieure et aux quatre points corres-
pondants de la base inferieure; les deplacements transversaux sont rapportes au milieu
des faces laterales. Tous ces deplacements ont ete determines avec une erreur
inferieure ä 0,01 mm. ä l'aide de fleximetres places ainsi qu'il est indique sur la fig. 1.

Les essais effectues comme nous venons
de l'indiquer ont montre que ces materiaux

se comportaient elastiquement, que
leurs modules d'elasticite augmentaient avec
l'äge de l'eprouvette et simultanement
diminuait la valeur de leur coefficient de

Poisson, phenomene favorable puisque nous
sommes partis d'une valeur de ^=0,50 trop
elevee. Nous nous attendions ä une
diminution de v correlativement ä l'augmentation
de E, puisque ces grandeurs varient ordin-
airement en sens inverse l'une de l'autre.
Nous constatons en effet que E augmente et
que v diminue au-dessous de 0,5 (limite

theorique de plasticite), le comportement elastique predominant ainsi sur le comportement
plastique. Ce processus d'accroissement de durcissement avec l'äge n'est pas
indefini; il se ralentit lentement. Nous avons pu observer que sur tous les melanges
essayes il cessait apres 28 ou 30 jours, temps au bout duquel on obtenait des valeurs
stabilisees.

Pour appuyer les affirmations ci-dessus, nous reproduisons sur la fig. 2 les
diagrammes contraintes-deformations obtenus sur certains essais ä 1, 2, 7 et 48 jours,
sur l'echantillon 41-11, dont la composition est indiquee en A, dans le tableau I.
Sur tous les graphiques, on constate qu'il y a proportionnalite entre les contraintes et
les deformations.

Ayant ainsi reussi ä obtenir un materiau satisfaisant aux conditions elastiques,
avec un poids specifique voisin de 2, il importait de verifier si ce module d'elasticite
E augmentait effectivement lorsque la temperature diminuait; ä cet effet, nous avons
refroidi les eprouvettes et lorsque la temperature atteignait 2° C.*, nous avons repete
le processus de mise en charge. Dans tous les cas, nous avons obtenu l'effet prevu
et nous avons pu verifier que l'augmentation est d'autant plus faible que le module
d'elasticite est lui-meme plus grand; ceci parait logique, puisque la rigidite doit etre
d'autant moins sensible aux fluctuations des temperatures qu'elle est plus grande.

* Pour refroidir l'eprouvette, on la mettait, ainsi que la machine d'essai, dans une chambre froide
dans laquelle les Operateurs etaient munis d'habits de protection contre le froid.
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Sur la fig. 3, nous avons resume les resultats des essais de mise en charge ä 2° C.
sur l'echantillon 41-11 et nous les comparons avec ceux qui ont ete obtenus ä 22° C.
(fig. 2); nous pouvons y observer les valeurs obtenues pour E et v aux temperatures
citees. La connaissance des caracteristiques elastiques des melanges ä 22° et ä 2° C.
nous a fait penser qu'il etait opportun d'etudier l'evolution du processus au cours du

s
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Fig. 2. Diagrammes contraintes-deformations

refroidissement. A cet effet, nous avons soumis trois eprouvettes identiques ä 22° C.
ä la meme compression simple, maintenue constante, et nous avons mesure les
racourcissements pendant l'abaissement de la temperature. Les resultats des trois
essais ont ete pratiquement identiques, ce qui nous a fourni une bonne preuve de leur
homogeneite et de leur reproductibilite. Ces essais fönt l'objet de la fig. 4. Sur
le diagramme de la partie superieure sont portees les variations de temperature; ä
la partie inferieure sont portees les deformations en fonction du temps. Au moment
de I'application de la compression ä la temperature de 22° C, il se produit presque
instantanement un racourcissement qui augmente, mais ä une allure decroissante,
pour se stabiliser apres 17 heures. Ce comportement est, jusqu'ici, celui meme qui
caracterise les corps elasto-plastiques (comme nous l'avons dejä indique, la somme des
deformations elastiques et plastiques est proportionnelle ä la contrainte qui les produit).

Cette periode ecoulee, nous avons
abaisse lentement la temperature et ,_,

nous avons constate une augmenta- f
tion des deformations, ä laquelle nous <l-"

attribuons une cause d'ordre ther- g

mique, puisque les autres facteurs ne "i
varient pas. II y a ici contraction _|
thermique, suivant un coefficient ä
pratiquement lineaire qui peut etre 0,02050 40 50 eo 70 9o ,0 too „0deduit des deux diagrammes. A la gr/cm1
fin de ce Stade, nous avons decharge Fig. 3. Diagrammes contraintes-deformations
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les eprouvettes et constate des deformations de signe contraire aux deformations
anterieures et ä peu pres egales ä la moitie des deformations produites au cours de la
periode de mise en charge (ceci pouvait etre prevu, puisque le module d'elasticite ä
2° C. est ä peu pres le double de la valeur pour 22° C). Enfin, en elevant la temperature,

nous avons constate une nouvelle deformation correspondante ä la dilatation

1 s'x*'**
__i ¦ /''
~4- /\ 7

-
14 15161710 20 ZZ 2425 27 30 32 M 56 30 40 42 44 46 40

Heures

/ '
5 9

T :::::L *N ~~
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T r°
f4 16 18 20 22 24 27 30 32 34 36 JS 40 42 44 46 4ä
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Fig. 4. Diagramme thermique

et ä la diminution du module d'elasticite. Le diagramme met en evidence une
deformation residuelle düe ä l'intervention de differentes etapes plastiques.

De cette figure, que nous designons sous le nom de "diagramme thermique," il
resulte deux valeurs qui sont indispensables pour pouvoir passer des valeurs
experimentales mesurees ä la determination des contraintes; l'une d'elle est la
deformation "liberee" et l'autre est le coefficient de dilatation thermique. Ces deux
valeurs doivent etre determinees avec la precision maximum, puisqu'elles sont
essentielles pour les calculs ulterieurs.

Le materiau se comportant elastiquement ä 22° C. comme ä 2° C. les deformations
"liberees," sous deduetion des dilatations et contractions thermiques, apparaissent
proportionnelles aux contraintes; il est ainsi possible de parvenir ä la connaissance de
ces dernieres.

Nous en avons ainsi termine avec la premiere partie du memoire se rapportant
aux materiaux utilisables dans I'application de la methode proposee. Nous avons
mis en evidence les principales caracteristiques de quelques melanges qui permettent
d'entreprendre l'etude generale des modeles tridimensionnels avec efforts de masse.
Ceci constitue une contribution, si faible soit-elle, ä la resolution du probleme
excessivement complexe de la determination des contraintes ä l'interieur d'un barrage.

4. Essais de mesure des deformations
Lorsque nous nous referons ä l'ellipsoide des contraintes ou ä l'ellipsoide des

deformations, en un point de l'interieur ou de la surface d'un corps, nous tablons sur
des considerations theoriques qui ne peuvent etre concretisees sans faire intervenir
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un espace. C'est pourquoi en nous efforcant de determiner la position, Famplitude
et la direction des axes de ces ellipsoides en un point, nous procedons ä mesure dans
un espace suffisamment petit pour pouvoir admettre que, dans cet espace, le champ
des contraintes est pratiquement constant.

Nous avons dejä vu que la methode exposee comporte la mise en charge du modele,
son refroidissement ä 2°, puis, apres decharge, le decoupage en tranches conservant
les traces des deformations. Ces dernieres sont liberees ulterieurement par elevation
de la temperature. Etant donne que la mesure des deformations liberees fournit les
indications de base pour le calcul des contraintes, il est tout d'abord necessaire de
fixer la forme et les dimensions des tranches du modele correlativement aux mesures
ä prevoir.

A premiere vue, la forme ideale parait etre la sphere, puisque par "liberation"
des deformations, cette sphere se convertirait en un ellipsoide; toutefois, nous avons
du renoncer ä decouper une sphere dans le materiau indique precedemment. D'autre
part, tout en reussissant ä obtenir l'ellipsoide final, l'ellipsoide de deformation aurait
une forme teile qu'il ne serait pas possible d'obtenir, dans des conditions pratiques et

par mesure directe, la position et la grandeur des axes; pour cette raison, et comme
l'indique le Professeur Torroja,* il serait necessaire de mesurer les deformations
suivant les aretes et diagonales d'un octaedre regulier, inscrit dans la sphere primitive.
Pour y parvenir, il n'est pas indispensable de partir d'une sphere; en effet, en
decoupant des morceaux du modele sous la forme de cubes, ce qui est aise, on peut
mesurer les memes grandeurs, qui sont celles que mentionne la fig. 5. Une autre
Solution plus simple et qui est süffisante pour determiner l'etat des contraintes est
celle que cite Torroja, qui consiste ä mesurer les deformations selon les trois aretes
orthogonales d'un cube et les diagonales de trois faces contenant le meme sommet,
ainsi que l'indique la fig. 6. Si le cube est suffisamment petit pour que l'on puisse
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Fig. 5. Directions des mesures Fig. 6. Directions des mesures

admettre que l'etat des contraintes est pratiquement constant, ces mesures permettent
de determiner les valeurs des trois deformations longitudinales ex, ey, ez et des trois
glissements yxy, yxz, yyz; dans ces conditions, les equations de Lame permettront de
resoudre le probleme.

Pour mesurer d'une maniere pratique les aretes et les diagonales des faces de

chaque cube, sur de nombreux points, nous avons effectue un grand nombre d'essais
en employant des procedes et dispositifs divers. L'un des procedes, que nous
considerons comme le meilleur, consiste ä decouper le modele retenant ses deformations

ä 2° C, sous forme de tranches planes sur lesquelles on dessine un quadrillage
* E. Torroja, "El problema general de la auscultaciön," Publication No. 16de l'Instituto Teenico

de la Construcciön y del Cemento, Madrid.
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dont on observe les deformations correlativement ä l'elevation de la temperature.
La methode de mesure est analogue ä celle qu'appliquent Brewer et Glasco * sur des
pieces metalliques; cependant, nous n'avons pas pu reproduire photographiquement
le quadrillage sur le materiau constituant le modele, comme ils le fönt eux-memes
et nous avons du reproduire photographiquement sur la tranche de petites croix
constituees par des traits extremement fins.

Pour eprouver la valeur du procede de mesure, nous avons soumis ä une
compression simple un prisme droit ayant une section de 10 x 10 cm. et une hauteur de
20 cm.; dans le tiers central de l'une des faces laterales, nous avons reproduit une
serie de croix formant un reticule de 2 cm. de cöte. L'ensemble a ete photographief
avant et apres la mise en charge et on a mesure les intervalles avec une erreur de
moins de 0,01 mm., ä l'aide d'un microscope micrometrique; on a ensuite determine
les valeurs indiquees sur la fig. 7. Les deformations longitudinales ont pu etre
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Fig. 7. Deformations et isostatiques experimentales

determinees avec des erreurs atteignant 10% sur la valeur moyenne et sur les points
de croisement qui ont ete utilises pour dessiner les courbes isostatiques; l'erreur
maximum a ete de 2° 45'. Bien que ces erreurs soient admissibles, nous pensons que
l'on pourrait les reduire en ameliorant la reproduction photographique et, par suite,
la precision de la mesure; nous y avons toutefois renonce, car pour couper le modele
en tranches planes, il nous etait necessaire d'etablir et d'essayer trois modeles
identiques, pour pouvoir disposer de donnees portant sur trois plans perpendiculaires.

Pour tourner la difficulte, nous avons decide de decouper le modele en cubes de
petites dimensions, puis de mesurer les distances entre les milieux de chaque paire

* Brewer et Glasco, "Determination of Strain Distribution by the Photogrid Process," Journal of
Aeronautical Corp., Nov. 1941, No. LV, 9.

t Les photographies ont ete prises avec des plaques ä fort contraste.
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d'aretes ou de faces opposees. Ces points etaient materialises en enfoncant de
petites aiguilles en acier inoxydable; le probleme se ramenait ainsi ä mesurer
l'intervalle entre deux pointes metalliques; pour obtenir la precision maximum, nous
avons etudie et construit un appareil que nous decrivons ci-apres brievement (fig. 8).

Fig. 8. Dispositif pour la mesure des deformations
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Fig. 9. Schema electronique pour la mesure des deformations
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Cet appareil comporte deux vis micrometriques avec axes prolonges se terminant par
de petites surfaces circulaires planes. Ces micrometres sont montes sur un chässis
qui leur permet de pivoter sur deux axes, Tun vertical et l'autre horizontal. Au centre
de l'appareil, se trouve une petite plateforme A dont la position peut etre reglee en
hauteur et suivant deux axes horizontaux et perpendiculaires entre eux. La
disposition planetaire de l'appareil permet hereusement d'effectuer des mesures en
differentes positions, sans qu'il soit necessaire de toucher le cube place sur la plateforme
centrale. La difficulte etait de determiner le moment auquel la pointe de l'une des vis
micrometriques vient en contact avec la pointe de l'une des aiguilles metalliques
enfoncees dans le cube. Cette difficulte a ete resolue dans des conditions absolument
satisfaisantes, en mettant ä profit le fait que le materiau utilise est bon conducteur de
l'electricite. Le courant eiectrique passant ä travers la masse du cube ne devant
necessairement produire en lui aucune alteration, nous avons adopte le montage
electronique indique sur la fig. 9 et dans lequel le contact entre les deux pointes
metalliques est indique par un signal lumineux emis par un indicateur d'accord, avec
une erreur inferieure ä 0,005 mm. Dans ces conditions, le courant qui traverse le
cube est absolument negligeable et nous n'avons constate aucune alteration du
materiau lui-meme. Ce procede permet de mesurer les deformations en neuf
directions, autour d'un point de l'interieur du modele; comme nous l'avons indique
anterieurement, ceci est süffisant pour determiner la repartition des contraintes qui
agissent sur ce point.

Pour terminer, nous reproduisons ci-apres les resultats de deux essais, au cours
desquels nous avons applique la presente methode.

5. Verification experimentale
Pour verifier une methode experimentale, il est necessaire de I'appliquer ä des

exemples ou ä des problemes dont on connait a priori la Solution. En considerant
comme valables les resultats de la theorie d'elasticite, nous avons realise plusieurs
essais dont deux sont decrits ci-apres:

La. premiere experience consistait ä charger un cube en compression simple avec
une charge connue et ä lui appliquer la methode indiques en
decoupant interieurement deux petits cubes Orientes comme
l'indique la fig. 10. II s'agissait de verifier si la direction
et Famplitude des contraintes principales dans les deux
cubes, obtenues d'apres les resultats des mesures des
deformations liberees, presentaient la concordance voulue avec
la charge initiale qui, comme nous l'avons dejä dit, etait
connue.

Ainsi qu'il a ete indique ä la fin de la troisieme partie,
avant d'appliquer la methode au modele, c'est-ä-dire au cube,
il etait necessaire de determiner le coefficient de dilatation
thermique du materiau au passage de 2° ä 22° C. et, ä l'aide
d'un diagramme thermique analogue ä celui de la fig. 4, de

rapporter les deformations liberees aux contraintes initiales.
Pour determiner le coefficient de dilatation ou de contraction
thermique, nous avons utilise les procedes classiques et

constate qu'il etait de 0,00031 entre 2° et 22° C.; pour rapporter les contraintes
initiales aux deformations liberees, nous avons determine les diagrammes thermiques
longitudinaux et transversaux d'une eprouvette de compression apres six jours de

&

Fig. 10. Position des
cubes intörieurs
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moulage; ensuite, et en appliquant ä ce cas connu les equations de Lame, nous avons
obtenu les valeurs suivantes:

(7=2,3 kg./cm.2 (module de rigidite ou d'elasticite transversale),

Af?=0,046 kg./cm.2, en designant par e la valeur de la dilatation cubique et avec

a=: vE

(!+„)(! _2„)-

En tablant sur ces valeurs caracteristiques du materiau que nous nous proposions
d'utiliser, nous avons entrepris l'essai du cube comme suit:

Nous avons moule un cube de 7 cm. d'arete, puis nous l'avons mis en charge en
compression simple, apres six jours, la salle de travail etant ä 22° C. Apres avoir
atteint l'equilibre, nous avons fait descendre la temperature ä 2° C. et nous avons
retire les charges, ce qui a amene la recuperation d'une partie de la deformation, la
deformation residuelle etant retenue. Nous avons ensuite decoupe les deux cubes
comme l'indique la fig. 10 et nous avons mesure les distances entre les points au
milieu de chaque paire d'aretes ou faces opposees en adoptant la methode indiquee
dans la quatrieme partie. Toutes ces Operations ont ete faites ä 2° C. Les mesures
etant terminees, nous avons releve la temperature ä 22° C. et nous avons repete les

mesures. Les valeurs des glissements et des deformations liberees apres elimination
de la dilatation thermique sont indiquees dans le tableau II.

Tableau II

*x ey ez y.xy y.xZ y.rz

Cubel 0,0103 0,0104 -0,0199 -0,0001 -0,0012 0,0020
Cube II -0,0090 0,0115 -0,0043 0,0027 -0,0289 0,0004

En partant de ces resultats et ä l'aide des equations de Lame, nous avons calcule
les valeurs des contraintes en kg./cm.2 qu'indique Ie tableau III.

Tableau III

Contraintes Ox ay Oz T.xy Tv; Tyz

Cube I
Cube II

0,002
-0,087

0,002
0,007

-0,138 0
-0,065 +0,006

-0,002
-0,066

0,004
0

d'oü nous avons deduit les contraintes principales suivantes, en kg./cm.2, que nous
comparons dans le tableau IV avec la pression moyenne reelle.

Tableau IV

Contraintes principales en kg./cm.2

Cubel
Cube II
Pression moyenne reelle

°l ctii ctiii
0,002
0,008
0

0,002
-0,010

0

-0,138
-0,143
-0,123
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En determinant les cosinus directeurs des contraintes principales du cube I, nous
avons obtenu des resultats qui differaient de moins de 1° des valeurs exactes; pour

le cube II, l'erreur maximum a ete de 4°. Ces
derniers resultats, ainsi que ceux du tableau IV,
constituent une excellente confirmation de la
valeur de la methode.

Un autre essai a consiste ä soumettre un
cube ä une double compression et, en appli-
quant la methode decrite, ä en faire sortir un
petit cube (fig. 11). Dans ce cube, nous avons
mesure les deformations liberees, puis nous en
avons deduit les contraintes principales et nous
avons procede ä une comparaison avec les
charge exterieures. Nous n'indiquerons pas
ici tout le detail de l'operation qui, d'ailleurs,
est semblable ä celle que nous venons de
decrire pour le cas precedent. Nous nous

bornerons ä indiquer les resultats obtenus en les comparant aux valeurs reelles tirees
des charges exterieures connues.

U om

Fig. 11. Position du cube interieur

Tableau V
Contraintes principales en kg./cm.2

°I CTn CTm

Valeurs experimentales 0

„ reelles 0
-0,32
-0,29

-0,63
-0,61

Tableau VI
Cosinus directeurs de CTi

1 m n
Valeurs experimentales 0,70

„ reelles 0,707
0
0

0,70
0,707

Tableau VII
Cosinus directeurs de °n

1 m n
Valeurs experimentales 0

„ reelles 0
1

1

0
0

Tableau VIII
Cosinus directeurs de o-m

1 m
Valeurs experimentales

reelles
0,68
0,707

0
0

n

0,75
0,707

Les resultats ci-dessus exposes fournissent, dans tous les cas, une approximation
acceptable.
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6. Conclusion
A l'aide des exemples que nous venons de decrire, nous pensons avoir mis nettement

en evidence les qualites d'une methode qui permet d'etudier les ouvrages sur trois
dimensions, malgre l'intervention des efforts de masse, en utilisant des modeles
reduits dans lesquels il est possible de determiner la repartition des contraintes autour
de n'importe quel point, que ce soit ä l'interieur ou ä la surface.

Pour y parvenir, il est necessaire de construire ce modele avec un materiau tel
que celui qui est indique en troisieme partie et qui, non seulement, satisfasse aux
hypotheses de base de l'elasticite, mais soit en outre tel que son module d'elasticite
longitudinal augmente lorsque la temperature ambiante baisse. Ceci etant realise,
on peut mettre le modele en charge ä 22° C, le refroidir ä 2° C, le decharger et le

couper en cubes ayant un volume suffisamment petit pour que l'on puisse admettre
que dans chacun de ces cubes le regime des contraintes en tous points est constant.
Ceci fait, il suffit de mesurer les deformations liberees dans les cubes par l'elevation
de la temperature ä 22° C. (comme il est indique dans la quatrieme partie), puis de les

rapporter aux constantes elastiques du materiau pour pouvoir, ä l'aide des equations
de Lame, determiner les valeurs en grandeur et en direction de chacune des contraintes
principales correspondant ä chacun des points ayant fait l'objet de l'essai.

L'auteur est heureux d'exprimer ici sa gratitude ä Mr. A. Moreno, Perito
Industrial, du L.C.E.M.C. de Madrid, pour la collaboration qu'il a bien voulu
apporter ä la mise au point de cette etude.

Resume

L'auteur expose une methode experimentale pour l'etude de la repartition des
contraintes en un point quelconque de l'interieur ou de la surface d'un ouvrage
tridimensionnel, meme dans le cas oü, en plus de forces exterieures, on fait intervenir
l'influence des efforts de masse.

L'auteur propose que l'etude de l'ouvrage soit effectuee au moyen d'un modele
reduit ä construire dans un materiau dont il indique la composition. II expose
egalement les caracteristiques de ce materiau ainsi que le procede original designe
sous le nom de "liberation des deformations" et decrit les appareils utilises pour
mesurer ces deformations. II termine en exposant les resultats obtenus au cours de
deux essais effectues avec la methode proposee, avec une conclusion satisfaisante.

Summary

In this paper an experimental process has been devised for the study of stress
distribution at any internal or surface spot of a three-dimensional structure, even in
the case where the influence of mass forces is considered, besides outside forces.

The author proposes the study of a structure by means of a small-scale model
made with a given material, the composition of which is indicated by him. He also
describes the characteristics of the said substance and the original process named
"liberation of deformations" and the apparatus he uses to measure the changes of
form. He ends up by showing the results obtained from two examples where he has

applied the proposed method with satisfactory results.

Zusammenfassung

Die vorliegende Abhandlung beschreibt ein experimentelles Verfahren zur
Untersuchung der Spannungsverteilung in irgend einem gegebenen Punkte im Innern
oder an der Oberfläche einer Konstruktion mit drei Dimensionen, auch für den Fall,

cr.—27
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dass ausser äusseren Krafteinwirkungen auch der Einfluss der Massenkräfte in
Betracht gezogen wird.

Der Verfasser schlägt vor, die Untersuchung einer Konstruktion an einem
verkleinerten Modell vorzunehmen, das aus einem Material hergestellt ist, dessen

Zusammensetzung angegeben wird. Er beschreibt ebenfalls die Eigenschaften dieses

Materials, sowie das Originalverfahren, genannt "Befreiung von Verformungen,"
und die Apparate, die zum Messen dieser Verformungen dienen. Die Abhandlung
schliesst mit der Beschreibung der Ergebnisse, die bei zwei Probemessungen erzielt
wurden, wobei die vorgeschlagene Methode mit zufriedenstellenden Ergebnissen zur
Anwendung kam.
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