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AII3

Etude theorique experimentale et pratique des encastrements
de flexions

Theoretical, experimental and practical investigations of bending
stresses

Theoretische, experimentelle und praktische Untersuchung der
Biegeeinspannungen

R. PASCAL
Ingenieur-Docteur E.P.C., Paris

I. Action d'un effort concentre applique sur le plan limitant un solide
indefini (flg. 1)

Boussinesq puis Flament ont etudie l'action d'une force concentree agissant en un
point du plan limite d'un solide elastique indefini.

Gräce ä l'utilisation des solutions generales donnees par Boussinesq on obtient
sans difficulte notable les valeurs des deplacements //, v, w, et des contraintes N,, N2,
N}> T\, 7\, Fj, en tout point du solide elastique. Les notations etant celles qu'indique
la figure 1, nous avons abouti aux resultats suivants pour le point m (.v, y, o) du plan
limite:

Deplacements:

U (1+17)(1-2T,)JC l-_ (l + r,) (1-27?) y W

n 2-nEp2 ' nn 2-trEp2 '

Contraintes normales

N, i r

n 2-rrp2

n

I

2t7P2

d-v2)
TrEp

l--{X2(l-y)-y2r,)
P

i--Ay2d-v)-x2v)
v,'=0



298

Contraintes tangentielles:

AH 3—R. PASCAL

Tl=o, f2=o, Ti=-^*yfl TTp*

Za : rpoJu/e de TJotinq

r efficlent de FbiLaon

UL-
Tz

fe:
TiT>^
VZ

fr*

deplocemenfer

conlroinleJ normaleJ

contraintes dfi cijoillement

Fig. 1. Action d'un effort n normal au plan limite au point o. Action d'un
effort/porte suivant ox et agissant en o. Notations pour les deplacements et les
contraintes normales et tangentielles suivant le triedre o, x, y, z

Un calcul du meme genre pour l'effort horizontal / agissant en o, suivant ox,
nous a donne pour le point m (x, y, o):

Deplacements:

U 1 + 71 V 1+7? W (1 + 77)(1—277)
f=^Ep2(p+7}X)' ~r^EpXy> T 2ttEp2

X

Contraintes normales:

Nt 1 ,xy* 2(l—n)x(p+i)x)

f it(1-2v)p21
N2

(1+^) 3^.+y(l-,)- (1_w
-r,x

f n{l-2y)p*
N3 l

yi-
3(1—7?) 27JX

p

f n(l -2V)p3 L

Contraintes tangentielles:

„ ,P2-2*2 *v2
(l-7?)X+7?2 3J-T-

3j_ 3*j>

/ 2nfi*

i r x x2„
•

f
T*_JL
f 2-irpi

„ x 3.x2

«77.
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L'examen de ces deux groupes montre que les deplacements sont inversement pro-
portiormels ä E. II prouve aussi que les contraintes dependent du coefficient de
Poisson.

II. Calcul des deplacements normaux: If provenant d'une section rectangu¬
laire APPARTENANT AU PLAN LIMITE ET Ä UN PRISME ENCASTRE NORMALEMENT

DANS LE SOLIDE INDEFINI (fig. 2)

Nous supposerons que la piece prismatique amene un effort normal N, un moment
flechissant M, correspondant ä une rotation autour d'un axe parallele ä oy et un effort
tranchant T parallele ä ox. Nous admettons que la repartition des efforts elastiques
correspondants, ä l'interieur du rectangle de contact, est celle que donne la resistance
des materiaux. Les efforts normaux sont representables par un plan:

12Af
a3b ab

N 6M1 2a,\

SW +t) ™tn=Ax+B

W

ix
g. lo^-ai)

02

Fig. 2. Contour rectangulaire d'encastrement.
(Vecteur de flexion parallöle ä Py)

Le deplacement vertical du point P et provenant de la flexion composee est,
d'apres ce qui precede, donne par l'expression:

1_„2 r«2 r+b/2 Ax+B
W,= -=r\ ,——- dx dy1 vE J aJ-b/2 Vx2+y2

On peut ecrire W,= Wn+W,2; la premiere integrale correspond ä Ax et la
seconde ä B.
Wi, est une expression impaire:

Wn=-
1-t?2 \a22 b+Vb2+4az2 a,2 b+Vb2+4a,2
,EAnL 2/a2/ ~tL- 2/a,/

W12 est tme expression paire

l—n2

+^(Vb2+4a22-Vb2+4a12)]

W,12 -B
b+Vb2+4a22 b+Vb2+4a,2 b 2a2+Vb2+4a22

a2L -r-—: a,L —,—; f-^L;
2/02/ 2/atl 2 2a1+Vb2+4a12.
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Le deplacement vertical W2 du point P provenant de Feffort tranchant s'obtient
d'une facon identique en partant de la fonction:

-.(x—a,) (x-a2)
f=6Tx- a*b

expression conforme aux regles de la resistance des materiaux. On obtient ainsi:

W,=
3(1+7?) (1-27?)

aibirE

(•+6/2 Ca-,

J -6/2 J oi

fl-' (x-a,) (x-a2)
(x2+y2)

dy dx

On trouve, apres integration, l'expression impaire W2:

W,=
3(1 + 7?) (1-27?)

a3birE T.

+ \{a,a2-buy

(arc tg2^) • T • (fl'-l)-(arc *£) ¦ T • (fl2-l)

-ßt2)]4at2+b2

b_
2a~2!

b2
+^(a,+a2)

2a2
arc tg-r—arc tg

2a,
b

-ffe2

On s'apercoit que le deplacement total W= W, + W2 ne correspondpas ä la droite de
Navier, meme en cas de compression pure. En etendant les calculs aux points du plan
situes de part et d'autre de l'axe ox, on peut obtenir la deformation du rectangle
d'appui teile qu'elle ressort de I'application de la theorie de l'elasticite et des
principes de la resistance des materiaux. L'allure du rectangle T, deforme fait l'objet
de la figure 3. Les calculs sont faits rapidement ä partir de ceux qui precedent par
un procede de contours superposes.

On remarque que la surface T, contient Faxe oy, eile n'est symetrique, par rapport
ä oy qu'en Fabsence d'effort normal.

Elle est toujours symetriques, avec les bases adoptees par rapport au plan y=0.
Le resultat auquel nous venons d'aboutir est caracterise par une anomalie

rigoureusement etablie dont l'existence necessite le recours ä la methode experimentale.

lo : cor,hur initial

Ti

^

% T-l

L Ji

To -v

L : contnur transtorme -+-

Fig. 3. Deplacement et deformation du contour rectangulaire T.
(Vecteur de flexion pure suivant oy)

III. Probleme de l'encastrement plan 'etudie ä partir des memes bases que
PRECEDEMMENT—RECHERCHE DES CONTRAINTES DANS LE SOLIDE INDEFINI (fig. 4)

En utilisant les etudes de Boussinesq et de Flament, nous avons obtenu sans grandes
difficultes les expressions donnant les valeurs des tensions N3 et N, agissant au point m,
de coordonnees (a, o, y) ainsi que les valeurs T2 du cisaillement correspondant. On
sait que iV2=7? (N+N').
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Les resultats qui, sauf pour N2, sont independants de E et de 7?, peuvent etre
resumes ci-dessous en coordonnees bipolaires, les poles etant les extremites de la
penetration de la lame indefinie.

(-0)

CX compression pur^

ß s flexion pvrt

u - a'sar/lemenl pur

A X ' A
¦f^r [ nun,im,,1* nulluni,},

M'd.o.T)

o<

ihid/W)

n

(|J
'11)1)1)1))))))

3 M

2 a

vT
nininim. IUI.111)11)1),

Kx.

4 o3

Fig. 4. Encastrement plan d'une lame normale au solide indefini

ler cas: compression pure (resultat classique)

Les tensions principales correspondant aux bissectrices de Fangle AMA' ont pour
expressions:

N=-[(ff-ff)+sin (6'-ff)]

N'=-[(0'-0)-sin (ff-ff)]
77

et N2=t] (N+N') en epaisseur indefinie.

2eme cas: flexion pure
On obtient la valeur des tensions principales et leur orientation par la construction

de Mohr, ä partir des resultats suivants (avec K=3M/ira2, y etant determine par 8 et 6'):
N, OL l+tg20-±=a (0-0')--(sin 20-sin 2ff)-yL © a,-y (cos2 0-cos2 ff)K 2. 1 + \S~ o

K

K

+tg2

=a (0-0')+« (sin 20-sin 2ff)+y (cos2 0-cos2 ff)

(cos2 0-cos2 0')-y (d-ff)+t (sin 20-sin 2-5')

et N2=i) (N,+N3) en epaisseur indefinie.

3eme cas: cisaillement pur
On procedera comme ci-dessus pour obtenir N, N' et leur orientation ä partir des

resultats suivants (avec K'=3Ty/4ira3):
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Ni
-rr,—y (cos2 0—cos2 ff)—4yLK

COS i

COS I
—y

1 1

cos2 ff cos2 0
+4a (tg 0'-tg ff)-

6a (ff-6)+a (sin 20'-sin 20)

K-,=(cos2 ff-cos2 6)—2yL
cos ff'

cos 0 -2a (ff-ff)+a (sin 20'-sin 20)

^2 4 r-,=4aL
COS0'

COS 0
-2a (cos2 0'-cos2 0)+2y (tg 0'-tg 0)-3y (0'-0)+^(sin 20'-sin 20)

et N2=r) (N, + N3) en epaisseur indefinie.
Ces formules n'ont ete indiquees que parce que nous les avons utilisees plus loin.

Experiences preliminaires sur un modele en caoutchouc (deformations rever¬
sibles mais finies)—Experiences de M. Tesar—Experiences de MM. Favre
et Bereuter

La necessite d'un recours ä l'experience decoule du resultat trouve pour Fencastrement

ä la flexion d'une piece prismatique. Oü le calcul est insuffisant, parce que trop
simplifie dans ses bases, l'experience eclaire, parce qu'elle contient les donnees intactes
du probleme etudie.

Afin d'avoir une idee sensible du phenomene, nous avons procede ä des experiences
purement demonstratives de deformations finies. Pour cela nous avons decoupe une
eprouvette dans une lame de caoutchouc et celle-ci recouverte d'une laque blanche ä
ete soumise ä trois sortes de sollicitations:

1° traction pure dans la partie de largeur constante
2° flexion pure dans la partie de largeur constante
3° flexion et cisaillement dans la partie de largeur constante

La photo n° 1 correspond ä l'effet de la traction, la photo n° 2 correspond ä celui
de la flexion pure, et la photo n° 3 ä celui de la flexion alliee au cisaillement et ä une
legere traction.

Sur la laque nous avons trace un quadrillage et chaque carre contenait un cercle
inscrit. La deformation du quadrillage et des cercles inscrits renseigne parfaitement

sur le sens des efforts et montre aussi les deformations finies dont les proportions
correspondent ä celles d'un modele ä deformations infinitesimales. La fissuration de
la laque, comme la deformation des cercles, pourrait donner lieu ä des mesures, mais
ce domaine n'est pas celui de l'elasticite, puisque les deplacements et deformations qui
sont bien reversibles, ne sont pas en meme temps infinitesimales.

Ces essais n'ont qu'une valeur demonstrative.

Examen de la photo n° 1 (fig. 5)

Les resultats obtenus valent pour la compression pure au signe pres. La courbe
des deplacements W,2 que nous avions tracee pour le cas du beton (t?=0,20, £=
220 t./cm.2) se retrouve ici, tres nette. On voit aussi une legere difference entre les
tensions principales du centre de la zöne de transition et celles des parties laterales.
Cette difference concerne leur valeur et leur orientation. L'intensite des efforts de
traction doit etre vraisemblablement proportionnelle au nombre de fissures par unite
de longueur. On constate que les directions principales de traction s'epanouissent ä

peu pres ä 45°, im peu plus bas que le conge. Les deformations sont encore sensibles
ä une profondeur egale ä la largeur de la piece. Sauf pour les regions extremes, les
sections droites restent droites.
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Examen de la photo n° 2 (fig.6)

La flexion est circulaire, c'est-ä-dire qu'il n'y a pas d'effort tranchant. On retrouve
ici avec la meme nettete que precedemment la courbe de deplacements W„ symetrique
par rapport ä sa tangente inflexionelle. Les cercles sont deformes d'une facon tres
nette. Malheureusement, la pellicule de laque parait avoir flambe dans les regions
comprimees, mais le phenomene est clair et confirme bien les resultats de notre
premier calcul, du moins au point de vue qualitatif. Les sections droites sont trans-
formees en courbes inflexionelles ä proximite de l'appui, mais les rayons de ces courbes
sont tres grands.

Examen de la photo n° 3 (fig. 7)

Ce cliche correspond ä un cas rencontre frequemment dans la pratique. La droite
de transition est encore inflexionelle, mais eile subit un deversement du ä l'importance
du cisaillement. La dissymetrie correlative des contraintes se lit sur les ellipses dont
les excentricites sont nettement differenciees autour de la deformee de transition.
Celle-ci semble bien etre le resultat d'une addition des courbes W„, W,2 et W2, dont
les formules ont ete donnees au debut et pour lesquelles une application numerique a
ete faite.

nr-^rX-
B332

r

:-

ttm

Fig. 7. Photo n° 3

Les sections droites ne restent droites que dans la partie centrale de la bände.
Ces experiences pourraient etre reprises avec un materiau moins deformable et

dont le coefficient de Poisson se rapproche de celui du beton (t?=0,20) ou de l'acier
(t?=0,30). II faudrait proceder avec des objectifs speciaux et realiser un quadrillage
beaucoup plus tenu. Les excentricites des ellipses seraient d'ailleurs moins grandes
que pour t?=0,50.
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La conclusion de ces experiences demonstratives, c'est que les hypotheses simpli-
ficatrices de la resistance des materiaux, qui sont parfaitement verifiees ä mi-distance
des masses d'encastrement, ne le sont aucunement autour de la droite de transition.

Rappel des experiences de M. Te'sar *

Sous le titre "Section d'encastrement d'une voüte epaisse ä retombee normale,"
M. Tesar a decrit les experiences de photoelasticimetrie qu'il a entreprises en 1936 et
1937 au Laboratoire de l'Ecole des Ponts et Chaussees.

En soumettant un modele de xylolithe ä une serie de trois efforts differents
correspondant donc ä trois montages differents, M. Tesar a obtenu par combinaison
lineaire des resultats recueillis (Operation legitime en elasticite pure) les actions
separees d'un effort normal, d'un effort tangentiel et d'une flexion apportes par la
voöte.

Les resultats publies par M. Tesar concernent les tensions agissant sur la droite de
transition entre les extremites horizontales des conges.

En analysant ces resultats et en les comparant avec ceux qu'un calcul habituel
aurait donnes, Fexperimentateur a trouve des differences considerables dont quelques
unes proviennent certainement du fait que la piece encastree presente une forte courbure.

Nous avons compare les resultats de l'action du moment avec celui que donnent

les formules de Ribiere (CR. 1889 et 1891) et non pas de Navier comme Favait
fait M. Tesar.

La divergence entre les resultats mesures et ceux du calcul est moins considerable,
mais reste sensible.

En tracant les cercles de Mohr pour Fextrados dans le cas de la compression pure,
de la flexion pure et du cisaillement pur, nous sommes arrives aux resultats graphique-
ment representes sur la fig. 8. Le resultat de la comparaison est suggestif pour le
cisaillement pur, dans le cas du beton.

Cömprejjion pure Nl cercle f/e Mohr calcule N2, cercle, de liohr obtenu

Flexion pure Ff, cereft tie Mohr calcule, f% ^.fcrclc de thhr_o61enu/ /*'/ ©

-I

\ \\ ^Gjoillemenc pur 7j cerett de Mohr calcule
t /^cerefc de MoEr obtenu

N

44-

<b

Fig. 8. Experience de M. Tesar.—Comparaison des cercles de Mohr correspondant
au point E, d'apres les resultats publies

* Annales des Ponts et Chaussees, 1937.

CR.—20
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Rappel des experiences de MM. Favre et Bereuter *

Les auteurs des essais ont utilise un verre special dit "optique" et sur lequel ils ont
d'abord evalue les tensions originelles. Utilisant la methode d'examen optique que
M. Favre a mis au point ä Zürich, ils ont cherche Finfluence de Fangle d'inclinaison
d'une console encastree dans une masse indefinie, sur la distribution des contraintes.
Dans chaque cas la console etait sollicitee par un effort parallele au plan limite de
Situation et d'intensite identiques. De la sorte, l'eprouvette etait soumise ä une traction

normale, ä un cisaillement et ä une flexion.
Les resultats ä retenir de ces experiences sont la concentration des efforts aux

conges et particulierement aux conges rentrants ä mesure que Fangle d'incidence
augmente, Famortissement assez rapide des contraintes ä Finterieur de la masse
d'encastrement et enfin la presence d'un point singulier du spectre isostatique que
nous retrouverons plus loin et que nous designerons sous le nom de pole d'encastrement.

Ce point legerement au-dessus de la ligne des raccords superieurs des conges
se deplace vers Fangle rentrant ä mesure que Fangle </> augmente. Le conge exterieur
supporte des tensions decroissantes avec <j>. C'est le contraire pour le conge interieur.
La somme des deux maxima est ä peu pres independante de Fangle.

On remarquera que si Fencastrement avait ete parfait, le point singulier aurait ete
situe sur la droite limitant la masse d'encastrement quelle que soit la valeur de </>.

Nous notons ce fait en passant, car nous reviendrons sur la notion d'encastrement
parfait.

Essais de l'auteur entrepris au Laboratoire de la S.N.C.F. sous la direction
EFFECTIVE DE M. KAMMERER, INGR. Dr. ES SCIENCES, ASSISTE DE M. CANAL,
iNGr. P.C. (1947)

Ces experiences ont ete faites avec le soin et la precision que M. Kammerer et son
assistant ont toujours montre dans leurs travaux du Laboratoire de Levallois Perret.

Le but des essais et des mesures entrepris a ete d'etudier dans ses details, Fencastre-

Fig.9
* E.P.Z. 44
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ment d'une piece flechie encastree dans une masse indefinie. Cette etude d'elasticite
plane a ete faite avec deux rayons de conge et sans conges.

Nous avons procede ä une comparaison des resultats fournis par le calcul avec
ceux qui ont ete trouves aux essais.

La figure 9 montre le modele etudie dans son cadre. La piece aboutissant ä la
masse d'encastrement lui amene uniquement un effort de flexion. La matiere utilisee
etait du Plexiglass d'un module elastique de 29.000 kg./cm.2 avec un coefficient de
Poisson egal ä 0,30 et un coefficient photoelastique K=4l. L'epaisseur du modele
etait de 10 mm. et le couple agissant avait ete mesure avec toute la precision utile.

Le banc de photoelasticite utilise etait celui de la S.N.C.F. dont M. Kammerer a
donne la description dans son excellent livre intitule Recherches sur la photo-
elasticimetrie (Edition Hermann). On a determine d'abord les isoclines, ce qui
fournissait les points de tension maxima aux contours puisque ce sont ceux pour
lesquels Fisocline arrive normalement. On a pu tracer ensuite les isochromes et gräce
au compensateur mesurer les tensions.

Les resultats ä retenir sont tous contenus dans le spectre chiffre des isostatiques.
Nous avons montre les resultats obtenus sous forme de triptyque. (Figs. 10,

11 et 12).

VARIATIONS SUIVANT LE LONG DU

pONTOUR DE LA PIECE DE LA CONTRAINTE
NORMALE PARALLELE AU CONTOUR

,fjs .l'-rsL

?"S5 -*r»

Couple sppltcue

150 Kmm

Fig. 10(6). Partie 1. Angle vif
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Chacune des trois planches fournit les dimensions du modele et le spectre des

isostatiques. Les donnees numeriques sont indiquees sur les epures jointes. Ce sont
les repartitions des contraintes dans la piece flechie et sur la droite d'appui.

Les resultats ont ete reproduits avec la meme representation pour faciliter les

comparaisons.
L'examen comparatif de ces planches est facilite par l'examen du tableau ci-dessous

et du graphique des contraintes agissant sur la droite de transition.

VARIATIONS des CONTRAINTES
N3, N1.T2, LE LONG DES SECTIONS

AB-CD-EF
Variations de N3: \

_ N1 : |"
_ T2:

p-ss

12-tnrri

"i

E
h»,— '-Ä-- •

o'it '\e?e •*-"

rt I

»> X f.ofis

I f
I I
I

-'¦'\ i

-1-fS

Fig. 10 (b). Partie 2. Angle vif—Couple applique 150 kg-mm.
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VARIATIONS LE LONG DU CONTOUR

DE LA PIECE DE LA CONTRAINTE NOR
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Fig. 11 (6). Petit conge



Fig. 12 (a). Grand conge—Tensions
principales—Couple applique
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Moment applique: M=15 kg.-cm.—Contraintes exprimees en kg./mm.2

Angle vif: r=0 Petit conge: r i mm. Grand conge: r=6 mm.

Situation des points sin-
guliers:

1 point singulier de
lere espece aux
angles.

1 point singulier vir-
tuel de chaque cöte
ä l'exterieur et dans
le quadran du conge.

1 point singulier vir-
tuel de chaque cöte ä
l'exterieur et dans le
quadran du conge?

Hauteur du pole d'encastrement

(point singulier
de lere espece) 121 mm. 145 mm. 174 mm.

Tensions maxima et
diametre maximum du
cercle de Mohr coefficient

d'augmentation.

2,95 kg./mm.2
2 95

2,30 kg./mm.2
2.30

1 AC
P=LT5=1'48

1,95 kg./mm.2
1,95

p n55 1'25

Contrainte maximum
dans la piece au-dessus
du pole 1,55 1,55 1,55

Concentrations maxima
des contraintes principales

(sur les conges)
^W.=l,90* kg./mm.3
^max. =0,425
dy kg./mm.3

^W.=0,192
°x kg./mm.3
^max. =0,250
°y kg./mm.3

^W.=0,115
-* kg./mm.3

^-W*. =0,120
°y kg./mm.3

Comparaison des Resultats du calcul et des Resultats experimentaux pour la
piece essayee

Possedant des donnees numeriques precises pour le plexiglass, nous avons pense
qu'il serait interessant de proceder au calcul des efforts en plusieurs points de la masse
d'encastrement choisis ä proximite de Fencastrement et de les comparer avec les
resultats des calculs. Les figures qui precedent suffisent ä montrer l'importance des
differences dans la section de transition avec et sans conges.

A l'interieur de la piece encastree, celles-ci s'attenuent jusqu'ä devenir pratiquement

nulles, ä mesure que l'on se dirige vers le pole d'encastrement.
La figure 13 montre d'abord la position des points choisis: A, B, C, B', A', puis

le resultat de chacun des essais pour chacune des trois eprouvettes analysees. On
observe que la presence d'un conge et son rayon ont une certaine influence en des

points situes ä une demi-hauteur des pieces ä l'interieur de la masse d'encastrement.
Cette influence se traduit par une diminution des contraintes pouvant atteindre 20%
et une legere rotation de l'ellipse, des torsions dans certaines regions.

En utilisant les formules du Paragraphe 111 et en suivant les regles habituelles du
calcul pour l'evaluation des contraintes sur la droite limite, les conges etant supposes
absents, nous avons obtenus des resultats, ceux que le calcul ordinaire laisserait
prevoir comme provenant d'un moment de 15 kg.-cm. agissant lineairement sur un
Segment de 24 mm. de longueur de la droite limite.

La comparaison de ceux-ci pour les points choisis dans le cas de l'angle vif avec
les resultats experimentaux est explicitee dans la figure 14.

On notera une difference marquee pour les points A et A', accompagnee d'une
divergence de directions principales. Cette difference s'attenue ä mesure que l'on se

dirige vers l'axe vertical.
Ces experiences ä deux dimensions, nous avions envisage de les etendre ä trois

dimensions.
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Fig. 13. Position des points etudies dans la masse d'encastrement

La premiere idee consiste ä utiliser le procede nouveau de figeage. Mais il faudrait
attendre que cette sorte de mesure soit definitivement entree dans la technique des

laboratoires specialises. L'etude detaillee de la distribution des efforts dans les pieces
prismatiques montre, d'apres le trace des surfaces de cisaillement dans les pieces
symetriques, suivant la theorie de Saint Venant, que les resultats recueillis ailleurs que
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Fig. 14. Comparaison des resultats du calcul et de l'experience pour le
modele ä angle vif. (Ellipses des tensions)

dans la region mediane sont fausses ä cause de la grande inclinaison de ces surfaces

par rapport au plan moyen des que l'on s'approche de l'extrados ou de l'intrados.
Si, par exemple, une excentricite a/b= 1/5 est satisfaisante pour les mesures, l'excentricite

inverse b/a=5 l'est beaucoup moins.
D'autre part, la difference des coefficients de Poisson conduit ä une repartition

differente des contraintes autour de points homologues ä cause de la presence d'un
facteur -q/{l—2rj) dans les formules donnant les efforts normaux en fonction des

deformations. Ce facteur=0,75 pour le plexiglass, peut varier de 0,25 ä 0,50 pour
le beton.

Nous aurions voulu construire des modeles en beton arme en utilisant une echelle
acceptable. Nous avions pense ä des pieces de l'ordre de 20 x 40 encastrees dans des

massifs de l'ordre de 1,00x2,00 m. et d'au moins 1,00 m. de profondeur.
En faisant varier la proportion des cötes et le pourcentage d'armatures, on

aboutirait ä une collection de resultats interessants. Les mesures des deplacements
angulaires et lineaires pourraient etre faites avec des cordes vibrantes et celles des

contraintes ä l'aide de strain-gauges places sur la peripherie contre les armatures et ä

l'interieur du beton. Ce travail experimental etant termine, il resterait ä comparer
les resultats que l'on en retirerait avec ceux qu'on obtiendrait gräce ä l'emploi des

formules que nous avons donnees au Paragraphe I.

ZONE DE TRANSITION I INFLUENCE DES CONGES I ROTATION SUPPLEMENTAIRE

II existe donc une zöne de transition pour les encastrements de flexion pure ou de
flexion composee et celle-ci est comprise entre la droite limitant la masse d'appui et le
pole d'encastrement. Ce pole ou cette droite polaire est toujours situee dans Taxe
de la piece pourvu que l'angle d'incidence soit droit. S'il varie, le pole d'encastrement
se deplace vers le cöte correspondant ä l'angle ferme mais en restant ä peu pres au
meme niveau.

La figure 15 montre l'importance du trace des conges. // suffit donc d'un Supplement

de matiere insignifiantpour ameliorer la securite dans des proportions importantes.
On peut completer le röle du conge par un traitement localise de la region critique, teile
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SANS CONGE
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Fig. 15. Comparaison des regions critiques du raecordement. (Encastrement de flexion pure)

qu'elle est definie dans la figure 15, et l'on peut dire qu'elle est limitee par l'isochrome
correspondant ä la tension maximum realisee au niveau du pole d'encastrement.

Voici, re'sumes, les enseignements de nos essais:

(1) Le diametre maximum du cercle de Mohr et par suite le cisaillement maximum
varient en raison inverse du rayon du conge. Un rayon convenable permet de reduire
beaucoup la majoration de contrainte et l'etendue de la region critique.

(2) L'absence de conge peut conduire ä fapparition d'une region critique relativement

etendue et presentant une grande concentration de tensions au point singulier,
principalement sur la droite exterieure d'appui. La majoration des contraintes a
atteint 90% dans nos essais (voir tableau precedent). Au point singulier, on a:
N1=N}„ le rayon du cercle de Mohr est nul, mais il suffit de s'ecarter tres peu de ce
point pour que l'une des deux tensions soit negligeable, l'autre restant peu variable.

(3) Le pole d'encastrement est situe dans les essais entrepris ä une hauteur approxi-
mativement egale ä la demi-largeur de section au-dessus du centre du conge. Ceci n'etant
indique que pour fixer les idees n'est evidemment pas une regle. D'ailleurs, les essais
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de Zürich indiquaient une hauteur relative plus faible, mais avec accompagnement de
cisaillement. On remarquera enfin que Fencastrement est d'autant moins imparfait
que la distance du pole ä la droite limite est plus faible (nous reviendrons sur ce point)

(4) A ces remarques, il faut ajouter l'un des enseignements des experiences de
Zürich. Celles-ci montrent clairement que la valeur de la contrainte maxima et celle
de la concentration de tension varient pour un effort exterieur egal, en raison inverse
de la mesure du diedre.

Ces renseignements sont utilisables dans la construction mecanique et en fonderie
aussi bien que pour les ossatures de constructions et l'etude des cordons de soudure.

II est probable que l'arc de cercle n'est pas le trace Optimum de raecordement.
Rien ne s'opposerait, en fonderie ou en construction metallique ä lui substituer un
trace ä courbure progressive. Pour cela, on peut employer des arcs de lemniscate,
de radiotde ou de clothoide symetriques par rapport ä la bissectrice de l'angle qui
serait une normale commune.

D'apres ce qui a ete vu et mesure, on sait que la zöne situee entre le pole et la droite
d'appui est une region ä deformations angulaires importantes. Cette Observation est
interessante car eile peut donner lieu ä un calcul de correction utile pour les ouvrages
importants. Dans cette region les sections droites ne restent pas tout ä fait droites.
Elles paraissent transformees en sections inflexionelles ä tres faible fleche, symetriques
ou non, suivant que la flexion est simple et composee. On pourrait evaluer la rotation
elementaire correspondant ä une longueur ds de la fibre neutre (en cas de flexion pure)
en la choisissant comme la demi-somme de la rotation calculee d'apres les contraintes
extremes et de la rotation calculee comme d'habitude avec l'hypothese de la linearite
des tensions celles-ci etant deduites du moment effectif. Le Supplement de
deformation angulaire entre la droite d'appui et le pole d'encastrement dont la Situation

peut etre decelee soit par l'examen d'un enduit de laque fissurable soit sur modele
serait alors facile ä obtenir. Pour le faire, le mieux est d'employer la methode
graphique. A ce Supplement de rotation il faudrait ajouter celui qui provient de la
rotation de la droite d'appui. Quand il est possible de construire un modele bien
etudie, il est facile de calculer cette derniere rotation, -soit par Integration graphique,
soit par Observation sur le modele.

Ces remarques n'interessent, bien entendu, que les ouvrages importants.
Nous examinerons plus loin le calcul de correction correspondant.
En procedant ä un calcul numerique sur le modele de plexiglass nous avons trouve,

comme rotation supplementaire totale, compte tenu de la deformation de la masse
dans la region de l'encastrement, un Supplement de rotation entre la droite de transition
et le centre d'encastrement s'elevant ä 6/10 environ de la rotation calculee d'apres la
methode habituelle entre ces deux points. Mais ce calcul a ete fait en ne tenant
compte pour les deplacements que des contraintes extremes. C'est pourquoi il
constitue une limite superieure ou si l'on veut un ordre de grandeur maximum. D'autres
essais nous paraissent indispensables pour aboutir ä un resultat utilisable dans la
pratique.

L'etude d'une piece prismatique encastree dans une masse indefinie doit d'ailleurs
faire ressortir une valeur plus faible de la rotation du plan d'appui, en raison de
l'importance plus grande de la masse d'encastrement, dans la direction perpendiculaire
au plan de figure.

Evolution plastique et rupture d'un encastrement de flexion (beton arme, acier)
Dans la pratique, on dimensionne les encastrements pour que les contraintes

donnees par le calcul soient inferieures ä des limites bien determinees par la connais-
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sance des materiaux. Mais il est utile d'examiner l'influence d'une majoration des
efforts sur l'ouvrage, afin de suivre la Variation des coefficients de securite locaux par
rapport ä la limite elastique pu par rapport ä la limite de rupture.

L'application du theoreme de M. Colonetti, lorsqu'elle est facile ä faire et lorsque
les conditions necessaires qu'il requiert sont satisfaites, aboutit ä un Systeme d'equations

independantes, dont le nombre est egal au degre d'hyperstaticite du Systeme.
Parmi les variables independantes figurent les reactions d'appui qui, pour Fencastrement,

sont au nombre de trois (moments de flexion, reaction complementaire verticale
et poussee). Mais si l'on s'apercoit en faisant ce calcul que l'une des regions plastifiees
interesse le voisinage de Fun des appuis, le resultat obtenu est douteux. II faudrait
d'abord avoir une idee exacte du comportement de l'appui considere du point de vue
des deformations et surtout de la deformation angulaire.

D'apres ce qui precede, nous pouvons donner quelques indications d'ordre general,
mais qui cernent le probleme numerique ä resoudre pour chaque cas particulier.

(i) La rotation elastique aux naissances varie en raison inverse du rayon des

conges, quand ils sont circulaires, cette rotation etant definie comme on Fa indique
precedemment et concernant la region limitee par le pole d'encastrement.

(ii) La phase plastique dans la region consideree prendra naissance dans la region
du conge et, s'il n'y en a pas, ä l'angle vif.

(iii) L'etendue de cette phase depend du materiau et du rayon du conge, probablement

de la forme de celui-ci, toutes choses egales d'ailleurs. Un trace judicieux du
conge suffirait pour reduire beaucoup cette etendue et pour augmenter la securite
d'autant plus que ledeclanchement de la periode des grandes deformations irreversibles
ne semble se manifester suivant certaines experimentations que si une zöne minimum
est sollicitee au-dessus de la limite elastique.

(iv) Pour les materiaux dits plastiques ou ä elasticite retardee, les deformations
dont il vient d'etre question sont fonctions croissantes du temps. Le type de ces
fonctions a ete donne par divers experimentateurs et notamment per M. L'Hermitte.

A la lumiere des essais que nous avons decrits on peut prevoir, sous reserve bien
entendu d'un contröle experimental, Fattitude evolutive d'un encastrement de flexion
pour deux cas differents, l'acier et le beton arme.

Pour l'acier, materiau considere comme isotrope, ou suppose tel, on verra
apparaitre les premieres lignes de Hartmann en relief au point le plus sollicite du
conge comprime ou ä ses environs immediats et en creux dans la region correspondante
du conge tendu. Le trace des courbes de glissement deduit de la consideration de la
courbe intrinseque de la limite elastique est commode, soit en partant des isoclines,
soit en partant du reseau des isostatiques, puisque ces courbes sont des trajectoires ä
45° des isostatiques. En se reportant ä l'une ou ä l'autre de ces categories de courbes,
on voit que le secteur plastique de Hencky qui est de 90° dans le cas de l'effort normal
est d'environ 60° pour nos trois essais de flexion pure. II s'en suit une Variation
d'environ 30° moins grande des contraintes le long des trajectoires de glissement
tournant autour de l'angle vif ou du conge. L'amorce de rupture partirait probablement

d'un point voisin de la tension elastique maxima en suivant le trace d'une
courbe de glissement.

En continuant ä augmenter l'effort exterieur, la phase des grandes deformations
suivant la phase elastique aboutirait ä la plastification d'une surface importante et ä

la rupture generalisee.*
Pour Ie beton arme, il est plus difficile de prevoir en dehors de l'experience directe.

* Nous comptons entreprendre prochainement une serie d'essais de rupture sur modeles metalliques.
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Les essais de M. Chambaud, qui ont suivi en 1947 les experiences preliminaires
que nous avions faites sous sa direction, ont jete pourtant quelque lumiere sur l'evolution

de rupture d'un encastrement des pieces fortement armees et armees dans un seul
sens.

La region centrale pouvait etre ä peu de chose pres consideree comme un double
encastrement ä cause de la symetrie des efforts et des structures et de la faible distance
des charges jumelles concentrees.*

Divers types d'encastrements: Travail d'encastrement: Encastrement parfait
ä la flexion: proposition de symetrie et methode des modeles doubles:
Critere de Vibration pour apprecier la valeur d'un encastrement ä la
FLEXION

La notion d'encastrement ayant donne lieu ä des expressions incertaines
demande ä etre precisee. Disons brievement que l'on peut classer les encastrements
d'apres leur nature constructive. II y a d'abord ceux analogues ä celui des essais ä

lumiere polarisee qui proviennent de la solidarite d'une piece prismatique ou d'une
plaque ou d'une coquille avec un massif beaucoup plus important par son etendue et
sa masse. C'est le cas de nombreux ponts encastres et dont l'appui est constitue
par une eulee ä peu pres indeformable.

Un autre exemple plus frequent est celui des nceuds de charpente triangulee ou
ä echelle. Ces encastrements comportent un deplacement lineaire et un deplacement
angulaire tres faibles generalement et communs ä toutes les barres aboutissant au
nceud. Ce deplacement peut conduire ä des hypo-encastrements ou ä des hyper-
encastrements suivant les sens de rotation du nceud considere et de ceux qui Fentourent.

Citons enfin Fencastrement par penetration realise souvent en mecanique comme
pour la charpente tubulaire et assez frequemment dans les travaux publics. Encastrement

d'une voüte de barrage dans le rocher, encastrement d'un rideau de palplanches
ou d'un massif de pylone, d'un pieu ou d'un scellement flechis. Ces trois dernieres
sortes de realisations ont fait l'objet d'une etude que nous avons recemment publiee.

Nous designons sous l'expression de "Travail d'Encastrement" celui qui est
developpe dans la masse de l'appui. II se decompose dans le cas que nous traitons en
trois parties, dont la derniere est generalement la plus importante:

(a) Travail du ä l'action de la force normale.
(b) Travail du ä l'action de la force tangentielle ou effort tranchant.
(c) Travail du ä l'action de la flexion au moment d'encastrement.

Si l'appui etait infiniment dur il n'y aurait pas de travail d'encastrement parce que
les contraintes d'appui ne se deplaceraient rigoureusement pas. Au contraire, le
travail d'encastrement sera d'autant plus grand que l'appui est plus deformable.

En procedant ä la comparaison d'un encastrement parfait et d'un encastrement
sur une masse, nous avons pu verifier pour l'essai entrepris que le travail d'encastrement

etait trop faible pour etre appreciable avec les moyens de mesure que nous avions
adoptes. II s'agissait de deux pieces decoupees dans le meme echantillon de metal,
l'une constituee par une poutre de 7 X 7 et de 40 cm. de portee chargee en son centre,
l'autre issue du meme bloc et usinee pour en laisser un massif de 200 x 100 x 100 et
une console de 7 X 7 et d'une longueur de 20 cm. Le metal avait ete recuit avant
usinage et les deformations avaient ete observees ä l'aide d'un comparateur donnant
le 1/100 de mm. Le module elastique avait ete determine d'apres la fleche de la

* L'analyse detailee des experiences precitees a fait l'objet de deux notes parues l'une en fevrier
1949, l'autre en novembre 1949, sous la signature de M. Chambaud.
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premiere poutre en utilisant la formule exacte de la fleche, c'est-ä-dire en tenant compte
de la hauteur de la piece.

Nous avions realise avec la poutre un encastrement parfait et avec la console un
encastrement egalement parfait, et ceci nous amene ä la notion d'encastrement parfait
de flexion qui est essentielle pour certaines applications.

Si nous nous bornons au cas general des structures ä section symetrique, on peut
enoncer ce qui suit:

"II y a encastrement parfait deflexion lorsque la section d'appui ne tourne pas
sous l'action du moment qu'elle supporte. Ce cas est rigoureusement realise pour
toutes les structures planes deforme quelconque lorsque la forme et le Systeme de

forces les sollicitant sont symetriques par rapport au meme plan et que, de plus, la
distance des points d'intersection de la structure avec le plan de symetrie restent
invariablement distants."

Notons que dans ce cas, le pole d'encastrement de chaque section defini par le plan
de symetrie est contenu dans ce plan.

Une poutre simple posee sur appuis et symetriquement chargee peut etre consideree
comme encastree par rapport ä sa section mediane si eile est ä section constante.

Supposons que nous voulions appretier la deformabilite par rotation d'un appui
pour une structure determinee. On pourrait y arriver en realisant un modele simple
et un modele double et en comparant les isoclines et les isochromes aux appuis pour
chacun des cas les sollicitations etant bien entendu les memes. Dans le premier cas
on observerait un pole d'encastrement ä proximite de la ligne d'appui et dans l'autre
il serait sur cette ligne d'appui. L'eloignement du pole d'encastrement renseignerait
au moins approximativement sur la valeur de Fencastrement ou, si l'on veut, sur sa

rigidite.
Le critere de la valeur d'un encastrement de flexion pour une poutre ä section

constante comme Fest un mät ou un pylone sans fruit, peut etre defini avec precision en
comparant la periode calculee et la periode observee. M. Y. Rocard dans son ouvrage
assez recent intitule Dynamique Generale des Vibrations a traite du probleme de la
tige imparfaitement encastree pour laquelle il designe par Acu Famplitude angulaire de

la base. En designant par ct. l'expression sans dimension: /x
4Sn2ü

EIT2
la densite, Q et / la section et l'inertie, T la periode, E le module de Young)

L'elongation y du point d'abcisse x a pour expression:

(8 designant

y= XX XXA ch a^+B sha-r + Ccos a7+D sina-r

avec: A=/la>x-—77——-. : x(sin<x cha—sha cosa)
2a (1-fchacosa)

B= id. X(cha sina—sha sina)
C id. X (sh a cos a—sin a ch a)
D= id. X(l+cha cos a+sha sina)

Supposons Fencastrement parfait, alors /lcu=0, il en resulte necessairement
Fidentite: ch a cos a+1 =0, d'oü l'on tire la valeur de la periode fundamentale 6

correspondant ä Fencastrement parfait:

En comparant la frequence correspondante ä celle d'un vibrometre, on aura dejä
CR.—21
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une idee de Fencastrement sans aucun calcul. L'evaluation de la periode reelle don-
nera a et la mesure de y en un point convenablement choisi fournira la valeur de A<o.

Bien qu'il conduise ä des calculs compliques pour des structures moins simples qu'un
mät ä section constante, il semble que le critere de Vibration puisse donner lieu ä des

considerations utiles, en operant, par exemple, sur un modele.

Deplacements des appuis d'encastrement dans les grands ouvrages (dalles,
arcs ou coques)

Bien que dans la pratique les deplacements des appuis d'encastrement soient tres
faibles, leurs consequences, surtout quand il s'agit de variations angulaires, ne laissent

pas d'etre appreciables des que les ouvrages sont rigides et de grande portee. II
suffit d'ailleurs de se reporter aux formules de Bresse pour le saisir. La mesure des

contraintes dans les ouvrages executes et celles des deplacements en ont dejä donne
des indices et il semble que si l'on devait entreprendre pour de grands ouvrages une
note de mesures et de calculs, apres execution, on y trouverait assez souvent l'influence
de l'imperfection de certains encastrements. Citons par exemple la communication
de M. Dantarella au congres de 1930 et concernant deux ponts de chemin de fer, d'une
meme ligne, franchissant la Brambilla et le Rino, les ouvrages en arc encastre et

presque identiques, ayant subi les memes efforts aux memes epoques ont donne des

lignes d'influence de deformation assez dissemblables et different sensiblement l'une
et l'autre des lignes calculees. Nous pensons que la raison de la dissonance constatee
doit provenir de la nature des enrochements. C'est le pont franchissant le Rino, plus
massivement encastre que l'autre, qui a donne en cie deplacements les plus faibles et

pour lequel les variations de ces deplacements en fonction du temps etaient les moins
elevees.

Dans un arc, les deplacements de l'appui ä considerer sont: Ax, Ay et Aa>. Nous
passons sous silence les efforts de torsion düs au vent et ceux qui sont accidentels
comme, par exemple, les effets d'une implantation defectueuse. Pour les grands
ouvrages, les variations verticales Ay, toujours faibles, sont sans interet pratique.
Une Variation positive ou negative Ax equivaut, soit ä un refroidissement soit ä un
allongement de la portee, c'est-ä-dire, tout compte fait, ä l'influence d'une Variation
de temperature, ce dont on peut tenir compte dans les calculs en augmentant la marge
habituelle ä considerer en fonction du climat et des previsions de retrait. Le deplacement

le plus ä craindre est Ie troisieme, c'est celui qui correspond ä Fencastrement de
flexion pure ayant fait l'objet de nos calculs et de nos essais.

Dans ce qui precede, nous avons examine les causes de perturbation provenant de

l'imperfection des methodes de calcul, mais nous n'avons rien dit de Celles qui trouvent
leur origine dans la nature du sol et dans la Constitution meme des massifs d'encastrement.

Et ce sont, sans doute, les plus importantes.
Qu'il s'agisse d'un pont arque ou d'un tablier droit encastre ou d'une coquille de

barrage, les caracteristiques du rocher mesurees en place (par exemple par la methode
acoustique mise au point recemment par MM. Chefdeville et Dawance sous la
direction de M. L'Hermitte) son ou ses modules de Young, son ou ses modules de
Poisson, son anisotropie, ses clivages ou ses failles, variables d'une rive ä une autre, et
d'une couche geologique ä une autre, ont une importance evidente. En laissant au
bureau le soin de deviner les conditions aux limites, on produit une note de calculs
fallacieuse. Si, de plus, un Organe intermediaire existe, que ce soit une eulee de

pont ou bien des blocages massifs lateraux, il y a une nouvelle cause de Variation
de Aoj ä ajouter ä celles qui precedent.
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De nombreux ponts encastres le sont sur des massifs de repartition. Les deplacements

des eulees devant etre consideres sont ceux qui aecompagnent et ceux qui
suivent le decintrement. Si celui-ci est execute avec des verins, on ne doit retenir
dans les calculs que l'action des efforts ulterieurs correspondant ä Fachevement de
l'ouvrage, aux surcharges qu'il doit subir et ä l'ensemble des variations en fonction
du temps, affeetant soit l'ouvrage soit le terrain de fondation.

L'evaluation a priori de ces deplacements qui s'ajoutent ä ceux que nous avons
envisages nous parait necessaire pour les grands ouvrages ä moins qu'on prefere
adopter un dispositif de reglage. Gräce ä une methode d'assujetissement il est facile
de proceder ä ce calcul pourvu que l'on connaisse les efforts exterieurs de premiere
approximation, les caracteristiques du terrain en place, en particulier ses coefficients
de compressibilite verticale et horizontale.

II est bien entendu que ces coefficients peuvent varier avec le temps et que les
determinations sur place ne doivent pas uniquement concerner des resultats instantanes.

Nous voyons lä un nouvel exemple d'association entre le bureau d'etudes, le
chantier et le laboratoire, en vue d'une construction rationnelle.

Calcul de correction en vue de tenir compte des Rotations Aio0 et zlco, aux
NAISSANCES D'UN ARC ENCASTRE

M. Chambaud a publie en 1941 une importante etude intitulee: "Le röle des
theories elastiques du second ordre dans le calcul des ponts en arcs de grande portee."
Elle avait pour but la recherche, dans les grands ouvrages, des efforts secondaires
provenant des deplacements de la fibre moyenne. II a suppose les appuis immuables.
La methode de calcul que nous allons exposer pour les arcs encastres derive en somme
du meme souci, mais ne concerne que Finfluence des deplacements generalement tres
faibles de ces appuis sur la valeur des reactions. Elle est generalisable.

Soit que l'on se contente d'une evaluation des deplacements Wn, Wn et W2, soit
que Fon ait evalue approximativement les deplacements lineaires des massifs extremes
Ax0, Ay0, Ax\, Ayx et les deplacements angulaires Aa>0, Aail generalement plus
importants que les deplacements co, on peut alors evaluer l'importance des contraintes
secondaires dues ä ces six deplacements. Les deplacements Ay0 et Ayl n'auraient
generalement pas d'importance pratique. Les deplacements Ax0 et Axx donneraient
lieu ä un calcul identique ä celui de l'effet d'un refroidissement, ou du retrait d'en-
semble, probleme classique generalement aise ä resoudre. Restent les deplacements
angulaires, d'ailleurs tres faibles, des sections d'encastrement: G0 et Gr..

Pour effectuer le calcul des reactions secondaires, nous imaginerons un arc de

meme definition que le precedent et charge identiquement mais dont les naissances
Go et Gj sont articulees. On commencera par calculer les angles de rotation aux
naissances ü0 et ßi de cet arc sous l'influence des charges et surcharges supportees par
l'arc encastre. Puis, on assujetira l'arc articule ä l'action de deux moments arbitraires
M0 et Mi appliques aux naissances pour ramener ß0 ä Aw0 et Qx ä AojX. On deter-
minera les coefficients a et ß fournissant les rotations en G0 et Gi dues aux moments
M0 et Mx.

On aura, dans le cas d'un arc symetrique les valeurs de M0 et My gräce aux
relations:

M0OL+Mlß+(Q0-Aaj0)=0
M0ß+Mlrt.-{Ql-Aa>i)=Q

S'il n'y a pas de symetrie, il y a quatre coefficients a, a', ß, ß' ä determiner aussi

simplement.
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Si clMq et <iMy designent les moments correspondants ä Fencastrement parfait de
l'arc etudie, les moments correctifs seront (<lM0—M0) et (gZMy — My).

Les reactions verticales secondaires sont obtenues sans difficultes ainsi que la
poussee secondaire qui est la difference entre la poussee theorique de l'arc
encastre et celle de l'arc articule soumis aux moments M0 applique en G0, et My
appliquee en G1; ainsi qu'ä tous les efforts de charge et de surcharge agissant sur l'arc
encastre.

Pour fixer les idees, nous avons considere Fun des deux arcs encastres du pont
faisant l'objet de la figure 16. Avec les indications numeriques contenues dans la
figure, un premier calcul donne :

Poussee de l'arc encastre: 4875 tonnes (appliquee en Gg)
Reactions verticales en G0 et Gi.' 2600 tonnes
Moments en G0 et Gy: +1659 t-m.

2
La rotation d'appui arbitrairement choisie a ete en G0 : Aw0=ijz-~: et en

2
Gi : Awy — 77^©, elles sont faibles.

10UU

Arc articule correspondant, poussee: 4781 tonnes
Reactions verticales: 2600 tonnes

32 32
Rotation des appuis: Q0 X (z-^, Qy j^)

32 4
Les valeurs des moments M0 et My reduisent cette rotation de 77^ ä -rr——, soit:

1000 1000
32 — 2

-f-1659x^rr-=1556 tonnes.

Moment secondaire: c7kf0—M0=—^r— — 103,60 t-m.

Le moment d'appui ä retenir est donc: +1555,40 t-m. au lieu de 1659 t-m.
Les reactions verticales secondaires sont nulles ä cause de la symetrie et un calcul

facile nous donne ä partir des angles (ß0—Aou0) et (Qy—Aaiy) la valeur de la reaction
horizontale ä retenir. Elle est donnee par Fegalite.

ß=4781 tonnes+0,0285 (M0-M1)=4781 tonnes+0,057 M0=4869,70 tonnes
au lieu de 4875 tonnes.

Mesures pouvant etre effectuees sur les appuis des grands ouvrages, modifica-
tion et reglage de ceux-ci

L'influence appreciable de l'imperfection de Fencastrement de flexion pour les
portees importantes fait penser qu'il y aurait interet ä verifier la tenue des appuis des
grands ouvrages encastres, qu'il s'agisse de barrages, de voütes de tunnels ou de ponts.
Ces verifications operees ä intervalles reguliere et avec des surcharges parfaitement
connues' seraient surtout utiles au debut du fonctionnement des structures. Elles
donneraient des precisions sur la Variation des conditions d'appui avec le temps, et
du meme coup, on aurait le plus souvent sans difficultes, la repartition exacte des
contraintes entre appuis.

On dispose de clinometres tres precis et de temoins sonores, noyes ou exterieurs
insensibles ä Fhumidite ambiante et fournissant, compte tenu de la Variation de
temperature des frequences traduisant avec fidelite et ä n'importe quel moment les de-



ETUDE DES ENCASTREMENTS DE FLEXIONS 325

1,501 4,00 J^ ».¦

r)jidJ mort du pont av mht ¦' 40 tm

tfvrchargt, : '*

c/oit pour vn arc : 26 tonnej

par mir*, de cordc hort'zontofc

haut 'constante : 3m

4

J
Jcclion

52

,00

2002M

largeur.- 2 x ^j^

h c'-€ 3,00

io
CW.fX

T
«n de oirplion gg 2K/../

etntre. doJtiauc dej doedonnuj

jeehon ou/ nau- 'Joncej
2,00 J.t»

100 ml 100 ml /

/ €' 9-

cai.ot

öo
coj.al 2,5 10,6 TL7

EI cas at. El0= 3,60 x IO6 r"-i
Fig. 16. Determination des reactions secondaires developpees par

les deplacements infinitesimaux d'appui d'un grand arc encastre



326 AU 3—R. PASCAL

formations des regions auscultees. La recente mise au point de l'auscultation sonore
par les ingenieurs de FI.T.B.T.P. permettrait d'avoir ä tout moment la mesure du
module elastique du beton ou de la maconnerie en place.

Nous croyons d'ailleurs que l'auscultation methodique des grands ouvrages
permettrait de rediger des notes de calcul a posteriori plus convaincantes et plus pre-
cieuses que celles que l'on exige ordinairement des bureaux d'etudes.

Une autre idee qui se presente ä l'esprit, c'est celle de Famelioration des appuis
existants par les procedes de synthese statique qui, comme la precontrainte mais d'une
facon plus generale marque la trace de la volonte de l'ingenieur sur la tenue des
constructions. Nous avons pour cela ä notre disposition des boucliers de butee, des

dalles sur pieux ou pendules droits ou inclines, des ancrages du type Coyne et des

verins plats du type Freyssinet.
Ces diverses sortes de dispositifs utilises isolement ou associes entre eux per-

mettraient de modifier d'une facon arbitraire les deplacements d'appui et, partant,
les reactions correspondantes.

On peut d'ailleurs s'tabiliser les efforts malgre de faibles variations elastiques ou
plastiques, des cäbles ou des terrains, gräce ä l'emploi de tensiostats (lire: "Les ten-
siostats et leur application ä la synthese statique").*

On peut enfin envisager un troisieme parti comme Variante du precedent, celui de

construire les appuis pour en rendre le reglage tres facile sans ancrages ni butees.

Resume

Partant de formules deduites de celles de Boussinesq et Flament qui concernent
l'action de charges ponctuelles sur le plan limitant un solide indefini, on passe ä

l'etude des deplacements du plan limite dans la region d'encastrement d'une piece
prismatique qui est solidaire du solide indefini et aboutit perpendiculairement au plan
qui le limite.

Ce calcul conduit ä une contradiction et celle-ci ne peut etre reduite que par la
methode experimentale.

Apres avoir rappele les resultats des essais de M. Tesar (1936) et de MM. Favre et
Bereuter (1944) on deduit des experiences demonstratives sur un modele en caoutchouc.

Ensuite on expose les resultats des essais d'encastrement de flexion pure entrepris
au laboratoire de la S.N.C.F. sur modeles en plexiglass soumis ä la lumiere polarisee.

L'analyse de ces resultats montre Finsuffisance localisee des regles de la resistance
des materiaux. II conduit ä la notion de pole d'encastrement et ä l'etude de l'influence
d'une zöne de transition situee entre la section normale du pole et le plan limite. Le
röle des conges circulaires et l'influence de leur rayon sur l'importance de la zöne
critique a ete mis en evidence et chiffre.

Les renseignements recueillis ont permis de decrire l'evolution plastique jusqu'ä
la rupture des encastrements de flexion pour le beton peu ou abondamment arme et
pour l'acier doux.

Apres avoir tres rapidement passe en revue divers types courants d'encastrements,
on etudie le travail d'encastrement et l'on donne une definition de Fencastrement parfait

ä la flexion. Enoncant une proposition de symetrie on en tire une conclusion
pratique pour l'etude sur modele des dispositifs d'encastrement des structures planes.
On propose ensuite un critere de Vibration sur modele ou sur l'ouvrage pour juger de
la valeur des encastrements d'appui.

On examine ensuite les causes de deplacement d'appuis d'encastrement dans les

* Technique Moderne—Construction, juin, 1949.
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constructions (dalles, axes ou coquilles) et l'on propose une methode de calcul pour
tenir compte des rotations aux appuis des arcs ou des poutres encastres.

On envisage enfin l'examen, le contröle, Famelioration eventuelle et le reglage des

appuis d'encastrement pour les grandes constructions.
L'expose ne concerne pas d'applications etrangeres aux travaux publics et les

encastrements de torsions n'ont pas ete etudies.

Summary

The author Starts with equations derived from the formulae of Boussinesq and
Flament regarding the influence of a point load acting on the boundary plane of a
semi-infinite area. He investigates the effect on its surroundings of a prismatic,
rectangular body fixed in this semi-infinite area at right angles to its boundary plane.
The calculations lead to a contradiction which can only be solved by tests.

After mentioning the results of the tests of Tesar (1936), Prof. Dr. Favre and
Dr. Bereuter (1944), investigations made on a rubber model are described. These
tests alone were of instructive and demonstrative significance.

Next, the results are given of tests carried out with polarised light on models of
plexiglas in the laboratory of the S.N.C.F. The conclusions drawn from these results
lead to the coneeption of the "fixing pole" and to the consideration of the influence
of a transition zone. The importance of radii and of the influence of the dimensions
ofthe radii on the size ofthe critical zone is emphasised and explained.

The experience collected has made it possible to describe the plasticity up to rupture

of reinforced concrete and steel.
After mentioning current practice for fixed-ended beams, the author investigates

the fixing effort and gives a definition of perfect fixing for bending.
He thereby comes to a conclusion, from which he gives useful directions for model

tests with fixed foundations and abutments. Further, he suggests the adoption of a
Vibration criterion for forming a judgment on the value of fixed supports.

In addition, the causes of the displacements of housings and abutments are
investigated, a simple method of calculation being given for considering the slight
twisting oecurring at the end points of fixed arches.

Finally, the inspection, any necessary improvement and the regulating of fixed
supports of big structures are dealt with.

The paper considers only applications in the field of structural engineering.
Various extensions of the investigation are possible which are not discussed here.

Zusammenfassung

Der Verfasser geht von Gleichungen aus, die aus den Formeln von Boussinesq und
Flament über den Einfluss einer punktförmigen, auf die Begrenzungsebene des
Halbraumes wirkenden Belastung abgeleitet sind. Er untersucht die Wirkung eines

prismatischen, rechteckigen, senkrecht zur Begrenzungsebene des Halbraumes in
diesen eingespannten Körpers auf seine Umgebung. Die Berechnungen führen zu
einem Widerspruch, der nur durch Versuche gelöst werden kann.

Nach Erwähnung der Ergebnisse der Versuche von Tesar (1936), Prof. Dr. Favre
und Dr. Bereuter (1944) werden Untersuchungen an einem Modell aus Gummi
beschrieben. Diese Untersuchungen waren einzig von instruktiver und
demonstrativer Bedeutung.

Es werden darauf die Resultate von Versuchen angegeben, die im Laboratorium
der S.N.C.F. an Modellen aus Plexiglas durch Prüfung mit polarisiertem Licht
durchgeführt wurden. Die Schlussfolgerungen aus diesen Resultaten führen zum
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Begriff des "Einspannungspols" und zur Betrachtung des Einflusses einer Ueber-

gangszone. Die Bedeutung der Ausrundungen und des Einflusses ihres Radius auf
die Grösse der kritischen Zone wurde hervorgehoben und abgeklärt.

Die gesammelten Erfahrungen haben die Beschreibung der Plastifizierung bis zum
Bruch unter Biegeeinspannung für Eisenbeton und Stahl ermöglicht.

Nach Erwähnung verschiedener geläufiger Ausführungen von Einspannungen
untersucht der Verfasser die Einspannungsarbeit und gibt eine Definition der vollkommenen

Einspannung bei Biegung.
Er kommt damit zu einem im übrigen ziemlich offensichtlichen Schluss, aus dem er

eine für Modellversuche mit Einspann-Fundamenten und Widerlagern nützliche
Folgerung zieht. Er schlägt weiter die Anwendung eines Vibrations-Kriteriums zur
Beurteilung des Einspanngrades vor.

Es werden zudem die Ursachen der Verschiebungen von Einspannstellen und
Widerlager untersucht, wobei eine einfache Berechnungsmethode zur Berücksichtigung

der an den Endpunkten der eingespannten Bogen auftretenden kleinen
Verdrehungen angegeben wird.

Schliesslich wird noch die Kontrolle, ev. Verbesserung und Regulierung
eingespannter Auflager grosser Bauwerke behandelt.

Der Artikel umfasst nur Anwendungen auf dem Gebiete des Bauingenieurwesens.
Es sind verschiedene Erweiterungen der Untersuchung möglich, die hier aber nicht
erörtert worden sind.
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