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Le theme de la securite est toujours, au moins d'une maniere impli-
cite, a l'ordre du jour d'un Congres international des Ponts et Charpentes.
11 etait d'ailleurs explicitement inscril aux programmes des congres de
Vienne (1928; el de Berlin (1936), pour certains aspects particuliers.
Inclure au programme du Congres de Liege l'analyse de la notion de securite,

analyse que le detail du libelle de la question suggere complete, denote
un grand dessein et confronte les rapporteurs avec une entreprise ardue.

Heureusement que le developpement limite des rapports les dispense
de l'accomplir lilteralement : un volume y suffirait a peine, en etant bref.
Ma lache est facilitee par le caractere general de la plupart des rapports
particuliers, determine par l'enonce meme du theme. Cependant aucun
de ces rapporls ne traite l'ensemble de la question, mais principalement
une partie. II est remarquable que ces rapports ne soient pas contradic-
toires, mais qu'ils se completenl. De teile sorte que, reunis, ils forment ä

peu prfes un rapport general integral, plal copieux auquel il ne m'incombe
plus que d'ajouler certains condiments. II en ressort que la notion de securite

est devenue une coneeption complexe et nullement simple.
Les progres scientifiques et industriels des dernieres decades l'ont d6ve-

loppce en surface plutöt qu'en profondeur. L'ancienne Solution des tensions
admissibles est certes devenue desuete, simple et claire qu'elle est comme
la foi des premiers äges, mais si peu adequate ä notre besoin de rationali-
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sation. Le coefficient de securite est une notion plus souple, plus universelle,

mais combien plus indclerminee. Les difficultes et les divergences
d'opinions naissent des la definition; il est bien malaise de se metlre d'ac-
cord seulement sur la limite k laquelle il sera applique. L'application süre
du coefficient de securite oblige ä serrer la verite d'aussi pres que possible,
a ne negliger aucune eventualite. On arrive ainsi ä constater que, dans les

ouvrages executes, les limites de securite sont depassees sans qu'il en resulte
d'insecurite apparente. C'est lä un fait troublant, qui a alimente les vives
discussions des quatre derniers lustres ä propos de la notion de securite
et qui a permis d'aller jusqu'ä exprimer que la notion du coefficient de
securite n'a pas de sens reel (Intervention du Prof. N. Streletzky, Moscou,
au Congres de Vienne 1928 — Compte rcnclu, p. 263). Ce nihilisme esl
scientifiquement defendable, mais aide-t-il ä construire? On peut le defen-
dre et considerer l'esprit critique comme un excellent auxiliaire pour les
constructeurs qui sont aptes ä poursuivre ä la fois la voluple de construire
et la passion de savoir. II y aura toujours, des constructeurs savants de
mßme que des constructeurs inspires. II est meme habituel que tout hon-
nete constructeur ait acquis certaines nolions propres de securite sur
certains points particuliers et dont il se sert avec plus ou moins de bonheur.

L'art de la construction reste, par la force des choses et en depit de
l'esprit du temps, une profession liberale en soi, c'est-ä-dire une profession
de creation, dans laquelle la proscription de toute initiative personnelle
est impossible. Cela n'empeche pas la necesiste d'une codification de la
securite. Non seulement cetle codification doit mettre prudemment des
barrieres aux initiatives inconsiderees, mais en outre eile doit permettre
de trancher les litiges qui peuvent naitre de ces initiatives.

La conclusion principale qui se degage de la lecture des divers
rapports particuliers presentes au Congres sur l'analyse de la notion de securite,

ainsi que des rapports et discussions des Congres de Vienne et de
Berlin sur des sujets connexes et des memoires publies sur la meme matiere
par l'Association internationale des Ponts et Charpentes, enfin de quelques
autres publications recentes, est la necessile de l'etablissement d'une
codification detaillee de la securite des constructions. Certes, cette codification
devra etre aussi uniforme que possible, inspiree de regles aussi constantes et
universelles que possible, mais il n'est plus possible de regier la notion
de securite d'une maniere pratique par quelques principes generaux et un
petit nombre de donnees numeriques.

Un code de securit6 ne pourra faire droit ä toutes les subtilites de la
science; il resultera n£cessairement d'un compromis entre les conceptions
scientifiques et les necessites pratiques. Au point oü les questions
scientifiques sont elucidees, on peut estimer.qu'un code de la securite pourrait
actuellement tirer parti d'une maniere tres etendue des acquisitions de la
science, d'une facon trfes satisfaisante pour celle-ci et tres avantageuse pour
la pratique. La complication que le progres scientifique a engendre'e dejä
dans la construction est teile que l'on öprouvera de plus en plus le besoin
de se servir de codes ou du moins de s'y r£fe>er. Cette maniere de faire est
si ancienne dans d'autres professions que la codification est devenue elle-
möme une vraie science. Ainsi en sera-t-il pour la construction. Certains
developpements presentes au Congres de.Liege, notamment par les rap-
porteurs francais, l'etablissent neltement. Ces codes seront d'ailleurs ä
revoir dans l'avenir, selon l'cvolulion des faits scientifiques, d'une maniere
analogue ä l'action des changements moraux et sociaux sur les codes juri-
diques et politiques.
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Nolons ici que l'Etablissement de ces codes fait appel necessairement ä
de nombreuses competences. Au point de vue de la conslruction, le con-
cours du praticien et de l'ingenieur d'elude sera aussi necessaire que celui
du theoricien et du chercheur de laboratoire. Mais on ne peut pas perdre
de vue qu'il faudra aussi recourir aux chercheurs et aux controleurs du
laboratoire d'essais des materiaux, au chimisle, au physicien el meme au
mathematicien-slatisticien. C'est-ä-dire cjue le sujet deborde largement du
domaine amplement considere de l'Association internationale des Ponts et
Charpentes.

Un premier point ä definir est le crilere de securite auquel s'appliquera
le coefficient de securite. Les rapporls de M. M. Prot et de \1. A. M.
Freudenthal distinguent judicieusement ä ce sujet enlre la ruine par mise hors
de service et la ruine par rupture. Donc, Velement ou facteur critique n'esl
pas unique mais varie selon les cas. C'est ce qui a conduit les rappoileurs
particuliers ä ecarler de leurs considerations des dispositifs de conslruction
cependant explicitement prevus dans le detail du theme V. En se limitant
meme au domaine des ponts et charpentes dans un sens assez reslieint, il
n'est pas permis de distraire de la securite de l'ensemble celle des murs
de soutenement, des piles, des eulees et des fondalions, non plus que les
couvertures, les clölures, les revetements, les voies ferrees, etc.

Pour les murs el les fondalions. la notion du coefficient de securite est
liee non seulement ä la nature des materiaux, d'ailleurs complexe, mais
aux formes, aux excenlricilEs de l'action des forces autant qu'ä leurs variations,

aux deformations, etc.
II est impossible d'appliquer le coefficient de securile ä une tension

limite, ä une charge limite ou ä une excentricite limite. II faul lenir compte
simultanement de tous ces facteurs, en meme lemps que des deformations,
qui sont susceptibles de les faire varier. Si on ajoute ä cela l'impossibilile
habituelle d'un calcul exaet de la repartition des tensions et des deformations,

on doit reconnaitre que la notion rationnelle de securile esl eva-
nouissante. C'est ce qui explique que se conservent encore des notions
aussi arbitraires el denuees de signit'ication physique vraie que les coefficienls

de stabilite au renversement, au glissement, etc., mais qui sont
d'usage commode.

Si l'on s'en lienl au sens le plus reslreint du domaine des ponls et
charpentes, on songera surtout ä la resistance de pieces en melal, en bois,
en beton ou en beton arme, voire en maconnerie, au sens de la resistance
des malEriaux. Gräce aux simplificalions ideales que celte science apporle
aux realites generalement plus complexes, on a l'impression de se trouver
en presence de problemes plus simples et plus uniformes. Cette disposition
d'esprit est vraisemblablement influencee par les reminiscences de la
methode ancienne, simple et uniforme, des tensions admissibles. Mais l'etude
plus approfondie du comportement de ces materiaux en dehors de la zone
des dEformations elasliques dans les divers cas de sollicitation et de la
repercussion des dEformations plastiques sur la rEsistance des constructions
hyperslatiques, a considerablement compliquE la question, en ce sens
qu'elle a multipliE les critEres de sEcurilE. La limite d'ElaslicitE a acquis
ä ce point de vue une importance comparable ä la tension de rupture,
cependant que diverses limites d'endurance et, evenluellement pour des
constructions prEcontraintes, des limites de fluage ou de relaxation peuvent
entrer en ligne de compte. On se rEfErera ä ce sujet au rapport de
M. A. M. Freudenthal. Pour les sollicitations isostatiques purement homo-
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genes, en dehors de tout risque d'inslabilite, on peut admellre qu'il existe
enlre ces diverses limites un rapport statistique moyen, independant de la
forme de la seclion, de teile sorle que la complicalion est plus apparente
que reelle. Mais pour les sollicitations isostaliques heterogenes et com-
posEes, d'apres la thEorie de la plasticilE, ces rapporls varient selon la
forme de la section. La question se complique encore du fail que, pour la
flexion par exemple, la ruplure franche est irrEalisable pour divers materiaux

el que la sollicitation admissible esl limilee par des dEformations
ou des fissuralions qu'il est evenluellement impossible de rapporler ä un
critere de tension limite en periode de dEformalion Elastico-plastique ou
purement plastique. Le critere de sEcurilE est alors une deformation limite.

On sait, par les travaux du Congres de Berlin en 1936, combien la
question se complique encore lorsqu'il s'agit de constructions hypersta-
liques, meme en cas de sollicitation purement homogene. II peul, selon
les cas, se produire que le critere de securile soil la limite Elastique, ou
une capacile de charge limite (rapportee ä des cas de sollicitation bien
determines, mais impossible ä dEfinir sous l'effet de forces mobiles quel-
conques) ou enfin une deformalion limite. En cas de sollicitation variable,
il y a des reserves ä faire au sujet de ces crileres en ce qui concerne l'en-
durance, qui ne peuvent etre evenluellement resolues que par des
experiences parliculieres.

Les problemes d'instabilite paraissenl aussi, k premiere vue, ne com-
porter qu'un seul crilere, celui de la charge maximum admissible. Mais
meme dans le cas le plus classique de la piece comprimEe entre ses abouls,
cela n'esl plus tout ä fait süffisant que pour le domaine du flambage eulE-
rien, dans lequel existe une charge critique ou, ce qui revient au mEme,
une lension critique. Mais pour le cas du flambage au delä de la limite
Elastique, celle-ci ou des limiles de dEformalion sont ä prendre en consideration

selon l'occurrence, compte lenu des effels des excenlricilEs aeeiden-
telles ou autres. II ne s'agit lä d'ailleurs que des cas les plus simples. L'etude
de 1'instabilitE des Elements de conslruction a pris un tel developpement
et concerne des cas de sollicitation el des Elements si divers qu'elle est,

devenue une science speciale, analogue ä celle des vibrations, avec laquelle
eile a beaucoup de rapports.

L'Elude de M. D. Efstraliadis (Le coefficient de securite comme base du
calcul des constructions metalliques), parue dans le premier volume des
Memoires de VA. I. P. C. (1932), constitue un exposE tres comprehensif
et syslEmatique de la notion du coefficient de sEcurilE pour les constructions

metalliques seulement. Cependant, sans sortir des considerations qui
prEcedent, il contient des lacunes donl certaines sont signalees par l'auteur
(nolamment en ce qui concerne les cas d'inslabilite sous charges variables
dynamiquemenl). Les developpemenls de la Iheorie de la plasticilE el de
celle de 1'instabilitE en onl engendre de nouvelles depuis lors.

Dans son rapport prEsentE au Congres, M. J. Dulheil expose une
nouvelle coneeption syslEmatique, appliquee aux ossalures metalliques
seulement. II y englobe les acquisitions plus modernes de la plasticilE et une
coneeption probabiliste des criteres de sEcurilE relatifs ä la matiere. Mais
son syslEme coherenl est susceptible d'etre complElE dans le domaine des
sollicitations dynamiques el de la multitude des cas d'instabilitE, c'est-
ä-dire presente encore une parlie des lacunes de l'etude de M. Efstratiadis.

Le point commun de ces deux publicalions esl la recherche systEma-
tique d'une coneeption et meme d'une valeur uniforme du coefficient de
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sEcuritE. C'est une lendance naturelle des esprits rationnels. Tout en con-
damnant l'ancienne mElhode des tensions admissibles, jugEe perimee, les
auleurs semblent cependant resler sous limpression de sa simplicite et de
son unitE de doctrine, loute sommaire qu'elle soil. Ils ont integre dans
leurs Etudes un certain nombre d'acquisitions scientifiques; il semble qu'il
y aurait mauvaise gräce ä exiger davantage sur ce point. Mais 1'intEret et
le mErile de leurs suggeslions ne permettent pas de ne pas reconnaitre,
objectivement, qu'elles sonl encore loin d'etre universelles. Elles ne se

rapportent d'ailleurs qu'aux constructions metalliques et encore presen-
lent-elles des lacunes dans ce domaine, meme si elles concernenl les cas de
sollicitations et les EIEments les plus courants. 11 faut bien noter que ce ne
sont pas les cas courants, gEnEralement les mieux connus, qui risquent
d'embarrasser les constructeurs, mais precisEmenl les cas exceplionneis ou
nouveaux.

Si l'on envisage la question dans le sens indiquE par le libellE detaille
du theme examine, et que l'on ajoute ä la sEcurilE ä l'egard de la mise
hors service par dEformation, fissuration ou rupture, que l'on peul admetlre
comme considErEe gEnEralement ci-dessus, celle ä l'egard de la mise hors
service par usure de l'ensemble ou de certains Elements de l'ouvrage, il
apparait qu'il y aurail certes lieu d'ajouter bien des complEments, rien
que pour la construction metallique.

La question de fissuration EvoquEe ci-dessus est loin d'elre ElucidEe;
eile pose encore de sErieux problemes. Son origine meme esl mal definie,
eu Egard au fait que la fissure peut etre originelle, propre ä l'ouvrage
et prEalable ä sa mise en charge. On cherche ä depister ces fissures par
des moyens de conlröle non destructifs. 11 y a lä des phenomenes qui sonl
indEpendants de la duclilile. Ils doivent inciter ä une reelle prudence ä

l'egard de l'emploi de la limite d'elasticite comme critere de sEcurilE et ä

I'Egard de l'utilisation de la theorie de la plasticite, aussi ä ne pas perdre
entierement de vue le critere de la lension de ruplure.

Sans quitter le domaine de la construction mElallique, l'effet des
charges mobiles sur le danger de rupture ne parait pas enlieremenl ou
gEnEralement aussi ElucidE que celui des charges statiques, encore que des

progres tres importants aient EtE accomplis, non seulement dans les recherches

trEs poussEes, surtout celles de M. le professeur M. Bos, mais
aussi dans la prise en considEration gEnErale de ces effets. En d'autres
lermes, il s'agit de la considEration des effets de la duree ou du temps
autres que ceux concernant l'usure ou la corrosion. Mais il y a aussi l'effet
des actions agissant dans des lemps tres courts, c'est-ä-dire des chocs ou
des explosions. Dans ce domaine, la dEfinition de criteres de sEcuritc parait
bei et bien inexistante, tant la mesure des effets esl encore ä ses dEbuls.

Puisqu'il esl question de sEcuritE, il semble qu'il faudrail du moins
disposer de criteres de sEcuritE certains. Par le fait meme, ces criteres ne
pourraient etre qu'arbitraires, c'est-ä-dire determinEs par la volonte
humaine, non par l'observation des phEnomenes. Ce peul etre le cas du
critere de dEformation critique, choisi selon des considErations plus ou
moins rationnelles ou pratiques; peut-etre aussi des crilEres de sEcuritE
contre l'usure, la corrosion, etc. Mais en ce qui concerne les criteres de
sEcuritE mEcaniques: limite Elastique, lension de rupture, charge limite
d'instabililE, etc., bref tous ceux qui rEsultent des essais de rEsistance des
matEriaux, ils sont tous sujets aux Ecarts, ä la dispersion des rEsultats d'ex-
pErience. C'est-ä-dire que leur dEtermination est statistique et non cer-
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taine; meme les valeurs extremes et moyennes ne sont pas absolument
certaines, Cela tient ä la fois aux erreurs systEmaliques et accidenlelles
d'expErience et ä la dispersion naturelle des qualitEs de la matiere.

La dispersion est particulierement grande dans la mesure des gran-
deurs de rEsistance mEcanique, en raison de leur nature meme. Selon la
remarque pEnEtrante de M. P. Chevenard, alors que toutes les mesures
physiques de la matiere donnent des moyennes (poids spEcifique, conduc-
tibilitE thermique, rEsistivilE, etc.), les mesures mEcaniques de rEsistance
donnent des accidents, les valeurs aux points les plus faibles.

Ceci introduit la notion et la thEorie des probabilitEs dans la concep-
tion du critere de sEcuritE lorsqu'il est une tension ou une charge critique.
Cette notion n'est evidemment pas nouvelle. La dispersion des resultats a
EtE inEvitablement observEe depuis longtemps dans les essais des malE-
riaux. Les statistiques de ces resultats sont d'usage dejä ancien; l'emploi
des courbes de frequence ou courbes des Ecarts et des courbes monotones
ou courbes des frequences cumulEes est classique dans les essais des matE-
riaux. Mais les consEquences ä en lirer n'ont gEnEralement pas EtE sufti-
samment apprEciEes par les utilisateurs, moins encore par certains produc-
teurs, pour la fixation des valeurs normales des criteres de sEcuritE. On a

pu constaler par exemple que pour certains ciments rEputEs de qualite
exceptionnelle, les normes de reception avaient EtE fixEes ä une valeur trop
ElevEe par rapport ä la courbe monotone des resultats des essais, d'oü des
ennuis frEquents de reception. Ainsi que l'a fait remarquer M. Prot depuis
de nombreuses annEes dejä, les courbes de frequence des qualitEs
mEcaniques des matEriaux tres spEciaux, rEputEs de haute qualitE, notammenl
des aciers, peuvent indiquer une dispersion beaucoup plus grande que
celles des matEriaux de qualitE courante. II en rEsulte que ces hautes qualitEs

sont plus alEatoires, ce qui est tout ä fait comprEhensible eu Egard
aux difficultEs de production industrielle de produits de qualitEs limites
d'une calEgorie de matEriaux. Si l'on veut que les probabilitEs de ne pas
avoir des valeurs moindres des criteres mEcaniques de sEcuritE pour les
deux produils soient Egales, l'Ecart entre les produils de qualitE courante
rEguliEre et ceux de qualite exceptionnelle irrEguliere s'atlEnue. Cela ne
signifie nullement qu'il ne faut pas poursuivre la perfeclion de la qualitE
des matEriaux, mais que la rEgularitE est indispensable pour assurer une
qualitE. Les observations du rapport de M. M. CassE sur la courbe de
dispersion des resultats d'essais sur divers aciers doux Etablissent les effets,
sur la rEgularitE des fournitures, de conditions de reception bien dEfinies
et appliquEes; un rEsultat aussi favorable dEnote aussi la fixation judicieuse
de ces conditions.

Un phEnomEne inverse a EtE constalE en Belgique pendant les pre-
miEres annEes de la rEceplion des bEtons pour routes. Les courbes de
frequence des rEsultats des essais de diverses annees successives ont montre
que les resistances, dont les valeurs depassaient considerablement les normes
fixEes pendant la premiEre annEe, ont rEgulierement diminuE les annEes
suivantes pour se rapprocher de plus en plus des normes.

L'influence des conditions de rEception sur les qualitEs courantes de
matEriaux est mise en lumiere par ces remarques, ainsi que l'importance
des mEthodes de statistique mathEmatique pour l'Etablissement des valeurs
des critEres de sEcuritE.

L'incidence de ces considErations sur la nolion de sEcuritE a dejä Ele
observEe prEcEdemment. M. A. J. Moe cite une rEfErence ä ce propos dans
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son rapport particulier. M. G. von Kazinczy y a fait allusion dans sa
contribution au Congres de Vienne de 1928 (Compte rcndu, p. 252). Le groupe
des rapporleurs francais MM. M. Prot, B. Levi, M. Casse et J. Dutheil y a

consacrE un travail coordonnE du plus haut inlEret et qui pousse les bases
de la question plus loin que cela n'avait EtE fait auparavant. L'un d'eux,
M. M. Prot, a Ecrit dejä de nombreuses publications au sujet des statistiques
des resultats des essais de reception. Cet ensemble de rapports est si expli-
cite et si fondamental qu'il est superflu d'y revenir. Le rapport gEncral
pourra se borner ä de brefs commentaires. Le dessein poursuivi par les

rapporteurs francais est cerles de permettre l'utilisation la plus poussEe de
la matiEre sans risque important de ruine par rapport au critere de sEcuritE

choisi. Ceci ne touche pas ä la validitE du critere, mais seulement ä

son exploitation. Celte exploitation est rendue aussi rationnelle que
possible par le fait que l'on prend en considEration simultanEment la dispersion

du critere de sEcuritE B et celle de la lension dangereuse reelle P. La
condition de sEcuritE est exprimEe sous la forme de la probabilitE de ruine,
c'est-ä-dire de la probabilitE que P ~^> B ou P — B ]> 0; cette probabilitE
doit etre assez petite, par exemple 1 • 10"ä ou 1 • 10"6. Elle depend des valeurs
moyennes de P et de B et de leurs Ecarts moyens ou des unitEs d'Ecart,
resultant d'un ajustement des courbes reelles de frequence ä une courbe
normale de Laplace-Gauss.

DEs lors, si l'on connait la valeur moyenne R0 de R el les Ecarts moyens
de P el de R, on en dEduil la valeur moyenne P0 de P qui realise la probabilitE

prEvue et, par le fait meme, le coefficient de sEcuritE ——. Un exemple
1

0

de cette nature figure au rapport de M. Casse. II est interessant de signaler
des resultats de meme nalure figurant dans un memoire de M. W. Wierz-
bicki, prEsentE ä la sEance du 14 novembre 1936 de l'Academie polonaise
des Sciences techniques ä Varsovie, inlitulE La securile des constructions
comme un probleme de probabilitd (Annales de VAcademie polonaise des
sciences techniques, lome VII, 1939-1945). L'identiiE de principe est
complete. Elle constilue une confirmalion remarquable de la coneeption. Ces
resultats sont trEs inlEressants, mais pas absolument concluants. Cela
ressort explicilement du rapport de M. CassE, implicilement du memoire
de M. Wierzbicki. L'ajuslement de la courbe de frequence reelle du critEre
de sEcuritE ä une courbe normale de Laplace-Gauss soulEve des difficultEs
qui influent sur le resultat. Ce qui parait encore plus imprEcis, c'est la
dispersion ou la probabilitE d'Ecarts de la tension dangereuse reelle. II
n'est pas certain que les rEsullals plausibles obtenus ne rEsultent pas prin-
cipalement d'ajustements heureux, auquel cas ils restent plus ou moins
arbitraires. L'application pratique de la mEthode est subordonnEe ä la
Solution de ces difficultes. Ce point est admis par les rapporleurs francais,
qui ne fönt actuellement que poser les principes et rapportent par ailleurs
deux projels de dEterminalion statistique de criteres de sEcuritE, ä litre
d'exemples.

L'inlEret de la question est IrEs grand et tres reel, encore qu'elle fasse

appel ä des notions qui jusqu'ä present n'ont guere EtE usitEes en matiEre
de construction et ne seront dEs lors pas de comprehension gEnEralement
facile. Elle constitue une importante contribution ä l'analyse de la notion
de sEcurilE, eile Oriente IrEs judicieusement l'Evolulion de celle notion et
meme l'Evolution de la qualitE des matEriaux qui, ä des epoques recentes,
a Ete peut-etre inspirEe parfois davantage par la poursuite du record que par
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la prEoccupation de la rEgularitE. Or, le rapport de M. Casse tend ä Etablir
qu'une meme probabilitE de ruine, donc une meme sEcuritE, permet duser
d'une tension admissible plus ElevEe pour un acier regulier que pour un
acier irrEgulier, bien que ce dernier possede une valeur moyenne plus
ElevEe de rEsistance ä la ruplure. La meme conclusion existerait naturelle-
ment quant ä la limite Elastique.

Les courbes de frequence reelles des resultats d'essais sonl comprises
entre des valeurs extremes; elles ne sont pas asymptoliques comme la courbe
normale de Laplace-Gauss. L'ajustement peut donc paraitre d'autant plus
difficile que la dispersion est moindre, mais il a aussi d'autant moins d'im-
portance. Pour les dispersions assez grandes, l'ajustement doit porter
surtout sur les valeurs les plus faibles, ce qui exige un grand nombre d'essais.
La tension admissible pourra etre Etablie avec d'aulant plus de süretE et
etre d'autant plus ElevEe Eventuellement que l'on aura fait plus d'essais.

II en resulte que les frais de reception, qui ne sont gEnEralement pas
tres ElevEs, peuvent etre compensEs par des economies supErieures de
matiEre. Pour autant que leurs moyens le permetlent, les laboratoires d'essais
des matEriaux devraienl disposer des Services de mathEmaticiens-statisti-
ciens.

Ceci implique la nEcessitE de proceder encore ä de nombreux essais
IrEs syslEmatiques, comme l'indiquenl MM. CassE el Prot, cela non seulement

pour les aciers et les mortiers, mais pour tous les matEriaux de
conslruction divers, avec leurs variEtes et leurs combinaisons. Qui pourrait
croire qu'il puisse en rEsulter quelque chose de simple ou d'uniforme dans
le resultat, meme si le principe est lies gEnEralP II laut bien observer que
l'on n'Evoque dans tous ces travaux que les essais les plus simples, au sens
de la rEsistance des matEriaux. Mais la difficulte subsiste du report des
resultats de ces essais aux constructions, meme relativement simples. Que
penser alors des constructions les plus complexes? La question des assem-
blages n'est EvoquEe nulle pari. Or, comment construire sans assembler?
La plupart des accidenls importants dont j'ai pu prendre connaissance ont
eu leur origine el leur cause dans des assemblages. II en a ElE de meme
pour des accidenls plus anciens. Si l'on songe ä se reprEsenler hi sEcuritE
des assemblages sur la base de la probabilitE que P — B ^> 0, il sera sage
de se borner acluellement ä ne pas insister, d'autant plus que la plupart
des assemblages possEdent diverses possibililEs de ruine. ConsidErons alors
un grand ouvrage, comporlanl un grand nombre d'ElEments et d'organes,
d'assemblages, d'appuis, de details divers, ayant chacun une ou plusieurs
possibililEs de ruine parliculieres, dont beaucoup peuvent constiluer des

possibililEs capitales de ruine pour l'ouvrage entier. II interviendra
certainement dans le problEme des criteres de sEcuritE nombreux el diffErenls.
Comment concevoir dans ce cas la probabilitE totale et composEe de
l'ouvrage enlier? Elle ne pourra avant longtemps etre davantage qu'une nolion
qualitative.

Le tableau est-il plus clair, plus simple en ce qui regarde Lautre terme
de la sEcurilE, celui des actions sollicitanles? C'est avec raison que l'on
fera abstraction des cas de force majeure. II ne peul etre question d'assurer
la sEcuritE d'une conslruction normale contre la destruction par faits de
guerre, par exemple. Lä oü ce problEme se poserail, il faudrait recourir ä
des dispositions spEciales clrangeres ä ce rapport. La question de la
rEsistance aux sollicitations par des phEnomenes naturels presente des aspects
trEs divers. La protection contre la foudre, par exemple, est bien une ques-
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tion de sEcuritE, mais pas au sens envisagE ici. La Solution est de nature
Eiectrique. La protection contre les effets de l'eau et des glaces (crues,
embacles) est aussi d'une nature en majeure partie etrangere ä ce rapport
gEneral, bien qu'elle releve en majeure partie de dispositions constructives
et qu'elle soit capitale pour beaucoup d'ouvrages. En ce qui concerne les
effets mEtEoriques (pluie, neige, vent, Variation de temperature), ils entrent
dans 1'apprEciation de la sEcuritE au sens de ce rapport et d'une maniere
importante pour certains ouvrages. La neige a pu produire des desordres,
meme des ruptures; il en est de meme des variations importantes de lem-
pEralure. Cependant 1'ElEment le plus dangereux est le vent. La connais-
sance de tous ces meteores releve de l'observation naturelle, c'est-ä-dire
de la statistique et la notion de probabililE reparait ici. Correspondant ä

l'ancienne notion des tensions admissibles pour le critere de sEcuritE, la
pratique ancienne consiste ä envisager pour ces meteores des charges ou
pressions normales el ä se couvrir conlre le risque de ruine par des valeurs
ElevEes des dernieres en regard avec les valeurs faibles des premieres. Dans
ce domaine aussi, par souci de serrer de plus pres la realite, on tend ä

inlroduire plus de complieation, basee sur les statisliques d'observations
dans des circonstances diverses, ce qui complique inEvitablement les
facleurs ä considErer. On ne peul d'ailleurs incriminer ce souci d'une meil-
leure connaissance. Pour la neige et les variations de tcmpEralure, on
pourra gEnEralement disposer de donnEes süffisantes. II n'en est pas de

meme pour l'effet du vent. Le vceu ajoute par M. B. Levi ä son rapport
concernant 1'Organisation d'une elude slalislique du vent el de ses effets
dans divers pays ne peul que rencontrer l'adhesion generale.

L'intEressante Elude du Professeur B. 11. Sherlock, publice dans le
7° volume des Memoires de l'Association rEpond ä ce vceu et en montre
1'utilitE. Sans doute existe-l-il dans divers pays des statistiques d'observations

dejä acquises. En Belgique, une Commission pour 1 Etude des effets
du vent a dejä obtenu des resultats et son travail pourrait ehe poursuivi
selon le voeu de M. B. Levi, parallElement ä ce qui sera fait dans d'autres
pays, notamment dans le sens d'observations slalisliques sur les venls rEels,
preconisees depuis de nombreuses annEes par l'auteur de ce rapport et
partiellemenl pratiquEes.

Beslent les charges d'usage : poids propre et surcharges fixes ou
mobiles. J'imagine qu'il etait assez usuel pour les anciens constructeurs de
considErer ces Elemenls comme bien connus ou limites. Les ingenieurs
de l'epoque actuelle ne peuvent plus avoir d'apaisements ä ce sujet : les
deux derniEres guerres ont eu en Europe comme consequences raugmentation

nolable des surcharges mobiles des ponls-roules. Les Irains d'Epreuve
des ponls-rails onl subi aussi des majorations. Dans ce domaine, il ne s'agit
plus de statistiques ou de probabilitEs, mais bien d'extrapolation. II parait
inopportun de s'altarder ä cette question. Comme le fonl certains
reglements, on envisagera des surcharges uniformEmcnt reparties reservant
largement Favenir. Ou bien, lors des majorations des charges d'Epreuve,
on vErifiera si la securite des ouvrages existanls esl süffisante, sinon on les
renforcera. Toute majoration de poids mort ne pourrait etre qu'acciden-
lelle et serait traitee de la meme maniere.

En rapport avec les caracteres de ces diverses calegories de sollicilalions,

M. Moe, dans son rapport particulier, suggere, comme il l'avait dejä
fait au Congres de Berlin (Rapport final, p. 181) de les affecter de coefficienls

de sEcuritE parliels diffErents. Cetle methode peul avoir des avan-
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tages pratiques, que le rapporleur indique, mais la determination des coef-
ficients n'en parait pas moins arbilraire. Par exemple. un coefficient sen-
siblement plus ElevE est affectE aux surcharges, cependant majorEes du
coefficient d'impact Eventuel. Sous rEserve d'effets de fatigue ä Etablir,
tres divers selon les circonstances et qui influent plutöt sur le critEre de
sEcuritE, les effels des surcharges sont les mieux connus, ceux qui ont le
plus EtE contrölEs par 1'expErience et qui ont le plus souvent EtE reconnus
infErieurs aux valeurs calculEes.

Par contre, on ne connait que rarement les effets rEels du poids propre
dans les constructions ayant quelque hyperslalicite, et ils peuvent etre
fortement majores par les tensions de montage, de laminage, de retrait, etc.
A ce point de vue, la mEthode gEnErale du reglage des efforts permanents
est trEs avantageuse et Ires recommandable; eile permet d'ailleurs des com-
binaisons favorables tant ä la sEcuritE qu'ä l'Economie. Elle est favorable ä

la sEcuritE, mais eile relEve essentiellement de la coneeption de l'ouvrage.
Mais ce n'est pas lä que git la vraie difficultE. La sEcuritE resultant de

la diffErence entre l'effet dangereux de la sollicitation et le critEre de sEcuritE

correspondant, la question essentielle est celle de la dEtermination de

l'effet dangereux. Ici d'ailleurs il y a lieu d'envisager une bifurcation de
la notion de sEcuritE. On Fentend le plus souvent comme une securite con-
jecturale, c'est-ä-dire dEterminee par le calcul, pour le projet. Or, dans les
enquetes prEparatoires au Congres, un groupement national de l'Association

(celui de Belgique) a prEconisE l'etude de la securite reelle, ce qui
implique vraisemblablement que l'on se rEfEre non ä un effet dangereux
calculE et somme toute hypothEtique, relatif au projet, mais aux effets
dangereux tels qu'ils sont rEalisEs dans la construction en service. En principe,

la notion de sEcuritE devrait etre unique, mais il faut bien admettre
que le calcul de Feffet dangereux esl affecte d'Ecarts syslEmatiques et acci-
dentels. L'apprEciation gEnErale de ces Ecarts est ardue. Les regles de la
rEsistance des matEriaux poslulent la continuitE, FhomogEnEilE et Fiso-
tropie des matEriaux. Les ecarts accidentels par rapport ä ces hypothEses
doivent-ils affecler la dEtermination du critEre de sEcuritE, ou celle de
l'effet dangereux ou les deux? M. W. Wierzbicki, dans son Etude prEcitEe,
envisage par exemple des Ecarts par rapporl aux hypotheses de la rEsistance
des matEriaux relalives ä la deformation plane des sections en traction et
en flexion pures et les traite selon la mEthode statistique. Cela est-il licite?
M. Ch. Massonnet, chargE de cours de rEsistance des matEriaux ä FUni-
versitE de Liege, a dEmontrE IrEs simplement que la dEformation plane
des sections n'est pas une hypothese dans ces cas de sollicitation, mais
une nEcessilE de pure symEtrie dans toutes les pieces longues et prisma-
liques auxquelles s'appliquent les thEories de la rEsistance des matEriaux.

Naturellement, pour les pieces de forme complexe, pour les cas de
sollicitation composEe et au voisinage des zones d'application des charges,
les sections ne se dEforment pas d'une manie-re plane, mais le calcul peul
Eventuellement en tenir compte. Bref, on pose ici la question des ecarts
systematiques, dus aux imperfections des mEthodes. Ces erreurs relEvent-
elles du traitement statistique, des probabilitEs? On croirait plutöt que ce
traitement est rEservE aux erreurs accidentelles. Pour ce qui est des erreurs
systEmatiques, on ne peut que souhailer leur limitation, sinon leur
Elimination, par le progres des mEthodes, fondE tant sur 1'investigation thEo-
rique que sur FexpErimentation.

Parmi les Ecarts accidentels, ceux relatifs aux formes el dimensions



RAPPORT GENERAL 565

des produits peuvent relever de la statistique. Des probabilitEs, des valeurs
moyennes, des limites peuvent etre Etablies. C'est ainsi que M. Dulheil
envisage des Ecarts d'excentricilE des pieces droites exposEes au flambage.
Les erreurs effectives de calcul ne relevent gEnEralement pas de la statistique,

mais du contröle.
L'analyse de la sEcuritE envisagEe du point de vue des effets des

sollicitations soulEve toute la question de la validitE des mEthodes de calcul, ou
plus exactement de leur parfaite concordance avec les rEalitEs mEcaniques
et physiques, c'est-ä-dire la dualitE de la sEcuritE conjecturale et de la
sEcuritE reelle.

On ne niera pas les progres conlemporains des mEthodes de calcul;
on ne niera pas davantage qu'il subsiste des Ecarts systEmatiques, qui
sont meme trEs importants pour certains elemenls, tels que les assemblages.
La connaissance des effets dynamiques aussi est incertaine, dans Fetat
Elastique et davantage encore ä Fetat plastique. D'autres questions, dans le
domaine de 1'instabilitE, des vibrations, de la continuite, de Fhyperstaticite
et surtout des constructions ä trois dimensions permettent encore bien des
progrEs. Le dernier point notamment merite de retenir Fattention, car des
ecarts systEmatiques considErables proviennent de Fusage de calculer beaucoup

de constructions comme si elles Etaient planes, alors qu'elles sont
reellement ä trois dimensions. La majeure partie des efforts secondaires
y trouve le plus souvent son origine.

II va de soi que FexpErimentafion peut et doit apporter dans ce
domaine beaucoup de lumiEres et de secours. Elle est nalurellement elle-
meme sujette ä erreurs, mais, avec une approximation süffisante, eile peut
evenluellement et eile seule parait pouvoir donner des lueurs sur les Ecarts
entre la sEcurilE conjecturale et la sEcuritE reelle. L'experience permet en
effet d'obtenir quelque certitude sur l'effet dangereux d'une sollicitation
dEterminEe d'un ouvrage, ä condition de pousser FexpErience jusqu'ä la
ruine. Le fait que des ouvrages ont subi des surcharges d'Epreuve Even-
tuellement sEvEres, ont EIE soumis ä des essais satisfaisants et se sont rompus
plus tard en service, a trouble encore davantage les esprits que la consta-
tation, notEe au dEbut de ce rapport, de dEpassements avErEs du critere de
sEcuritE sans suite nuisible. Ce sont lä des ineidents tellement graves par
leurs consequences gEnErales qu'il est indispensable que les causes exactes
en soient Etablies, ä dEfaut de quoi la notion de sEcuritE risque de n'avoir
effectivement plus aueun sens. Les faits, les expEriences ne peuvent se

tromper; on peut se tromper au sujet d'expEriences. Cependant, des
constructeurs avises auront volontiers recours ä des expEriences par raison de
sEcuritE, meme si elles ne doivent leur procurer qu'une impression de

probabilitE, prEcieuse cependant. II y en a des exemples dejä anciens et
noloires, par exemple le pont expErimental de feu M. Vierendeel ä Ter-
vueren en 1897. Plus recemment, un ingEnieur francais, dans des
circonstances difficiles et urgentes, a procede ä des essais avant de passer ä

FexEcution de ses travaux (C. Mallet, La reconstruction des ouvrages
d'art en Tunisie 1943-1945).

Que devient la notion de sEcuritE lorsque, ä Fexemple de ce qui a EtE

fait pour tel pont-rail en Suisse, de dimensions modErEes il est vrai, tout
l'Etablissement du projet resulte d'un essai sur modEle ä Echelle rEduite?
La notion de sEcurilE dEpend entiErement de la validitE du report ä FEchelle.
Le coefficient de sEcuritE ou la probabilitE de ruine sont-ils chiffrables?

Ces considErations ne me paraissent pas sortir du cadre de la question
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posEe, qui esl en lout Elal de cause assez delicale. La sEcuritE est indivisible
aussi en matiere de conslruction. Que faut-il conclure d'une analyse qui
parait, somme toule decevante de la notion de sEcuritE? A mon avis, que
la sEcuritE n'est pas encore pres de pouvoir etre exprimee sous forme d'une
fonclion. L'idEal savant, qui esl de ramener lout ce qui exisle ä des fonc-
tions, n'est pas encore realisE ni rEalisable; Fattitude d'espril scientifique
consiste actuellement ä le conslaler; Fattitude pratique ä s'en salisfaire en
se louant des progres dejä rEalisEs par la question et de FElal qu'elle a

atteint, tout en souhailanl des progres futurs.
La sEcuritE est le plus souvent mise en rapporl avec FEconomie, les

deux facteurs Etant eonsidEres comme antagonistes. L'Economie se chiffre
nalurellemenl; il serait tres commode de chiffrer aussi la sEcuritE. M. M. Prot
en indique la voie gEnErale : une probabilitE de ruine peut s'interprEler
en valeurs Economiques, d'apres le calcul des probabilitEs applique aux
questions financieres. M. G. v. Kazinczy avait dejä exposE des considerations

analogues au Congres de Vienne (op. cit.). II esl possible que de tels
calculs financiers soient possibles pratiquement, cependant seraienl-ils tres
pertinents? Ici encore, les problEmes sont probablement en gEnEral trop
complexes pour que ces considErations puissenl etre autre chose que des
guides qualitalifs.

II est certain que les considerations d'Economie ont, en depit d'une
production industrielle gEnEralement accrue, exerce une forte pression sur
la notion de sEcuritE el Font poussEe dans ses derniers retranchements,
en vue d'utiliser toujours davantage les propriEtEs de rEsistance de la
matiEre. Y a-t-il cependant un grand mErite ä construire en Elevant
toujours davantage les tensions admissibles? Deux points semblent perdus de
vue dans cette coneeption : FefficacitE et le facteur personnel.

Non seulement la sEcuritE est une condition de FEconomie, plutöt que
son antagonisle, mais eile est aussi la condition de FefficacitE. Or,
FefficacitE d'une construction, quel que soit son but, utilitaire ou monumental,
est essentielle et prime FEconomie. Une eonstruclion süre et prEtendument
Economique, mais qui ne serait pas efficace, ne serait pas reellement
Economique. L'efficacitE est naturellement une notion complexe, qui englobe
notamment la durabilitE. Teiles constructions, auxquelles le reproche tEmE-
raire'a EtE fait de n'elre point assez Economiques, se sont Eventuellement
rEvElEes Fetre ä un point insoupconnE, en raison de leur efficacitE. Or, la
base de FefficacitE est une question personnelle, qui Echappe ä Fanalyse
malhEmatique. Un grand ingEnieur francais conlemporain dEclarail, dans
la Salle acadEmique de Funiversite de Liege, au Premier Congres inler-
national du beton et du bEton arme en 1930 : ff Je suis un artisle. » Celle
declaration a une portEe gEnErale et ramEne ä Fintroduclion de ce rapport.

S'il est nEcessaire d'Etablir des codes de la sEcuritE, il s'agit dans mon
esprit d'ouvrages n'ayant aueun rapport avec des codes de modeles tout
Etablis d'ouvrages lypes, comme des catalogues d'objets manufaclurEs.
Ce n'est pas ä propos de lelles rEalisations que Fon Evoquera des queslions
gEnErales. L'efficacitE, FEconomie el la sEcuritE y sonl standardisees; on
n'y peut rien changer et il n'y a rien ä en dire. Une reelle Economie, une
reelle efficacile sont le resultat d'une idEe, d'une creation. II s'agit alors
de les realiser avec sEcuritE, mais l'economie resulte «de FidEe, non d'un
dimensionncmcnl tEmEraire ou imprudent. II n'y a pas que les dimensions
qui rEgissent la nolion analytique de sEcuritE en Opposition apparente avec
FEconomie; il y a les formes, il y a les systEmes et les dispositions favo-
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rables, qui dElerminenl la synthese de FefficacitE, de FEconomie et de la
sEcuritE. Que la notion analylique de sEcuritE puisse meme aller k Fenconlre
de la notion synthetique, en realite plus vraie, se trouve par exemple dans
la note citEe de M. W. Wierzbieki, dont un passage permet de croire qu'un
ouvrage hyperslatique doit avoir un coefficient de sEcurilE plus ElevE qu'un
ouvrage isostatique. On peut penser qu'un ouvrage hyperslatique bien
coneu a une sEcuritE plus ElevEe qu'un ouvrage isostatique.

L'opinion inverse a conduit, par exemple, pour assurer FisoslaticilE,
ä multiplier les articulations au point de produire FinsEcurite et 1'instabilitE.

De meme, des notions trop formelles de sEcurilE peuvent faire douter
de la sEcuritE des arcs, forme eminemment noble d'equilibre.

Pour conclure, on peut eslimer que si des ouvrages courants de me-
dioere importance peuvent s'excculer d'apres des lypes standardises, dont
la sEcuritE est Etablie par le catalogue, pour les ensembles construetifs plus
importants, la creation en sera Fceuvre d'hommes instruits et douEs, dont
le travail sera facilite au point de vue de la sEcurilE par des codes contenant
les donnEes acquises ä ce sujet. On ne peut perdre de vue que la qualite
des matEriaux et le soin de l'execution seront aussi des conditions
essentielles de la sEcuritE, non absolument chiffrables et qui dependronl en
derniere analyse des opErations de rEceplion, de surveillance et de contröle.
qui sont aussi dominEes essentiellement par des facteurs humains. Le siEge
de la sEcuritE est finalement dans Faciion de Fhomme.

II

Les sollicitations dynamiques des constructions forment une deuxieme
partie du thEme V. Elle n'est pas sans rapports avec la precEdente, car si
les ingEnieurs peuvent construire des ponts qui resistent effectivement aux
actions dynamiques, dues notamment au passage rapide des surcharges
mobiles, ils ne connaissent guere les effets mEcaniques qui en resultent
et ils ne peuvent guEre les calculer dans la plupart des cas pratiques. II en
rEsulte qu'un des deux termes dont le rapport constitue le coefficient de
sEcuritE n'est pas connu. C'est par le moyen d'expcdients que l'on parvient
ä surmonter la difficultE.

La question a EtE abondamment traitEe aux Congres de Vienne (1928)
et de Paris (1932); les Memoires publiEs par l'Association contiennent
quelques Eludes, notamment en 1932 et aussi en 1937-1938. Une seule
communication en rapport avec ce sujet figure dans les compte rendus du Con-
grEs de Berlin (1936, Rapport final). La plupart des publications concer-
nent la sollicitation dynamique des ponls et. des tours.

Envisager les sollicitations dynamiques comme un thEme subsidiaire
de celui de la sEcuritE peut se dEfendre ä certains points de vue. II est
cependant assez important et susceptible d'assez de progres et de develop-
pements pour constituer un thEme autonome. Mais il semble qu'il ne soit
plus aussi actuel, c'est-ä-dire qu'il ne renlre plus autant dans les prEoccu-
pations des constructeurs. Le vceu de collaboralion internationale pour
Favancement de la question, figurant aux conclusions du Congres de Paris,
n'a pas EtE suivi d'effet. II semble que les resultats de 1'imporlanle aclivitE
de recherche des derniEres dEcades et les nombreuses publications aux-
quelles ils ont donnE lieu, la parulion aussi de nombreux traites sur les
vibrations, ont satisfait pour un temps Finteret EprouvE pour la question;
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que son Evolution ait atteint un palier. Si ce palier represente cerles dejä
une grande accumulation de sciences et d'efforts, la Solution de la question
n'est pas encore en vue.

Meme si eile ne figure ä ce Congres qu'ä litre subsidiaire, il est utile
de la rappeler, car son Etude doit nEcessairement etre poursuivie; eile ne
peut rester au point oü eile est et qui n'a guere progressE, il faut le
reconnaitre, depuis seize ans (Congres de Paris).

Les rapporls particuliers de MM. M. CassE, A. Hillerborg, S. Ödman,
V. Kolousek et E. Forslind apporlent de tres meritoires contributions ä

la question, mais plutöt Eparses, sans lien entre elles (sauf deux qui sont
en quelque sorte associEes). Cela tient probablement surtout ä Fetat de la
question lel qu'il est defini ci-dessus. Cela tient aussi ä la diversite des
objets qui peuvent etre compris dans Fappellation de sollicilalions
dynamiques, ce qui n'a pas manquE d'embarrasser le Comite permanent lors-
qu'il a du ä La Have, en 1947, libeller les thEmes du CongrEs. Si ce theme
avait EtE choisi comme autonome, il eut EtE indique de le subdiviser.

Les CongrEs de Vienne et de Paris avaient constatE la nEcessitE de
nombreuses investigations experimentales el Fimperfection frEquente des
instruments. Le rapport de M. CassE se ratlache ä ces considerations, reslees
actuelles, et dEcrit de nouveaux appareils qui, par rapporl ä ceux qui furent
en grand nombre dEcrits ä Paris en 1932, ont les grands avantages de la
simplicite, tant en ce qui concerne le principe que FexEeution el Fusage.
II est cerlain que pour dEvelopper FexpErimentalion, il est utile qu'elle
soit aussi commode qu'exacte.

Les deux contribulions de MM. Hillerborg et Odman sonl de caractere
theorique, principalemenl malhEmatique et accompagnEes de vErifiealions
expErimentales ElEmenlaires. Par des voies qui lEmoignent d'une grande
habiletE malhEmatique, mais qui n'en reslent pas moins laborieuses, des
Solutions sont Etablies pour le problEme des vibrations d'une poutre droite
sur deux appuis simples sous l'effet du dEplacemenl d'une charge mobile
unirpie, compte lenu des masses de la poutre et du mobile. La Solution de
M. ödman, encore qu'approximative, est parliculiEremenl satisfaisanle,
puisqu'elle correspond avec une exaetitude surprenante ä un resultat d'ex-
perience de M. Hillerborg. Au point de vue thEorique, c'est remarquable;
au point de vue pralique je me permeis de le considErer comme plutöt
dEcourageant. Car Failure du rEsullat aulanf que le caractEre de la mEthode
ne permetlent pas d'espErer que Fon pourra bientot et aisement proceder
ä des calculs dynamiques pour les ouvrages rEels, par rapport auquel le
cas traitE par les rapporleurs suedois est le plus simple possible. Celle
recherehe rEpond cependant au vceu du CongrEs de Paris, recommandant
la poursuite de Finvesligation theorique, et apporte d'apprEciables
contributions ä la Iheorie des vibrations, de meme que le rapport de M.
Kolousek.

M. E. Forslind trade dans son rapporl d'un problEme qui enlraine
certes des sollicitations dynamiques, mais qui n'avail pas EtE envisagE jus-
qu'ici dans les travaux antErieurs el qui esl ä ajouter aux variEles EnoncEes
ä La Have par le ComitE permanent : Faclion des cxplosifs el des projee-
tiles.

Les considEralions principales du rapport semblent relatives au cas
d'explosions internes, par exemple de dEpöt d'explosifs, et aux dispositions
construetives les plus favorables pour ce cas. II compare ä cet effet les ossa-
tures ä cadres aux disposilifs cellulaires el se prononce en faveur des
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derniers. Selon les observations, malheureusement nombreuses el importantes,

qui ont pu etre faites ä LiEge sur l'effet de projectiles divers :

bombes aEriennes ä grande puissance. bombes volanles, fusEes, et notamment

dans les nouveaux Instituts de la FacultE des Sciences appliquEes au
Val-Benoit, les bätiments ä ossatures ä cadres, bien concus et rEalisEs, ont
remarquablement rEsistE. Les colonnes et les poutres n'ont subi de dEgäts
apprEciables dans les cadres metalliques qu'en cas d'impact direct, mais
sans qu'il se soit jamais produit d'effondrement dans les insliluts prEcitEs.
Les effets principaux sur les structures ont EtE Eprouves par les hourdis en
beton armE qui ont EtE sollicilEs par le souffle de bas cn haut, sollicitation
imprEvue sous l'effet de laquelle ils ont EtE crevEs, les armatures Etant dis-
posEes uniquement pour la sollicilntion normale. Ces efforls de soulevement

des dalles, exercEs sur de grandes surfaces, ont d'ailleurs affectE aussi
les ossatures, mais sans grande eonsEquence pour les cadres en acier,
Egalement rEsistants en tous sens. Par contre, les colonnes et les poutres en
belon armE ont aussi subi des sollicitations considErables inverses du sens
prEvu; cela a inEvitablemenl engendrE de nombreuses fissures dans les
poutres et colonnes des cadres, jusqu'en des EIEments EloignEs, conformE-
menl ä la theorie de la continuite. En depit de Fexcellente qualitE du bEton
el, d'un ferraillage bien concu et bien exEcutE, les dEgäts aux ossatures en
bEton armE ont EtE gEnEralement plus Elendus, en raison de Fadaplaiion
Elroite de la capacitE de rEsistance de ce matcriau ä des sollicilalions d'un
sens delerminE. Ce caractEre est encore plus prononcE dans le bEton
precontraint, c'est un point ä considErer dans les constructions exposEes aux
actions dynamiques du genre envisagE ci-dessus.

Resume

L'analyse de la notion de sEcuritE en fail ressorlir toute la complexilE.
Si des principes gEnEraux et universels sont possibles et souhaitables, il n'en
est pas moins indispensable de diversifier les conditions pratiques de sEcuritE

pour les divers genres d'ouvrages et les diverses natures de matEriaux.
Le critEre de sEcurilE contre la ruine (ou meme simplement contre la

mise hors service) n'est pas uniforme; il peut etre mulliple pour un meme
ElEmenl. Dans la plupart des cas, il est alEatoire et ne peut etre connu que
slatistiquement. Le calcul des probabilitEs peut contribuer ä une meilleure
coneeption de la sEcurilE et influer sur l'evolulion des qualitEs des matEriaux

et sur leur emploi.
Dans le domaine des sollicitations, celles qui resultent de circonslances

naturelles devraient etre mieux connues, surtout les effets du vent, dont
FElude statistique doit etre recommandEe. Les autres sollicitations d'usage
introduisent surtout des incertitudes en raison de ce que la dEtermination
de leurs effets souffre encore d'imperfeclions systEmatiques. L'analyse de
la nolion de sEcuritE ne doit pas faire perdre de vue la synthEse bien com-
prise de FefficacitE, de FEconomie et de la sEcurilE des conslruclions, qui
rEside en premier lieu dans Fceuvre de creation du conslrucleur et qui se

complEte par celle de FexEcutant el du dirigeant.
La question des sollicitations dynamiques semble avoir atleinl un palier

de son Evolution depuis une dizaine d'annEes. Les conclusions du CongrEs
de Paris (1932) sont restEes sans suites et devraient etre reprises dans leurs
grandes lignes.



V. F. CAMPUS

Zusammenfassung

Eine Untersuchung des Sicherheitsbegriffes zeigt dessen Vielfältigkeil.
Wenn auch allgemeine und allgemein gültige Prinzipien möglich und
wünschbar sind, so ist es doch nicht weniger notwendig, die praktischen
Bedingungen der Sicherheit für die verchiedenen Arten von Bauwerken und
die verschiedenartigen Baustoffe zu unterscheiden.

Das Kriterium der Sicherheit gegenüber einem Einsturz (oder sogar
einfach gegen die Ausserdienslstellung) ist nicht einheitlich; es kann für
das gleiche Element verschieden sein. In den meisten Fällen wechselt es von
Fall zu Fall und kann nur statistisch erfasst werden. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung

kann zu einer bessern Konzeption des Sicherheitsbegriffes
beitragen und damit die Entwicklung von Eigenschaften und Verwendung
der Baustoffe beeinflussen. Diejenigen Beanspruchungen, die aus
natürlichen Ursachen hervorgehen, sollten besser erkannt werden, insbesondere
die Windbelastungen, deren statistische Untersuchung zu empfehlen ist.
Die andern Gebrauchslasten sind insbesondere mit Unsicherheiten in bezug
auf ihre systematische Erfassung behaftet. Die Untersuchung des
Sicherheitsbegriffes darf uns nicht vergessen lassen, dass bei einem Bauwerk die
Zweckmässigkeit, die Wirtschaftlichkeit und die Sicherheit eine Einheil
bilden müssen, die in erster Linie auf einer schöpferischen Leistung des
Konstrukteurs beruht, und die durch die Leistungen des Bauleiters und des
Unternehmers vervollständigt wird.

Die Frage der dynamischen Beanspruchung scheint seit etwa einem
Jahrzehnt einen gewissen Abschluss der Entwicklung erreicht zu haben.
Die Schlussfolgerungen des Kongresses 1932 sind nicht überholt und sollten
in den Grundzügen wieder aufgenommen werden.

Summary

An analysis of the notion of safety can but emphasize its great com-
plexity. If general and universal principles are possible and desirable, it is
nevertheless indispensable to diversify the practical conditions of safety for
the various kinds of structures and the various kinds of materials.

The criterion of safety against destruction (or even merely against
putting out of action) is not uniform; it may be multiple for one and Ihe
same element. In mosl cases it is uncertain and can only be ascerlained sla-
tistically. The calculation of probabilities may assist a better coneeption of
safety and have an influence on the evolution of Ihe qualities of materials
and their use.

In the matter of stresses, Ihose lhat are caused by natural circumstances
should be belter known, above all the effecls of wind, the Statistical study
of which should be recommended. The other usual stresses cause above all
uncertainties because the determining of their effects still suffers from sys-
tematical imperfections. An analysis of the notion of safety should not make
us lose sight of the well founded synthesis of efficaey, economy and safely
of slructures, based in Ihe first instance in the work of creation of Ihe buil-
der and which is supplemenled by lhal of the executant and overscer.

The question of dynamic stresses appears lo have reached a dead-end
in its evolulion during the past len years. The conclusions of the Paris
Congress (1932) have remaincd without any resull and ought to be brought
up again in their main lines.
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A. Expose general de la question

1 — Nous admettons, en principe, que la täche essentielle des ingE-
nieurs de GEnie civil est de realiser des constructions qui soient, ä la fois,
süres et Economiques (').

2 — Ces deux conditions sont gEnEralement contradictoires, un
ouvrage trEs sür Etant nalurellement coüteux et une Economie excessive ne
se sEparanl guere d'une sEcuritE rEduite.

3 — La Solution ne peut donc etre trouvEe que dans un compromis.
4 — Les ingEnieurs sont ordinairement guidEs, pour le choix de ce

compromis, par Fadoption d'un coefficient de sEcuritE dEfini de la facon
suivante :

4.1 — Etant donnE un ElEmenl de l'ouvrage projetE, ils calculent
la contrainte maximum P de cet ElEment sous Faction des sollicitations
maxima auxquelles l'ouvrage doit Etre soumis.

4.2 — Ils considErent par ailleurs qu'une certaine contrainte B
ne peut Etre dEpassEe, pour le malEriau considErE, sans entrainer la ruine
de l'ouvrage.

(') Nous laissons volontairement en dehors de nos preoecupations acluelles les considerations
d'rstntHique, toujours tres conlrovcrsees et peut-etre, malgre tout, moins essentielles.

Quelques botis esprils pcnsenl, au reste, que la beaute d'un ouvrage de genie civil n'est que
l'expression d'une adaplalion particulierement reussie de cet ouvrage a ses fins, fins au premier
rang desquclles se placent, sans aueun doute, la securile et l'economie.
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4.3 — Et ils fonl en sorte que :

4.4 — Le coefficient a, supErieur ä FunitE, Etant le coefficient de
sEcuritE de FElEment considErE.

5 — Le coefficient de sEcuritE esl, jusqu'ä maintenant, dans beaucoup
de cas, une donnEe purement empirique et assez grossiere.

6 — Nous nous proposons de discuter cette notion de coefficient de
sEcuritE et de rechercher s'il ne serait pas possible de dElerminer avec
quelque precision un coefficient rEpondant rationnellcment k son objet.

B. Analyse critique de l'expose general de la question

1 - Ouvrages ä considerer

1.1 — L'exposE gEnEral de la question, tel qu'il vient d'etre fait,
ne s'applique pas — il importe de le noter — ä tous les ouvrages ou parties
d'ouvrage de gEnie civil; il suppose, en effet, que la ruine se produit « mE-
caniquement » sous Faction d'une sollicitation excessive; il s'applique aux
ouvrages suivants :

Ponts en maconnerie, en mEtal, en bEton armE, en bois
Bätiments — Halles — Planchers — Portiques — Pylönes.
Echafaudages — Cintres — Passerelles.
Appontements — Estacades — Phares — CheminEes.
Murs — Barrages.
Conduites forcEes — BEservoirs.
Appareils mEcaniques — TElEphEriques.

1.2 — La notion de coefficient de sEcuritE implique deja certaines
extensions de signification assez dElicates lorsqu'il s'agit d'ouvrages tels
que :

Murs de soutenement — Murs de quai — Digues et jetees.
Ecluses — Formes de radoub.
Fondations diverses — Piles el culEes,

dont la ruine peut rEsulter d'un dEfaut de stabilite indEpendant de la nature
des matEriaux et de leur rEsistance.

1.3 — Enfin, il ne semble pas qu'on puisse, sans soulever de trEs
grandes difficultEs, Etendre la notion de coefficient de sEcuritE ä des ouvrages
tels que :

Bemblais -— Canaux.
Tunnels et souterrains — Aqueducs et Egouts.
Voies ferrees.
Couvertures — Clötures — Bevetemenls.

2 - Schema psychologique de la notion de securite

Si Fon analyse le processus psychologique qui conduit ä la nolion de
sEcuritE, on y trouve Etapes suivantes :

2.1 — On choisit tout d'abord le materiau;
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2.2 -— On dEtermine, par un essai effecluE sur un prElEvement,
la contrainte B considErEe comme entrainant la ruine de l'ouvrage;

2.3 — On choisit les formes et les dimensions de l'ouvrage;
2.4 — On considEre les sollicitations maxima ä en visager et l'on

calcule P;

2.5 — Si P -^ — on s'estime satisfait, sinon on choisit d'autres
~ a.

formes et dimensions et l'on recommence le calcul P;
r>

2.6 — Ou bien on dEtermine une contrainte P-^— ;
a

2.7 — Et l'on en dEduit les formes et les dimensions de l'ouvrage;
2.8 — Pratiquement, les deux procEdEs s'imbriquent constam-

ment;
2.9 — a est un nombre empiriquement choisi et dont la valeur

varie, selon les cas, dans de larges limites.

3 - Imperfection de ce Schema

Le schEma qui prEcEde, en apparence salisfaisant, esl en realite impar-
fait en plusieur points et il risque d'entrainer des erreurs importantes.

3.1 — Introduction de la notion de probabilite.
3.11 — En fait, FingEnieur effectue des essais sur des prElE-

vements et non sur les matEriaux utilisEs reellement dans la conslruction
de l'ouvrage et il s'agit, pour lui, de f< prEvoir » la contrainte limite B.

3.12 — II s'agit Egalement, pour lui, de ff prEvoir » la
contrainte P.

3.121 — D'une part, en prEvoyanl la valeur des
sollicitations auxquelles l'ouvrage sera soumis, EvEnement futur inaccessible ä

toute mesure.
3.122 — D'autre part, en dEduisant la contrainte P de

ces sollicitations par un calcul convenable, aussi exaet que possible, mais
qui cependant restera souvent plus ou moins imparfait.

3.13 — On ne peut donc concevoir, pour B et pour P, que
des probabilitEs qui laissent subsister, dans tous les cas, une probabilitE
pour que P soit plus grand que R.

3.14 — La sEcuritE d'un ouvrage ne peul donc etre considErEe
que comme probabilitE ElevEe de bonne tenue (P <C B) ou, ce qui revient
au meme, une probabilitE faible de ruine (P ~^> B).

3.2 — Element d'ouvrage et eprouvette
Le schEma admet que la ruine de FElement d'ouvrage considerE se

produit pour la valeur de B qui correspond ä la ruine de FEprouvette; cette
hypothEse expose k deux sortes d'erreurs :

3.21 — L'erreur peut Etre qualitative, c'est ainsi, par
exemple, que Fon considEre habituellement qu'un ElEment d'ouvrage doit
Etre ruinE par flexion lorsque P est Egal ä la valeur de B dEterminEe par
un essai de traction, ce qui n'est pas exaet.
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3.22 — L'erreur peut etre quantitative, c'est ainsi, par

exemple, que l'on considere habituellement qu'un ElEmenl d'ouvrage doit
etre ruinE lorsque P est Egal ä la valeur de R dEterminee sur une Eprouvette

qui a des dimensions diffErentes de cet ElEmenl, ce qui n'est pas exaet.

3.3 — Influence. du temps
Le schEma considere les formes et les dimensions de l'ouvrage au

moment de sa construction mais n'envisage gEnEralement pas leurs variations

au cours du temps, ce qui peut etre une faute.

3.4 — Degre de securite

Le schEma indiquE ci-dessus, de par sa coneeption meme, n'envisage
pas de degres dans la sEcuritE recherchEe qui est, en principe, illimitEe;
c'est, lä encore, un point de vue qui ne concorde pas avec la rEalitE.

4 - Plan de l'etude

Nous examinerons successivement, dans les quatre chapitres qui
suivent, les qualre sujets d'imperfection qui viennent d'Elre sommairemenl
indiquEs.

C. Introduction de la notion de probabilitE

C.I — Precisions sur la notion de probabilite

DEs qu'on touche ä la notion de probabilitE, il esl bon d'avoir presentes
ä l'esprit quelques distinclions, faute desquelles on risque des malenlendus
qui se reproduisent frEquemment :

2 — La probabilitE d'un EvEnement peut etre dEfinie, d'une maniere
gEnErale, comme le degre de conviction avec lequel on coneoit un EvEnement

que Fon n'a pas percu :

1.1 — Soit parce que cet EvEnement s'esl produit en dehors de la
portEe de nos sens;

1.2 ¦— Soil parce que cet EvEnement ne s'est pas encore produit.
2 — Selon ce degrE de conviction, FEvEnemenl esl dit certain,

probable, possible, douteux, impossible.
3 — La probabilitE d'un EvEnement peut etre repErEe par un nombre

compris entre 0 et 1, Findice 0 correspondant ä FevEnement jugE impossible,
Findice 1 correspondant ä FEvEnement jugE cerlain.
4 — Une probabilitE peut Etre coneue selon deux mEthodes que nous

dEfinirons, pour etre bref, par deux exemples simples.
4.1 — Une urne conlient des billes failes de diffErentes maliEres,

de diametres el de poids variEs, les unes rugueuses, les autres plus ou moins
lisses, en nombre d'ailleurs inconnu; on sait seulement que les unes sont
blanches et que les autres sont noires; apres un grand nombre de lirages,
effectuEs dans des conditions bien dEterminEes, chaque bille lirEe Etant
aussitöt rEintroduite dans Furne, la frEquence observEe de sortie des billes
blanphes est m landis que la frEquence observEe de sorlie des billes noires



LA SECURLTE DES CONSTRUCTIONS 575

est p; m-\-p 1; en Fabsence de toute autre indication nous attribuons
ä la sortie d'une boule blanche, pour un nouveau tirage effecluE dans les

memes conditions, la probabilitE in, et ä la sortie d'une boule noire la
probabilitE p. Nous dirons d'une teile probabilitE quelle est expEriencielle
ou pratique. Le principe d'une teile apprecialion consisle, en somme, ä
admettre que la sErie se poursuivra dans Favenir comme dans le passE
el que l'on continuera ä voir ce que l'on a deja vu.

4.2 — Une urne contient m boules blanches et p boules noires,
toutes identiques quant ä la maliere, le diamelre, le poids, ele, sauf la
couleur. Avant meme d'avoir fait aucune expErience, nous attribuons ä la

sortie d'une boule blanche la probabilitE par simple raison de
m -\- p

symElrie. Nous dirons d'une teile probabilitE qu'elle esl theorique ou schE-
matique. Ce sont de telles probabilitEs que considerent, en general, des
mathEmaticiens.

5 — Du degrE d'une probabilitE, tel que nous venons de le dEfinir,
il convient de distinguer la fermete de la conviction qu'elle represente.

5.1 — Si j'ai fait un pelit nombre d'expEriences dEfinies en 4a, la
probabilitE pratique, petite ou grande, que j'atlacherai ä la sortie d'une
boule blanche, sera une probabilitE lache.

5.2 — Au conlraire, si j'ai fait un IrEs grand nombre de lirages,
la probabilitE pratique, petite ou grande, que j'atlacherai ä la sortie d'une
boule blanche, lors d'un nouveau tirage. sera une probabilitE serree.

5.3 — Une probabilitE thEorique est toujours parfaitement serrEe.

5.4 — La fermetE d'une probabilitE pratique apparait ainsi comme
analogue ä la precision d'une mesure.

6 — C'esl par une lournure de langage regrellable que l'on dil d'un
EvEnement qu'il est plus ou moins probable; on donne ainsi un aitribut
ä un EvEnement qui n'existe pas encore et qui n'existera peut-etre jamais;
seule existe la coneeption que l'on en a et seule celte coneeption mEriterail
d'etre qualifiEe; on nomme coefficient de probabililE ce que l'on devrait
nommer coefficient de conviction.

G.l — C'est ainsi que deux personnes ne possEdant pas les memes
renseignemenls peuvent, lEgilimement, concevoir ä l'Egard d'un EvEnement

futur des convielions diffcrenles; le fait que FevEnement prEvu se

produit ou ne se produit pas ne permet d'ailleurs pas de juger ces convielions

en dehors du cas particulier oü elles exprimenl une certitude.

6.2 — Cependant la probabilitE thEorique, familiEre aux
mathEmaticiens mais d'une portEe pratique IrEs limilEe peul se preler ä la these
d'une probabilitE objeetive parce que son apprEcialion est d'une Evidence
qui s'impose lorsqu'on a admis FhypolhEse — purement thEorique et
idEale — d'une parfaite symElrie de tous les cas possibles.

6.3 — La IhEse de FobjeclivilE peut encore Etre dEfendue lorsque
FapprEciation d'une probabililE esl faite, par les uns et par les autres, ä

l'aide des memes expEriences prealables, par exemple ä l'aide des memes
statistiques de frEquences observEes.

7 — A cölE des probabilitEs, que l'on peut dire simples ou Elemen-
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taires, telles que la probabililE d'un lirage dans une urne, dans un jeu de
cartes ou au jeu de dEs, s'observent des probabililEs que l'on peut dire
complexes, telles que celles que l'on peut concevoir touchant la pluie el le
beau temps ou la conjonclure Economique.

7.1 — II y a, bien entendu, tous les degres de complexitE enlre
les probabilitEs les plus simples el les probabililEs les plus complexes.

8 — Les probabilisles onl parfois conlestE la possibililE de concevoir
la probabililE d'un coup isole, c'est-ä-dire d'un EvEnement qui n'est pas le
n -\- lme d'une sErie de n coups prEalablemenl connus.

8.1 — Celte impossibilite n'est exacle que dans la mesure oü
FEvEnement en question peut etre considErE comme enliErement nouveau;
c'est ainsi qu'il nous est actuellement difficile de concevoir une probabililE
relativement ä teile ou teile forme de communicalions interslellaires.

8.2 — Mais on peut aisEment objecter que, en dehors de cas vEri-
tablement exceplionnels, aucun EvEnement n'est absolumenl nouveau el
que tout EvEnemenl appartient, par quelques-uns de ses cölEs, ä des sEries
dejä plus ou moins longues, selon FexpErience de chacun.

8.3 — Le mErite des esprits qui ont beaucoup vu et beaucoup
relenu est justement d'avoir observE les rEsullals de nombreux lirages et de

pouvoir ainsi — dans le domaine de leur expErience — concevoir, d'une
facon plus ou moins serrEe, des probabilitEs que d'autres esprits moins
avertis ne pourraient pc'ts concevoir ou ne pourraienl, du moins, concevoir
que d'une maniEre plus lache.

8.4 — En fait, nous sommes obligEs, ä lout instant, pour orienter
notre action, de concevoir des probabilitEs, nous le faisons d'une facon
plus ou moins inconsciente mais il est souvent assez facile, avec un peu
d'entrainement, de chiffrer une probabilitE.

8.41 — On peut le faire ä Festime, parfois avec une precision
süffisante.

8.42 — On peut aussi le faire, avec plus de soin, en rassem-
blant les rEsultats des sEries expErimentales auxquelles FEvEnement considErE

appartient, en tant que genre, et en dEnombrant la frEquence de ses
diverses espEces.

8.43 — Lorsqu'on ne dispose pas de la connaissance de telles
sEries, il convient de les crEer en instituant les expErimentations nEcessaires.

C.II - Probabilite de R

1 — Nous admellons, pour Finstant, qu'il y a idenlilE de nature, de
formes, de dimensions el de sollicitations entre FElEment d'ouvrage considErE

et les Eprouvettes essayEes.

2 — La contrainle limite B, susceptible de provoquer la ruine de
FElEment d'ouvrage considere, apparait comme une variable alEaloire donl
chaque valeur positive est affectEe d'une certaine probabilitE. On peut, assez
souvent, admettre au moins en premiEre approximation, que la loi de
probabilitE de B esl une loi de Laplace-Gauss, caraclErisEe par une valeur
centrale et une unitE d'Ecart.

3 — Cette loi de probabililE devra etre dEduile d'une loi de frEquence
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observEe sur une sErie expErimentale constituEe par un nombre süffisant
d'essais.

3.1 — Si la sErie expErimentale est trEs nombreuse, la probabilitE
qu'on en dEduit est serrEe, mais si cette sErie est peu nombreuse, la probabilitE

est lache et la question se pose alors d'apprEcier l'erreur commise
sur FEvaluation de cetle probabilitE (2); ce cas est Evidemment, dans la
pratique, celui qui est le plus frEquemment ä considErer. II s'agit, en
somme, d'apprEcier la precision avec laquelle nous pouvons evaluer la
probabilitE cherchEe.

4 — Si les essais sont effecluEs sur un certain nombre de piEces prE-
levEes dans un nombre donnE de piEces semblables deslinees ä la construction

de l'ouvrage envisagE, le calcul de la probabilitE de B se ramEne
alors ä un simple problEme d'analyse combinatoire (3).

CHI - ProbabilitE de P

1 — La contrainte P est dEduite, par le calcul d'une sollicitation S;
parmi ces sollicitations, il convient de distinguer :

— Les sollicitations dEfinies Sd;

— Les sollicitations* limitEes S,;

— Les sollicitations indEterminEes S,.

1.1 — Nous nommons sollicitations dEfinies celles qui ont une
valeur susceptible d'etre dEterminEe; ex. : poids propre d'un ouvrage.

1.2 — Nous nommons sollicitations limitEes celles qui, tout en
pouvant prendre une infinitE de valeurs, restent cependant infErieures ä

une valeur donnEe.

1.21 — Soit par suite d'une disposition meme de l'ouvrage
(ex. : pression de l'eau sur le fond d'un reservoir ä ciel ouvert, escalier
interdisant FaccEs des vEhicules ä une passerelle pour piEtons);

1.22 — Soit par suite d'une disposition rEglementaire
limitant les sollicitations (ex. : arretE prEfectoral interdisant le passage, sur
un pont, des essieux d'un poids supErieur ä une limite fixEe).

1.3 — Nous nommons sollicitations indEterminEes celles qui sont
imposEes, par exemple, par les phEnomenes naturels et qui peuvent prendre
une infinitE de valeurs dans un domaine dont la limite supErieure n'est pas
connue.

2 — Les sollicitations S, peuvent prendre toutes les valeurs comprises
entre 0 et une valeur maximum A.

2.1 — La mEthode gEnErale consisterait ä calculer la probabilitE
de chacune de ces valeurs, mais on peut observer que la limite A a une
probabilitE notable, ce qui ramEne le cas au cas prEcEdent.

2.11 — On ne peut Evidemment guEre, dans le cas oü le
maximum A est fixE par un rEglement, examiner la probabilitE pour que
ce maximum soit dEpasse.

(2) Le probleme a et6 traite par M. Dumas, ingenieur en chef de rArtillcrie navalc, dans le
cas oü la courbe de repartition consideree peut etre ajuslee par une fonction de Laplace-Gauss
(Mimorial de l'Artillerie francaise, t. XVI, 3« fasc, 1937, p. 599).

(3) Marcel Phot, Significalion et utilisation des essais sur prelevements, Circulaire I n° 6 de
l'Institut du Bätiment et des Travaux publics fmai 19421.
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3 — Les sollicitations indEterminEes prolongent par nature des sEries

expErimentales que l'on connait par des observations statistiques plus ou
moins prolongEes.

3.1 — C'esl ainsi qu'il est nEcessaire, pour concevoir une pro-
balite ä Fegard des surcharges de neige ou de givre auxquelles il faut
s'attendre dans une rEgion donnEe, de disposer de statistiques indiquant
quelles ont ElE, sur d'assez longues pEriodes, les surcharges effectivement
observEes dans cette rEgion.

4. — D'une sollicitation donnEe on dEduit, par le calcul, la contrainte
P correspondante.

4.1 — II convient, bien enlendu, de tenir compte des diverses
incertitudes qui peuvent affecter les EIEments de ce calcul el de procEder
ä une discussion d'erreur ä la suile de laquelle on majorera le resultat
obtenu P de Fincertitude totale qu'il comporte.

C.IV - ProbabilitE de ruine

1 — Nous supposons que nous avons dEterminE par les essais et les
observations nEcessaires :

1.1 — La loi de probabililE de B;
1.2 — La loi de probabililE de P.

2 — Nous avons ä dEduire de ces deux lois la probabililE de ruine de
l'ouvrage.

2.1 — Cette probabilitE esl la somme des probabilitEs d'avoii
P ]> B ou, ce qui revienl au meme, la probabilitE d'avoir B — P <^ 0.

3 — En particulier, si les lois de probabilitE de B et de P sont des
lois de Laplace-Gauss admellant des valeurs moyennes B0 el P0 el des
unitEs d'Ecart r et p, on dcmonlre que la difference de deux valeurs B et P,
choisies au hasard, admet aussi une loi de probabililE de Laplace-Gauss
dont la valeur moyenne est D H„— P„ et donl Funite d'Ecart est :

d=\/r + p-

La probabililE de ruine de 1 ElEmenl considere esl donc, dans ce cas,
Egale ä la moitiE de la somme des probabilitEs d'un Ecarl de D supErieur
en valeur absolue ä D„, c'est-ä-dire :

4 — On voil immEdialemenl que celte probabililE est d'autanl plus
grande que Pn est plus voisin de B0, ce qui correspond ä la notion primitive

de coefficient de sEcuritE, mais celle probabililE est aussi d'autant
plus grande que r el p sont eux-memes plus grands.

4.1 — Si, en particulier, on recherche un accroissement de la
sEcurilE par une amElioration de la matiEre, il importe de remarquer
qu'un accroissement de la rEsistance moyenne R„ peul, en fin de compte,
ne procurer qu'une sEcuritE diminuce s'il s'aecompagne d'un accroissement

de la dispersion.
4.2 — Inversement, on concoil qu'un accroissement de la sEcu-
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ritE pourrait etre obtenu par une rEgularitE et une homogenEitE plus
grandes de la matiEre ulilisEe, füt-ce au prix d'une cerlaine diminution
de la valeur moyenne B0.

D. Element d'ouvrage et Eprouvette

D.I - Ruine d'un element d'ouvrage ou d'une Eprouvette
Comparaison qualitative

1 — Les sollicilalions auxquelles une piece quelconque, ElEmenl
d'ouvrage ou Eprouvette, peut elre soumise, se classent de la facon suivante :

1.1 — Sollicitations statiques.
1.11 — Sollicitations constantes.

1.12 — Sollicilalions lenlement variables.

Ces sollicitations sont dEfinies par la valeur maximum des forces et des

coupes qui les constituent.
1.2 — Sollicitations percussives.

Ces sollicitations sont dEfinies par la vilesse. la masse, la forme, la position
relative et la nature des pieces qui percutenl l'une contre Faulre.

1.3 — Sollicilalions faligantes.
Ces sollicitations sonl dEfinies par :

1.31 — leurs valeurs extremes.

1.32 — leur valeur moyenne,
1.33 — leur frEquence,

1.34 — le nombre total des cycles appliquEs ä la meme piece.

2 — Une sollicitation dEterminee produit, dans une piece de forme
et de dimensions donnees, une cerlaine distribution de contraintes carac-
lErisEe, en chaque poinl, par trois contraintes principales.

2.1 — Ce n'est que dans quelques cas, particulierement simples,
que Fon peut ne considErer qu'une seule conlrainte pour caraclEriser la
distribution.

2.11 — Soit parce que les deux autres contraintes principales
sonl nulles.

2.12 — Soil parce que les Irois conlrainles principales sont
egales.

•3 — Une piece peul clre consideree comme ruinee :

3.1 — Lorsqu'elle presente des dEformations permanentes allei-
gnant une certaine valeur.

3.2 — Lorsqu'elle est rompue :

3.21 — statiquement,
3.22 — par choc,

3.23 — par fatigue.
4 — Nous avons, dans ce qui precede, parlE d'une conlrainle B suseep-

tible de provoquer la ruine de la piece consideree; cette forme de langage,



580 Val. M. PROT

conforme ä l'habitude, est donc exagerement simplifiEe el, en fait, incor-
recte; c'est une distribution de conlrainte et non une contrainte qu'il faut
considErer.

4.1 — En outre, lorsque la distribution des contraintes n'est pas
uniforme, il convient de considErer non seulement la distribution en un
point donnE mais la facon dont la distribution varie dans le voisinacre
de ce point.

5 — II faut, en outre, considErer le type de sollicitation provoquant
la distribution de contrainte; s'il s'agit, par exemple, d'une distribution
de Iraclion simple, la rupture ne se produit pas pour la meme valeur de
la contrainte caractEristique lorsque la sollicitation est statique ou
lorsqu'elle est fatigante.

5.1 — Lorsque la sollicitation est fatigante, il faut considErer non
seulement sa valeur maximum, mais aussi sa valeur minimum, ou, ce qui
revient au meme, le point moyen et l'amplilude de la sollicitation.

6 — Enfin, lorsqu'il s'agit de sollicitations percussives, Fintervenlion
du calcul n'est possible que dans quelques cas parliculiers et il faut, en
gEnEral, considErer le phEnomene globalement.

7 — On ne peut donc, en rEsumE, comparer valablement la ruine
possible d'un Element d'ouvrage avec la ruine observEe d'une Eprouvette
du mEme matEriau, qu'aulant que les sollicitations considErEes dans les
deux cas sont de mEme espEce.

D.II - Ruine d'un element d'ouvrage ou d'une Eprouvette

Comparaison quantitative

1 — Les essais d'un matEriau se fönt sur des Eprouvettes que Fon a

inlEret ä faire aussi petites que le permeltent les conditions de fabricalion :

1.1 — Parce qu'elles coütent moins de matiere el de travail,
1.2 — Parce qu'elles peuvent etre prElevEes dans un plus grand

nombre de pieces, et, dans une piece donnEe, dans un plus grand nombre
d'endroits ou de directions.

2 — Or, la loi de probabililE de ruine d'un ElEment d'ouvrage ne peut
pas se deduire directement de la loi de frEquence de ruine observEe sur des
Eprouvettes plus pelites que FElEment considErE, meme si toutes les conditions

sont remplies pour une comparaison qualitative correcle, mais eile
peut s'en dEduire indireclement.

3 — Nous nous bornerons ä examiner un exemple simple pour fixer
les idEes.

3.1 — ConsidErons l'ouvrage conslituE par un fil vertical de
longueur initiale L fixe par son exlrEmitE supErieure ä un support et soumis
ä la seule sollications S d'une charge fixEe ä son extremitE infErieure; ä
celle sollicitation S correspond une conlrainte P.

3.2 — Si nous faisons croitre S, nous observons que, sous une
contrainte B, le fil se rompt; nous admettons que cette rupture constitue
la ruine de l'ouvrage.

3.3 — Nous admettons encore que ce fil esl approvisionne en
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une grande longueur supposEe en tous points identique ä elle-meme, ce

qui dEtermine globalement la matEriau sans que nous ayons ä considErer
sEparEment : sa nature. son diamEtre, son Etat de surface, etc.

3.4 — Le problEme est d'apprEcier la probabilitE de rupture d'un
troncon de longueur L du fil considErE. Nous pouvons bien, en effet.
connaitre la charge de rupture d'un troncon donne de ce fil, mais lorsque
nous Favons rompu, l'ouvrage n'existe plus et le probleme se pose ä

nouveau pour le troncon dont nous reconslituons l'ouvrage.
3.5 — Nous consliluerons donc une sErie expErimentale en

prenant successivement un grand nombre de troncons de longueur L du
fil considErE et nous appliquerons ä chacun deux un charge croissant
jusqu'ä la ruplure du fil, c est-ä-dire jusqu'ä la ruine de l'ouvrage; nous
pourrons alors construire une courbe de repartition donnant. pour chaque
valeur B, la frEquence des ruplures observEes.

3.6 — De cette sErie expErimentale, nous dEduirons alors la
probabilitE de ruine d'un troncon quelconque sous Faction d'une
contrainte P pouvant prendre toutes les valeurs dans le domaine explorE au
cours des expEriences.

3.7 — Si les expEriences de rupture sont faites non plus sur des

Ironcons du fil de longueur L. mais sur des troncons de longueur — tout

se passera comme si l'ouvrage dont on veut apprEcier la probabililE de

rupture Elait conslituE de n Ironcons expErimentaux mis bout ä bout;
la ruplure se produira alors lorsque la charge atteindra la limite de ruplure
du plus faible des n troncons. II faudra donc, pour apprEcier la probabilitE
cherchEe, considErer non plus la courbe des frequences represenlanl direc-
tement les expEriences mais une courbe dEduite de celle-ci en associant
les rEsullats oblenus n k n d'une maniere quelconque el en relenant chaque
fois la charge de ruplure la plus faible.

3.8 — Si les expEriences de ruplure sonl failes sur des fils d'une
section p fois plus petite que l'ouvrage ou, ce qui revienl au meme, si
Fouvrage esl fail de p brins du fil essayE, la charge de ruplure de l'ouvrage
peut alors etre considErEe comme la moyenne des limites de rupture des

p brins. II faudra donc, celle fois, pour apprEcier la probabilitE de ruine
de l'ouvrage, considErer une courbe de frEquence dEduite de la courbe
expErimentale en associant les rEsullats obtenus p k p, au hasard, et en
considErant, chaque fois, la moyenne des p resultats (4).

D.III - Tensions internes

1 — Nous avons indique plus haut, en C. 1.7, qu'on ne pouvait com-
parer la ruine possible d'un element d'ouvrage avec la ruine observEe d'une
Eprouvette du meme matEriau qu'autant que les sollicitations considErEes
dans les deux cas sont de meme espece. II convient d'ajouter que FElEment
d'ouvrage et l'eprouvette doivent etre Fun et Fautre dans un Etat neutre
avant I'application de la sollicitation.

(4) Le probleme a etf§ traite par M. Baticlt., inspecleur general des Ponls el Chaussees, dans
le cas particulier oü les probabilites elemenlaires onl une densite constante entre deux limites
dpnnees (Comptes rendus des seances de VAcademie des Sciences. 26 juin 1933. 25 seplembre 1933,
17 fevrier 1935, 4-12 novembre 1935, 11 novembre 1940).
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1.1 — Les tensions internes sont d'autant plus dangereuses :

1.11 — Qu'elles ne sont pratiquement pas mesurables,
1.12 — Qu'elles peuvent elre fort Elevees.

D.IV - Elements et ensemble

1 — Nous avons, dans ce qui precede, considErE la ruine d'un ElEmenl
d'ouvrage alors que nous serons conduils dans la suite ä considErer la
ruine de Fensemble de l'ouvrage.

1.1 — Le probleme se pose donc de passer de FapprEciation de
la probabilitE de ruine des EIEments de l'ouvrage considErE ä FapprEciation
de la probabilitE de ruine de Fensemble.

1.2 — II ne semble pas que ce probleme soit susceptible d'une
Solution gEnErale et nous ne pouvons ici qu'atlirer Fattenlion sur son
existence.

1.3 — On peut, nolamment, se demander s'il convient que tous
les EIEments d'un ouvrage prEsentent la meme sEcuritE, ou s'il pourrail
y avoir intEret ä ce que certains EIEments prEsentent une sEcurilE supErieure
ä celle de certains autres.

1.4 — Les essais sur modeles peuvent fournir des enseignements
precieux sous la rEserve, bien entendu, que les conditions de similitude
soient respectEes.

E. Influence du temps

E.I - Influence du temps sur les formes et les dimensions de l'ouvrage

1 — Un ouvrage, au cours de son existence, esl l'objet de
Iransformations progressives parmi lesquelles nous citerons nolamment :

1.1 — Les actions corrosives :

1.11 — chimiques el Eleclro-chimiques,
1.12 — abrasives.

1.2 — Les actions biologiques.
1.3 — Les Iransformations de structure interne, les crislallisa-

lions, les Iransformations chimiques ou allotropiques, les vieillissements.
1.4 — Le retrait, FEvaporation ou Fabsorplion d'eau, les adsorp-

tions.
2 — Les actions destruclrices, corrosives el biologiques rEduisenl pro-

gressivement les dimensions de l'ouvrage et aecroissent, par consEquent,
les contraintes auxquelles il est soumis pour une meme sollicilalion.

3 — Ces actions deslructrices peuvenl Egalement modifier les formes
de l'ouvrage en creant, nolamment, sur la surface des malEriaux, des
rayures, stries, fissurations qui favorisenl la formation de fissures de fatigue
ou la localisation de ruplures statiques.

4 — Les transformations affeetant la nature des malEriaux peuvent
reduire la valeur de B. •
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4.1 — La valeur de B peul parfois croitre pendant un certain
lemps, passer par un maximum et decroitre ensuite.

E.II - Influence du temps sur les sollicitations

1 — La probabilitE de sollicilalions dangereuses, nolamment de
sollicitations climatiques, croit Evidemment avec le temps.

1.1 — La probabilitE d'une sollicitation donnEe ne peut donc Etre
apprEciEe que pour une duree donnEe de l'ouvrage.

F. ProbabilitE de ruine acceptable

1 — D'une maniere gEnErale, un ouvrage peut etre considErE comme
ruinE lorsqu'il n'est plus en Etat d'assurer des Services pour lesquels il
a EtE construit et qui sont sa raison d'Etre. II faut toutefois, pour Etre
prEcis, distinguer :

1.1 — La ruine totale et dEfinitive (ex. : effondrement d'un
pont ou d'un plancher);

1.2 — La ruine menacante (ex. : affaissemenl, dEformation ou
fissuration inquiEtante et susceptible d'accroilre notamment le risque de
ruine totale ä breve EchEance).

2 — II faut Egalement, pour Etre prEcis, distinguer la ruine meme
d'un ouvrage et ses consEquences; il peut se faire que la ruine d'un ouvrage
ne soit pas, par elle-meme, importanle mais que ses consEquences soient
tres graves; c'est, par exemple, le cas de la ruplure d'un Echafaudage ou
d'un cäble qui peut enlrainer la mort de plusieurs personnes.

3 — Concevoir la sEcurilE d'un ouvrage comme une impossibilile
complEte de ruine, c'est vouloir faire en sorte que la probabilitE de ruine
soil nulle.

3.1 — Or, vouloir une probabililE de ruine nulle n'a aucun sens.
II est dans la nature des choses que nous acceptions cerlain risques.
Bechercher une sEcuritE trEs grande dans certains domaines entraine les
dEpenses de temps, d'argent, de travail et de matieres qui peuvent
enlrainer, correlativement, une diminution de sEcurilE dans d'aulre«
domaines et cela d'autant plus que Fon se heurte, en cette matiere comme
en beaucoup d'autres, ä une loi de rendement dEcroissant qui rend un
accroissement de sEcuritE de plus en plus coüteux au für el ä mesure que
la sEcuritE elle-meme s'accroit.

4 — L'expErience montre que l'on tient pratiquement pour nEgli-
geable la probabililE d'un accident, meme si cel accidenl doit nous coüler
la vie lorsque cette probabilitE est de l'ordre de 10~6. Si Fon admet,
d'autre part, pour fixer les idEes, que la probabilitE de ruine d'un ouvrage
Egale ä 10~2 correspond ä une sEcurilE faible, on voit que l'on est conduit,
pour dEfinir une sEcuritE ä choisir pratiquement entre quatre ordres de
grandeur de probabililE de ruine de l'ouvrage considErE IO3, IO4, IO5, 10°,
pendant la durEe de vie assignEe ä l'ouvrage.

5 — On peut, en gEnEral, accroitre la sEcuritE d'un ouvrage projetE :

5.1 — En choisissant des matEriaux de meilleure qualitE :

5.11 — De rEsislance moyenne plus ElevEe;
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5.12 — De rEsistance moins dispersEe.

5.2 — En augmentant les dimensions de l'ouvrage;
5.3 — En limitant sa duree avant rEvision, rEparation ou

reconstruction.

6 — Toutes ces mesures enlrainant des dEpenses et, si elles rEpondent
ä l'une des prEoccupation de FingEnieur, celle de realiser des constructions
süres, elles ne rEpondent pas ä Fautre prEoccupation, celle de realiser des
constructions Economiques.

7 — Le compromis nEcessaire ne peut etre donnE, en toute rigueur,
que par le raisonnement suivant :

7.1 — Une dEpense supplEmentaire F permettra de reduire la
probabilitE de ruine de p1 k p?, p2 Etant plus petit que p^ Si G est le coüt
de la ruine, FespErance malhEmatique de la dEpense correspondant ä cette
ruine diminuera de px G ä p2 G; si la dEpense F est plus petite que
(Pi — p2) G il faut la faire; dans le cas contraire, il ne faul pas la faire.

8 — II esl toutefois certain que le problEme se pose raremenl avec
cette rigueur et la ruine d'un ouvrage a, le plus souvent, des consEquences
indirectes plus ou moins fächeuses qu'il est difficile d'Evaluer; c'est le cas,
notamment, lorsque cette ruine est susceplible d'entrainer la mort d'une
ou de plusieurs personnes.

9 — On pourrait alors admetlre de substituer ä Fegalile

F (Pi — p3) G

dEfinissant, comme en F - 7.1, la limite de la dEpense possible, une
EgalitE teile que :

F k (p1 — p2) G

k dEfinissant, un coefficient qui serait supErieur ä 1 lorsque les considE-
rations de sEcuritE Femportent sur les considErations d'Economie.

9.1 — Inversement, le coefficient k pourrait etre infErieur
ä FunitE lorsque les considErations d'Economie ou de rapiditE de
construction Femportent sur les considerations de sEcuritE.

9.2 — Raison nablement, le coefficient k devrait etre, dans tous
les cas, tres peu different de FunitE.

G. Conclusion

1 — II apparait au terme de celte Etude :

1.1 — Que la coneeption habituelle de la sEcuritE comporte —
nous pensons Favoir montre — un certain nombre d'inexactitudes ou
meme de vEritables erreurs qu'il parait difficile de vouloir dElibErEment
conserver;

1.2 — Que la coneeption nouvelle, indiquEe dans les pages qui
prEcEdent, sEpare un certain nombre de facteurs fächeusement rEunis et,
par lä meme, dissimulEe dans la coneeption ancienne;

1.3 — Que cette coneeption nouvelle peut susciter peu ä peu les

progrEs techniques nEcessaires pour aboutir ä une sEcuritE plus prEcise
et plus rationnelle.

2 — C'est bien lä le but que nous nous sommes proposE au com-
mencement de cette Etude.
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Resume

Dans ce rapporl, Fauteur expose comment le coefficient tradilionnel de
sEcurilE des ouvrages d'art peut Etre rcmplacE par un coefficient de
probabilitE de bonne tenue de ces ouvrages.

Apres un exposE psychologique general de la notion de sEcuritE ainsi
comprise, l'auteur apporte quelques prEcisions pratiques sur les notions
de probabilitE, sur la facon dont on peut apprEcier le degrE de sEcuritE
d'un ouvrage ä l'aide d'essais sur Eprouvettes et il indique finalement les
probabilitEs de ruine que l'on peut considErer comme acceptables.

Zusammenfassung

Im vorstehenden Bericht führt der Verfasser aus, auf welche Weise der
übliche Sicherheitskoeffizient für Kunstbauten durch einen
Wahrscheinlichkeitskoeffizienten für die gute Bewährung dieser Baulen ersetzt werden
kann.

Nach einer allgemeinen psychologischen Ausführung dieser neuen
Auffassung des Sicherheitsbegriffes gibt der Verfasser einige praktische
Erläuterungen über den Begriff der Wahrscheinlichkeit, über die Art der
Abschätzung des Sicherheitsgrades eines Bauwerkes mit Hilfe von
Versuchen an Probestücken und behandelt zum Schluss die Wahrscheinlichkeiten

der Zerstörung, die als tragbar betrachtet werden können.

Summary

In the above report the author explains how the usual factor of safety
for constructive works can be replaced by a coefficient of probability for
a good verification of such structures.

After a general psychological explanation of this coneeption of safety
the author gives a few practical explanations of Ihe coneeption of probability,
the manner of estimating the factor of safety of a structure with the aid of
tests on samples and finally deals with the probability of overthrow which
can be considered as permissible.
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La securite des constructions
Recherche d'une methode concrete

Die Sicherheit der Bauwerke
Erforschung einer eindeutigen Methode

Safety of structures
The seeking of a concrete method

ROBERT LEVI
Ingenieur en Che! des Ponts et Chaussees

Directeur ä la S. N. C. F., Paris

A. Principe d'une limitation ä priori de la probabilitE de ruine

1. Le Rapport introductif, du ä M. Marcel Prot, a fort juslemenl montre
les considErations de probabilitE qui sont ä la base de toute Elude saine

se rapportant ä la sEcuritE des constructions.
Le prEsent rapport vise ä dEfinir les mEthodes qui devraient etre

employEes dans le concrel pour limiter le coül des constructions ä ce qui
est nEcessaire pour obtenir le degrE de sEcurilE requis.

Nous commencerons par bien prEciser les nolalions essentielles que
nous utiliserons :

P contrainte maximum que produisent effectivement en un point
quelconque de l'ouvrage et dans une direction quelconque les sollicilalions
appliquEes ä Fensemble de celui-ci.

B pour le mEme point et pour la meme direction, la contrainle qui
entraine la ruine de l'ouvrage, compte tenu des caractErisliques du matEriau

et de la Constitution de la conslruction.
DEs lors la ruine ne se produit pas si, en dEpil de la diversitE des

contraintes P et des contraintes B, les premieres sonl toutes infErieures aux
secondes. II y a rüine si l'une quelconque des contraintes P est supErieure
ä la contrainte B correspondante.

On ne peut, a priori, enfermer les contraintes P enlre des bornes pre-
cises parce que les sollicitations accusent des Ecarts de caraclEre alEatoire
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par rapport ä leurs valeurs normales, parce que la construction n'est pas
rEalisEe d'une maniEre parfaite et parce que le calcul est incapable de
rendre completement compte de la repartition des efforts entre les divers
EIEments de la construction et dans les sections mEmes des EIEments. II en
est de meme en ce qui concerne les contraintes qui dEpendent de la
composition des matEriaux, de leur mode de fabrication. des essais de contröle.

Donc, a priori, on doit supposer que, malgre toutes les prEcautions
prises, la ruine est possible, celte EventualitE Etant plus ou moins probable.
Le degrE de sEcuritE est caractErisE par la probabililE pour qu'une seule
des inEgalitEs

p_R>0 (1)

soit verifiee. Soit rt cette probabilitE.
Si l'on recherche un degre de sEcuritE determine pour un delai 1'ixE,

il faudra adopter des regles telles que rt soit inferieur ä une quantitE e

petite, mais non nulle et dont on aura choisi la valeur une fois pour toutes.

2. C'est un fait d'expErience que les constructions rEalisEes suivant
les regles de l'art ont donnE satisfaction jusqu'ä present. II faut en con-
clure que la probabilitE de ruine n'a pas excEdE la limite inferieure admissible.

Cette constatation permet de considErer que, si Fon pouvail dEler-
miner la valeur de r, pour tous les ouvrages construits dans le passE, la
plus grande d'entre elles pourrait etre prise comme valeur de s.

Si donc on demontrait que la probabilitE rt est infErieure seulement
ä IO"6 dans un tres grand nombre de constructions, mais que les regles
usuelles employEes dans les calculs aboulissent ä lui donner la valeur 10"'",
on en tirerait lEgitimement la conclusion que ces regles sont exagerees. Le
premier stade dans la recherche de nouvelles mEthodes consiste donc ä

Egaliser la probabilitE de ruine ä la plus forte de ses valeurs tolErables.

3. Pour un ouvrage donnE, la probabilitE de ruine devrait etre dEter-
minEe par une intEgration multiple obtenue en faisant varier tous les
facteurs, ä savoir la position du poinl considErE dans l'ouvrage, la direction

de la contrainte, sa valeur de ruine B et sa valeur effective P et en
faisant porter FintEgration sur la probabilitE affErente ä chaque domaine
ElEmentaire de Variation de ces variables.

Mais, nous avons constalE par des calculs non reproduits ici qu'on
peut, en gEnEral, se contenter d'une intEgration moins vaste. II y a, en effet,
dans la phipart des constructions, un petit nombre de sections ou de petites
piEces, qui sont particuliErement menacEes; ce sont, par exemple, les milieux
des porlEes ou les abouls des renforts de semelles, ou encore certaines
barres de treillis.

La probabilitE pour que FinEgalitE (1) soit vErifiEe dans ces sections
seules ou dans ces piEces courtes seules, indEpendamment de la menace
de ruine dans le resle de l'ouvrage est beaucoup plus importante que la
probabilitE pour qu'elle soit vErifiEe dans le reste de l'ouvrage sans l'etre
dans les sections ou pieces considErEes. Ceci signifie que si la ruine peut
survenir, on peut predire, ä coup sür, dans quelles sections ou dans quelles
piEces courtes cette EventualitE est susceptible de se manifester. On peut
dire aussi, par avance, dans quelles directions s'exercent les contraintes
les plus dangereuses dans chacune des sections menacEes.

Par consEquent, il suffit, en regle gEnErale, de faire FintEgration des
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probabilitEs ElEmentaires en considerant comme seules variables les
contraintes P et B dans la ou dans les sections les plus menacEes.

4. II faul prendre garde aussi ä la dEpendance de la contrainte P par
rapporl ä la contrainte B.

Si, en effet, la ruine est possible. c'est que, dans une section au moins,
la conlrainte de ruine B est particuliErement basse et que, au meme point,
la conlrainte effective est particuliErement ElevEe. Mais, si B est
particuliErement faible, le comportement du matEriau n'est pas normal et, par
consEquent, P n'est pas relie aux sollicitations suivant la loi habituelle.

Ce serait donc une erreur, dans ce cas. de dEterminer pour la phase
Elastique seule, comment la contrainte P varie avec les sollicitations.

II convient, d'une maniEre gEnErale, d'envisager toutes les valeurs
de B et, pour chaque intervalle de B ä B -j- dl\, dEterminer la probabililE
pour que P y soit supErieure.

B. Zone utile de la loi de dispersion

1. La faiblesse des probabilitEs de ruine que Fon a ä considErer conduit

ä des simplifications dans les calculs de probabilitE. Ceci se voit imme-
diatement si la variable aleatoire P — B satisfait ä la loi de Gauss.

2. Nous emploierons les notations suivantes :

y une variable alEatoire quelconque,
x la variable courante qui remplace y dans les intEgrations,
cdy la probabilitE pour qu'elle soit comprise entre v et y -f- dy,
7) la probabilitE totale pour qu'elle soit supErieure ä y; on a :

•„= r+% (x)dx (2)

\ une variable alEaloire dont la probabilitE est :

'fa)-^6"' W

cette loi de probabilitE Etant appelEe loi normale de probabilitE.

3. Si y satisfait ä la loi de Laplace-Gauss, ceci signifie qu'il existe une
fonction linEaire \ de y qui possEde la loi normale de probabililE. La
probabilitE totale r, prend alors la valeur :

+ * 1 -v 1 — 9

e dxx=_^ (4)¦f.
0 Etant la fonction bien connue des probabilistes.

4. Or, les tables de la fonction G montrent que cette variable se rap-
proche extremement vite de 1 quand \ est de quelques fois sa valeur

1

movenne (arithmEtique), c'est-ä-dire —-^= 0,5042
\It.

C'est ainsi qu'on peut etablir le tableau suivant :
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r, 10~r'

71 10-°

7) IO"7

7| IO-12

1= 3,123

a 3,459

a 3,767

a 5,067

l i/tt: 5,544

X/« 6,124

X \ü 6,675

a |/rc 8,979

Si donc la variable aleatoire B — P satisfait ä la loi de Gauss, on peut
indiquer avec une precision considErable FEcart rapporte ä FEcart moyen
qui correspond ä une probabilitE de ruine de l'ordre de 10"6. Le choix
d'une valeur de e plus ou moins grande n'a, s'il reste raisonnable, qu'une
rEpercussion insignifiante sur les resultats finals du calcul.

5. La comparaison des nombres inscrits dans le tableau ci-dessus montre

que les 9/10 de la probabililE totale t] affErent ä la valeur A 3,459
rEsullent de FintEgration dans l'intervalle de 3,459 ä 3,767. Si donc 1 est
quelque peu superieur ä FunitE, non seulement e est tres faible, mais, dans
l'integrale rt, n'intervient pratiquement qu'une zone trEs peu Etendue de
Variation.

Pour celle raison deux lois de probabililE diffErentes en general mais
concordantes aux environs immEdiats d'une valeur critique sont sensi-
blemenl Equivalenles, cette valeur critique Etant prEcisemenl celle qui donne
la probabililE totale cherchEe.

6. La courbe en
S, c'est-ä-dire la courbe

qui donne les variations

de 7) avec ~k rend
bien compte de ces
rEsullats. Celte courbe
esl lies proche de ses

asymptotes quand la
valeur absolue de \ est
de l'ordre de 3 ou 4 et
seil rapproche tres
rapidemenl (fig. 1).

7. En definitive la
loi de dispersion de
FEcart B — P n'est ä

considErer qu'entre des
limites IrEs rappro-
chEes. Les Ecarls de B

ou de P par rapporl ä leurs valeurs moyennes R„ el P„ sonl sans intEret
pour le probleme de la sEcuritE dans deux larges zones :

«) S ils sonl du mEme ordre que FEcart probable car ces Ecarls ne ren-
scignenl pas ulilement sur la probabililE des Ecarls qui correspondent ä

des probabililEs de ruine suffisammenl faibles;
b) S'ils sont lies supErieurs ä FEcart probable car ces Ecarls

correspondent ä des probabilitEs nEgligeables par rapport aux probabilitEs ä

rechercher.

1000 T|

-2
Courbe en S

Fig. 1.
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C. Caractere anormal des lois de dispersion

1. D'apres ce cjui prEcede, il serait deraisonnable de prendre pour
base des calculs la loi de dispersion des Ecarts B0 — B et P — P0 dEter-
minEe d'apres des expEriences portanl sur de petits Ecarts avant d'avoir
examinE si cette loi est susceptible de se prolonger dans la zone des Ecarts
importants.

2. Or, si la dispersion des contraintes limites mesurees sur eprouvettes

de traction peul lEgitimement etre supposEe obeir ä la loi de Laplace-
Gauss, il ne saurait en etre ainsi, en regle gEnErale, des contraintes reelles
du matEriau qui provoquent la ruine (Fun ouvrage.

3. ConsidErons, par exemple, une barre prismatique soumise ä des
efforts de traction ou de compression sans possibilitE de flambemenl, cette
barre Etant percEe d'un trou.

Les lois de dispersion des contraintes sonl trEs diffErentes suivanl qu'on
considEre les fibres courantes de la barre ou les fibres voisines d'un trou
qui sonl, en definitive, les seules ä provoquer la ruine de la barre.

Si la contrainle en pleine barre satisfait, du fait des sollicitations, ä la
loi de Laplace-Gauss, la contrainle maxima possede un Ecarl moyen qui,
Etant defini surtout par les Ecarts faibles qui sont les plus frequents, atteint
presque le triple de FEcart moyen de la conlrainte en pleine barre. Pourtant

quand les contraintes prennent des valeurs ElevEes, ce cpii est le cas
general quand un ouvrage approche de la ruine, les contraintes s'egalisent
ä peu prEs. Les probabilitEs, pour la contrainle en pleine barre et pour la
conlrainte au voisinage du trou, de dEpasser une valeur ElevEe, sont donc
voisines et pourtant la considEration de leur Ecarl moyen conduirait ä des

probabililEs nellement differentes.

4. On peut voir aussi que, pour des fils qui, avant emploi, ont EtE tous
en principe etiles sous une traction N trEs supErieure ä la contrainte en
service P». la loi de probabilitE de P est tronquEe. Sil subsisle une probabilitE

non rigoureiisemenl nulle d'une contrainle de ruine inferieure ä N,
par suite, par exemple, des oublis lors de FEtirage ou de sa mauvaise exE-
culion, celle probabilitE ne peul etre que tres faible el d'un ordre de grandeur

IrEs bas compare ä ce qui rEsullerait de Fecarl moyen de B dEtermine
sur les fils ayant echappe ä la rupture lors de FEtirage.

D. Normalisation des lois de dispersion

1. La quantitE sans dimension r, definie par FEquation (2) esl reliEe
d'une maniEre bi-univoque ä y el on peut lui relier de meme par FEquation

(4) une fonction \ Egalement sans dimension. (leite fonction \ peut
donc etre rallachee d'une maniere bi-univoque ä y par la relation :

r+r- 1 -•*" /*+*
I —Tz-- e dx o (./) dx (5)

La Iransformalion qui fail passer d'une fonction alEaloire quelconque
ä la fonclion \ est, en dEfinitive, celle qui transforme la loi de probabililE
de celte fonclion quelconque en la loi classique (3).
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Pour procEder ä cette transformation il faut, bien entendu, possEder

des donnEes prEcises sur la relation entre la probabilitE totale, quand eile
est petite, avec y. Mais, ä partir de lä, il suffit du tableau de correspondance
de 7> ä X pour en dEduire la relation entre y et X.

2. En examinant quelques exemples, on constate que X varie suivant
divers modes avec les contraintes P et B.

La Variation des X correspondant aux contraintes produites dans un
cäble par des sollicitations satisfaisant ä la loi de Laplace-Gauss est linEaire.

k prend la valeur —j=- quand P — P«, est Egal ä FEcart moyen.

Dans le cas
1/-

examinE en C 3, l'intervalle entre P0 et le dEbul du
palier d'elasticite compte pour le tiers de l'intervalle entre P0 et la fin du
palier d'elasticite (pour toute la section). La courbe de X en fonction de P
est une ligne brisEe.

Dans le cas examinE en C 4, la courbe de X en fonction de B a une
forme anguleuse.

3. Portons en abscisse pour chaque valeur de B la valeur Xi corres-
pondante, en ordonnEes les valeurs X2 correspondant ä P. cette derniEre
fonction Etant dEfinie pour la mEme valeur de B.

Le lieu des points figuratifs de Xi, X2 pour lesquels P R est une
ligne L qui peut ne pas etre rectiligne.

Cependant, si B est toujours supErieur ä la limite d'elasticite, le point
figuratif de X« se trouve au-dessus des singularitEs signalEes plus haut. La

forme de ligne L est donc
surtout influencEe par la loi de dispersion

de B.

4. La densilE de probabilitE
esl :

l -v i -v i -<;,'+>.,')
—=¦ e ¦ —— e — — e
fk |/TC

Elle dEfinil un volume de rEvolution.
La probabilitE tolale pour que P — R
soit positif s'obtient en dEcoupant ce
volume par un cvlindre s'appuvant
surL (fig. 2).

On peut Ecrire :

*

d*
Ac/

X,

Fig.

-=ff -<'.'+>,') dl,d\, fl od?
da r ~?' dx

p Etanl le rayon vecleur.
Etant donnE la dEcroissance rapide de Fexponentielle, cette integrale

se reduit ä peu prEs ä sa valeur pour un petit secteur entouranl la normale
abaissEe de 0 sur L.

La contrainte critique s'obtient donc par cette construction qui Equi-
vaut ä chercher le minimum de Xi2 -f- X22. Quant ä la valeur de tj, eile peut
se calculer en assimilant L ä sa tanerente.
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¦dx (7)
S tc 1/ TZ

C'est la probabilitE pour qu'une fonction normale dEpasse la somme
quadratique des valeurs critiques des fonctions normalisantes — resultat
qui s'Etend sans peine ä un nombre quelconque de composantes.

E. Valeur des contraintes critiques

1. La contrainle critique peut donc se calculer en recherchant
comment X: varie avec B et X2 avec P, puis en Etudiant pour une valeur commune
et variable Y de B et P, la loi de Variation de X/-J-X02 enfin en dEterminanl
son minimum.

2. La condition r\ <^ s se traduit par :

V - min 1 X! h, (Y)j + X! [ti, (Y)] < V (s) (8)

TuCY) et rl2(Y) dEsignant respectivement les probabilitEs intEgrales pour
que B soit infErieur ä Y et pour que P soit supErieur ä Y.

3. Les lois de Variation de 7,1 et 7)2 ou de Xi et X2 dEpendent de la structure

de l'ouvrage considErE, du röle que joue la piEce EtudiEe. des caractE-
ristiques du matEriau, etc. Masi la connaissance d'une Solution du
problEme permet de faciliter Fexamen d'un autre cas.

En effet, dans des Etendues restreintes, Xi et X2 varient ä peu pres
linEairement avec R et P. On conslate donc facilement que Xi2 et X22 se

partagent X2(s) au maximum suivant une proportion qui dEpend des dEri-
vEes de X, et X2 dans la zone avoisinant la contrainte critique.

4. En regle gEnErale, pour chaque groupe de cas similaire, le rapport
Bo/C et de meme C/P0 sont donc assez bien dEfinis. Le rapport Bo/Po aussi.
On obtiendra donc un coefficient caractEristique de chaque groupe de cas,
qui remplacera l'ancien coefficient de sEcuritE. Mais ce coefficient pourra
diffErer suivant le type de structure considErE, le type de sollicitations
imposEes, la loi efforts-dEformations du matEriau, ele.

5. S'il est lEgitime, dans un petit domaine de Variation, d'assimiler,
sauf indication contraire, une fonction de probabilitE ä une fonction du
type Laplace-Gauss, c'est-ä-dire de prendre pour une fonction lineaire de
la contrainte, quand le domaine de Variation est trEs Etendu, il convient
par contre d'introduire des logarithmes.

Par exemple, les variations de la contrainte P resultant des anomalies
de densitE peuvent etre couvertes par une fonction linEaire. Par contre,
les erreurs du calcul retentissent en valeur relative et, si plusieurs causes
coexistent, les Ecarts rapportEs ä la contrainte moyenne se mulliplienl les

uns les autres. II faul alors raisonner sur les logarithmes des conlrainles,
c'est-ä-dire que X2(P) sera proportionnel ä log (P — P0).

6. II arrive que la contrainte la plus dangereuse ne soit pas la
conlrainte la plus ElevEe de l'ouvrage. II y a lieu alors de rechercher la loi de

probabilitE de la conlrainte P la plus dangereuse, compte tenu de la plasticite

du matEriau pour le reste de l'ouvrage.
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II est encore possible de calculer d'une maniere simple le rapport Bo/ C;

mais le rapport C/P0 demande une connaissance exacte des conditions dans
lesquelles la contrainte la plus dangereuse varie avec les sollicitations,
compte tenu de la plasticite de l'ouvrage entier.

F. Applications

1. Toutes les applications qui suivent concernent des poutres ä moment
d'inertie constant et sur lesquelles s'exercent des charges fixes, uniformE-
ment reparties, de densitE p.

Ces poutres sont supposEes conslruites suivant les regles de l'art, de
teile sorte que la duclilite puisse valablement etre prise en compte (B. LEvi,
La securile des constructions, rapport au CongrEs de Berlin 1936).

2. On admettra que ce n'est pas la diffErence de B et de sa valeur
moyenne Bo qui obEit ä la loi de Laplace-Gauss, mais leur diffErence loga-
rithmique. L'Ecart moyen ß sera supposE Egal ä celui des logarithmes d'une
caractEristique physique du matEriau, limite d'elasticite, limite de
rupture, ou contrainte entrainant, un pourcentage dEterminE d'allongement.
On a donc :

1 logR,,—logP,
(91

(10)

1 r~ Q

De meme en ce qui concerne les contraintes P, on prendra

j 1_ logP —logPn

si les relations entre les efforts el les dEformations restent linEaires.

3. Poutres ä deux appuis simples

3. 1. La section la plus menacEe se trouve Evidemment au milieu de
la poutre, el dans cette section, la constante la plus ElevEe est le long des
fibres exlremes.

Quand les dEformations sont plastiques, cette contrainle a pour valeur :

P M .^-=JlL.l."" I 8 1'
3. 2. Le momenl flechissant qui correspond a la ruine peut etre defini

expErimentalemcnt ou theoriquement, en fonction du criterium adopte
pour caractEriser la ruine : moment de rupture si on peut aller en service
jusqu'ä la rupture, momenl produisanl une courbure dEterminEe, si c'est
une courbure dEterminEe <]ue Fon tient ä ne pas dEpasser. De loute maniere,
on peut convenir de dEfinir la contrainte de ruine par FEgalitE

U Mrullie •-"- (II)

Celte contrainte est, pour l'acier doux de conslruction, comprise entre
la limite d'ElasticitE et la limite de ruplure.

3. 3. Si la loi de proportionnalilE entre les efforts el les dEformations
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est respectee jusqu'ä ce que la contrainle critique soil atteinte, on a, en
Egalant P et B ä Y :

(logRo-logP.)*[(logR0-logY)2 (logY - log P0)2'
Tra2 * (a2 + ß«)

Si, par exemple, B» est Egal ä 30 kg/mm2, P„ ä 14,4 kg/mm2, FEcart
logarithmique entre ces deux quanlitEs est :

log B„ — log P„ 0,734

Pour que la probabilitE de ruine soil infErieure ä 10"6, c'est-ä-dire pour
que Xc soit supErieur ä 3,46, il faut donc que :

+ r<^)'-°»*-3,46

Ce sera le cas pour a=10%etß 6%, taux d'Ecart relatif que l'on
peut considErer comme tres normaux.

Si on peut parvenir ä rEduire ä 3 % FEcart moyen des caractEristiques
du matEriau, le total a2 -f- ß2 Etant rEduil dans le rapport de 146 ä 109,
FEcart logarithmique entre P0 et R0 peut etre diminuE de 0,105 sans que
la probabilitE de ruine soit altErEe, ce qui revient ä augmenter la limite
admissible de 11 %, ou ä autoriser une limite de rupture plus faible de 10 %.

De meme, si on constale que FEcart relatif inlroduit en moyenne par
les erreurs d'apprEcialion portant sur la densilE des charges peul atteindre
5 %, on doit en conclure que le carrE est susceplible d'une reduction de
0,0025 lorsque cette cause d'erreur disparail et par consEquent le total
a2 -\- ß2 diminue de celle quantite. L'Ecart logarithmique de P0 et R0 Etant
rEduit de 0,096, la contrainle P0 peut etre relevEe de 10 %.

3. 4. Lorsque la conlrainte critique est atteinte dans la seclion la plus
sollicitee aprEs une deformalion plastique assez prononcEe de celle-ci, la
contrainte P n'est qu'une fraction de celle qui correspond ä I'application
de la formule usuelle. On a alors :

M
V /.^- (13)

le facteur 7. d'affaiblissement Etant un coefficient caractEristique du type
de poutre.

La loi de probabililE valable pour le domaine proportionnel doit etre
corrigEe par Substitution de P/Z ä P dans les formules. On a donc :

X2 -^= flog ~ -log P0) —L, (log P - log ZP„) (14)
y.\/- < /• / a | -

D'oü
(log Rn - log XPp)

tz (a2 + ß2)
•(15)

La plasticilE a donc pour effet d'augmenter la luarge logarilhmique
qui caractErise la probabilitE de ruine. La conlrainte normale peut etre
majorEe dans le rapport inverse de 7, pour tenir compte de la plasticilE,
sans altEration de la probabililE de ruine.
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4. Poutre ä deux appuis doubles

Dans un ensemble hyperstatique, conlrairement ä ce qui se produit
dans les cas envisagEs ci-dessus, le moment flEchissant dans les sections
les plus menacEes ne suit pas une loi de dispersion definissable a priori.

II est nEcessaire, pour connaitre cette loi dans sa portion utile, de
considErer FEtal de dEformation des diverses sections de la poutre lorsque
les contraintes caractEristiques au point de vue des possibililEs de ruine
sont aux environs de leur valeur critique.

Mais la thEorie de la plasticite montre, sous les rEserves rappelEes plus
haut, que lorsque la ruine d'une poutre ä moment d'inertie constant se
produit, les moments s'Egalisent entre les appuis et le milieu de la IravEe.
Le moment sur appui est le premier ä atteindre le moment de dEbut de la
phase plastique; le moment en travEe Fatteint ä son tour, apres accroissement

de la charge; enfin, quand toute la seclion est plastifiEe dans la partie
mEdiane, les deux moments croissent simultanEment, le moment en travEe
Etant tres peu infErieur au sommet sur appuis.

Si le moment en travEe et le moment sur appuis varient d'une facon
linEaire avec la charge, leur tolal respecte la loi de dispersion qui se mani-
festerait en Fabsence du phEnomEne de plasticitE et, aux approches de la
ruine, ces deux momenls sont pratiquement Egaux.

D'aulre part, la dEformation prEs des appuis, Etant localisEe alors
qu'elle est Etendue dans la zone mEdiane de la poutre, n'intervient pas
pour caracteriser l'Etat de ruine et la clEfinilion de la conlrainte B est la
meme que dans les cas prEcEdents.

Par consequent :

La formule qui donne Ai esl inchangEe;
La formule qui donne X2 peut etre maintenue ä condition de remplacer

P par 2 P et Po par 2 P0', Po' dEsignant la contrainle normale dans Fhypo-
thEse d'une Egalisation des moments des la phase Elastique :

log 1^- log 2 P0') -J— (log P - log XP„0 (16)

D'oü
(logRo-log/P,/)2

(17)- («¦' + ß2)

Cette formule a comme seule diffErence par rapport ä celle qui regit
les poutres isostatiques que la contrainte P0 est remplacEe par une
conlrainte Po' correspondant ä Fintroduction, dans les calculs de dEformation
Elastique, de Fhypolhese des moments Egaux.

G. Conclusions

1. En definitive, la probabilitE de ruine ne peut elre dEterminEe avec
exaclilude que si les fonclions de probabilitE des contraintes sont connues
aux environs d'une valeur critique C qui est celle pour laquelle la ruine
est la plus probable.

2. II faut donc imaginer divers cas de ruine dEfinis par la valeur
commune Y des contraintes P et B et en rechercher la probabililE dans le voi-
sinace de C.
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3. Le maximum de probabilitE de la ruine correspond au minimum Xc2

de la somme de deux fonctions Xi2 et X22, les fonctions Xi et X2 Etant reliEes
aux probabilitEs totales affErentes ä B<^Y el ä P> Y respectivement.

4. Le principe ä suivre consiste ä dEterminer ainsi la probabilitE de
ruine pour des constructions simples qui donnent satisfaction, ä en
dEterminer la plus grande valeur s el ä Fadopter pour unifier sur cette valeur
la probabilitE de ruine rlC des ouvrages. quelle qu'en soit la complexitE.

5. Les difficultEs principales d'application de ce principe viennent de

ce que les contraintes ne varient presque jamais d'une maniEre linEaire
par rapporl aux sollicitations et que, bien plus, leurs relations rEciproques
accusent des disconlinuitEs.

6. L'application, au cas des poutres ä moment d'inertie conslant sup-
portant des sollicitations fixes, de la mEthode gEnErale que nous prEconi-
sons, montre que le processus des calculs de sEcurilE se reduit ä deux Stades

pratiquement indEpendants.
a) DEtermination de la contrainte P0 qui doit etre considErEe comme

normale dans le cas d'une construction parfaitemenl isostatique. Entre
cette contrainte et la contrainte moyenne de ruine B0, la diffErence logarithmique

doit Etre assez grande pour que, comple tenu de la dispersion des
contraintes effectives et caraclEristiques physiques du matEriau, la probabilitE

de ruine soit infime.
Pour des Ecarls relatifs d'un ordre de grandeur dEfini, le rapport de P0

ä B0 est bien dEfini lui aussi.
b) DEfinition de la contrainle fictive P0' qui, EgalEe ä P», assure ä la

construction considErEe la meine probabilitE de ruine que celle meme
contrainte dans une construction parfaitemenl isostatique. Cetle dEfinilion se
fait en prenant en compte la loi de Variation des moments qui est vErifiEe
lors de la ruine, ainsi que le facteur d'affaiblissement :

y I* ruine *

M1TA rinne

dans la section la plus menacEe.
On substitue ainsi ä la conlrainte normale elle-meme le produit XP0

quand la poutre est isostatique dans son ensemble el le produit ZP0' quand
la poutre est hyperstatique.

7. Des progres pourront etre apportEs dans le dimensionnement des
sections si Fon dispose de donnEes prEcises sur la loi de dispersion des
contraintes P et des contraintes B. Cette loi, pour etre connue avec precision

dans la seule portion intEressante qui est celle des cas aberrants,
demande qu'il soil procEdE ä une tres grande quantilE d'expEriences ou ä
des relevEs statistiques portant sur un tres grand nombre de cas.

A dEfaut d'une documentation complEte sur les Ecarts de B par rapport
ä R0 et de P par rapport ä P0, il est lEgitime de mettre ä profil des rEsullats
partiels d^observation en opErant comme il a EtE exposE en F 3-3. Si l'on a
Fassurance que les carrEs des pourcentages d'erreur qui affectent R et P

peuvent etre rEduits d'une certaine quantitE, on peut diminuer d'autant le
carrE de FEcart logarithmique de R0 et P0.
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8. La mEme mEthode d'investigation devrait etre appliquEe au cas des

sollicitations variables.
Nous proposons le choix suivant de la contrainle de ruine.
Serait considErEe comme contrainte de ruine, pour un ouvrage sup-

portant des sollicitations rEpEtEes un grand nombre de fois mais non exposE
ä des phEnomenes de fatigue, la contrainte au-dessus de laquelle la rEpe-
tition des charges produit sans cesse de nouvelles dEformations non nulles
et au-dessous de laquelle, malgre la rEpEtition des charges, la dEformation
tend vers une limite.

On rechercherait si cette conlrainte est susceptible d'Etre dEterminEe
expErimentalement et si eile peut etre rattachEe ä d'autres caracteristiques
du matEriau.

Resume

Le degrE de sEcuritE d'une construction peul etre caractErisE par la
probabilitE pour qu'au moins en un point et suivant une direction quelconques
la contrainte effective P dEpasse une contrainte B dEpendant des
caraclEristiques du matEriau. Celte probabililE doit Etre inferieure ä une quantite £

petite. mais non nulle.
La dispersion des variables alEatoires B et P dans la section la plus

menacee Etant supposEe connue, on peut y attacher des fonctions Xi et X2

satisfaisant ä la loi de Laplace-Gauss et possEdant la meme probabililE intE-
grale. L'auteur montre que la ruine, si eile est trEs peu probable, se produit

aux environs de la valeur commune de P et R correspondant au minimum

de X,2 -|~ X22. II est essentiel de noter que les lois de probabilitE de P
et B n'interviennent que dans des bandes Etroites de Variation avoisinant
cette contrainle critique.

Si Fon admet que les logarithmes de P et B suivent dans une construction

parfaitement isostatique une loi normale de probabilitE, la condition
que la probabililE de ruine pour des sollicitations statiques soit infErieure
ä £ s'exprime par une relafion simple qui justifie la prise en compte de la
plasticilE dans les constructions hyperstatiques et de Fadaptation plastique
dans les sections.

Zusammenfassung

Der Sicherheitsgrad einer Konstruktion kann durch die Wahrscheinlichkeit

charakterisiert werden, die dadurch bestimmt ist. dass wenigstens
in einem Punkte und in einer Richtung die wirklich auftretende Spannung

P eine Spannung R überschreitet, welch letztere von den
Materialeigenschaften abhängt. Diese Wahrscheinlichkeit muss kleiner sein, als
eine Grösse e, die seihst klein aber von 0 verschieden ist.

Die Streuung der zufälligen Variablen B und P in dem am meisten
gefährdeten Querschnitt wird als bekannt vorausgesetzt; daher kann man
dieser Streuung die Funktionen X. und X2, die dem Gesetz von Laplace-Gauss
gehorchen und dieselbe Gesamtwahrscheinlichkeit aufweisen, zuordnen.
Der Verfasser zeigt, dass die Zerstörung eines Bauwerks, auch wenn sie
sehr'unwahrscheinlich ist, bei denjenigen Werten von P und B stattfindet,
welche dem Minimum von X,2 -4- X22 entsprechen. Es ist wesentlich zu
bemerken, dass die Wahrscheinlichkeitsgesetze für P und B nur in einer
der kritischen Spannung benachbarten näheren Umgebung gültig sind.
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Wenn man annimmt, dass in einer statisch bestimmlen Konstruktion
die Logarithmen von P und B den üblichen Wahrscheinlichkeitsgesetzen
gehorchen, so kann die Bedingung, dass die Wahrscheinlichkeit der
Zerstörung des Bauwerkes unter statischen Beanspruchungen kleiner als £

sein soll, durch einen einfachen Ausdruck dargestellt werden, der die
Berücksichtigung der Plastizität in den statisch unbestimmten Bauwerken
sowie die plastische Anpassungsfähigkeit in den Querschnitten rechtfertigt.

Summary

The factor of safety of a structure can be characterised by probability
which is determined when, in at least one point and in one direction, the
actual stress P exceeds a stress B, the latter depending on the properties
of Ihe material. This probability must be less than an amount s, which is
itself small but different from 0.

The dispersion of the contingent variables B and P in Ihe most threaten-
ed cross section is presumed to be known. It is therefore possible to co-
ordinate with this dispersal the functions Xi and X2 which conform lo the
Laplace-Gauss law and produce the same total probability. The author
shows that, even if overthrow of a structure is very unlikely, it occurs when
the values of P and B correspond to the minimum of Xi2 -|- X22. Il is essential
to point out that the laws of probability for P and B only apply when there
is approximation to the critical stress.

If it be presumed that in a stalically planned structure the logarithms
of P and B conform to the usual laws of probability, then the proviso that
the probability of overthrow of a structure under static stresses should be
less than £ can be expressed by a simple formula which juslifies taking into
aecount plasticity in statically indefinite structures, as well as plastic
capacity of adaptability in cross sections.
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Rapport complementaire
Zusatz - Addendum

La rEdaction du texte intitulE Recherche d'une methode concrete Etait
terminEe quand son auteur et quelques-uns de ses collegues francais ont
estimE utile de souligner devant le Congres les inconvEnienls qui rEsuIlent
de Fabsence de toute statistique sErieuse porlant sur les effets du vent.

II leur a semble en effet que les redacteurs des reglements concernant
la sEcuritE contre les efforts dus au vent ont du se borner ä user de l'in-
tuition plutöt que du raisonnement dans le choix des pressions ä faire
intervenir dans les calculs et des contraintes limites ä leur faire corres-
pondre. II en resulte vraisemblablement que le degrE de sEcuritE contre
le vent est trop faible dans certaines constructions, mais inutilement ElevE
dans beaucoup d'autres.

L'exposE qui prEcede montre qu'il serait facile d'introduire des regles
raisonnEes dans les calculs de stabilite si l'on possEdait des statistiques sur
la plus ou moins grande frEquence dans le lemps des vents caractErisEs par
teile ou teile vitesse.

Ces statistiques qui, ä notre connaissance, fönt totalement dEfaut ä

Fheure actuelle, ne pourraient acquErir une signification reelle que si les
observations portaient sur des sites prEsentant des exposilions assez variees
et sur un grand nombre d'annEes. II parait utile de les entreprendre le
plus tot possible pour permettre d'amEliorer dans Favenir les regles cons-
tructives. Leur realisation ne demande aucun moyen dont les observatoires
mElEorologiques ne soient pas pourvus.

Nous proposons donc de faire ressortir par un voeu le grand intErct de
donnEes statistiques que fourniraient des observations mEtEorologiques
poursuivies dans tous les pays suivant des directives uniformes. II s'agirait
de dEterminer :

a) La frEquence, en un site dEterminE, des vents dEpassant teile ou
teile vitesse de maniere ä dresser la forme de courbe suivant laquelle celte
frEquence varie normalement en fonction de la vitesse;

b) La vitesse des vents qui se produisent avec une certaine frEquence,
par exemple, une fois en moyenne tous les dix ans, dans divers siles, de
maniere ä connailre, s'il est possible, l'influence de Fexposition sur le vent
au voisinage du sol.

Resume

Les considErations de probabilitE coneernent Egalement, en IhEorie, les
efforts dus au venl. Mais elles ne seront applicables que lorsque des observations

mEtEorologiques auront fourni des courbes de frequences des vents
violenls. Un voeu est proposE au Congres pour que des observations soient
entreprises dans ce but en tous pays.

Zusammenfassung

Die Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen umfassen theoretisch auch die
Windbeanspruchungen, doch werden sie sich erst dann anwenden lassen,
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wenn meteorologische Beobachtungen die Häufigkeitskurven der starken
Winde ermittelt haben werden. Es wird dem Kongress der Vorschlag
gemacht, in allen Ländern diesbezügliche Beobachtungen anzuregen.¦öv

Summary

Considerations of probability also concern, in theory, the effects of
wind. But they will not be applicable unless meteorological observations
have supplied curves of frequency of the violent winds. A proposal is made
to the Congress that observations should be put in hand in all countries for
this purpose.
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Contribution ä la determination de la courbe de dispersion
des resultats d'essais sur eprouvettes d'acier doux

Beitrag zur Bestimmung der Streuungskurve
der Versuchsergebnisse von Probestücken aus Flusstahl

A contribution to the determining of the curve of dispersion
of trial results on test pieces of mild steel

M. CASSE

Ingenieur ä la Division des Ouvrages d'Art de la S. N. C. F., Paris

Le rapport prEsentE au CongrEs par M. Robert LEvi montre que la
ruine d'une construction, considErEe comme liee ä la probabilitE que la
contrainte effective P dEpasse la contrainte-limite R, depend, en fait, de
la probabilitE, pour P et B, d'atteindre une valeur C qui peut etre
dEterminEe quand on connait les lois de dispersion de P et de B dans une zone
trEs limitEe comprenant C. Le present rapport a pour objet d'indiquer les
recherches faites en France en vue de dEterminer, pour l'acier de construction

de ponts et charpentes, Failure de la dispersion de B dans la zone en
cause. Nous donnerons, au cours du CongrEs, les rEsullats des essais entre-
pris et les premiEres consEquences qu'on en parait pouvoir tirer.

Aspect general de la dispersion des resultats d'essais

Si l'on effectue un grand nombre d'essais de traction sur des Eprouvettes

recueillies sur divers ouvrages et qu'on les represente en porlant en
abscisses les rEsistances X obtenues et en ordonnEes la proportion des essais

ayant donnE des rEsistances infErieures ä X, on obtienl des resultats tels que
ceux indiquEs sur la figure 1. Elles correspondent ici aux mesures effectuEes

par les Chemins de fer francais sur des Eprouvettes de vieux fer dEcoupE
dans des ouvrages en service (l). Deux constatations apparaissent immE-
diatement :

(') H. Vali.ette, Etude sur les vieux tabliers en fer du Beseau de l'Etat francais (Mtmoires
de VA. I. P. C, vol. IV, p. 573).
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Fig. 1. Dispersion des resultats d'essais
de traction sur eprouvettes de fers
puddles prelevees sur de nombreux
ouvrages anciens.

Fig. 2. Ajustements d'apres des lois
de Laplace-Gauss des courbes de
dispersion de la figure 1.

1° Les courbes ne sont pas symEtriques par rapport au point qui
correspond ä la moyenne des observations;

2° Les courbes ne prEsentent pas la mEme allure pour les limites de

rupture et pour les limites Elastiques.

II en resulte :

a) Que les courbes ne peuvent Elre considErEes, dans toute leur Eten-
due, comme satisfaisant ä une loi de Laplace-Gauss;

b) Qu'il est important de choisir le plus judicieusement possible le
critEre de ruine pour FEvaluation correcte de la sEcuritE.

Pour Fexpression des rEsullats sous forme gEnErale, il est commode
de substituer ä la loi reelle de dispersion une loi de Laplace-Gauss qui lui
soit Equivalente dans la zone oü eile peut affecter la probabilitE de ruine.

Si l'on fait l'ajustement pour les valeurs courantes (meme point moyen
et meme probabilitE de FEcart 0,5 (2) par exemple), les essais visEs ci-dessus
se reprEsentent, pour la rupture, par la courbe en traits croisEs de la
figure 2. On voit que cette courbe ne convient plus du tout pour des essais
donnant des resultats infErieurs de 4 kg/mm2 ä la moyenne; cependant
ceux-ci se sont rencontrEs une fois sur cinq. Une loi de Laplace-Gauss ayant
les memes probabilitEs d'Ecarts 0,9 et 1,2 donne, au contraire, la courbe
en traits pointillEs qui concorde assez bien avec la courbe des essais dans
la zone des faibles rEsistances. II est clair que la premiEre loi n'est d'aucune
utilitE pour FapprEciation des conditions de ruine resultant de valeurs
anormalement faibles des rEsislances du mEtal.

La seconde, dEfinie par 10 % seulement des essais, represente conve-
nablemenl les resultats compris entre 1 et 1,4 Ecarts-unilEs; mais au delä,
on aurait des diffErences notables que FEchelle adoptee pour la figure ne
dEcEle pas et auxquelles le trop petil nombre de mesures effecluEes enlEve
d'ailleurs une bonne part de leur signification.

(2) II esl rappele rju'nvec une loi tlo dispersion de Laplace-Gauss Pj;==z
h'x'

l'unile. dV'cart Vöul
I \'-

(It

il flf.'iljilile 0,8427 pour 1'fVarl de se trouver entre 4- 1 et

— 1 ecarl-unili5, une probability 0,07805 tl'obtenir des ecarts en moins depassanl, en valeur
absolue, I'6cart-unit6, fine prohaliilile 10-s d'oblenir des ecnrls en moins depassanl 3 erarls-
uniles.
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Or, les resultats que nous mentionnerons plus loin montrent que, pour
une probabilitE de ruine de 10-5, c'est la dispersion des rEsistances dans la
zone de 1,5 ä 2 Ecarts-unitEs qui est dEterminante : la proportion des essais

qui y correspond est d'environ 1,5 %. La courbe en traits pointilles n'est
donc pas tout ä fait celle qui convient pour notre objet. Pour dEterminer
celle-ci, il faudrait disposer, pour ces frequences faibles, de resultats en
nombre süffisant pour assurer son tracE. Pour escompter 150 resultats uli-
lisables, c'est 150 : 0,015 10 000 essais qui sont nEcessaires.

Resultats pratiques auxquels conduiront les essais sur la dispersion des resistances

Les essais ä entreprendre pour dEterminer la dispersion des rEsistances
de l'acier doux prennent donc trEs vite une grande importance. Mais ils
sont susceptibles de conduire ä des resultats pratiques du plus grand intEret.
Pour en donner une idEe, nous comparerons trois matEriaux pour lesquels
nous avons rassemblE des renseignements sur la dispersion des rEsistances
ä la rupture.

1° Vieux fers visEs ci-dessus
(fig. 2);

2° Aciers que la S. N. C. F.
a EtE dans Fobligation d'em-
ployer pour sa reconstruction
(fig. 3);

3° Aciers recus normale-
ment par la S. N. C. F. (fig. 3).

En ajustant ces courbes
suivant une loi de Laplace-Gauss
Equivalente dans la zone des
rEsistances faibles, on peut prendre

pour caractEristique (3) :

lOO

BO

SO

iK
kg/

Fig. 3. Dispersion des resultats d'essais
de traction sur aciers receptionnes et non
receptionnes en forge et ajustements poui
les faibles resistances sur une loi de
Laplace-Gauss.

avec un Ecart-unilE de 11.4 kg/mm'

7,7 kg /mm2.

Fer puddle :

rEsistance moyenne 37,4 kg/mm
Acier non receplionne :

rEsistance moyenne 46,2 kg/mnr, avec un Ecart-unilE de

Acier receplionne :

rEsistance moyenne 43,2 kg/mm3, avec un Ecart-unitE de 0,8 kg/mm2.
Bappelons une reprEsentation graphique de la probabililE composEe.

Si un EvEnement dEpend de deux variables alEatoires x et y independantes,
satisfaisant respectivement ä des lois de dispersion :

''•' x' dx et py —4- e~~ h»J y' dy
fa fa

(3) Cos rliiffres corrospondent, non ä l'ajustement des ecarts, mais ä celui des logarithmes des
fScarts, ce qui parait plus satisfaisant puisque inlerviennent toujours des variations relatives. II en
est de meme dans lc reste de la note, mais les chilfres correspondants sonl donnes en kg/mm2, de
maniere ä rendre la lecture plus concrele.
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fVp„

Fig. 4. Representation graphique de la probabilitE
composee d'un evenement dependant de 2 variables
aleatoires suivant la loi de Laplace-Gauss.
A-B : Ellipse unitaire.
A'-B' : Ellipse homothetique.
La probabilitE pour l'evenement x.y de se trouver dans
'a zone hachuree est egale ä la probabilitE d'un ecart
depassant -=-v- 735" dans une loi de Laplace-Gauss.

on peut tracer sur les axes reclangulaires 0.r et Oy (fig- 4), une ellipsc AB.
Iu2x2 -f- h22y2 1 ayant pour demi-axes les Ecarts-unitEs des deux lois de

dispersion. Les ellipses homothEliques centrEes sur Forigine jouissent de
la propriEtE suivante : la probabilitE pour les variables x et y de se trouver
simullanEmenl au delä d'une langenlc est la meme pour loutes les tan-
gentes ä une meine ellipse; cette probabilitE est celle d'un Ecart egal au
rapport d'homothetie.

Or, si Fon prend pour origine le point P0B0 1 dEfini par les valeurs
moyennes P0 et B0 de P et de B) pour variables alEatoires B0 — B et P — P„,
la probabilitE de ruine est justement la probabilitE que le point reprEsen-
tatif de P et de B se trouve au delä de la droite B — P qui coupe les axes
aux points d'affixes B0 — P„.

L'ellipse de la famille ci-dessus tangente ä la
probabilitE de ruine, laquelle est Egale ä la probabil
de Laplace-Gauss, que FEcart dEpasse

OA' OB'

droite B P donne la
IE, dans une rEparlilion

OA OB

Celte propriEtE Etant rappelee, Iracons, pour les trois matEriaux visEs
ci-dessus, les ellipses correspondant ä la probabilitE 10~5 en supposant que,
dans les trois cas, la conlrainte effective P soit EvaluEe avec une meine
precision relalive ("). Les tangentes inclinEes ä 45° donnent les droites au delä
(lesquelles la probabilitE de ruine devient infErieure ä 10~"\

La figure 5 donne le tracE (5). Les points d'inlersection des

avec les axes fournissent les valeurs ^ et, par suite, la valeur

dEpasser.

On obtient :

Fer puddle
Acier non receplionne
Acier receplionne

P„
P„:
Po 18

10
18
21

P

k-,

trois droites

P„ a ne pas

mm
mm2

kg/mm2
Irr

(4) Celle hypothese esl sans doute inexaete; eile u'esl presenISc ici que pour permeltre une
comparaison facile des securites offerles par les Irois materiaux.

(5) Le trac6 correspond, comme il est dil plus haut, aux valeurs des logariihmes, non des
nombres, les chiffres exprimes en kg/mm2 suivent ainsi imc erhelle logarithmique.
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Fig. 5. ProbabilitE de ruine pour des constructions
analogues :

a) En fer puddle,-

b) En acier non receptionne.
c) En acier receptionne en forge.
La tangente ä 45° definit par les points oü eile ren-

contre les axes la valeur -=^ (oü Po est connu) qui
to

donne la probabilitE de ruine IO-5.

3P.

2P-

Val.uri de P
21kg/ IBkg/ lOkg/,

Bien que la rEsistance

moyenne soit ä

peu pres la meme
(44 44,5 kg/mm2)

pour l'acier rEceptionnE
que pour l'acier non
rEceptionnE, le premier
permet d'adopter, avec
la mEme sEcurilE, une
contrainle supErieure
de 3 kg/mm2.

Ces chiffres sont evidemment ä discuter, nolamment du fait qu'on s'est
basE sur les rEsistances-ruptures qui ne sont pas les plus significatives pour
definir la ruine de nos constructions et qu'on n'a pas disposE de resultats
d'essais en nombre süffisant pour permettre de tracer des courbes de
dispersion süres en ce qui concerne les rEsistances anormalement faibles. Ces
chiffres suffisent cependant ä monlrer FintEret de recherches statistiques
plus poussees sur les matEriaux; vu les Economies de poids que permet
l'emploi de taux de travail plus ElevEs et les majorations de prix qui cor-
respondent aux matEriaux de meilleure qualitE, il devient possible de choi-
sir objecliveinent, pour une meme sEcuritE reelle, le matEriau le plus avan-
togeux pour une construction donnee.

II apparait nEanmoins que si l'on emploie un acier rEceptionnE ä faible
dispersion, celle-ci Etant largement moindre que celle ä craindre sur FEva-
lualion de P, le taux-limite est presque exclusivement dEterminE par cette
derniEre dispersion. On n'aurait donc pas besoin d'exiger, pour la reception,
des Ecarts-limiles exagEremenl rEduils.

Nous remarquerons, accessoirement, qu'avec les malEriaux assez diffE-
renls considErEs dans cetle Elude, la zone qui comprend la plus grande part
des risques de ruine et qui correspond au point de contact des langentes,
prEsenlc des divergences sensibles par rapport aux rEsistances moyennes.
On a, en effet :

Rf,
Fer R=-

1,0
et P 1,3 P0 soil K P 15 kg/mm!

Acier non rEceptionnE :

P,
R:

1,1
et P=l,9 P0 soit R P 35 kg'mm'
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Fig. 6. Schema de la machine d'essais :

1. Point fixe. — 2. Anneau dynamometrique. — 3. Style inscripteur. — 4. Tete dite fixe. —
5. Eprouvette ä essayer. - 6. Tete mobile. - 7. Commande de la tete mobile. - 8. Contacts
places d'apres des allongements fixes et provoquant l'inscription des charges correspon-
dantes. — 9. Electro-aimant commandant la tige 10. — 10. Tige commandant le soulevement

du style.

Acier receplionne

1,05
el P 2 Pn soit R 42 ks. mm'

C'est aux abords de ces zones, qui correspondent respectivement ä 2,5,
1,8 et 1,4 Ecarts-unitEs, que la determination des courbes de dispersion rupture

presente le plus d'intEret pour FapprEciation de la sEcurilE.

Essais en vue de reconnaitre la courbe de dispersion des aciers doux

Ces considErations onl conduit la S. N. C. F. et la Chambre syndicale
des Constructeurs mEtalliques de France ä entreprendre des essais
systEmatiques pour reconnaitre la courbe de dispersion de rEsistance de l'acier
doux de construction.

En premiere Etape, on a prEvu une sErie de 10 000 Eprouvettes provenant
d'aciers utilisEs par divers constructeurs pour les constructions qui

nous intEressent. A titre de renseignement sur la dispersion des rEsistances
dans un acier de meme coulEe, une sErie de 500 Eprouvettes a EtE tiree de
la meme lölc. L'essai et la fabrication des Eprouvettes posenl quelques pro-
blEmes qui ont EtE rEsolus. La machine d'essais, en particulier, est une
petite machine de traction munie d'un anneau dynamometre, dont les
dEformations se transmettent ä un style inscripteur. Ce style est mis en
mouvement par un Electro-aimant commande par des contacts Electriques
disposes sur un disque dont la rotation est liee aux dEformations de FEprou-
vette. Le schEma de la machine est donnE dans la fismre 6. L'essai d'une
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Eprouvette ne demande que deux ou trois minules el les rEsullats sont enre-
gistres. Pour permellre de Iracer diverses courbes de dispersion el d'etablir
des corrElations suivanl les divers criteres de ruplure cboisis, on enregistre,
pour chaque Eprouvelle : la limite d'ElaslicitE ä 2/1 000, la conlrainte qui
correspond ä un allongcmenl permanent de 1/100 et de 2/100, la conlrainte
de ruplure. In cerlain nombre de graphiques de traction complels sonl en
oulre relevEs.

Nous donnerons, au cours du CongrEs, les rEsullats obtenus dans ces
essais el les premieres conclusions qui s'en degagent.

Resume

Pour utiliser pratiquement les Eludes sur la sEcurilE faisanl appel ä

des considErations statistiques, il est nEcessaire de connaitre les courbes
de dispersion de rEsistance des metaux, en particulier pour l'acier doux de
conslruction des ponls el charpentes.

On pourrait le faire au moyen dun nombre d'essais modere si les
courbes de dispersion suivaient la loi de Laplace-Gauss. Mais la reflexion
el l'examen des rEsullats d'essais anlErieurs monlrenl qu'il esl loin d'en
etre ainsi. Les valeurs de resistances anormalemenl basses ne sonl pas rares
el olles sonl forlemenl influencEes par le mode de rEceplion. Aussi, ne
peul-on assimiler les courbes ä une mEme courbe de Laplaee-Causs que
dans des limites restreinles. Comme ce sont les valeurs anormalemenl faibles
qui inleivieiinent dans la question de la sEcuritE, il faul obtenir les courbes
de dispersion el'feclives pour ces faibles valeurs, ce qui nEcessile un lies
grand nombre d'essais.

Les depenses auxquelles ils donneren! lieu sonl cependant juslifioes
par les rEsullats praliques qu'on peut en altendre. lin se basanl sur les relevEs

de rEsullats anlErieurs, on peul dejä dEterminer, pour diverses qualitEs
d'acier, les contraintes qui eonduisenl ä la meme sEcuritE; ces taux sont
sensiblement diffErenls suivanl qu'il s'agit de fer ou d'acier, d'acier
rEceptionnE ou non. Les recherches slalisliques sur la ruine des eprouvettes de

metal permollonl ainsi de prEciser 1'intErEl Economique, d'adopler tel ou
lel matEriau el de choisir judicieusemont le crilerc de ruine.

Aussi. a-l-on enlrepris, en France, des essais sur une premiere sErie de
10 000 eprouvettes. On a mis au poinl une machine permeltanl d'essayer
200 Eprouvettes par jour el d'enregislrer, sur im mEme graphique, les con-

2 1

trainles correspondanl ä des allongemenls permanenls de -tt^t -ttttt <

2
— el ä la ruplure.

Les rEsullats de cos essais seront communiques au cours du Congres.

Zusammenfassung

Zur praktischen Beurteilung der auf statistischer Basis beruhenden
Sicherheil isl es notwendig, die Slreuungskurven der Slahlfesligkeiten zu

kennen, im besondern diejenigen des Flusslahles.
Man könnte dies mil einer beschränkten Anzahl von ^ ersuchen er-
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reichen, wenn die Streuungskurven dem Laplare-Gauss'schen Gesetz
gehorchen würde. Sowohl bei näherer Leberlegung wie aus der Sichtung
vorliegender Versuchsergebnisse, zeigt sich jedoch, dass dies bei weitem
nicht der hall isl. Werte von ungewöhnlich kleinen Fesligkeilen sind nicht
seilen und sind slark beeinflussl von der All der amtlichen Abnahme.
Deshalb isl es möglich, die erhaltenen Kurven nur in einem sehr
beschränkten Bereiche einer bestimmten Laplace-Gauss'schen Kurve
gleichzusetzen. Da gerade die ungewöhnlich kleinen Fesligkeilswerle in der
Frage der Sicherheit auftreten, isl es notwendig, Streuungskurven zu
erhallen, welche diesen kleinen Weilen gebührend Kechnung tragen, was
zahlreiche Versuche bedingt.

Die dadurch hervorgerufenen Kosten sind jedoch durch die zu ovw
artenden praktischen Ergebnisse gerechlferligl. Auf der Grundlage von
früheren Versuchen isl es jetzt schon möglich für verschiedene Stahlsorten,
diejenigen Spannungen zu bestimmen, welche zu derselben Sicherheil
führen; diese Spannungswerle sind wesentlich verschieden, je nachdem
es sich um Eisen oder Stahl, amtlich abgenommenen oder nicht abgenommenen

Stahl handelt. Die statistischen Untersuchungen über die Zerstörung
der Metallprobeslücke erlauben daher die Frage von der wirtschaftlichen
Seile aus anzupacken und den entsprechenden Baustoff zu wählen. Auch
ist es möglich ein sachgemässes Kriterium für die Zerslörung zu finden.

In Frankreich wurden deshalb Versuche mit 10 000 Probeslücken
vorgenommen. Es wurde dafür eine Versuchseinrichlung aufgebaut, die im
Stande isl, 200 Probeslücke im Tag zu untersuchen und zugleich die
Spannungen zu registrieren, die dauernden Dehnungen von 2/1 000, 1/100 und
2/100 entsprechen. Die Ergebnisse dieser Versuche werden am Kongress
milgeteill.

Summary

For a practical examinalion of slalically based safely, il is necessary
to know Ihe dispersal curves of Ihe solidily of steel, and of ingol sleel in
particular.

Thal could he done wilh a limited number of lesls if Ihe dispersal
curves oonformed lo Ihe Laplace-Gauss laws. Bul al'ier due reflection and
examinalion of lest resulls available, il appears lhal Ihis is hy no means
Ihe case. Values of exceplionally low solidity arc nol unusual and are much
influenced by Ihe nature of official reception. It is Iherefore only possible
lo co-ordinale the eslablished curves lo a limiled oxlonl wilh a given
Laplace-Gauss curve. \s Ihe iiniisually low solidily values arise preeisely
in Ihe question of safely, il is necessary lo obtain dispersal curves which
Ulke due aecounl of llie.se low values, and Ihis requires many lests.

The resultant evponse is, however, juslified hy Ihe practical resulls
nnlicipaled. On Ihe basis of former lesls il is already possible lo determine,
for various kinds of sleel, Ihose slresses condueive lo Ihe idenlical safely.
These values of slress vary l'undamenlally, according lo whelher il is a

maller of ofl'icialiy reoeplioned or non-reeoplioned iron or sleel. Statistical
research as lo Ihe destruction of melallic lest pieces consequently enables
Ihe question lo be approached from an economic slandpoint and a seleclion
lo be made of Ihe appropriate constructional material. Il is also possible lo
find a relevant crilerion for the deslruclion.
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On lhal aecount, lesls were made in France on 10 000 lest pieces. For
lhal purpose a testing apparatus was erealed which could cope wilh Ihe
examinalion of 200 tesl-pieces a day, whilst recording concurrenlly the
slresses corresponding lo constant duclilily of 2/1 000, 1/100 and 2/100.
The resulls of Ihesc lesls will be placed before Ihe Congress.
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Contiibution ä la determination de la courbe de dispersion
d'essais sur eprouvettes de mortier

Beitrag zur Bestimmung der Streuungskurve
der Versuche an Mörtelprobestücken

A contribution to the determining of the curve of dispersion
on samples of mortar

MARCEL PROT

Ingenieur en Chef des Ponts et Chaussees, Paris

Nous avons montre dans nolre Rapporl introductif sur la securite des
constructions (Ya 1) que la dElerminalion rationnelle d'un coefficient de
sEcuritE exigeail que l'on tienne compte, nolamment, de la dispersion des
rEsullats d'essais des malEriaux el, d'aulre pari, de la dimension des Eprouvettes

sur lesquelles les essais ont Ele faits.
Les recherches ipie nous avons entreprises depuis quelques mois au

Laboratoire des Ponls el ChaussEes el que nous espErons pouvoir terminer
avant le CongrEs de 1948 onl pour objet d'appliquer ces vues IhEoriqucs
au cas d'Eprouvettes de mortier et de bEton soumises ä des essais de
compression.

Le but que nous nous proposons esl d'essayer de determiner la probabililE

de ruplure d'une piece prismatique de grandes dimensions, sous une
contrainle de compression donnEe, d'apres les rEsullats d'un assez grand
nombre d'essais sur des Eprouvettes de plusieurs dimensions.

Le programme de nos recherches comporte nolamment la fabricalion
el l'essai :

1° D'un millier d'Eprouvettes prismatiques de 10 cm" de section et de
90 mm de longueur;

2" De 160 eprouvettes de 50 cm5 de seclion el de 225 mm de longueur;
3° De 80 eprouvettes de 250 mm2 el de 500 mm de longueur;
4° De 80 Eprouvettes de 50 cm" el de 450 mm de longueur, toutes ces

Eprouvettes Elant failes de mortier avec un agrEgal ä deux grains.
Quelques autres sEries d'Eprouvettes de 50 enr el de 250 cm2 seront

failes d'un bEton fin avec un agrEgal ä trois grains.
Nous espErons pouvoir lirer de ces expEriences une indicalion sur la

facon dont varient la valeur moyenne et la dispersion de la resistance ä
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la compression d'un morlier el d'un bEton de ciment, lorsipie la dimension
des eprouvettes varie et pouvoir lirer, de la sorte, par evhapolalion. une
idEe de la valeur moyenne el de la dispersion de la resistance ä la compression

d'une piece de forme analogue mais de dimensions plus grandes.

Resume

Nous avons muntre, dans notre Rapport introductif sur la securite des

constructions, que la determination rationnelle d'un coefficient de sEcurilE
exigeail que l'on lienne compte, nolamment, de la dispersion des rEsullats
d'essais des materiaux el, d'aulre pari, de la dimension des Eprouvettes.

Les recherches que nous nous proposons d'enlreprendre au cours des

proehains mois au Laboratoire des Ponls el Chaussees onl pour objet d'ap-
pliquer ces vues theoriques au cas d eprouvettes de morlier el de belon
soumises ä des essais de compression.

Le bul que nous nous proposons esl d'essayer de determiner la probabililE

de ruplure d'une piece prisinalique de dimensions quelconques, sous
une contrainle de compression donnEe. d'apres les resultats d'un assez
grand nombre d'essais sur des eprouvelles de plusieurs dimensions.

Zusammenfassung

NN ir haben in unserem einführenden lierieht über die. Sicherheil der
Bauwerke gezeigt, dass eine sachgemässe Bestimmung des Sicherheilsgrades
ganz besonders die Streuungskurve der Versuchsergebnisse der Materialprüfung

sowie auch die Dimension der Probestücke berücksichtigen soll.
Die im Laboratoire des Ponls el ChaussEes für die nächsten Monate

vorgesehenen Untersuchungen haben den Zweck, die erwähnten
theoretischen Grundlagen auf Mörtel- und Betonprobeslücken anzuwenden, die
einer Druckbeanspruchung ausgesetzt sind.

Unser Ziel besteht darin, die Wahrscheinlichkeit des Bruchs von
prismatischen Probestücken mit sonst beliebigen Dimensionen zu bestimmen,
die einer Driickheanspnichiing ausgesetzt werden, wobei als Grundlage
die Ergebnisse von Versuchen an Probeslücken mit verschiedenen Dimensionen

dienen.

Summary

\\c have proved in our Inlmduclory Iteport on the Safely nf Structures
lhal a relevant definilion of Ihe factor of safely should lake particular
accounl of the dispersa! curve of Ihe resulls of lesls of Ihe materials and
of Ihe dimensions of Ihe samples.

The lesls in Ihe Laboratory of Ihe Ponls el Chaussees, arranged for Ihe
coniing monlhs, have as Iheir aim lo apply the theoretical rudimenls
mentioned to samples of mortar and concrele.

Our objeet is to determine Ihe probability of ruplure of piismalic
samples of any dimensions. which will be submitted to pressure, based

on Ihe resulls of lesls on samples of varying dimensions.
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La coneeption nouvelle de la securite
appliquee aux ossatures metalliques

Der neue Sicherheitsbegriff in Anwendung
auf den Stahlskelettbau

The new coneeption of safety
as applied in steel framework construction

JEAN DUTHEIL

Dijon

La coneeption nouvelle de la securile esl particulierement fEconde,
dans son application ä la determination des ossatures inElalliques en acier
doux.

Pour cn faire bien comprendre le processus, placons-nous d'abord dans
l'hypolhese d'un tnateriau parfaitemenl elastique jusqu'ä la ruplure. Dans
ce cas la coneeption habituelle est basEe sur la considEration du coefficient
de securile. Si n esl la conlrainte maxima dans l'ouvrage projete, dans le
cas de sollicitation le plus defavorable, el si nK esl la contrainle de rupture
du matEriau, on fait cn sorte que :

n<^- (1)

011 d'une facon plus gEnErale. car la conlrainte maxima n'est pas obliga-
toiremcnl proportionnelle ä la sollicitation, si F est la valeur maxima de
cette sollicitation, FK celle qui produit la rupture fle l'ouvrage, on verifie
quo :

FrF<—5- (2)

Le coefficient de. securile <r etant d'ailleurs une donnEe piireme.nl
empirique.

Cette coneeption esl Evidemment critiquable, ainsi que Fa montrE
M. Marcel Prot dans son Rapport introductif loute Elude saine sur la sEcurilE

doil avoir pour base certaines considErations de probabilitEs. F el FR

apparaissanl en effet comme des variables alEatoires dont le projeteur ne
peut prendre en compte que des valeurs probables. II s'agit de Iaisser sub-
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sisler une probabililE süffisante pour que l'on ait dans Ions les cas Fa > F.
La sEcuritE d'un ouvrage ne peul donc ehe consideree que comme une
probabililE faible de ruine.

M. Robert LEvi a montre que ces considerations condiiisenl, pour une
probabililE donnee, ä une Variation de <r. en fonclion des taux d'Ecart relatif,

laut de la caracterislique phvsiquc <\[i matEriau considErE, que des
erreurs d'apprEcialion des sollicilalions.

Fes conclusions sonl parfaitemenl logiques. On coneoil IrEs bien par
exemple ipi'on |)uisse se rapprocher d'aulanl plus de la valeur moyenne
de la limite de ruplure dun acier donne que la dispersion dans les resultats
d'essais est faible. el inversemenl. De meme. pour un ouvrage dans lequel
les charges permanentes sonl preponderantos on peul se conlenler dun
coefficient de securile plus faible. que pour lel autre ouvrage oü. au con-
Iraire, ce sonl les surcharges climaliipies qui dominenl avec tonte l'incer-
litiifle allacliEe ä leur Evaluation.

II s'agit lä d'un premier stade dans le proecssus des calculs de securile
de la nouvelle coneeption, dont on peul dire qu'il eonsisle surtout en une
dEtermination raisonnee de a. \ ces correclions pres. dans la valeur ä

admetlre pour le coefficient de securile, il esl important de remarquer que
la coneeption habituelle de la sEcurilE. dans l'hypothfese d'un matEriau
parfaitemenl elastique jusqu'ä la ruplure, esl cependant cohErenle. Qu'il
s'agisse en effet d'une harre simplement tendue, simplement flEchic,
soumise ä la flexion composEe, ou flambemenl, ou ä la compression simple,
(lue le. sysleme considere. soil isostatique ou hyperslatique, on applique
dans Ions les cas. et I ou los choses Egales d'ailleurs le meme coefficienl de
sEcurilE par rapport ä la ruplure reelle, ce qui est logique. C'est pour cela
sans doiilc que celte vieille fielion de l'acier parfaitemenl elastique jusqu'ä
la ruplure conslitule encore le fondenienl de la coneeption habituelle de
la sEcurilE.

Mais dEs que Ion considere l'acier doux avec ses carai-lerisliques phy-
siiptes reelles, c'est-a-dire avec sa limite d'elastricite el sa duclilite, la con-
ceplion habituelle devient incohcrenle.

Elle eonsisle cn effet ä considErer un second coefficient de sEcurilE <s'

par rapport ä la limite apparente d'EIaslicilE. De sorte que l'on aboutit ainsi
ä une dualile des conditions de sEcurilE, par le jeu des deux inEgalilEs
suivantes ä vErifier :

F<±JL(l) F<—;-(TI)
fT "j

F etant la valeur de la sollicitation qui produit dans le Systeme
considere une contrainle maxima Egale ä la limite apparente d'EIaslicilE.
Pratiquement c'est la condition ill) qui s'applique ä tous les cas, la condition

(I) s'appliqiianl cependant aux systemes dils inslables (barre
soumise au flambemenl par exemple).

Ce proecssus revienl en somme h ignorer lolalemenl la phase plas-
lique. II en resulte des anoinalies importantes.

En flexion simple, par exemple, il se produit en phase plastique mir
adaptation des tensions qui a pour effet de relarder la dEformation. loul
se passanl comme si la limite apparente d'EIaslicilE subissail un certain
relEvemenl. En appliquanl la condition (II) indiffEremmenl ä une harre
simplement tendue. ou flechie, on aboulil donc ä des degrEs de sEcuritE
diffErenls, sans raison valable. el d'ailleurs variables avec la forme de
seclion de la barre flechie.
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L'anomalie esl encore plus flagrante quand il s'agit d'un sysleme
hyperslatique pour lequel se cumule, avec Fadaptation dans la seclion,
une adaplalion enlre sections cn genEral bien plus imporlante, el qui a

pour cffel de modifier completement le diagramme des moments de Fetal
elastique. En negligeanl celte circonstance on peul aboulir ä des degres de
sEcurilE reels variables du simple au double, sans aucune juslificalion.

Lorsqu'il s'agit de barres droites soumises au flambemenl par
compression axiale, on applique la condition (I) par rapport ä la charge
critique d'Euler dans la zone d'Elancemenl oü celle charge esl valable, puis
une formule empirique de raccordemenl pour aboutir ä la compression
simple correspondant ä im elancenienl nul. On conslate alors (|iie le
coefficient de securite par rapport ä la ruplure reelle varie dans des proportions

importantes avec Felancement, ce qui est difficilemenl admissible.
Sil s'agil enfin d'une barre simullanemenl flEchie et comprimEe on

ne sait plus ä partir de quelle limite, il faul appliquer (I) et (II) el le
raccordemenl entre la flexion simple et le flambemenl est impossible.

La nEcessilE apparatl donc de s'orienler vers une coneeption plus
rationnelle de la sEcuritE, basee sur une connaissance plus precise des pro-
priElEs mEcani(|iies du matEriau, el c'est /<• deuxieme stade du proecssus
des calculs de securite dans la coneeption nouvelle.

Dans ce qui suit nous exposerons les moyens que nous avons dEjä
proposE pour franchir ce deuxieme slade qui est d'ailleurs pratiquement
indEpendanl du premier.

1" Systemes isostatiques

II y a peu de chose ä dire d'une barre soumise h la traction simple.
Dans ce cas en effet, pour l'acier doux employe' en Constructions melal-
liques, les coefficienls a el es' onl des valeurs lelles que les conditions (I)
el (II) de la coneeption habituelle sont sensihlemenl Equivalenles. On

u'applique donc pratiquement (|iie la condition (II).
Mais on ne peul Etendre ce processus au cas d'une barre flechie, car il

s'agil d'un phenomene different du fait de Fadaptation des tensions dans
la seclion (voir notre confErence du 17 juin 1947 ä FInstitut lechnique du
Bätiment et des Travaux publics).

En consequence nous avons cie ainenEs ä dEfinir une limite d'elasticite
cnnvcntionncllc de flexion par fixation d'une limite raisonnable ä Fallon-
gemenl residuel de la fibre ext reine, celle limite Etant choisie de teile facon

que sur le diagramme experimenlal Moment/allongemenl, la dEformation
apparente reste sensihlemenl linEaire jusqu'ä la valeur du momenl
correspondant ä la limite eonvenlionnelle ou momenl critique Mr. En posanl
<|ue Fallongetnenl residuel ne doit pas dEpasser 7,5 % de Fallongemenl
Elastique, ce resultat esl pratiquement atteint dans lous les cas.

Si l'on designe par :

M,. le momenl elastique dEfini par

M,.= -1 n,. (3)

n, limite apparente d'EIaslicilE de traction simple
;?„ contrainle admissible de traction simple

"« MVna -= —r (1)
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la condition ci-dessus permet pour une forme de section donnEe de calculer
le coefficient d'adaplalion dans la section fb defini par :

*=$' ' ^
M etanl le momenl des forces exterieures appliquees dans la section

consideree, l'equation de dimensionnemenl qui dans la coneeption
habituelle s'Ecrivait :

M < ~ n„ (6)

devient dans la nouvelle coneeption :

M<~n„i (7)

ä tilre indicalif nous donnons ci-dessous les valeurs de •]> correspondant
ä diffErentes formes de seclion :

Poutre I. P. N. '^> 1,09, seclion rectangulaire 'b=l,2, circulaire
i l,3, en losange -if 1,42.

C'est donc la liinilc d'elasticite convenlionnelle de flexion, ou lension
critique /ir=n,.i, qui dEterminera la Situation dangereuse cn flexion
simple. Situation comparable ä celle d'une barre tendue alleignanl sa limile
d'ecoulement.

11 convient de remarquer <pie la Situation dangereuse ainsi dEfinie
garanlit ä la fois contre la rupture el contre une deformalion exageree, (|iii
est en general le crilerium de la mise hors service. Ce resultat ne serail
pas atteint si l'on definissnit la Situation dangereuse cn partant du momenl
resislanl limile correspondant ä la plaslification complete de la seclion,
car la mise hors service se produit en general bien avant quo ce momenl
limile ne soil alleint. Quant ä la notion de rupture d'une poutre flechie en
acier doux, eile n'a pas de sens.

Si la barre est soumise simultanement a un momenl de flexion el t)

une compression axiale le probleme est plus coniplexe. Nous sommes par-
x en us ä dEmonlrer quo dans ce cas la lension critique est donnE par :

nc (ne— n)'b-\-n (8i

n Etanl le taux de compression axiale (voir notre confErenee dejä citee).
II est ä peine besoin de souligner Fimporlance de ce resultat. II permet

en effet une Solution rnlionnelle du probleme delicat el pourtant frE-
quenl des barres simultanEmenl flEehies el comprimEes, car Vapplication
des formules classiques d'elasticite esl valable jusqu'ä la Situation dangereuse

definie par nc.
Les effels de la ductililE de l'acier sonl donc pris en compte lout en

n'ulilisanl que des formules classiques ä Femploi (lesquelles les bureaux
d'Etudes sont rompus.

On voit d'ailleurs que le raccordemenl avec la flexion simple, esl rea-
lisE, car si dans (8) on fail n=0 on retrouve nr n,.'i.

Mais il faul aussi considErer Faulre cas limile, celui pour lequel le
moment Iransversal Elanl nul, la barre se trouve soumise ä une seule
compression axiale, el c'est le probleme du flambemenl.

II n'est pas conteslahle que co probleme du flambemenl esl en realite
un probleme de flexion composie. L'expErience montre en effet que des le
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clEbul de I'application de la charge axiale, une harre meine bien dressEe
prend une cerlaine i'IEche, t\[ie aux iinperfeclions inevitables (del'aul de
dressage, de cent rage. inhomogEnEilE du metal, etc.).

En vue de FinlerprElation de ces iinperfeclions inevitables nous avons
EIE amenes ä raisonnor sur un ElEmenl slylisE, prEsenlanl une forme el une
structure parfaites, mais comportant une cerlaine l'IEehe initiale /0 (voir
notre confErence du 18 mars 1947 ä FInsliliil technique du Bälimenl el des
Travaux publics). Nous avons montre quo lout se passe comme si la ligne
moyenne deformEe correspondant ä celle fleche initiale Etait une sinusoi'dc,
ce qui nous a anicne ä Fexpression suivante de la fleche initiale :

l'
h - * - (0)

/ longueur do la barre enlre articulations,
v demi-hauteur de la seclion,
y. coefficient revelanl un caractere statistique moyen.

Les essais sur Eprouvelles bien dressEes conduisonl ä prendre : y.= 10".
.Mais les barres d'acier doux mises cn ceuvre en constructions metalliques

prEsenlanl en outre diffErentes döfecluosilEs reelles, ou erreurs de

fabrication, dans l'evpression de /„, nous avons donc subsliluE ä a. un
coefficient [i ^> a. ol caracterisanl los erreurs de fabricalion probables.

/,= ß-£ (10)

Ce coefficient 3 etanl supposE connu, le probleme du flambemenl esl
ramenE ä celui dEjä resolu des barres simultanEmenl flechies et comprimEes.
II esl facile de calculer la contrainle axiale n, qui mellra la barre en silua-
lion dangereuse c'est-ä-dire qui fera apparailre au bord de la seclion mEdiane
la tension critique nc expriniEo par (8).

Fn choisissanl ß de tolle facon que dans les conditions normales de
mise en ceuvre, la probabilitE de dEpassemenl reel do la lension critique au
bord de la seclion mEdiane, pour une conlrainte axiale Egale ä n3 soil pour
tous les Elancemenls suffisammenl faibles, la contrainle ns jouera un role
analogue ä celui de la limite d'ecoulement d'une barre en traction ou
compression simple. Les EIEments d'incertitude propre au .flambemenl ayant
EIE ainsi EliminEs, la conlrainte axiale admissible sera :

T

Nous avons EIE ainsi amenes ä prendre pour l'acier doux ordinaire :

3 4,8 X 10" •

On peul remarquer (|iie logiquemenl l'erreur de fabricalion probable
caractErisEe par 3 esl indEpendanle de la sollicitation, il faul donc prendre
en compte cetle erreur de fabricalion dans tous les cas de sollicilalion et

nolamment dans celui de la harre simultanEmenl flechie el comprimEe.
II en resulte un raccordemenl complet du probleme general de la flexion
composee, avec ses deux cas limites, la flexion simple dune part, le flam-
bement d'aulre part. Enfin le coefficient de securite minimum probable au
flambemenl devient independant de l'elancemenl.
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2" Systemes hyperstatiques

On sail <pie dans un sysleme hyperslatique en acier doux compose de

poulres l'IEchies. le diagramme des moments ä l'etal elastique peul se
trouver profondEment modifiE en phase Elaslo-plaslique. Feite modifica-
lion esl d'ailleurs favorable, les sections les plus faliguEes se Irouvanl
dEchargEes par celles qui le sonl moins. C'est le phenomene d'adaptation
entre sections qui se cumule avec le phenomene d'adaptation dans In seclion.
II en resulte que memo apres depassemenl local de la limile d'Ecoulcmcnl
cn im ou plusieurs poinls lo sysleme peul resler encore lout ä fait apte ä

jouer le role qui lui esl dEvolu.
Encore moins ipie dans les syslemes isostaliques, la condition (II) de

la coneeption habituelle ne peut etre considErEe comme im erilere reel de
la securile.

La methode par adaptalion controlee, que nous avons exposoe dans
notre confErence du 17 juin 1947, permet une dEtermination plus rationnelle

des syslEmos hyperstaliques.
Elle eonsisle essentiellemenl h definir une Situation dangereuse garan-

lissanl ä la fois contre la ruplure et contre les grandes dEformations, silua-
lion analogue ä celle que nous avons definie pour les systemes isoslatiques.
et par rapporl ä laquelle on applique le meine coefficient de sEcuritE er'.

Pratiquement on calcule pour chaque ElEmenl du sysleme un momenl
d'adaptation contröle M„, inferieur au momenl maximum ä l'elat
Elastique M,„. Le coefficient d'adaptation enlre sections esl dEfini par :

I Equation de dimensionnemenl qui dans la coneeption habituelle Etail la

memo que pour les systemes isostaliques

M < 4" n„

devient dans la coneeption nouvelle :

M<-lu„C4 (12)

C pouvanl varier tliEoriquemenl de 1 ä 2 suivanl los syslemes el les
sollicilalions. Pratiquement celle Variation est limileo de 1 ä 1,4 environ, on
voil qu'il peul neanmoins en rEsuller une Economie considerable.

D'ailleurs. gräce ä notre coneeption du moment critique Mc et ä
diffErentes hypotheses simplificatrices, on n'emploie pour le calcul du. momenl
d'adaptation que des formules classiques d'elasticile.

3" Conclusions

De notre e.xposE on peut dEgager le caractere de coherence de. la
nouvelle coneeption appliquee ä In construction mitallique.

Qu'il s'agisse en effet de systemes ou d'ElEmenls de syslemes isoslatiques
ou hyperstatiques, soumis ä la traction ou compression simple, ä la flexion
simple ou composee, ou au flambemenl, nous avons dans tous les cas
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dEfini une Situation dangereuse garantissant contre la mise hors service.
Si F„ esl la charge correspondant ä celle Situation dangereuse ou charge
critique, el F la charge d'exploilalion, il n'y a dans Ions les cas qu'une
condition de securile ä verifier :

es' Etanl lo coefficient de sEcurilE admis toutes choses Egales par rapporl ä

la limile d'Ecoulemenl d'une barre simplement tendue. La valeur de er' se

dEtermine d'ailleurs d'une facon raisonnöe, par certaines considerations
de probabilitEs.

Cello nouvelle coneeption aboulit ainsi ä une Economic substantielle.
En France eile est dEjä enlree parliellement dans les applications, puisque
les nouvelles Regles d'utilisalion de l'Acier (Regles Acier, 1946) admettent
une cerlaine majoralion du module de seclion pour lenir compte de Fadaptation

dans la seclion, prEconisanl Femploi de la mEthode de calcul au
flambemenl que nous avons exposee, cl la methode par adaptalion contrölee
pour le calcul des poulres hyperstatiques dans un certain domaine de validitE.

II roste cependant ä gEnEraliser I'application de la nouvelle coneeption
dans son deuxieme slade el ä mellre au point son premier Stade, lache ä

laquelle s'emploienl des ingenieurs et lechniciens les plus qualifiEs.
Nul doute qu'il en resulte fies rEsullats heureux pour l'industrie de

la Conslruction metallique, qui sc trouvera ainsi liberee tie la pEnalisalion
que I ancienne coneeption faisait peser sur eile.

Resume

II resulte du rapporl de M. Robert LEvi que le processus des calculs de
sEcuritE se reduit, dans la nouxrelle coneeplion, ä deux slades d'ailleurs
pratiquement indEpendants.

(i) DEtermination de la contrainle admissible, dans le cas d'une cons-
fruclion parfaitemenl isostatique. Celle conlrainte devant correspondre ä

une probabililE de ruine, suffisammenl faible, compte tenu de la dispersion
des contraintes effeclives el des caraclEristiques physiques du matEriau.

6) DEfinilion de la conlrainte fielive, qui EgalEe ä la conlrainte admissible,

assure ä une construction quelconque donnEe, la meme probabilitE
de ruine que celle meme conlrainte dans une construction parfaitemenl
isostatique.

Celle conclusion esl entierement valable pour la dEtermination des

ossatures mElalliqiios en acier doux.
Si en effet, ce matEriau Etait parfaitemenl Elastique jusqu'ä la ruplure,

le processus des calculs de sEcurilE se rEduirai! au premier stade, car il
n'y aurait pas lieu de faire une dislinction entre les syslemes parfaitement
isoslatiques el les syslemes hyperstatiques.

Nous avons monlrE d'ailleurs quo ce n'est que dans celle hypothese
de l'acier parfaitemenl Elastique jusqu'ä la ruplure quo la coneeplion
habituelle de la sEcurilE peul etre considErEe comme eohErenle, encore
qu'elle ne soil ni tres precise, ni lies rationnelle, et comporte malgre loul
un certain nombre d'inexactiludes mises en Evidence par le Rapport
introductif de M. Prot.
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Mais dans le reel l'acier doux est duclile. Sauf cas exeeplionnels un

sysleme donnE no peul aboulir de Fötal Elasli(|iie ä la ruine qu'en passant
par la phase plaslitjue.

II rEsulte des phEnomenes d'adaptation qui se produisent une
nouvelle repartilion des tensions et des momenls. en genEral plus favorable ä

la stabilite que si Fetal elaslique se prolongeail jusqu'ä la rupture (le
Systeme byperstalique.) mais ipielipiefois aussi plus defavorable (flambemenl).

Si donc on ne considere les syslemes qu'ä FElal Elaslique en leur appli-
(pianl le critere habiliiel de stabilite, on aboutit, sans raison valable ä des

probabililEs de ruine reelles, IrEs diffErentes suivanl les syslemes.
Par la prise en comple syslEmatique de la ductilitE de l'acier, on peul

remEdier ä celle anomalie, c'est Fobjel du deuxieme Stade de calculs de
sEcuritE, dans la coneeption nouvelle appliquEe aux ossalurcs mElalliques
on acier doux.

Dans le prEsenl rapport, ce deuxieme slade fait l'objet prineipal de

nos prEoccupalions.
Nous supposons le premier slade dejä franchi, c'est-ä-dire la conlrainte

admissible ä la traction dEterminEe, pour l'acier doux ordinaire employE
en constructions metalliques, suivanl les differents cas de sollicitation ren-
conlrEs en pratique, el les diffErents lypes d'ouvrage.

Nous exposons succinelemenl les moyens que nous proposons pour
franchir le second. c'est-ä-dire obtenir toutes choses Egales d'ailleurs des

probabililEs de ruine comparables pour tous les syslemes isostaliques ou
hyperstatiques, el qu'il s'agisse de traction, de compression simple, de
flexion simple el composee ou de flambemenl.

Zusammenfassung

A.US dem Berichl von Herrn Robert Levi folgt, dass sich der Vorgang
für die Berechnung des Sicherheilsgrades nach der neuen Auffassung aus
2 Stufen, die praktisch unabhängig sind, beschränkt.

a) Bestimmung der zulässigen Spannung im Falle einer statisch
bestimmten Konstruktion, Diese Spannung muss der Zerslörungswahrschein-
IichkeiI entsprochen, wobei letzlere genügend klein isl; berücksichtigt
wird die Streuung der wirklich auftretenden Spannungen und der
physikalischen Charakteristiken des Baustoffes.

b) Definition der fiktiven Spannung, welche, der zulässigen Spannung
gleiehgesclzl, einer beliebig gegebenen Konstruktion dieselbe Zerslörungs-
wahrscheinlichkeil sichert, wie die gleiche Spannung in einem statisch
bestimmten System.

Die vorliegende Arbeit behandelt in erster Linie die unter b)
charakterisierte 2. Stufe. Die Ergebnisse beziehen sich auf jede Art Spannung,
sowohl für einfache Zug- und Druckkraft wie auch für einfache und
zusammengesetzt Biegung, wobei das Knicken ebenfalls behandelt wird.

Summary

From Ihe reporl by M. Robert Levi il is seen lhat Ihe processus foi
Ihe calculation of the factor of safely is, according lo Ihe new coneeption,
reslricled lo 2 slages which arc practically independenl.
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a) Determining of admissible slress in Ihe case of a slalieally planned
structure. This slress must correspond lo Ihe overthrow-probabilily where
Ihe laller is sufficienlly small. «\ccounl is taken of dispersal of stresses
aetually occurring and of Ihe physical characlerislics of Ihe constructional
material.

b) Definition of ficlive slress which, when equal lo Ihe permissible
slress, ensures for any given structure the same probability of overthrow,
like Ihe same slress in a slalieally planned system.

The present reporl deals above all wilh Ihe slage characlerised under
b). The resulls refer lo any kind of slress, bolh for ordinary tensile and

pressure force as well as simple and eombined bonding in which buckling
is also deall wilh.
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Coneeption de la securite

Begriff dei Sicherheit

The coneeption of safety

A. J. MOE
Ingenieur, Kopenhagen

Kurze historische Uebersicht

Die ersten Ueberlegungen sind sicher darauf hinausgegangen, das
Verhältnis zwischen dem, was eine Konstruktion tragen kann, und dem was
sie tragen soll, zu schätzen. Das Eigengewicht der Konstruktion hat in
diesem Zusammenhang kaum interessiert. Man hat nur an den reellen
Sicherheitsgrad der Konstruktion gedacht. Durch Versuche verschaffte man
sich einen Begriff von diesem Sicherheilsgrad. Die Dimensionen wurden
solange verändert, bis man die notwendigen Abmessungen kannte.

Dies wrar die Methode dos Handwerks zur Festlegung des Sicherheilsgrades.

Schon beim ersten Versuch, einfache Zugstäbe u.a. zu berechnen,
brauchte man einen neuen abstrakten Begriff : den formellen Sicherheilsgrad.

Dieser isl wahrscheinlich von Anfang an in Form von « zulässigen
Spannungen » eingeführt worden. Diese Form, welche bei einfachem Zug
oder Druck und bei einfacher Biegung von Balken mit massivem
Querschnitt einigermassen rationell ist, hat nach und nach eine weit grössere
Anwendung gefunden als sie zu haben berechtigt ist.

Als Euler 1757 zeigte, dass Stützen nur für eine Bruchlast berechnet
werden können, hätte sieh eine Gelegenheil zur radikalen Aenderung der
Definition des Sicherheitsgrades geboten. Die Fulerformel enthält ja nicht
die Bruchfestigkeil des Materials.

Aber noch nach Mille des Neunzehnten Jahrhunderts wurde der
formelle Sicherheilsgrad als eine zulässige Spannung ohne Rücksicht auf die
Arl des Einflusses (Zug, Druck und Biegung) festgesetzt.

1856 wurde von Gerber ein ganz neues Prinzip eingeführt, indem er
eine Kisenbahnbrücke über den Main für die Belastung g -f- 3 p berechnete,

wobei g die ruhende und p die bewegliche Last darstellte. Gleichzeitig
rechnete er mil einer formellen « Bruchspannung » von 16(10 kg/cm2 d.h.
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mit der Proporzionalitälsgrenze des Scbweisseisens. Somit wurde der
Sicherheitsgrad mittels Sicherheitskoeffizienten anstatt zulässigen
Spannungen bestimmt.

In Amerika schlugen Griffin und Clarke 1876 das gleiche Verfahren
vor und in Deutschland brachten Iläselcr und Flierl später von neuem
solche Vorschläge zur Sprache.

In Dänemark hat der Verfasser 1927 '') und 19-'17 (/'> ein entsprechendes

Prinzip für Fisenhelonkonstruktionen vorgeschlagen.
In Belgien hat Coppee 19<lö r'j und in Amerika A. J. Boase (,'') 1942

ähnliche Vorschläge vorgebracht.
1930 wurde das Prinzip in modifizierler Form in den dänischen Aor-

men für Eisenbetonkonslruktionen aufgenommen.
Fairbairns und Wühlers Versuche in den Jahren 1859-71) bewirkten,

dass tlie zulässigen Spannungen von den Spannutigswechscln abhängig
gemacht wurden.

Der Zusammensturz einiger Eisenbahnbrücken in der Nähe von London

im Jahre 1849 führte zur Erkenntnis der Bedeutung der dynamischen
Wirkungen. Der ersle Vorschlag bezüglich Stosskoei'fizienlen wurde 1887
von C. C. Schneider vorgebracht.

Im Laufe der Zeit bat man viele andere Fülle entdeckt, wo die zulässigen

Spannungen unzureichend waren. Allgemein bekannt ist die Forderung
nach 14-facher Sicherheit gegen Kippen von Stützmauern und die
Bedingung, dass Verankerungen des Gerberträgers, Einbau von Gegendiagonalen

u.a. für eine 50-prozentige Erhöhung der beweglichen Last allein
bestimmt werden sollen. V\ o keine Proportionalität zwischen Belastungen
und Spannungen herrscht, bat man somil Sonderbestimmungen, die den
zulässigen Spannungen beigeordnet sind, eingeführt.

Schon Engesser behauptete, dass die sekundären Spannungen infolge
der steifen Knolenpunktsverbindungen bei Fachwerkkonstruklionen für
den Bruch ohne Bedeutung seien. Dadurch wurde die Zähigkeit des Eisens
als ein Glied in den Sicherheilsgrad eingeführt. Man hatte die Berechnung
der Spannungen nach der reinen Flaslizilälslheoric aufgegeben.

Dieses Prinzip isl späler weiter ausgebaut worden. Die dänischen
Normen von 1908 gestatteten bei Eisenbetonkonslruktionen bereits die
Bemessung kontinuierlicher Balken für kleinere, als die sich nach der Ela-
stizitälstheorie ergebende Momente über den Stützen.

1914 stellte G. v. Kazinczy (,") folgendes Prinzip für kontinuierliche
Balken aus Stahl fest : « Bei einem n mal statisch unbestimmten Slahl-
Balken isl die Tragfähigkeitsgrenzc erst erreicht, wenn die Fliessgrenze
im n -f- 1-len Querschnitt überschritten wird. »

1920 schlug N. C. hisl (6) ein ähnliches Prinzip für Fachwerkkonstruklionen

vor.
1920 zeigte M. Grüning ('), dass man bei statisch unbestimmten

Fachwerkkonstruklionen aus Stahl, die wechselnden Lasion unterworfen
sind, die Spannungen in den überzähligen Släben gleich der Proporliona-

(') Ingeniören, 1927. S. 15 IT.

(2) Bygningsslaliskc Meddelrlser. Jahrgang 1\. S. 25 ff. Sicho mich Intern. Ver.
Brückenbau u. Hochbau, 2. Kongress. Schlussbericht, S. 178.

(3) Ass. Intern, des Ponts el Charpentes. Memoires 19-15.
(¦') Eng. News, Ref. May 1942.
(5) Beionzemle, 1914 und Her. d. II. inlern. Tag. f. Brücken- u. Hochbau, Wien, 1929 S. 253.
(G) Der Eisenbau. XI. Nr. 2:1, 1920.
(7) Die Tragfestigkeit statisch unbestimmter Tragwrrkr aus Stahl bei beliebig häufig

wiederholter Belastung. Berlin, 1926.
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lilälsgrenze setzen kann, indem man die Konstruktion für Bruchbelastung
berechnet.

Grüning hat auch darauf aufmerksam gemacht, dass die Sicherheil
gegen Bruch nur für eine ganze Konstruktion bestimmt werden kann, aber
nicht für jedes einzelne Glied.

Eine mehr allgemeine Behandlung der Bedeutung der Zähigkeit für
den Sicherheitsgrad ist vom Verfasser 1941 (*j vorgelegt worden.

Max Mayer (") schlug 1926 vor, stalischc Konstruktionen für Grenz-
kräfle zu berechnen. Damit wird wohl zum ersten Male darauf aufmerksam
gemacht, dass die Frage des Sicherheitsgrades eine Frage der Wahrscheinlichkeit

des Zusammentreffens von verschiedenen Fehlern (oder
Abweichungen von den Ausnahmen) ist.

In den letzten Jahren haben besondere Konstruktionen neue Fragen,
den Sicherheitsgrad betreffend, aufgeworfen. Dies gilt z.B. für Konstruktionen

mit Vorspannung, wie VIelankonstruklionen (,0), Stahlsaitenbeton

("), verstärkte Konstruklionen, u.a. (/") sowie Konstruktionen, die
mit freier Auskragung montiert werden und andere veränderliche
Konstruklionen (1S).

Diese neueren Konstruktionsformen können auf rationelle Weise nur
für eine Bruchbelastung, oder für eine formelle Bruchbelastung berechnet
werden.

Die historische Uebersicht hat gezeigt, dass die ursprüngliche — für
primitive Konstruktionen gewählte — Form von « zulässigen Spannungen

» überlebt isl oder auf jeden Fall so viel an Bedeutung verloren hat,
dass andere Ansalze nötig wurden.

Die jetzige Form des Sicherheitsgrades

Die heulige Form des formellen Sicherheilsgrades isl wohl nicht in
allen Ländern dieselbe. Er isl aber doch im grossen und ganzen überall
auf folgende Weise feslgeselzt :

a) Durch zulässige Spannungen.
b) Durch eine Reihe mehr oder weniger zufälliger Sonderbedingun-

gen.
c) Durch eine Reibe von Bestimmungen über die Ausführungsart.

Berechniingsvoraussetzungen, Kontroll- und Malerialangaben, die meistens
in Normen und ähnlichen Vorschriften festgelegt sind.

In der Regel werden die zulässigen Spannungen mit mehreren Weilen
nach der Wahrscheinlichkeit der Belastungskombinalion festgesetzt (höhere
zulässige Spannungen, wenn Winddruck Temporaluränderungen u.a. mil-

(8) Forenklei Beregning af slatisk uheslcmlc Konstruktioner (Bygningsslaliskc Meddclclsrr
XII, Ilffl 5).

(9) Die Sicherheil der Bauwerke und ihre Berechnung nach Crenzkrüflen statt nach zulässigen
Spannungen, Merlin, 192C.

(">) Siehe A. .1. Mof, Om Jcrnbelonnormeme af 1930 (IngeniBrcn, 1930. S. 288); Om Sikker-
hedsgraden (Bygningsslaliskc Meddelelser, X. S. 280 ff.); Om Beregning af Melankonstrnkliimer
iMcddelelscr, XI, 1940, 8. 33 ff.).

(") F.. Hoyeiv, Der Stahlsaitenbeton, Berlin, 1939.
Ulf Bjuggben, Ilälljaslheysrgrnskaper hos Slrdngbelong (Rrtong, 1940, II. 4).
(12) F.. FnFvssivpT, Progres pratique des methodes de traitement mecanique des In'lans (II.

Kongress Inlern. Ver. f. Br. u. Hochbau, Vorbericht, Berlin, 1936, 8. 204 ff.)
A. Kf.KTNT.OGKt., Vorspannungen im Eisenbetonbau, Berlin, 1940.
(ia) Siehe z. Beisp. O. F. Xm:isfn, Forandcrligere Syslemer, Kohciilmvn, 1930.
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gerechnet werden 1. Oft isl zudem noch die Qualiläl des Materials
massgebend.

Die Berechnung von Säulen wird sozusagen überall für eine
Bruchbelastung verlangt, die durch den u-fachen Werl der ruhenden -j- jj.-fachen

Wort der V ei kchrslasl definiert isl. wobei ;j. isl.
Im grossen und ganzen isl der Sicberheilsgrad überall durch das Ver-

hällnis zum Bruch festgesetzt, und nur wenige und unverbindliche
Bestimmungen berücksichtigen den Verschleiss, Risse, den Witlerungsein-
fluss u. dergl.

Viele Festlegungen, die in den Lehr- und Handbüchern der verschiedenen

Länder zu finden sind, führen zu Xäherungsbercchniingcn. So wird
dort. z.B. von der Bestimmung der sekundären Spannungen abgesehen.

Ziel und Zweck des Sicherheitsgrades

Leber das Ziel des formellen Sicherheilsgrade bei statischen Konstruktionen

herrscht absolut keine Einigkeit, doch isl man sich darüber im
klaren, dass eine passende Sicherheit gegen Bruch erreicht werden muss.

Die Frage der Sicherheit gegen Risse, die zu grossen Deformationen
und grossen Unlerhaltskoslen führen, bat in den letzlen Jahren eine bedeutende

Rolle in der Diskussion über den Sicberheilsgrad gespielt. So
einfach es isl, hierüber zahlreiche Delailbestimmungen aufzuslellcn, umso
grössere Schwierigkeiten zeigen sich, wenn man allgemein güllige Regeln
festzulegen versucht.

Im Folgenden wird die Aufgabe auf statische Konstruktionen
beschränkt. Wesentliche dynamische Einflüsse können nie auf rationelle
Weise durch statische Berechnungen ermittelt weiden.

Unter statischen Konstruktionen werden deshalb Tragkonstruklionen
verstanden, die nur von dynamischen \\ irkungen von sekundärer Bedeutung

bceinflnssl werden. Diese dynamischen Wirkungen sollen in guter
Annäherung durch statische Belastungen ersetzt werden können.

Mil Bruch bezeichnet man hier entweder das Zusammenstürzen einet
Konstruktion oder das Auftreten einer bleibenden Formänderung von
höherer Grösseuordnung als die elastische.

Diese Definition könnte als eine generelle Bestimmung für Sicherheit
gegen zu grosse, bleibende Formänderungen (Druckbiegungen) aufgefassl
worden, was aber nicht zutrifft.

Die Berechnung der Formänderungen einer Konstruktion geschieht
unter andern Voraussetzungen als die Fesligkeitsberechnungen. Bei
Formänderungsberechnungen kann man die sekundären Spannungen oder die
Zugfesligkeil des Betons bei Eisenkonstruktionen u. dgl. nicht vernachlässigen.

Solche Berechnungen werden also weitläufiger als Fesligkeilsbeslim-
mungen und können in der Praxis nur ausnahmsweise durchgeführt werden.

Die Sicherheil gegen bleibende Formänderungen von höherer Grösson-
ordnung als die elastischen kann dagegen mittels Fesligkeitsberechnungen
allein erfassl werden, unter der Bedingung, dass die Spannungen im
statisch bestimmten Grundsyslcm gewisse Grenzen nicht überschreiten.

Die Sicherheit gegen zu grosse Unlerhaltskoslen (oder gegen den
Einfluss der Zeit und der Witterung) kann auch nicht mittels normalen Festig-
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keitsberechnungen bestimmt werden. Drei Brücken derselben Eisenbahn-
slrecke können z.B. aus Holz, Eisen oder Eisenbelon hergestellt sein und
die vorschriflsmässige Sicherheil gegen Bruch besitzen, dabei aber eine
sehr unterschiedliche Lebensdauer aufweisen. Dies kann auch bei drei
verschiedenen Konstruktionen aus demselben Material der Fall sein.

Die Sicherheilen gegen Bruch, gegen zu grosse Deformationen, gegen
Risse, gegen zu grosse Unlerhaltskosten u.s.w. charakterisiert man als
ungleichnamige Grössen.

Die Sicherheiten gegen Risse, zu grosso Formänderungen, u.s.w. können

nicht durch allgemeine Regeln festgelegt werden. Sie werden prak-
liseh immer von der persönlichen Einsicht und Tüchtigkeit des
Konstrukteurs abhängen.

Der Zweck des Sicherheitsgrades gegen Bruch bei statischen
Konstruktionen soll — kurz ausgedrückt — der sein, so rationell wie möglich
alle nicht genau erfassbaren Einflüsse zu berücksichtigen.

Bei grossen und kostspieligen Anlagen kann man es sich leisten,
genauere Voraussetzungen aufzustellen, die komplizierte Berechnungen mil
sich führen und zudem noch eingehender kontrollieren und sorgfältiger
ausführen als bei kleineren Konstruktionen. Es muss ein angemessenes
Verhältnis zwischen den Projektierungskosien und der Bedeutung des

Baues bestehen. Der Sicherheitsgrad enthält deshalb auch ein praktisch-
wirtschaftliches Momenl. In der Praxis werden deshalb oft zwei oder
mehrere formelle Sicherheilsgrade (zulässige Spannungen) für zwei oder
mehrere Konstruktions/r/r/ssen aufgestellt.

Der Sicherheilsgrad soll nichl alle irgendwie möglichen Ungenauig-
keiten und Mängel docken, sondern nur ihre wahrscheinlichen
Kombinationen.

Der Zweck des formellen Sicherheifsgrades gegen Bruch bei statischen
Konstruktionen isl deshalb der folgende : so rationell wie möglich, aber

gleichzeitig auf praktisch-wirtschaftliche. Weise, die Unsicherheiten und
Mängel zu. decken, die mil einer gewissen Wahrscheinlichkeit gleichzeitig
auftreten können, sonne dem Bauwerk eine angemessene reelle Sicherheil
gegen Bruch zu geben (Sicherheil gegen TJeberbolastung).

Mittel zur Festlegung des Sicherheitsgrades

Der Sicherheilsgrad isl abhängig von formellen Zahlenkoeffizienten
(Sicherheitsfaktoren), von der Genauigkeit, mit der sich die errechneten
den in der Konslruklion wirklich auftretenden Spannungen nähern und
vom Grad der Uebereinstimmung der Ausführungen und verwendeten
Materialien mit den Plänen und vorausgesetzten Materialeigensehaflen.

Dazu kommt noch die Genauigkeit der Schätzung, die man über die
Wahrscheinlichkeit der angenommenen Belaslungskombinationen und
über das Zusammentreffen verschiedener Ungenauigkeilen und Mängel
macht.

Der formelle Sicberheilsgrad kann mit Hilfe dreier Mittel festgelegt
worden :

Beschreibung und Bedingungen über die Ausführung des Baues und
deren Kontrolle.

Normen und Regeln für die Berechnung der Konstruktion.
Formelle Zahlenkocffizienlen.
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Diese drei Millel sind von einander abhängig und müssen in der
genannten Reihenfolge festgelegt werden.

Dazu kommen die Erfahrungen, die in den Lein- und Handbüchern
feslgelegl sind, sowie die l nlerweisung der Techniker, die die
Projektierung und Ausführung leilcn «ollen.

Die Bedingungen über die Ausführung der Konstruktion, die Herstellung

der Materialien und die Kontrolle darüber, müssen eindeutig
formuliert sein, als allgemeine Bestimmungen, die sich für Kontraklverhält-
nissc eignen. In der Praxis müssen sie wenigstens zwei Klassen, und zwar
für bedeutende, bzw. weniger bedeutende Bauwerke, enthalten.

Es können nur Normen für Berechnungen aufgestellt werden, wenn
Bedingungen über die Ausführung vorliegen. Sie müssen eine Entscheidung
über den Umfang der im beireffenden Lande anerkannten angenäherten
Berechnungsvorausselzungen, sowie die Grundprinzipien für die statischen
Berechnungen von Bauten und Bauteilen aus den entsprechenden
Materialien enthalten. Schliesslich müssen Regeln über die äusseren Kräfte
feslgelegl werden.

Es isl zweckmässig. Normen für zwei oder mehr Klassen, d.h. für
Bauwerke, die mehr oder wenisrer genaue Berechnungen erfordern,
aufzusieden. Die Belaslungsvorschriflen können verschieden wahrscheinliche
Belaslungskombinationcn umfassen. z.B. häufig vorkommende, seltene und
ungewöhnliche Fälle.

Die Zahlenkoeffizienten können für verschieden gulc Ausführung,
mehr oder weniger genaue Berechnung, sowie verschieden wahrscheinliche
Bolasluns'skombinalion variiert werden.

Schliesslich kann man auf die Vit der Belastung Rücksieht nehmen,
weil z.B. die von Temperaturänderungen, Schwinden und verschiedenen
Arten von Vorspannung herrührenden zusätzlichen Spannungen im all-
nremeinon weniger gefährlich sind als die Grundspannungen infolge äusserer
Belastungen.

Die Grundlagen statischer Berechnungen sind die äusseren Kräfte und
die Bruchspannung des Materials.

Die Zahlenkoeffizienlen können deshalb entweder als Koeffizienten
(weniger als 11 der Bruchspannungen (zulässige Spannungen) oder als
Koeffizienten (grösser al« 11 der äusseren Kräfte (formelle Bruchbelastungen)

oder auch als Kombination beider e-exxrählt werden.
Der allgemein süllige Vusdruck für die Zahlenkoeffizienlen des Sichor-

hoitscrades ist somit :

-j- 7Vl- -j- Ta,./ < V-,)-7|

wobei ?,,„ ¦ g d'w von der Belastung \xB ¦ g herrührende Spannung u.s.w.
bodoulel. // bezeichnet die ruhende, p die bewegliche Last, v den
Winddruck, / die TemperaluMinderungen u.s.w. Den Sicliorheilskoefl'izionlcn \j.„,
\x.„ a,, ;;.,... können entsprechend den verschiedenen B laslungskombina-
lionen u.s.w. verschiedene Werte zugeteilt worden. u,„ kann nach der Art
und Ileislellungsvveise des Baustoffs 11. dgl. variiert werden. Bei der g(
wohnlichen Berechnungsweise (zulässige Spannungen) setzt man

o-fi-

'Pj lJ-e [¦>¦<¦
1

während aB ¦ av gleich <yzul ist.
Man macht dabei von den Varialionsmöglichkeiten, die sich an die
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Sicherheitskoeffizienten der äusseren Kräfte anknüpfen, keinen Gebrauch
und gehl der Möglichkeil einer vielseitigen Anpassung verlustig.

Die Bedeutung der Wahrscheinlichkeit für den Sicherheitsgrad

Man kann nicht davon ausgehen, dass der Sicberheilsgrad das gleichzeitige

Auftreten aller Fehler decken soll.
Beispiel : Eine Eisenbetonplatle soll für g 400 kg/m2, p 800 kg/

nr und eine zulässige Spannung in dem Eisen von -— 1200 kg/m"

berechnet werden.
Für diesen Fall können die folgenden grösslen Abweichungen von

den Annahmen sicher als angemessen betrachtet werden : Das Eigengewicht
(hierunter Fussbelag u.a.) 20 % grösser, die Nutzlast 50 % grösser, die
Fliessgrenze des Eisens 15 "/„ kleiner. Ungenauigkoiten beim Verlegen und
Abweichungen im Querschnitt der Eisen können die Spannungen um 20 %
erhöhen, Fehler in der Dicke der Belonplatle um weitere 10 %. Die Spannung

in den Eisen würde demnach

(400 ¦ 1,2 -{- 800 • 1,5) ¦ 1,2 • 1,2 • 1.1 2 670 kg nr
betragen, sollle aber kleiner als 0,85-2 400 2 030 kg/nr sein. Dabei
wurden die Temperal uränderungen und Schwinden nicht einmal
berücksichtigt. Wie die Erfahrung zeigt, isl diese Kombination aber ganz
unwahrscheinlich, obschon die einzelnen Fehlergrenzen angemessen sind.

Max Mayer schlug die Anwendung der Fehlerkurve von Bernoulli vor.
Dies isl nicht ohne weiteres richtig, weil den Fehlern in ungünstiger
Richtung nicht immer Fehler in günstiger Richtung entgegenwirken und
weil einige Fehler vorzugsweise nach einer Seile gehen.

Gehl man aber vorläufig davon aus, dass Bernoulli's Fehlerkurve
angewendet weiden kann, dann isl die Wahrscheinlichkeil, dass ein Fehler
von grösserem Werl als der mittlere auftritt, gleich 0,317. Im erwähnten
Beispiel ist die Wahrscheinlichkeit, dass die genannten 5 Worte gleichzeitig

grösser werden als die initiieren Fehler somit 0,317' =s= 0,003 oder
3 °/oo-

Obgleich die Anwendung von Bernoullis Fehlerkurve nichl korrekt
ist, sieht man durch diese Ueberlegung leicht ein, dass die Wahrscheinlichkeit

des Zusammentreffens vieler Fehler von grossem Wert sehr gering
isl.

Für die Frage des Sicherlioilsgiades ist entscheidend, dass Kombinationen

von weniger bedeutenden Fehlern, mehreren weniger bedeutenden
Fehlern und vielen kleinen Fehlern gleich wahrscheinlich sind.

Die Grösse der Wahrscheinlichkeit einer gewissen Kombination von
Fehlern, die berücksichtigt werden muss, kann nur durch Erfahrung
ermittelt werden.

Mängel der heutigen Form

Die wichtigsten Mängel der heutigen Form des formellen Sicherheitsgrades

sind :

1. Die Hauptregel (zulässige Spannungen) isl nicht ausreichend. Für
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alle Stützen mit Knickgefahr isl sie ungültig, und bei anderen Slabilitäts-
problemen muss sie mil Sonderbedingungen koinbinierl werden.

2. Sie führt dazu, dass der reelle Sicberheilsgrad der Konstruktion
(das Verhältnis zwischen der Last, die die Konstruktion tragen kann und
derjenigen, die sie tragen muss) in einigen Fällen unvernünftig gross, in
anderen gefährlich gering wird.

3. Sie macht das Aufstellen rationeller Berechnungen von Konstruktionen

mil Vorspannung, gewissen verstärkten Konstruktionen u.dgl.
unmöglich. Eine Reihe anderer Mängel sind von 1). Efslraliadis in den l/>-

handlungen der Iniernationalen Vereinigung für Brückenbau und Hochbau,

Rand 1 (1032), Seile 06, und vom Verfasser im Schlussbericht des

Kongresses in Berlin 10.16 (19391, Seile 170. erwähnt.

Forderungen die vom Sicherheitsgrad erfüllt sein müssen

1. Er muss eine klare Definition dos formellen Biuchsladiiinis und
der formellen Bruchbelastung ermöglichen.

2. Er muss so rationell wie möglich zu einer angemessenen Deckung
der Unsicherheiten führen.

3. Die Hauptregel soll die nötige Sicherheit möglichst ohne
beigeordnete Sonderbedingungen gewährleisten.

4. Diese Regel soll sich auf alle Formen von statischen Konstruktionen
anwenden und sich allen Materialien anpassen lassen.

5. Er darf vom reellen Sicberheilsgrad, der letzten Endes erstrebt wird,
nicht mehr als irgendwie nötig abweichen.

6. Seine Form muss es ermöglichen, den verschiedenen äusseren
Kräften ungleiche Gewichte, je nach ihrer Gefährlichkeil zuzuteilen.

7. Viieh muss sie die Erfassung von Probebelastungen bei verschiedenen

Bauformen ermöglichen.
8. Sie muss weiter ergeben, dass sich alle Konstruktionen, die

demselben Zwecke dienen, sich im selben Masse ausnützen lassen, wenn ihr
Zustand derselbe ist.

9. Die Haupt regel muss ermöglichen, dass wissenschaftliche Fort-
schrille und verbesserte Vusfühiiingsmclbode ohne prinzipielle Aenderung
der Form dos Sicherheitsgrades berücksichtigt worden können.

10. Da die Sicherheit statischer Konstruktionen lolzton Endes eine
Sache der Erfahrung isl, müssen die neuen Formen des formellen Sieher-
heitsgrades so ausfallen, dass alle Konstruktionen, die man nicht gerade
auf Grund nachweisbarer Unzulänglichkeit zu ändern wünscht, im grossen
und ganzen dieselben Dimensionen erhallen, wie nach dem jetzigen
Verfahren.

Kurze Erwähnung der Gebiete der Unsicherheit

Grobe Fehler können durch den Sicherheitsgrad nicht auf vernünftige
Weise erfasst werden.
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Die Momente der Unsicherheit können in drei Hauptabschnitte
eingeteilt werden : in diejenigen der äusseren Kräfte, der Matcrialeigen-
schaflen und der Berechnungsvoraussetzungen. Die Einflüsse der
Bauausführung können bei den Berechnungsvoraussetzungen berücksichtigt werden.

A. Die äissf.rex Kräfte
Die ruhende Last wird unbeweglich und unveränderlich angenommen.

Dies isl nicht richtig. Sowohl Grösse wie Verteilung der ruhenden
Lasten können von den angenommenen Werten abweichen. Diese Weile
werden in der Regel elvvas zu hoch angesetzt, ohne dass man dabei immer
sicher gehl.

Dies gilt für alle Beanspruchungen, deren Einflusslinie ein wechselndes
Vorzeichen besitzt und bei denen die gefährliche Beanspruchungsari (z.B.
Druck) eine kleinere Einflussfläche hat als die weniger gefährliche 'z.B.
Zug), soweit die Möglichkeit des Entslehens gefährlicher Einflüsse
überhaupt besieht. Wechselnde Raumgew ichlc (Holz mil veränderlichem
Feuchtigkeitsgehalt), Vbweichungen von den angenommenen Dimensionen,

un regel massige Raumgew iehlo u. dgl. können bewirken dass die
ruhende Last gew issermassen als bewegliche auftreten kann.

Unvermeidliche Ungenauigkeilen bei der ruhenden Last von dei

erwähnten Art worden nicht bei allen Konstruktionen
Spannungen » gedeckt.

Dies lässt sich durch folgendes Beispiel erläutern :

Ein Zweigelenkgewölbe aus Eisenbeton mit einei
24 m und einer Pfeilhöhe von 4 in ist für eine ruhende Li

und eine bewegliche Last p 200 kp/nr berechnet.
Die Gewölbestärke / isl konstant. Die Armierung belrä.

Breite.
In Tafel I sind die Spannungen bei verschiedenen Abweichungen der

ruhenden Last vom angenommenen Werl zusammengestellt. Eine
Verminderung der ruhenden Last um 20 % ruft eine Erhöhung der Eisen-

spannungen von 17,5 % bis 47 % hervor, je nach der Wahl der Gewöl-
beslärke. Eine Vergrösserung der auf der einen Gewölbehälfte ruhenden

fluid
uer

f zulässige

Spann weile von
st g 800 kg/m3

F, cm2 io ni

~b

17

23

!•>

4,95

1,45

Spannung bei tief Last

1 190 kg/cm'2
67 —

1 190 kg, cm2
48 —

O.Stf +

Spnn-
nu ng-s-
znwaclis

Spannung l'f'i
flcr Last

S-, - 0,1)5«- V,
;i-f- O.ltf

Span-
nungszu

wachs

I 410 kg/cm*
07 —

17,5% I 1190 kg cm-
80 —

1 750 kg cm2 47 °,o 2 230 kg/cm8
04 —

12, 0%
19,7 o0

95,6 o/o

34,8 <y0

Last um 50 %, zusammen mil einer gleich grossen Verkleinerung der Last

auf der anderen Hälfte, ergibt Erhöhungen der Eisenspannungen von 42 %
bis 95,6 %.

Die ruhende Last muss als teilweise beweglich und veränderlich ange-
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sehen werden. Andererseits isl es nicht vernünftig anzunehmen, dass die
ruhende Last ebenso stark wachsen kann Min Verhältnis zum angenommenen

Werl), wie die bewegliche, die oll rein sehälziingsvv eise angesetzt
xverden muss.

Die bewegliche Last. Die unsicheren Punkte der beweglichen Belastung
sind je nach Belastungsart verschieden. Die angenommenen Verkehrslasten
stimmen sozusagen nie mit den wirklich vorkommenden überein, weder
nach Grösse, Verteilung, noch Art (Einzelkräfte, gleichmässig verteilte
Last).

Je nach der Lage der Verkehrslasl ändert sich die Grösse der Spannungen
in verschiedenen Querschnitten. Bei der Berücksichtigung der

Spanniings-llöchslwerlc muss auch die Häufigkeit des Vuftretens
dieser Höchstwerte in Betracht gezogen weiden. Es wäre unzweckmässig,

der Dimeiisioniernng einen mit sehr geringer Wahrscheinlichkeit
auftretenden grösst-möglichen Werl der Spannungen zu Grunde zu legen.
Vernünftigerweise stützt man sieh auf häufig vorkommende, sich auf
Grund einer natürlichen Belaslungskoinbinalion ergebende Höchstwerte.
Bei Lagergebäuden, Wohnhäusern, etc.. isl es angemessen, die bewegliehe
Last als nur foilvveise verschieblich anzusehen, weil die Wahrscheinlichkeit,
dass sie in den gefährlichsten Siellungen mil ihrem grössten Wert auftritt.
gering ist.

Aehnlichcs gilt für andere Bauwerke.
Wesentliche Abweichungen können hinsichtlich der \rl der

gewählten beweglichen Lasten auftreten. Dies gilt besonders, wenn eine gleich-
massig verteilte Belastung angenommen wurde, obsebon die Möglichkeit
des Auftretens von Einzelnsten besteht. Solchen Fehlern kann durch
Vorschreiben konzentrierter Lasten ausser (nicht gleichzeitig mil) der
gleichförmig verleihen Belastung entgegongewirkl werden.

Es muss — nach vielen Erfahrungen der Praxis zu beurteilen — vorausgesetzt

werden, dass die angenommene Grösse der beweglichen Lasl
überschritten wird. Ueberschreitungen sind besonders da wahrscheinlich, wo
die Verkehrslasl schätzungsweise als Durchschnittsbelastung festgesetzt
wird. Je grösser die. Zahl gleichartiger Laslcn ist. desto kleiner wird im
allgemeinen die Wahrscheinlichkeil sein, dass ein Uoberschreilen der
Totalbelastung vorkommt.

In zahlreichen Ländern ü'oslatlol man deshalb bei der Berechnung
hoher Gebäude mit vielen Stockwerken eine Reduktion der Belastung der
unteren Tragelemente.

Man muss also voraussetzen, dass kleinere Ueberbelaslungen bei vielen
Bauwerken häufig vorkommen, und dass ausnahmsweise auch grössere
Lasf-Ueborsehreitungen auftreten können. Es müssen deshalb die
wahrscheinlichen L'ebersohreilungeii für verschiedene Belastungsarlen (Brücken.
Hochbauten, u.s.w.") festgesetzt werden. Bei Raulen, deren Ausführung man
misstraut, wird oft eine Probebelaslung mil 50% Ueberlast vorgeschrieben.
Dies stimmt mit mehreren Sonderbedingungen bei Stabililätsproblomcn
überein, wo eine 1,5-fache Sicherheil vorlangt wdrd.

Eine Ucherbclastung von 50 % in aussergewöhnlieben Fällen dürfte
bei den meisten Bauwerken als vernünftig angesehen werden.

Es steht somit fest, dass die beweglichen Lasten eine grössere Bedeutung
haben als die ruhenden, so dass Konstruktionen, die gegen Ueberbelaslung
empfindlich sind, stärker und solche, die besonders wenig empfindlich
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sind, schwächer ausgeführt worden sollen als nach der heute geltenden
Regel.

Dynamische Wirkungen iliier von begrenzter Bedeutung) müssen
durch besondere, der beweglichen Last zugeteilte Stosskoeffizienlen berücksichtigt

werden. Dies ergibt eine umfassendere Sicherung als eine
Herabsetzung der Spannungen. Die Stosskoeffizienlen müssen von den Sicher-
heilskoeffizienlen, die für die bewegliche Last gellen, unabhängig sein.
Die Slosskoeffizienlcn werden ebenfalls mil den Sicherheilskoeffizienten
multipliziert.

Windkräfte. Fast alle Länder schreiben für die Windkräfte 'sowohl
für Brücken, als auch für Hochbauten) so hohe Weile vor ("), dass sie als
aussergewöhnlich angesehen werden müssen, auf alle Fälle wenn sie gleichzeitig

mil anderen beweglichen Lasten in gefährlichster Stellung auftreten.
Besondere Einflüsse. Von Temperaturänderungen, Schwinden und

Nachgiebigkeil der Unterstützungen herrührende besondere Einflüsse kommen

nur bei statisch unbestimmten Konstruktionen vor. Es wäre
angemessen vorzuschreiben, dass die von der Nachgiebigkeit der Unterstützungen

herrührenden zusätzlichen Spannungen nicht von höherer Grössen-
ordnung sein dürfen als diejenigen aus Temperaturänderungen und
Schwinden.

Fnler dieser Voraussetzung werden die zusätzlichen Spannungen im
grossen und ganzen für den Bruch keine Bedeutung haben, weil alle
Materialien und Koiislniklionstoile praktisch sogrosse, bleibende Formänderungen

(oder Abweichungen vom llooke'schon Gesetz) ertragen, dass die
zusätzlichen Spannungen verschwinden, bevor der Bruch eintritt.

Die Unsicherheil bei der Festsetzung der zusätzlichen Spannungen isl
deshalb in diesem Zusammenhang unwesentlich.

B. Du; Materialeioensoiiaften

Die Maloiialeigenscliaflen werden durch Versuche an Probekörpern
von bestimmter Form auf genau vorgeschriebene Weise und unler bestimml
festgelegten Verhältnissen ermittelt. Dies ist für Vergleiche und vertragliche

Abmachungen notwendig.
Diese theoretischen Malerialeigenschaften geben kein unmittelbares

Bild der für die Praxis wichtigen Verhältnisse. Die statischen Konstruktionen

werden normalerweise nicht Punkt für Punkt, sondern Element
für Element berechnet. Deshalb benötigt man die. Materialeigenschaften der
Elemente, z.B. durch die Spannungsdehnungs-Diagramme der Elemente
ausgedrückt. Dies gilt besonders bei der Ausnutzung der Abweichungen
vom llooke'schon Gesetz.

Ferner muss man die Spannungsdehnungs-Diagramme der verschiedenen

Arien von Einflüssen, wie langdauernde Beeinflussung (vom
Eigengewicht herrührend), wiederholt wechselnde Belastung, u.s.w. kennen.

Dies isl alles sehr umständlich, und da man die Materialeigenschaften
vor der Berechnung der Konstruktion kennen muss, isl os notwendig
gewisse formelle Malerialeigenschaften festzulegen. Dies lässt sich nur mil
gewissen Annäherungen machen.

Die formellen Bruchspannungen für Zug, Druck und Schub unter
verschiedenen Einflüssen sind festzusetzen in der Form u.B<yB, wobei <su enl-

(") Dynamisier Wirkungen worden hirr als unwesentlich vorausgesetzt.
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Fig. 1. Spannungsdehnungs-Diagramm eines durch zentrischen
Druck beanspruchten Quadrateisenstabes 38 X 38 mm.

SchlankheitsverhältnU — - ItS

weder als Mittelwert einer gewissen Anzahl von Proben (theoretische
Weile), oder als wahrscheinlicher Werl feslgelegl worden kann, indem
die Streuung der Ergebnisse auch zu berücksichtigen ist. Im letzteren Fall
muss u,j kleiner sein als im ersleren, und das Ergebnis wird somit im
grossen und ganzen dasselbe. ixK, das hauptsächlich ein Ausdruck für die
Festsetzung der entsprechenden formellen ßruchspannung ist, muss als
(une Erfahrt!ngsgrösse der einzelnen Materialien, Einflussarlcn und ller-
slolliingsgcnauigkoilen festgesetzt werden.

Die Forderung nach Spanniingsdohniings-Diagraniinon für alle
vorkommenden Konstruklionsclcniente und alle möglichen Arten von
Einflüssen wäre unausführbar, isl aber auch nicht notwendig. Es kommt
darauf an. gewisse minimale Grenzen der bleibenden Formänderungen im
Verhältnis zu den elastischen zu bestimmen. Das isl ein Ausdruck für die
Zähigkeit der Materialien, oder vielmehr der Konslruktionselemcnle. Selbst
eine bescheidene Prüfung eines einigermassen einwandfreien Materials isl
sehr umständlich. Die grössle Unsicherheit über die Zähigkeit besteht bei
Druckstäben aus Stahl und Belon. \bb. 1 zoigl ein typisches Beispiel eines
Spanniingsdehniings-Diagramms einer zenlrisch gedrückten Stahlslülze.
Die ausgeprägte Spitze scheint das Zeichen eines plötzlichen Bruchs zu sein;
es handoll sich also um ein zerbrechliches Konslruklionsglicd. Die
Spannungsdehnungs-Diagramme sind auf gewöhnliche Art und Weise durch
direkte Versuche mit zenlrischer Belastung bestimmt worden. Bei genauerer
Betrachtung erweist sich der erste Teil der Kurve doch nicht als Gerade.
Abb. 2 zeigt das Spannungsdehnungs-Diagramm einer Slahlsäule mit der
geringen Exzentrizität (f„) von 0,5 mal den Kernduichmesser. Das gilt in
der Praxis noch als zentrische Beanspruchung. Auch hier findet man eine
Spitze, doch isl die Abweichung vom Hooke'schen Gesetz ausgeprägter.
Abb. 3 zeigt die Spannungsdehnungskurve einer Slahlsäule mil etwas grösserer

Exzentrizität. Hier isl die Spitze verschwunden und die Abweichungen

vom Hooke'schen Gesetz sind bedeutend. Es wäre unverantwortlich
in der Praxis mil mathematisch zenlrisch beanspruchten Stützen zu reeh-
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Fig. 3. Breitfl. I NP 10,5.
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neu. Das wird allerdings auch nicht getan. Die meisten Formeln für Säulen
basieren auf praktischen Versuchen und berücksichtigen in Wirklichkeit
einen gewissen exzentrischen Einfluss. Die Druckbiegung fängt deshalb
schon bei niederen Belastungsslufen an und das Spannungsdehnungs-Diagramm

der Säule wird somit keine Gerade. Schliesslich soll bemerkt werden,

dass die Tragfähigkeil nicht verschwindet, sondern nur abnimmt,
wenn sie ihren Höchstwert überschrillen hat. Wenn man von der obersten
Spilzc absieht, kann man mit einer schwach gekrümmten Spannungs-
dehnungs-Kurve mit einer oben wagrechlen Strecke rechnen. Dies
entspricht ungefähr den tatsächlichen Spannungsdelinungs-Kurveii für Stützen
mit den in der Praxis immer auftretenden Exzentrizitäten.

Bei sehr schlanken Stützen hat die Spannungsdelmungskurve selbst
bei zentrischer Beanspruchung keine Spitze. Nur bei Druckstäben mit einem
durch sehr dünne Flanschen gekennzeichneten Querschnitt ist eine Kurve
mil ausgeprägter Spilze und sozusagen vollständigem Abfall der
Tragfähigkeil nach der Maximalbelaslung zu erwarten. Solche Querschnitte
sind für die normalen statischen Konstruktionen nicht verwendbar.

Säulen aus Stahl müssen unter der Voraussetzung einer gewissen
(immer vorkommenden) Exzentrizität dimensioniert werden. Dann kann
man eine Abweichung vom Hooke'schen Gesetz von 50 %-100 %
annehmen, ohne auf der unsicheren Seile zu sein. Dies ist ein Mass für die
Zähigkeit.

Abb. 4 zeigt das Spannungsdehnungs-Diagramm für Belon bei
Druckbeanspruchung von kurzer Dauer, wie es meislens angegeben wird. Die
vollständige Spannungsdehnungs-Kurve isl aber bedeutend länger und in
Abb. 5 dargestellt ("). Sie kann für armierten Belon noch länger werden.
Bei lang-andauernden Belastungen sinkl die Bruchgrenze auf ungef'ihi
70 % der grössten Spannung und das Spannungsdehnungs-Diagramm

Fig. 4. Druck-Spannungsdehnungskurve für Beton bei
kurzer einmaliger Belastung bis zur Maximallast.

F
-r» c" .1

/ :
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(15) Naclf Ch. S. Whitney, Plastic Iheory of reinforced concrele design (Am. Soc. Civ. Eng.
Der.. 1940).
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Fig. 5. Vollständiges Beton-Druck-
Spannungsdehnungs-Diagramm bei
kurzer einmaliger Belastung.
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erhält das in Abb. 6 gezeigte Aussehen. Inler lang-andauernden Belastungen

kommen bei kleineren Spannungen bleibende Formänderungen
(Kriechen) vor, die jedoch kleiner sind als bei der Bruchgrenze i siehe
Abb. 6). Die elastischen Formänderungen folgen im grossen und ganzen
dem Hooke'schen Gesetz. Bei W echselbeanspruchung zwischen 0 und einer
oberen Druckspannung a„ tritt der Bruch ein, wenn <r0 ungefähr 50 % der
Bruchgrenze einer kurzen Druckbelastung ist. Trotzdem sind die bleibenden
Formänderungen grösser als bei einer kurzen Belastung. Abb. 7 (") zeigt
eine diesbezüglich typische Spannungsdehnungs-Kurve.

Praktisch kommt gewöhnlich eine Kombination von lang-andauernden
und wechselnden Belastungen vor, doch gehl man sicher, wenn man
annimmt, dass die bleibenden Formänderungen vor dem Bruch mindestens
gleich gross sind, wie die elastischen. Die Bruchgrenze für Druck muss
zwischen 50 % und 70 % der Würfel- oder Prismenfesligkeit liegen. Wenn
das Material nicht freiseitlich ausweichen kann (Stempel- oder Schwellen-
druckj, kann die Bruchgrenze wesentlich höher steigen.

Die Slahlslülzen und Elemente aus Beton, die durch Druck beansprucht
sind, gelten im allgemeinen als die am wenigsten zähen Konslruktions-
glieder. Da man selbsl für sie bleibende Formänderungen von der Grössen-
ordnung der elastischen annehmen kann, ehe der Bruch eintritt, darf diese
Voraussetzung umso mehr für alle anderen Elemonle des Bauwerks gemacht
werden.

C. BERECIINUINGSVOnvrSSETZrXGE.X

Das Ilooke'schc Gesetz wird im allgemeinen als Hauptsatz angegeben,
aber in der Praxis werden die Konstruktionen nicht nach der strengen
Elastizilälslheorie berechnet. Um die Berechnungen zu vereinfachen, sieht
man von vielen (mehr oder weniger) sekundären Spannungen ab. In der

lo" #
fcv.

T

1

//

t Fig. 6. Beton - Druck - Spannungs-
dehnungs - Diagramm bei
Langandauernder Belastung.

(1A) Nach A. Mriimrt., Untersuchungen über den Einfluss häufig wiederholter Drucklx nn-
spruchungen auf Druckelastizität und Druckfestigkeit von Beton, Berlin, 192C.
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Praxis rechnet man somit nach einer Art Plaslizilälslheorie. Wie Kist,
Gruning und viele andere vorgeschlagen haben, können statisch
unbestimmte Bauwerke auf einfachere W eise als nach der Elastizitätstheorie
berechnet, werden, wenn man von den plastischen Eigenschaften des Stahls
noch weiteren Gebrauch macht.

Bis jelzl wurden keine allgemeinen Grenzen für die Voraussetzungen der
Plastizitätstheorie angegeben. Wie im Vorstehenden nachgewiesen wurde,
kann man, ohne die Sicherheil gegen Bruch zu vermindern, bei statisch
unbestimmten Konstruktionen ans Stahl und Eisenbeton andere Werte
für die statisch unbestimmten Grössen wählen, als die nach der strengen

T
oQ.6^ 7.0 00

/s/o-*
Fig. 7. Beton-Druck-Spannungsdehnungs-Diagramm bei wiederholten Belastungen

über den kritischen Werten, welche gleich 0,5 uu sind,
z Zahl der Wiederholungen.

Flaslizitälslheorie bestimmten, wenn sie nur nicht bleibende Formänderungen

(oder Abweichungen vom Hooke'schen Gesetz) bedingen, die grösser
sind als die elastischen (").

Bei gewissen Konstruktionen können die Abweichungen auch grösser
sein, doch kann diesbezüglich keine allgemeine Regel festgestellt werden.

Die Berechnungsannäherungen, die darüber hinausgehen, müssen
durch den Sicberheilsgrad gedeckt werden. Andere Näherungsverfahren,
die nicht Abweichungen vom Hooke'schen Gesetz betreffen, müssen auf
alle Fälle durch den Sicherheilsgrad gedeckt werden.

Die Vorspannungen, beispielsweise in Melankonstruktionen oder
Bauwerken, die im tragenden Zustand verstärkt oder mit freier Auskragung
montiert werden, werden nach dein üblichen Verfahren (zulässige
Spannungen), wie alle anderen Spannungen behandelt, obsebon sie im fertigen
Bau während und nach ihrem Entstehen, nicht nach denselben Regeln
zunehmen können. In gewissen Fällen kann sogar das Vorzeichen wechseln,

wenn die Konstruktion richtig zu wirken beginnt. Diese Frage ist im
Schlussbericht des 2. Kongresses, Berlin 1936 (1939) behandeil (1SJ.

Vorschlag einer praktischen Form

g soll die ruhende, p die bewegliche Last, v den Winddruck, Bremskräfte

u. dgl., T die Temperaturänderungen, das Schwinden und die
Nachgiebigkeil der Stülzeii bezeichnen. Es wird nun die folgende Form des

Sicherheilsgrades zur praktischen Anwendung vorgeschlagen, für die die

(") Der Verfasser hat diesen Vorschlag in Bygningsslaliskc Meddelelser, XII, Heft, 5 (ÜMI)
veröffentlicht und ausführlich begründet.

(1S) Veber die Sicherheil der Eisenbetonkonstruktionen, S. 184.
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heule in den verschiedenen Ländern gellenden Bedingungen über die
Bauausführung und Normen für die statischen Berechnungen im grossen und

ganzen beibehalten werden können :

Formelle Bruchbelastung

ii) Normale Belaslungskombinationen

1,2 g 4- 1,8 p.

b) Seltene Bclastiingskombinalionen
1,2 g + 1,8 p -4- 1,5 v.

et I ussergcwöhulichc Belaslungskonibinalionen

1,2 fj + 1,8 p + 1,5 v + 1,2 T.

V\ ie ersichtlich sind die Koeffizienten für g und p für sellonc und

aiissoigewöhnliche Kombinationen nicht abgeändert worden. Die
Herabsetzung ihres Wertes wäre logisch, doch gelangt man durch Aenderung
der formellen Bruchspannungen bei einfacherer Berechnung zu demselben

Ergebnis.

Formelle Bruchspannungen

<rF und cr,, bezeichnen die auf gewöhnliche W'eise bestimmten Werte der

Fliessgrenze des Eisens und der Würfel-, Prismen- oder Biegefestigkeit des

Bclons. Die formellen Bruchgrenzen sind bezeichnet mit crF' und un', o>"

und a„" sovv ie crP'" und ffB'".

A. Normale Ausführung und normale Berechnung (in Dänemark)

a) Normale Bclastiingskombinalionen
Für Brücken- sowie Hochbau : es? 0,75 eF <su' 0,3ifi fTB.

/;) Seltenere Belastungskombinationen
Für Brückenbau : <rF" 0,86 crF uB" 0,43 er,,.

Für Hochbau : er/ 0,94 trF <sB" 0,405 <jb.

c) Ausserge wohnliche Belaslungskonibinalionen
Für Brückenbau : <V" 0,98 <rF »„'" 0,4!) crB.

Für Hochbau: <yF'" crF er,/" 0,53 <rB.

B. Besonders sorgfältige Ausführung und besonders genaue Berechnung

a) Normale Belaslungskonibinalionen
Für Brücken- sovv ie Hochbau : <rF' 0,83er,.. csj 0,41 crD.

b) Seltenere Belaslungskombinationen
Für Brücken- sowie Hochbau : cv" 0,95 <rF <rB" 47 crB.

c) Aussergewohnliche Belaslungskombinationen
Für Brücken- sowie Hochbau : crF"' crF <su'" 0,54 er,,.

Das Verfahren wird nicht für alle Bauwerke dieselben Dimensionen
wie die « zulässigen Spannungen » ergeben, was aber auch nicht erwünscht
ist.
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Die hier gewählten Koeffizienten führen fast zum selben Ergebnis wie
die gellenden dänischen Normen für einfachen Zug, Druck und Biegung
im Belastungsfall a, wenn p und g gleich gross sind. Selbst bei bedeutenden
Unterschieden zwischen p und g werden die Abweichungen nicht besonders

gross und ergeben günstigere Werte.
Für p 5 g wird der Querschnitt (oder das Widerstandsmoment) im

Belaslungsfalle a 27 % grösser, für g 5 p 18,8 % kleiner und für p 0
25 % kleiner als nach den dänischen Normen ("). Hegt man Bedenken
gegen den letzten Wert, so kann man vorschreiben, dass die Spannungen
der ruhenden Last allein nicht eine bestimmte (kleinere) Bruchspannung
überschreiten dürfen, oder man kann verlangen, dass kein Konstruktionsteil

für eine kleinere bewegliche Last als z.B. 10 % der ruhenden berechnet
werden darf. Für die Belastungskombinationen 5 und c werden die Grenzen
etwas kleiner.

Man erhält mit diesem Verfahren eine umfassendere Sicherheit ohne
zugeordnete Sonderbedingungen und erreicht, dass alle Bauwerke für
denselben Zweck dieselben Ueberbelastungen (Probebelastungen) ertragen
können und dass Konstruktionen mit Vorspannungen rationell berechnet
werden können.

Andere Vorteile sind im Schlussbericht des 2. Kongresses, Berlin 1939,
angeführt, in welchem der Verfasser den prinzipiellen Vorschlag veröffentlicht

hat.

Resume

II esl (Stabil que la nolion actuellement admise du coefficient de securite

basee sur la ff tension admissible » n'est pas exacle; l'experience a
montre cfue cette nolion est ä completer par un certain nombre de conditions

particulieres pour les nouvelles formes construetives telles que la
preconlrainte. L'auteur explique les defauts de la theorie des ff tensions
admissibles » ainsi que Futilite du coefficient de securile avec ses exigences;
il termine en proposant de nouveaux coefficienls de securite lenant compte
des necessites de la pratique.

Zusammenfassung

Es wird nachgewiesen, dass die heute geltende Formulierung des
Sicherheilsgrades auf Grund « zulässiger Spannungen » unzweckmässig
ist, dass sich die Notwendigkeil ergeben hal, sie durch eine Beihe
zugeordneter Sonderbedingungen zu ergänzen, dass sie aber bei neueren Kon-
struklionsformen mit Vorspannungen u.dgl. trotzdem versagt. Es werden
die Mängel der « zulässigen Spannungen » sowie der Zweck des
Sicherheitsgrades und die Forderungen, die an ihn zu stellen sind, erörtert.
Schliesslich werden neue, den Bedürfnissen der Praxis angepassle Sicher-
heilskoeffizienlen vorgeschlagen.

(19) Eine Reihe von Beispielen sind (auf Dänisch) in Bygningsstatiske Meddelclser, IX, lieft 1

(1937) zu finden, wo der Verfasser auf den Vorschlag im Schlussbericht des 2. Kongr. der
Internationalen Vereinigung für Brückenbau u. Hochbau näher eingegangen ist.
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Summary

lt is eslablished that the present day acceplance of the coneeption of
Ihe factor of safety on the basis of « permissible stresses » is inexpedient;
that the necessity has shown itself of supplementing it by a series of co-
ordinated particular conditions, but thal it nevertheless fails in the new
constructional forms with pre-stressing etc. The author discusses in detail
Ihe deficiencies of ff permissible stresses » and the purporl of the factor of
safety and the demands made upon it. He finally suggests new coefficients
of safety in keeping wilh the requirements of praclice.
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Unelastischer Bereich und Sicherheit der Bauwerke

Inelastic behaviour and safety of structures

A. M. FREUDENTHAL
University of Illinois, Urbana

Limitation of elastic behaviour

Methods applied in the analysis and design of structures are based on
the assumption that structural materials are perfeclly elastic; if they were,
no structure would be safe, even under normal conditions of service. The
real strength of a material is not so much in its capacity to resisl, as in its
ability to ff yield ». However, as Ihe performance of a structure in service
depends upon its retaining permanently its initial shape, at least within
a relatixrely narrow margin of tolerance, the extent and rate of yielding
must be controlled. Thus, it is not only the ability to yield, but to yield by
the right amount at the right time, that determines the performance of a
structural material.

The Observation of a linear relalion between stress and strain in the
tension test of such a material suggests that results of conventional methods
of structural and stress analysis will be fairly accurate if the induced slresses
remain within the ränge of the test. However, for any but the simplest
case, Ihe differences between the computed average stresses and the real,
localised stresses occuring in a structure are considerable; it is, therefore.
the very slight deviation from linearity in the stress-strain diagram that
creates the conditions for the applicalion of linear elastic theory in structural
analysis, since this deviation is the expression of the property of the material
to redistribute, by limited « inelastjc » action, the high local stresses
towards the level of the computed average stresses.

It is known that the higher the rate at which load or strain is applied,
the more likely the occurrence of elastic (brittle) fracture; also, the more
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often a rapid load cycle is repealed, Ihe more probable is il to produce
fracture, if the load intensity exceeds a certain limit. In bolh cases the
truly elastic material, if il existed, would be apt to fracture al a compara-
tively low load intensity, whatever its intrinsic cohesive strength. A small
amount of inelastic action would do more to improve its performance than
a subslantial increase in the cohesive strength. In Ihis case, however. it is
less Ihe extent, than Ihe rate at which Ihe inelastic action lakes place, that
delermines the benefil resulling from it; inelasticily developing over a long
period would have no effect. On Ihe other hand temperature gradients
produce high residual lensile slresses adjacent to structural welds. Unless
partial relaxation of these slresses through inelastic action lakes place sub-
sequently, these points of residual stresses are mosl likely to bring about
fracture in service al a relalively low intensity of Ihe load applied. There
is, however, no need for Ihe rate of Ibis relaxation to be very high, since
considerable lime will elapse before Ihe weld is called upon lo carry the
füll stress intensity.

A statically indeterminale slructure, if it is perfeclly elastic, becomes
unsafe if the mosl highly slrcssed member or section is loaded lo fracture.
Yielding of this member or seclion» by an amount of Ihe order of magnitude
of elastic deformation is usually sufficienl to produce, in the course of
loading, such redistribution of slresses within the structure thal a load,
substantially exceeding thal under which fracture of the elastic structure
would occur, can be safely supported. Such redistribution, however, does
not only require a cerlain amount of inelasticity; il requires lhal Ihe rate
of yielding be at least as high as thal of loading, since otherwise Ihe structure
would nol be able lo mobilise ils inelasticity in lime, before being deslroyed
as a result of its perfect elasticitv.

Hence, while Ihe presence of inelaslic behaviour in general is essenlial
lo ensure the safely of structures designed under the assumption of perfect
elasticily, Ibis inelasticily has various aspects; il must be defined wilh
regard lo its basic characler and lo Ihe effects it produces.

Inelasticity

Deformation is Ihe visible effect of the transformalion of energy laking
place within a structure during application and release of exlernal loads.
When work W is done on a structure or part of il by Ihe forces acting
during Ihe time interval dt, one pari is transformed inlo kinelic energy WK
producing molion and Ihe resl, by mobilising Ihe internal reaction of Ihe
structure, appears as slrain-work W's, producing changes of dimensions
and of shape. Fuder Ihe usual assumption of negligible acceleration forces

d\Vk „ / dW \ / d\V
0 and

\ dt [dt \ dt j \ dl

According lo the laws of Ihermodynamics Ihe total slrain-work Ws is
Iransformed partly inlo free potential energy WF and partly inlo bound
energy Wfu; moreover, every real meehanical process is aecompanied by
an increase in Ihe amount of bound energy. Hence



INELASTIC BEIIAVIOIR VM) SAFETY OF STRICTI RES 645

dWs d\VF dWD dWD ^^r=-^r-+-7^- and ^fr->0;
Iherefore the free energy

dWF
__ dW,

__
rfWn

dt — ~~di dl ~

is bound to decrease unless Ihe mechanical change of slate is reversible

—rr- 0) Equilibrium in the mechanical sxstem is attained if the free
x dt I '

energy WF becomes a minimum, or if —jr—)—y^-
The pari of the applied strain-work stored up reversibly as potential

energy produces deformalion which is fully recoverable on load release;
Ihe remaining slrain-work applied is dissipated into heat. This irreversible
process produces Ihe inelastic phenomena which are (1) viscous flow
(creep), (2) elaslically reslrained inelastic deformalion (hysleresis and
after-effect) and (3) fragmenlation of internal structure of Ihe material
(permanent sei, work-hardening). Thus the increase in Ihe bound energy
of Ihe syslem by Ihe energy WD dissipated into heat has three different
aspects :

(1) Creep, which is the effect of relaxation on an atomic scale of high
internal energies by spontaneous heat-energy fluctualions. Il is, therefore,
bolh temperature and lime-sensilive and is produced in amorphous materials

if Ihe stored-up polenlial energy is dissipated without any restraint.
Under constant load il increases wilh lime, and Ihe amount of inelastic
deformation atlainable is limited only by inslabilily or acceleralion of the
process, causing Separation.

(2) Elaslically reslrained inelastic deformalion resulls, if the action
of Ihe load is opposed simullaneously by elastic and inelastic elements
existing within Ihe material or the structure, or produced by plastic slip
in Ihe course of energy application, without causing more lhan slight,
localised changes in the internal structure of Ihe material. The energy
dissipation within Ihe inelastic elements is accompanied by a gradual
redistribution of the internal reactions from the inelastic into the elastic
elemenls which, upon load release, causes a delayecl, partial recovery of
the inelastic deformation. The polenlial energy responsible for delayed
recovery is being stored in Ihe course of the redistribution of internal forces;
although it remains mechanically recoverable and thus elastic, Ihe recovery
is delayed by Ihe resistance of Ihe inelastic elemenls; Ihe amount of energy
reversibly stored up at any momenl after release of the applied strain-
energy, is proportional to the amount of deformalion which remains lo be
recovered al thal momenl. The inelastic deformations are necessarily of
the order of magnilude of Ihe elastic deformations. It is within this ränge
that Ihey increase with lime al a decreasing rate, if Ihe load is kepl constant.

(3) Fragmenlation of the internal structure is produced, if the material
is unable lo support Ihe strain-energy applied in a slate of equilibrium,
unless it succceds in mobilising Ihe necessary additional reactions by
changes in ils cryslaline structure (crystal-fragmentation and rotation);
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after the limit of the essentially elastic reaction has been exceeded, substan-
tial inelastic deformation takes place. In this process the applied strain-
energy is expended irreversibly in the work of producing the changes in
the internal structure of the material; when, upon load release, the material
attempts to recover its initial shape, this tendency is, however, opposed
by the nexxdy formed internal structure, which in the process retains a
certain part (according to observations about 15 to 30 percent) of the
energy expended in the fragmentation, to form a potenlial ff opposing »

that of the applied loads. In metals this « work-hardening potential » is
stored up as elastic, but mechanically irrecoverable, ff latent » energy; it
« blocks » any inelastic action under subsequent load-cycles within the
ränge of the previously applied level of strain-energy. It is, however, not
stable, and gradual relaxation through sponlaneous heat-energy fluctuations
takes place over relatively long periods, as the ff work-hardened » syslem
tends towards a more stable, lower energy level; increasing external
temperatures, by intensifying Ihe internal heat-energy fluctuations, are bound
to speed up the process of relaxation, while a lowering of temperal mes
produces a retarding effect. In non-metallic materials, fragmentation of the
internal structure does not produce an appreciable, « latent » potential,
since it is accompanied by permanent local destruction of the cohesion of
the material which, upon load release, may produce further fragmentation.

The ff adaptation » or ff self-strengthening » under load of a stalically
indeterniinate structure produced by redistribution of forces or moments
resulting from inelastic deformation within the redundant members or
sections, is essentially a phenomenon belonging lo the second group;
because of Ihe existence of a definite yicld-limit in plasticised metal members

or sections, the inelastic deformation is not fully recoverable even
after long delay. Part of the applied strain-energy is therefore stored up in
the form of a latent « work-hardening » potenlial of the structure. How-
ever, mechanically irrecoverable changes in the struclure by fragmentation
of Ihe material can only be expected to occur, if the inelastic deformation
produced by loading cycles gradually increases beyond Ihe ränge of elastic
deformations and reaches Ihe true work-hardening ränge of the material.
Creep and phenomena of hysteresis and afler-effect are slrongly dependent
on tiiue; fragmenlation is practically time-insensitive. It is this difference
which makes it possible to split Ihe observed lotal inelastic deformalion
into its different constituents.

Significance of inelastic behaviour

The performance of a structure, expressed by its reaction under the
action of external loads applied, can only be observed in terms of
deformations, unless it has been damaged to such an extent that signs of fracture
are apparent. Since this stage is too advanced in the direction of exhausting
the ultimate resistance, as to be considered in an analysis of ff Performance

», it is the relation between deformalion, parlicularly inelastic
deformalion, and performance, wdiich has to be relied upon as a key to
the problem of structural performance. by providing an indication for
what is usually termed ff structural damage ».

« Structural damage » is a ralher loosely applied term, which Covers
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different aspects relating to the ability of a structure to perform its function.
As this ability, considered over the expected period of service, can be
defined in the two different terms of ff purpose » and of ff safety », these
two aspects should be considered with regard to the correlation between
inelastic deformation and structural damage : (1) inelastic deformation
as a measure of damage to the purpose of the structure, to be termed
ff functional damage »; and (2) inelastic deformation as an indication of
a reduction in the carrying capacity or the safety, representing Ihe real
f< structural damage ».

Functional damage of a structure is usually defined directly in terms
of either elastic or inelastic deformation, by selting tolerances of deflections,
both transient and permanent, which are derived from the conditions the
structure has to meet in service. Undesirable elastic deformations are
reduced by increasing dimensions, although this simple method is not
necessarily effective with regard to inelastic deformations. The relations
between functional damage and inelastic deformation are self-evident; from
this point of viewr the most undesirable type of inelastic deformation is
creep since, as a result of the comparatively long periods of service of
engineering structures, even extremely small creep-rates are bound to
produce appreciable irrecoverable deflections, particularly under conditions
of high dead-load stresses.

In analysing the relations between real structural damage and inelastic
deformation, both the damage to stability and the damage to strength must
be considered separately.

Since the stability of essentially compressed members or slruclures is
a direct function of their rigidily, any type of inelastic deformalion,
producing an apparent reduction of the elastic modulus of rigidily, is bound
to have a damaging effect. This is apparent from the resulls of Ihe usual
analysis of buckling in the inelaslic ränge. Because of the lack of restraint,
creep is again the most dangerous type of inelaslic deformation since,
under sustained loading, it produces a gradual reduction of stability with
time. Increase of the defleclion with time is, Iherefore, an indication of a
decrease of stability. On the other hand if the rate of energy application by
loading is considerably higher than the rale of dissipation, the inelastic
deformation vanishes, and the stability is bound to increase towards Euler's
limit. The stability under transient and impact loads is, therefore, higher
lhan under sustained or slowly applied loads of the same intensity.

The strength or ultimate resistance of a structure can be expressed in
terms of a limiting energy potential that can be stored up prior to fracture.

Therefore, the ralel—-— at which this limit is approached, determines
dl

the rate at which resistance is being exbausled. Since

dWF dW,
dt dt

dWn
dt

l —
dW
dt

this rate is reduced with increasing rate of energy dissipation, thal is wilh
increasing inelaslic deformation. The higher the proportion of applied
energy dissipated, the smaller the proportion available to build up the free
energy towards its ultimate limit.
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It is. however, necessary lo differenliate between the ihree lypes of
energy dissipation, and to consider that, while viscous flow constitutes an
energy-release by thermal fluctuations that does not affect the strength at
all, and while Ihe effecl of inelasticity, reslricled to Ihe order of magnitude
of elastic deformation causes beneficial redistribution of internal forces,
il is the energy expended in fragmenlation of the internal structure that
either produces immediale local damage, as in non-metals or. as in metals,
facilitates it, by blocking beneficial inelastic deformalion through Ihe
formation of a ff strain-hardening » polenlial. Thus, only this laller part ol
Ihe dissipated energy and the inelaslic deformation produced by it can be
assumed lo be a direct indication of structural damage. If this type of
inelaslic deformalion appears and progressively increases under the loads
applied, the resistance of the structure is being gradually exhausled; if,
after il has appeared, ils progress is checked by the reformalion, due lo
work-hardening, of a continuous elastic n etwork within Ihe material or
Ihe structure, this is an indication lhat Ihe progress of damage has been
slopped. The different significance of inelasticity due to creep and due 1o

plastic slip in design is Ihe result of the fact that only inelaslic deformation
due lo slip produces relief of peak slresses and stress-coneenlrations; creep
does not affect Ihe elaslic stress distribution.

Analysis of performance

The analysis of performance and safety of slructures by Observation of
Iheir deformalion requires the Observation of behaviour both during Ihe
loading and unloading. In the process of loading, elaslic and inelastic
deformations appear superimposed; elasticitv can only be defined and
observed by unloading, which produces a purely elastic response of Ihe
slructure, unless Ihe period of unloading is long enough for after-effecls to
be noticeable.

The inadequacy of Ihe conventional Interpretation of structural
Performance in terms of inelastic deformation is well illustrated by Ihe general
specification-requiremenls for Ihe load-test of reinforced concrele structures.
These specificalions generally distinguish between a total deflection, a

recovery upon unloading and a permanent deflection, which is the difference
of both; they usually stipulale definile figures for total deflection under a

load sustained for a cerlain period, and for recovery after a cerlain lime.
Since concrele manifests bolh creep and delayed recovery, bolh of which
produce permanent defleclions, but have no injurious effect on Ihe strength
of the material, il is evident lhat Ihe deflection cannol be an indication
of Ihe extent of damage produced within Ihe structure. This damage can
be expressed only in terms of that pari of Ihe permanent deflection which
is being caused by local fragmenlation of Ihe internal structure, and which
is Ihe amount of permanent deflection remaining after the effects of creep
and delayed recovery have been splil-off. Moreover, il is nol Ihe absolute
amount of Ihis deflection itself. but ils progressive change under consecutive
load cycles which indicates, whether the strength and safely of Ihe structure
is expected lo decrease. Thus il is cssenlially the fatigue strength of the
structure which delermines ils performance and safely and which is indi-
cated by Ihe injurious pari of the inelaslic deformalion.
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This pari of Ihe deformalion can be computed from observations of
the total deflection and of the recovery of Ihe structure at two time-intervals,
if Ihe rate of creep of Ihe concrete has been determined by separate tests.
By expressing, for each time of Observation, Ihe observed deflection and
recovery in terms of Ihe consliluent deformations [A (observed) A

(creep) -k- A (after-effect) -4- A (fragmenlalion I -f- A (elastic)], a sufficient
number of linear equations for Ihe compulalion of Ihe unknown consti-
luenls is oblained.

Resume

Calcul de constructions el d'elemenls de conslruction en se basant sur
le comporlement parfailement elastique du maleriau. La seule garantie
efficace pour une securite süffisante esl toutefois son comportemenl dans
le domaine plastique qui assure une reserve d'adaptation pour des
sollicitations exagerees.

Le comporlement plastique des materiaux de construction et des cons-
Iruclions elles-memes peut s'exprimer par une repartition de l'energie de
deformalion inelastique et presente divers aspects. Chaque lype de
deformation inelastique presente, suivant le procede de conslruction et suivanl
la securile exigee, une significalion differente. car chaque type presente
une forme de dissipation de l'energie essenliellement propre a son Systeme.
L'auteur examine pour lerminer la relation entre les deformations
plastiques et les degäts occasionnes aux constructions.

Zusammenfassung

Konstruktion und Konslruklionsleile werden berechnet und deren
Spannungen beslimml unter der Annahme eines vollkommen elastischen
Verhaltens des Materials. Der einzig wirkliche Schulz für eine genügende
Sicherheit im Gebrauch ist jedoch ihr unelastisches Verhalten, welcher
die nötigen Beserven für die Beanspruchung und Anpassungsfähigkeit
sichert.

Das unelastische Verhallen des Konstruktionsmaterials und der
Konstruktionen drückt sich aus in der Art der Verteilung der enthaltenen
Formänderungsenergie und hat verschiedene Erscheinungsformen. Jede
Art von unelastischem Verhallen hat, je nach bautechnischer Anwendung
und verlangter Sicherheit, eine verschiedene Bedeutung, weil dies zu einem
andern Slreuungsprozess der Formänderungsenergie in Wärmeenergie
führt; die Wechselwirkung zwischen unelastischer Deformalion und
Bauschäden wird untersucht.

Summary

Slruclures and struclural parls are designed and Iheir slresses
determined on Ihe assumption of perfect elaslic behaviour. However, Ihe only
real safeguard of their salisfaclory performance in service is in Iheir inelasticily,

which provides the necessary reserves of strength and of adaptability.
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The inelasticity of engineering materials and slructures is the expression
of the mode of dissipation of the input strain-energy and has various

aspects. Each type of inelasticity has a different significance as far as
structural performance and safety is concerned, since it pertains to a
different process of dissipation of strain-energy into thermal energy; the
correlation of inelastic deformalion and structural damage is analysed.
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Dynamic research of bridges of the S. N. C. F,

M. CASSE

Ingenieur ä la Division des Ouvrages d'Art de la S. N. C. F., Paris

La question des effets dynamiques subis par les ponts se presente
ä l'ingenieur sous un double aspect : scientifique et pratique; le premier
comprend sans doute le second, mais son etude est actuellement trop peu
avancee pour que leurs objectifs ne se distinguent pas netlement par les
deiais dans lesquels ils peuvent etre atteints.

Difficultes de l'etude scientifique des effets dynamiques

L'etude scientifique de la question vise ä la connaissance precise des

conditions dans lesquelles se produisent les effets dynamiques, de leur
grandeur, de la facon dont ils interviennent dans la securite des constructions;

eile necessite beaucoup de recherches lant theoriques qu'experimen-
tales. Jusqu'ici, les etudes theoriques poussees n'ont pas manque, les

experimentalions assez vastes non plus, la comparaison des resultats
obtenus par les deux voies a ete tentee. Cependant, il est encore impossible
d'övaluer ä priori avec quelque precision, pour un element donne d'une
poutre de pont, la difference entre les effets maxima provoques par une
charge en stalionnement el les effets maxima resultant du
passage de la meme surcharge animee d'une vitesse donnee. Sans doute,
quelques points ont ete eclaircis; des recherches tres remarquables
conduites avec soin et perseverance, simultancment sur les plans theorique
et experimental, ont permis de reconnailre, par exemple, l'influence des
forces periodiques resultant de 1'action des contrepoids d'equilibrage des
locomotives : les mesures de fleche oblenues concordent avec ce que la
theorie permet de prevoir. Mais il s'agit seulement de l'effet d'une cause
particuliere, que tous les ingenieurs ne considerenl pas comme preponde-
rante; les resultats solidement elablis ne concernent que les fleches des



652 Vbl. m. cvssit

ouvrages suffisamment longs pour <pie les mouvements resultant des
conditions d'entree des charges aienl le lemps de s'amorlir avant que le
maximum des deformations soil atteint; moins suis pour les contraintes
dans les membrures, ils restent sujets ä caution pour les contraintes dans
les treillis; ils supposent d'ailleurs une vitesse constante, des chemins de
roulement, du maleriel et des convois assez bien eonslitues pour que des
mouvements parasites ne s'amorcenl pas.

En fait, interviennenl simultanEmenl, dans les effets dynamiques et

pour des fractions non negligeables, diverses causes dont on sail mal tenir
comple; ainsi. le passage d'une surcharge donnee ä une meme vilesse ne
determine pas exaelement les memes effels en raison des conditions
toujours incomplelemenl definies. dans lesquelles le convoi se presente
ä Fentree du ponl. Ce ne sonl pas la des objections theoriques : elles onl
ete Ires nettement verifiees et vivemenl eommentees au cours des essais
effectues de 1929 a 1931 sous les auspices de FL". I. C.

En negligeanl meme. momenlancment. les difficultes resultant de
Findelcrmination ou de la complexite des conditions initiales, Feinde
scientifique des effels dynamiques s'esl trouver freince par le defaut d'ap-
pareils enregistreurs absolument fideles, nolamment pour la mesure des
contraintes. Les progres considerables effectues dans ce domaine pendant
la guerre, la mise au point des exlensomclres ä fil resistanl, permettent
d'eseompler la Solution prochaine de celte difficulte; mais la formalion
des Operateurs et l'execution des nombreuses mesures necessaires enlrai-
neront, pour toute Observation syslematique en campagne, des deiais et
des frais importants. La seule repelition des observations faites jusqu'ici
avec des appareils plus rusliques demandera dejä un lemps tres long.

D'aulre pari, Feinde complete des effels dynamiques ne saurait se
borner ä la determination des deformations plastiques provoquees par le
passage des charges. II faudra evidemment se rendre comple si les indications

d'un exlensomelre peuvent dire interpretees de meme pour des
charges statiques et pour des charges dynamiques, si une meme extension
instantanee correspond effectivement ä une meme contrainte el dans quelle
mesure on peul assimiler, dans Feinde de la securile, deux contraintes effec-
lives de meme grandeur, l'une fixe, Faulre instantanee. II semble bien quo
les observations sur la fatigue des metaux ne s'appliquenl pas directement
aux elemenls de ponts, vu les conditions de variations des efforts et les
frequences auxquclles ils sonl soumis. Lne etude pertinenle de celte seule
question exigera aussi de löngs deiais.

L'etude du probleme des effets dynamiques sur les ponts ne parait sus-
ceptible de progresser largemenl qu'en y employanl les methodes modernes
de la recherche scientifique : recours ä des equipes specialisees, cbargees de
läches delerminees, et coordination de leurs efforls. Chaque groupe de
recherche devrail comprendre des ingenieurs de formations diverses : meca-
niciens capables de reconnailre dans Einfinde des processus vibraloires
possibles ceux qui doivent effectivement se rencontrer dans un element
d'un lablier complexe el pour quelles conditions de presenlalion des
charges, physiciens connaissanl suffisamment les proprieles des materiaux
pour se rendre compte de l'influence des variations d'efforls ou de
deformation sur les contraintes admissibles dans les ponts, lechniciens susceptibles

de concevoir el realiser des appareils donnant sans alleralion les
quanlites ä mesurer, Operateurs rompus au maniemenl des appareils el ä
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leur inslallation dans les parties les moins accessibles d'une charpente.
Les resultats n'apparailront sans doule que peu a peu, ä condition de ne
pas distraire les equipes constiluees de la lache laborieuse «pii leur aura ete
confiee et de les encourager dans leurs recherches sans les chicaner trop
s'il ne sort pas tres vite de leurs travaux une formule definitive d'impact
ne comportant que deux ou trois parametres.

Necessite de connaitre pratiquement certains aspects des effets dynamiques

En altendant que de telles etudes aienl lire au clair Fimportance el
le röle des effels dynamiipies dans les ponts el que des lois chiffrees per-
mellent de les u.tiliser praliquemenl, les ingenieurs qui recoivenl la charge
de conserver de vieux ponls ou den elablir de nouveaux se demandenl
loujours, comme leurs predecesseurs d'il y a cent ans: si un convoi passe
sur l'ouvrage ä une vitesse V, quelle est, en chaque point, la majoration
de conlrainte par rapport ä la conlrainte statique? Beaucoup jugent la

question un peu academique : sous le regime general des coeffieients de

majoration reglemcnlaires soil explicites (quand les contraintes admises
sonl elevees), soit impliciles (quand les conlrainles admises sonl faibles).
il ne semble pas (ponls suspendus insuffisamment rigides mis a pari) que
se soienl manifestes des ineidents graves resultant d'evalualions trop opli-
mistes. De tres anciens ouvrages, bien construits, d'apres les contraintes-
limiles en usage il y a qualre-vingls ans, onl supporte sans renforcement
des aecroissements considerables des charges et des vilesses des convois de

chemin de fer. L'on peul donc soutenir que, si la connaissance precise des
effels dynamiques contribue ä la satisfaction de l'esprit de l'ingenieur. son
influence sur la securile et sur l'economie demeure modere. Mais c'est lä

une facon de voir trop simpliste.
Le fait que des ouvrages tiennent ne prouve pas que FEvaluation empirique

des effets dynamiques ait ele assez correcte, mais seulement que les
erreurs qui en resultenl ne portent pas la probabilile de ruine de ces ponls
ä une valeur netlemenl superieure ä celle qui se rencontre dans les
constructions courantes. Celle conclusion n'est d'ailleurs pas generale : il arrive.
par exemple, qu'au-dessus d'une certaine vitesse, des rivets s'ebranlent, des
fissures se propagent, des barres de treillis se metlent ä vibrer ou ä flamber
d'une facon inquietanle. 11 vaul mieux avoir reconnu celle circonstance
par une elude ou par des essais sur le ponl el avoir impose une limitation
de \dtesse, plutöt que den etre informe par des ineidents de service.

D'un autre cetc, les formules empiriques de majoration peuvent etre
nmcliorees; si l'on peul elablir qu'un type d'ouvrage est particulierement
favorable ä l'allenualion des effets dynamiques, il est normal d'appliquer,
a ce type, un coefficient particulier qui permettra, sans reduire la securile,
de realiser des economies.

Aussi, la S. N. C. F., sans negliger la question scientifique el generale
des effets dynamiques sur les ponts, s'esl-elle beaucoup preoecupee d'obtenir

des renseignemenls immcdiatemenl utilisables et des reponses rapides
ä des questions praliques louchant la securite de ses ouvrages ou l'economie
des projets. L'ordre de grandeur des effets dynamiipies correspond-il
toujours k celui qui resulle des formules reglemenlaires? Le maleriau et le
lype des ouvrages onl-ils une influence teile qu'elle jiislifie la preference
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Fig. 1. Differences obtenues dans deux enregistrements de fleches
effectues chacun avec deux fleximetres de type classique.

accordce a certains types ou k certaines dispositions particulieres? Dans
quels ouvrages ou quels elements d'ouvrages y a-t-il lieu de craindre des
mouvements anormaux ou des deformations importanles au passage des
convois? Les mouvements que l'on constate sur tel pont sont-ils veritable-
ment excessifs? A quel taux la vitesse doit-elle etre reduile pour les rendre
acceptables?

Pour repondre objeclivement ä ces questions ou a d'autres analogues,
il faut faire appel ä Fexperience. Mais il n'est pas indispensable, pour le
but pratique poursuivi, de disposer de moyens aussi importants que ceux
envisages plus haut. L'ulilisation d'appareils moins parfaits se justifie
quand la simplicile de leur mise en place et de leur manceuvre permet de
les confier a des specialistes d'ouvrages d'art qui, seuls, seront capables de
les poser rapidement. Les mesures peuvent ainsi elre multipliees dans des
conditions diverses sans frais exageres. De fait, la S. N. C. F. en effectue
frequemment sous des surcharges circulant syslematiquement k des vitesses
diverses. En dehors des reponses qu'elles apportent, moyennant une
Interpretation critique convenable, aux problemes particuliers, ces experiences
constituent une documentation permettant de reconnaitre certaines lois
empiriques. Nous donnerons, au cours du Congres, un apercu des resultats
obtenus dans cette voie.
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Appareils utilises

Les appareils classiques, fleximelres et extensometres ä enregistrement
mecanique, peuvent, pour des observations a objectif pratique et limite,
fournir dejä des elements de comparaison et de classement.

pou

Fig Fleximetre optique.

Toutefois, pour obtenir des indicalions plus süres ou pour proceder
ä d'autres investigations, de nouveaux appareils ont ete mis au point par
la S. N. C. F. ou sont en cours de construction : fleximetre, rouligraphe,
accelerometre.

Fleximetre
La juslification de la creation d'un nouvel appareil reside dans la

constatation que deux fleximelres amplificateurs de type classique, attaches
en des poinls tres voisins et poses dans des condilions paraissant correctes,
ne donnent pas exactement le meme enregistrement; dans certains, cas,
rares il est vrai, les graphiques accusent des differences nettes, tant pour
Famplitude que pour Failure et Famortissement des oscillations (fig. 1).

L'origine de ces differences reside evidemment dans les vibrations
parasites introduites par la transmission. d'oü le desir de supprimer
celle-ci.

Le fleximetre optique (fig. 2) comprend une lentille achromatique
rendue solidaire de la membrure inferieure de la poutre etudiee. Une
source lumineuse envoie sur la lentille au travers d'une mince fente
horizontale, un pinceau de rayons qui donne une image sur une fente verlicale
placee devant un derouleur de papier sensible. Le deplacement du point
lumineux el, par suite, celui de la lentille, s'enregistre en une courbe
conlinue.

On emploie assez souvent une lentille de 8 melres de distance focale,
la source lumineuse et Fenregistreur etant places respectivement ä 16
metres de part et d'autre de la poutre; Famplification est alors tres
voisine de 2, mais eile peut etre augmentee, le cas exheant, ainsi que la
luminosit6 des images, en prenant une lentille de distance focale diffe-
rente ou en faisant varier Feloignement de la source et celui de
Fenregistreur.

A defaut de circonstances locales favorables, la source et
Fenregistreur sont amenes au niveau de la lentille en les disposant sur des ccha-
faudages robustes places assez loin du pont pour ne pas etre influences par
les Irepidations du sol. En operant a la lombee du jour, on peul se con-



656 Vbl. M. CASSE

^
3

Soo.-ca Itirniwutfi

Fig. 3 et 4. Rouligraphe.

TD.

&

A» lonqilud I de

tenter d'une source peu intense, ce qui facilite Finstallalion en pleine cam-
pagne.

La lentille etanl montee sur un support robuste, solidemenl fixe au
pont, il n'est pas k craindre qu'elle soit le siege de vibrations propres
susceptibles d'apporter des perturbations dans Fenregistrement. Les causes
d'erreur possibles paraissent limitees au Irouble que pourrait apporter, ä
la propagation des rayons lumineux, une atmosphere heterogene el
variable; celle cause ne semble pas ä considerer pendant la courte duree d'un
passage.

L'amplificalion exacle esl determince, pour chaque essai, en mesuranl
le deplacement de Fimage qui correspond ä un deplacement vertical
eonnu de la source.

Rouligraphe
Cet appareil a pour objel prineipal de deceler el mesurer les vibrations

horizontales, peu eludiees jusqu'ici, mais dont l'effet esl parfois
Ires serieux; nous en donnerons des exemples au cours du Congres. II
utilise Ie principe que l'on trouve dans la coneeption de nombreux sis-
mographes, et suivanl lequel une masse pendulaire relativement lourde
demeure pratiquement fixe quand on ne la soumel qua. des impulsions
de cadence rapide par rapporl a sa frequence d'oscillation; celle derniere
esl rendue suffisamment lente en ulilisant un pendule d'axe quasi-vertical.

Les appareils anciens, bases sur le meme sysleme, comportaienl des frot-
lemenls imporlants resultant, soil des glissieres, soit du sysleme d'enregis-
trement attele sur la masse; pour pouvoir vaincre ceux-ci, une force de
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rappel importante etait necessaire. II en resulte alors une periode d'oscilla-
tion trop courte pour que les deplacements du pont laissent la masse
pratiquement fixe. Celte imperfection ne permeltait guere de les utiliser, et

avec beaucoup de reserves, que pour des comparaisons.
Dans le rouligraphe (fig. 3 et 4), on a, au contraire, reduit syste-

matiquement les frottements : la masse pendulaire est suspendue par
une tige et s'appuie par une bielle, toutes deux munies d'articulalions ä

billes; Fenregislrement est purement optique. A cet effet, un miroir
cylindrique solidaire de l'axe de rotation recoit d'une source solidaire du bäti
de l'appareil un rayon lumineux qu'il renvoie sur la fente horizontale
d'un enregistreur dans lequel se deroule, d'un mouvement continu et ä

des vitesses reglables, un film photographique de 35 mm.
Dans ces conditions, on peut obtenir sans difficulte des periodes de

trois secondes avec des frottements insignifiants (en oscillation libre,
Famplitude est reduite de moitie apres une trentaine d'oscillations).

L'appareil enregistre, soit en vraie grandeur, soit avec amplification,
les deplacements transversaux de cadence inferieure ä la seconde, mais,
par son principe meme, il enregistre egalement les mouvements angu-
laires autour d'un axe horizontal perpendiculaire a la direction des
deplacements, d'oü le nom de ff rouligraphe ».

Pratiquement, il est facile, le cas echeant, de separer les deux
mouvements dont les periodes sonl tres differentes.

ACCELEROMETRE

L'emploi d'un accelerometre conjugue avec un fleximetre ou mesu-
reur d'oscillations (horizontales ou verticales) permet de se faire une idee
de la confiance k accorder aux deux enregistremenls et de mettre en
evidence les vibrations rapides ä faible amplitude qui sont peu visibles dans
les graphiques d'oscillation.

De nombreux accelerometres ont ete imagines ou essayes dans les
dernieres annees. La S. N. C. F. dispose notamment d'un accelerographe
qui a ete" Signale au Congrfes de 1936 (Rapport Final, p. 645), dans lequel
les variations de pression resultant des accelerations agissent sur un quartz
piezo-eleclrique. Cet appareil necessite toutefois, ä proximite de l'ouvrage,
une inslallation eiectrique un peu encombrante; aussi, pour les essais fre-
quents utilise-t-on un detecteur de vibralion a induclion et, pour les
frequences basses el d'amplitudes notables, a-t-on prevu un accelerometre
m6canique (ä enregistrement optique). Ce dernier est constitue par une
barre de torsion encastree aux extrömites, porlant en son milieu une
traverse ä laquelle est fixee une masse qui peut etre eloignee ou rapprochee

C

Miroir

c

Fig. 5. Accelerometre.
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de la barre de torsion; l'appareil esl muni d'un disposilif d'amorlissement
electro-magnetique.

Resume

Malgre d'importanls travaux theoriques el experimentaux, on connail
encore tres mal Fimportance des effets dynamiques auxquels sont soumis
les divers elements des ponts et quelle est leur influence sur la securile.
Quand on envisage une etude scientifique de la question, on se heurte ä

l'impossibilite de tenir compte simultanement des nombreux parametres
susceptibles d'intervenir dans le phenomene. La theorie reste hesitante tant
qu'on ne se borne pas ä des cas schematiques et beaucoup d'experiences
demeurent confuses, meme lorsqu'on ne discute pas la fidelile des enregis-
Ircments. Pour elueider vraiment la question, il faudra sans doute beaucoup
de Iravail ä des equipes specialisees, les unes dans les calculs, les autres
dans la construction d'appareils. les autres dans leur mise en place et leurs
observations, etc., el coordonner tous ces travaux.

Faut-il jusqu'ä ce epie des resullats indisculables aienl ele obtenus
par les chercheurs, se conlenter, pour la verificalion des ouvrages anciens
et Felude des ouxTages nouveaux, d'utiliser sans trop y croire, les coefficienls

de majoration en usage dans les divers pays? On ne peut alors
repondre aux questions epii se posent frequemment aux ingenieurs respon-
sables des ponls. Faut-il limiter la vitesse sur lel ouvrage el ä quel taux? Y a-
t-il interet, pour reduire les effets dynamiques, ä adopter tel type d'ouvrage
ou tel mode de pose Pour donner une solltlion pratique ä des questions
analogues, la connaissance tres precise du phenomene d'impact n'esl pas
necessaire, puisqu'il s'agit principalement de comparaisons de quelques
effets mesurables. II est loisible d'utiliser les equipes habituelles chargees
de Fauscultation des ponts et d'employer des appareils n'enregistrant que
les aspects les plus simples des manifestations dynamiques et la S. N. C. F.
procede souvent ä de telles observations ä fins limitees et pratiques. On
donnera, au cours du Congres, des indications sur les constatalions faites et
certains resultats generaux mis en evidence.

Pour ces observations, la S. N. C. F. a systematiquement recours ä des
appareils de coneeption, de mise en place et d'ulilisation tres simples,
dont l'amplification et Fenregistrement sont normalement oblenus par
voie optique. Le rapport donne des indications sur des appareils
nouveaux coneus dans cet esprit : fleximetre, enregislreur d'oscillations
horizontales ou de rotations d'axe horizontal (rouligraphe), accelerometre
vertical.

Zusammenfassung

Trotz zahlreichen theoretischen und experimentellen Untersuchungen
isl die Bedeutung der dynamischen Einflüsse auf Brückenbauten und die
dadurch beeinflussle Sicherheit noch wenig bekannt. Wenn man eine
wissenschaftliche Untersuchung dieser Frage ins Auge fasst, so stösst man
auf die Unmöglichkeit, gleichzeitig die zahlreichen Parameter, welche die
verschiedenen Erscheinungen charakterisieren, zu berücksichtigen. Die
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Theorie bleibt auf unsicherer Grundlage, wenn man sich nicht auf schematisierte

Fälle beschränkt und zahlreiche Versuche bleiben unklar, auch
wenn über die Genauigkeit der Untersuchungen kein Zweifel besteht. Um
die Frage von Grund auf zu klären, wird es zweifellos einer grossen Arbeit
von ausgewählten Fachleuten bedürfen, welche einerseits in der Berechnung,

andererseits im Bau von Versuchseinrichlungen. andere noch in der
Auswertung der Versuche und schliesslich in der Zusammenfassung
sämtlicher Ergebnisse spezialisiert sind.

Es scheint sehr fragwürdig zu sein, mangels fester Grundlagen den
einfachen Weg der Verwendung von Stosszuschlägen zu beschreiten.
Letztere sind nicht in der Lage, auf immer wiederkehrende Fragen der
Brückenbeanspruchung eine klare Antwort zu erteilen. Eine für die Praxis
geeignete Lösung verlangt nicht notwendigerweise eine genaue Kenntnis des
Slossvorganges; denn es handelt sich hauptsächlich um den Vergleich von
einigen messbaren Wirkungen. Dafür genügt es, die gewöhnlichen Wege
mit den üblichen Bestand von Fachleuten einzuschlagen, welche mit Hilfe
von Versuchseinrichlungen nur die einfachsten Erscheinungsformen der
dynamischen Beanspruchungen bestimmen, wie es meistens auch die
S. N. C. F. tut. Während des Kongresses werden darüber Angaben gemacht
und gewisse allgemeine Ergebnisse hervorgehoben werden.

Für diese Beobachtungen hat die S. N. C. F. systematisch Aufnahmegeräte

einfacher Art verwendet, deren Uebersetzung sowie Begistrierung
normalerweise auf optischem Wege erfolgt. Der vorliegende Bericht
enthält Angaben über neue Versuchseinrichlungen. die zu diesem Zwecke
erstellt wurden : Durchbiegungsmesser, Registrierapparate für horizontale
sowie für Drehschwingungen mit horizontaler Axe (rouligraphe) sowie
auch vertikale Beschleunigungsmesser.

Summary

In spile of much theoretical and experimenlal research, littie is known
of the importance of dynamic influences on bridge-building and conse-
quential safely. If we go into scientific research of this question we are
confronted wilh the impossibility of taking into consideration Ihe numerous
Parameters which characterise the various phenomena. Theory remains
on an unreliable basis unless we restrict ourselves to graphic instances,
and numerous tests remain unconvincing, even where there is no doubt
as to the accuracy of the research work. To elucidale the question from
Start to finish will necessilate much work by chosen specialists who are
experts, on the one hand, in calculation and, on another hand, in the
construction of experimental apparatus, whilst yet olhers specialise in
summing up Ihe tests and, finally, in making a Synopsis of the whole
results.

Owing to lack of reliable rudiments, it appears very doubtful
whether we can adopt the simple melhod of using thrust increases. It is
not possible for the latter to provide a clear answer to the constanlly
recurring questions of bridge stresses. A Solution that is suitable in praclice
does not necessarily require a precise knowledge of the processus of thrust :

for it is principally a matter of a comparison of a few effects that can be
measured. For that, it suffices to follow the general procedure with the
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usual aid of experts who, wilh Ihe aid of testing apparatus, only ascerlain
the simplest outward forms of dynamic stresses, as is mostly done by Ihe
French National Railways. Accounts of this will be made during the
Congress and certain general resulls emphasized.

For these observations the French National Railways systemalically
used recording apparatus of a simple kind, the results being interpreted and
recorded optically. The present report contains particulars of new testing
apparatus created for this purpose; deflection indicator, recording apparatus
for horizontal and rotary vibrations with a horizontal axis (rouligraph),
and a vertical acceleration indicator.
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Sollicitations dynamiques de poutres sous charges mobiles

Ueber die dynamischen Beanspruchungen von Trägern
infolge beweglicher Lasten

A study of dynamic influences of moving loads on girders

ARNE HILLERBORG
Civil Engineer

Institution oi Structural Engineering and Bridge Building, Royal Institute oi Technology, Stockholm

An investigation inlo the dynamic influences of moving loads on
bridges is being made at the Institution of Structural Engineering and
Bridge Building at the Royal Institute of Technology, Stockhom, Sweden.
To begin wilh, the simplest cases are thoroughly studied, and then the
various effects are added one by one in order to determine their separate
and cumulative action. The investigalion comprises bolh theoretical and
experimental sludies.

In the years 1943 to 1946 the main part of the work was done by Rolf
Lerfors, C. E., and from the end of 1946 the investigation has been con-
tinued by the Author.

In the first place, I studied the case of a concentrated load moxdng at
a constant speed along a girder of uniform section. Methods of Solution
for this case have been given by several authors, but these methods are
either very laborious or eise so roughly approximative that the Solution is
too inaccurate. Therefore, I have tried to simplify and lo rationalize the
arithmetical computations in a method due to Prof. Inglis ('), which I
consider lo be one of the most reliable methods available for this
purpose. This method was simplified so that it was possible to calculate a great
number of cases and thus to form an estimate of the dynamic increment
in all practical cases.

It is very important that, if damping is left out of aecount, the dynamic

(') Inglis, A Mathematical Treatise on Vibrations in Baihvay Bridges, Cambridge, 1934.
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increment can be shown to be completely determined by two dimension-
less quantities defined as follows :

velocity of load
2 X natural frequency of girder X length of girder
mass of load

mass of girder
For practical purposes, the approximate limits of these quantities are

0 <a <0,15
Ü < v < 5

For v=0, Timoshenko (2) has shown that the dynamic increment in
centre deflection is approximately given by

a
1 — a

In the more difficult case where v z-t£ 0, a great many methods were
studied, and, as has been mentioned above, that due to Inglis was found
to be most suitable. lie expresses Ihe concentrated load per unit length of
span by the Fourier series

2 P ^ i-x
p —,— > sin is-sin—-—1 l Li li=i

The notations are given in fig. 1.
In the computalions, Inglis uses only the first term of this series.
The deflection is assumed to be

-x
y ?('•?)-s|n —

and we obtain, for the determination of q(<o), the differential equation
di(l i i .4„t„\ i d(J „:„o„ \ „( { ,.:.,2„\_ yoo* +8in«? +^-Sin2?+g _^-_ sin* <p =-^L-.8m?do \ 2 v ' / d<D \ 2 va- '/ 2 va! '

where y00 denotes the static deflection for a =—
Inglis solves the above equation by means of two series, viz., a series

for a forced oscillation and a series for a free oscillation. The coefficienls
of these series are determined as usual.

The second series is by far Ihe most difficult. Ils determination involves
much work.

It can be shown lhat the free oscillation is in very dose agreement with
the expression

- A Ii / T" ~ p d? ]
q'™- i/l+2vsim> "n II7 ** "" Vu |/l + 2v.sim>!

which is comparatively simple to calculate, especially after tabulating the
expressions

1 rt do
-.-, a»d / ; •/l + 2^sin?o Ja |/l -f 2 v sin* <o

(2) See, for example, Timoshenko, Vibration Problems in Engineering, Now-York, 1937.
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Fig. 1.

The integral can be determined by means of tables of elliptic integrals.
Ry using this formula, the time required for Computing one case is

reduced from about fifteen hours to a few hours.
By means of this simplified method, I have calculated and plotted a

diagram showing the dynamic increment in deflection as a function of a
and v. It has been convenient lo define this dynamic increment by

\'/dvn Vstat/tnax
Bu — —

I/^atmai

where qiy„ has Ihe same significance as q(a>) above, and qstal corresponds
to a 0 and has the value

gSc.->t= yoo • sin cp

For small values of a and v (a2v<^0.01), I got a direct expression for e, i.e.

1 -4- 2 v 2 v

1 — 1

+

9

l+or<
(iv

1 — ** 1 — 9 7.' |,'l _a*v J | __2

For higher values, I have first calculated q(<o) and then e.

These results were used for plotting the diagram shown in fig. 2.
When q is known, the force exerted by the load on the girder and the

acceleration forces acting on the girder itself can be calculated on the same
assumptions as before. Consequently, the moments and the shearing forces
acting on the girder can also be computed. With Ihe notations given in
fig. 1, these values are

»l

M„ M„

R„ R„

ayao sin <p

ay00sino

,d'ci
de*"

2 d'q

2 l sin ~a
sine

tz (l-a)

2 1 ~at4-\ 1 H cos -rr— sinedo' \ a- l

M„ denotes the moment at the distance a from the left end of the girder,
and M0<1 designates the static moment produced when the load is applied
at this section.

R„ and R0a denote the corresponding shearing forces.
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Fig. 2. Dynamic increment in centre Fig. 3. Maximum dynamic increment
deflection as a function of a and v. in bending moment as a function of

«and».

In the same way as before, we define

(M„dyr - M0stJ„
£M„ M,

£H«
_(R^,f R„

R„

The maximum value of e for a given v and a is of great interest. This

maximum value is oblained when -*— — a and is

*Mmax

1

*K max

yuo«1»

l
Joo sin e

q + a<

>I +

d?q
~d~P-~

d*q

2 sin2«

o( Tt— es)

sin 2 co

— 1

The values of cMmax are shown in fig. 3. £Rniax differs very IIIlie from £Umax

and is always less than the latter value.
To verify the theoretical results, model tesls are being made. The test

set-up is shown in fig. 4.
The girder is made of steel and bas the approximate dimensions

5 X 50 X 1 100 mm. The load is a ball of the type used in ball-bearings,
which rolls along a track on the girder. The bending stresses are measured
by resistance strain gauges at several sections of the girder, and are recorded
by an oscillograph which also indicates the time and the inslanls at which
the load passes through definite points.

So far, tests have been made for v 3.5 only. Fig. 5 shows some of
Ihe oscillograph records obtained in the tests, compared with the
corresponding dynamic influence lines computed theoretically. In fig. 6 the test
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Fig. 4. Set-up used for laboratory tests.

values of e expressed as function of a for several sections are compared with
the computed values.

The agreement between the theoretical and experimental results shows
that the theory can be regarded as fairly accurate. Nevertheless, further
tests must be made before the first chapter of the investigation can be
completed. After that, the questions relating lo damping, spring-borne
masses, etc., will be studied.

I hope lhat we shall be able to publish a more detailed aecount of the
results later on. In the meantime, suggestions or questions are welcome.

The Author expresses his gratitude to Professor Georg Wästlund having
stimulaled the research described in this arlicle.

3*Xu.

il* Bill

u

; 0.25 ^=0.50 f-Q« f'0.15
Fig. 5. Theoretically computed dynamic influence lines for
bending stresses compared with test values v 3.5( a o.2.
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Fig. 6. Theoretical curves
showing £M,„ax and iMa as
functions of * compared
with test values of jm° •

' 3.5.

Resume

L'Institut de Construction des Bätiments et des Ponts de l'Ecole Royale
Polytechnique a Stockholm poursuit actuellement une etude sur les
influences dynamiques exercees par les charges mobiles sur les ponls. La
premiere partie de cette etude traite le cas d'une charge concentree unique
qui roule ä une vitesse constante le long d'une poutre ä section uniforme.
En ce cas, on peut demontier que l'augmentation dynamique e esl
completement determinee par deux quantites definies comme suit :

vitesse de la charge
2 X frequence naturelle de la poutre X longueur de la poutre
masse de la charge
masse de la poutre

Au moyen d'une methode imaginee par M. le Professeur Inglis, qui
a etö legerement modifiee et completee par Fauteur du present rapport,
on a exprime s par une fonction de a et v. La figure 3 montre l'augmentation

dynamique maximum des moments flechissants.
On a conslate une bonne concordance entre les resultats des calculs

theoriques et ceux des essais effectues sur modöle, ainsi qu'il ressort des
figures 5 et 6.

Zusammenfassung

Im Institut für Hochbau und Brückenbau an der Kgl. Technischen
Hochschule in Stockholm wird gegenwärtig eine Untersuchung über die
dynamischen Einflüsse der beweglichen Lasten auf Brücken durchgeführt.
Deren erster Teil behandelt den Fall einer Einzellast, die sich mit konstanter



DYNAMIC INFLUENCES OF MOVING LOADS ON GIRDERS 667

Geschwindigkeit längs eines Trägers von gleichbleibendem Querschnitt
bewegt. Es zeigt sich, dass der dynamische Zuschlag e in diesem Falle
durch zwei Grössen vollständig bestimmt ist, die wie folgt definiert werden

:

Geschwindigkeit der Lasl
2 X Eigenschwingungszahl des Trägers X Länge des Trägers

Masse der Last
Masse des Trägers

Mit Hilfe eines von Prof. Inglis angegebenen Verfahrens, das vom
Verfasser etwas abgeändert und ergänzt wurde, kann s als Funktion von a
und v ausgedrückt werden. Abb. 3 zeigt die Höchstwerte des dynamischen
Zuschlags zu den Biegungsmomenten.

Bei Modellversuchen wurde weitgehende Uebereinstimmung zwischen
den theoretisch errechneten Werten und den Versuchsergebnissen
festgestellt, siehe Abb. 5 und 6.

Summary

An investigation inlo the dynamic influences of moving loads on
bridges is being made at the Institution of Structural Engineering and Bridge
Building, Royal Institute of Technology, Stockholm, Sweden. The first
part of this investigation deals with the case where a single concentrated
load moves at a constant speed along a girder of uniform section. In this
case, il can be shown that the dynamic increment e is completely
determined by two quantities defined as follows :

velocity of load
2 X natural frequency of girder X length of girder
mass of load

mass of girder

Ry means of a method due to Prof. Inglis, which has been slightly
modified and amplified by the Author, e has been expressed by a function
of a. and v. Fig. 3 shows the maximum dynamic increment in bending
moment.

The results of model tests were found to be in good agreement wilh
the theoretical results (see figs. 5 and 6").
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Equation differentielle pour Ie calcul des vibrations
produites dans les constructions portantes par les charges mobiles

Differentialgleichung für die Schwingungsberechnung
von Tragkonstruktionen infolge beweglicher Lasten

Differential equation for calculation of vibrations
produced in load-bearing structures by moving loads

SVEN T. A. ÖDMAN, C. E.

Head, Technical Department
Swedish Cement and Concrete Research Institute at the Royal Institute oi Technology

Stockholm, Sweden

This paper is a contribution to the theoretical study of the problem of
forced vibrations in load-bearing structures of finde extenl subjected to
any arbilrary boundary conditions. The vibrations are assumed lo be
produced by one or several non-elastically applied loads, and possibly also
transverse forces devoid of mass, which move on the structure with a
constant velocity.

A usual treatment of similar problems consisls in deducing a
differential equation which represents the motion of the load-bearing structure
and the load, and in finding a formal Solution to Ihis equation by means
of a series expansion. This method has been applied by many authors to a
beam which is hinged and freely supported at both ends, and is acted
upon by a single moving load. Among these aulhors, the following deserve
to be mentioned in this connection. Kryloff (x) neglects the influence
exerted by the mass of the load on the natural vibralion of the system,
and thus obtains a simple formula for Ihe deformation at any arbitrary
subsequent instant. Inglis (2) expresses the deformation and the load by a
Fourier series, in which he disregards all terms except the first. In other
words, he imagines the concentrated load to be replaced by a load distri-

(') Ktfvt.oFf-, A. N., Mathematische Annahm, Vol. 61, 1905. See also TiMosrtE.NKO, S.; Vibralion
Problems in Engineering, U. S. A., 1928.

(2) Inglis, C. E., A Mathematical Trealise on Vibrations in Railway Bridges, Cambridge. 1934.
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buted over the whole beam according to a sine function having a half wave
length which is equal to the length of the beam and an amplitude which
varies in accordance with the same sine function. Schallenkamp (3) deals
in a similar manner with the Vibration of the load in a vertical direction
only. Looney (4) tackles the problem by means of the calculus of
differences on the assumption that Ihe natural vibralion can be represented
by a sine function, and disregards all harmonics except the fundamental.
Contrary to Inglis, Rinkert (5J takes into aecount a finite number of terms
in the series expressing the concentrated load.

A procedure that is commonly used by most of the investigators
referred to in the above is to obtain the Solution of the differential equation
by means of sine series in which each term can be regarded as an analytical
expression of one of the types of vibrations performed by a beam which
is hinged and freely supported at both ends. If Ihe beam is subjected to
an impact caused by a force which is devoid of mass, vibrations will be
produced, the frequencies of which are determined solely by the properties
of material, dimensions, and boundary conditions of the beam, and each
of these frequencies corresponds to a definite type of Vibration. On the
other hand, if Ihe force acts in conjunclion with a mass which takes part
in the Vibration, for instance. if the beam is submitted to a moving load,
then different conditions will arise. In this case, a continuous change in
the position of the mass on the beam gives rise to a continuous Variation
in each frequency and in the corresponding type of Vibration. If we try to
find a formal Solution to the differential equation of vibralion produced
by a moving load by using series of functions. which are not variable with
time, this implies an attempt lo calculate a resulling Vibration at any
arbilrary gauge point by the aid of a limited number of terms. In reality,
this motion is composed of several entirely separate vibrations, and an
intricale analysis of frequencies will be required in order to segregale these
vibrations.

The use of formal Solutions entails insufficient accuracy in the
calculation of stresses. Even if the series used for solving the differential equation

is found to be convergenl, it is not certain that the second derivative
will approach a correct value, or will be convergent at all. This is due to
Ihe fact that a given initial Substitution used in solving the differential
equation will prove successful depending on Ihe extent to which the first
term of the series agrees with the actual, total deformation. Consequently,
the fact that the boundary conditions are satisfied by all terms of the series
alone is not sufficient. An analogous Statement has been made by Courant

(G) regarding variational and buckling problems. Therefore, as the
lype of vibralion varies continuously in Ihe case of moving loads, there
must always be an uncerlainty in the calculation of stresses.

The purpose of this paper is to demonstrate a method for a more
2reneral study of this problem under any arbilrary boundary conditions.

(3) ScmLi.ENKAMP, A., Schwini/unoen von Trägern bei bewegten Lasten (Ingenieur-Archiv.
19371.

(4) I.ooney, Ch. T. G., Impact on Railwav Bridges (University o) Illinois, Bulletin No. 19,
Vol. 42, 1944).

(5) RiNKFnT, A., Vibrations of a Beam with Hinged Ends under Action of a Load Moving with
Constant Speed. Examinalion Work at Ihe Institution of Structural Engineering and
Bridgebuilding at Ihe Royal Institute of Technology, Slorkholm 1945 (in Swedish).

(6) Couhavt, R.. Variational Methods for Ihe Solution of Problems of Equilibrium and
Vibrations (Bulletin of the American Math. Soc. Vol. 49. No. 1. Jan. 1943V
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In contradistinction from the earlier investigations, we shall take into
aecount the Variation in the type of natural vibralion due to the change
in the position of the load. Each term of the series used in solving the
differential equation corresponds to the type of natural Vibration performed
at a given instant, and is therefore dependent on the position of the load,
and hence on time. Accordingly, the state of vibratory motion is known
at any instant, and the increments in moment and in stress due to each
natural Vibration can therefore also be calculated. Just as most other inves-
tigators who have dealt with this problem, we neglect the influence of
damping, which has been discussed by Holzer (7) and Sezawa (s">. among
others. The deformations are assumed to be so small that the effect of
rotatory inertia and of shear can be disregarded. These queslions have been
studied by Timoshenko (*), Goens (10), Pickett (ll) and others.

Consider free harmonic Vibration of a system which is Compound in
the ränge G and consists of a load-bearing structure in conjunetion with
one or several stationary masses. In this case, we can deduce a harmonic
differential ecpiation of the following well-known type, which is inde-
pendent of the time factor

L[?.] +P-a„.?„ 0 (1)

where 9,, is a characteristic function which represents the n-th type of
deformation of the system within the ränge G, and Ä„ is the corresponding
characteristic value (12). L[o„] is a linear differential expression formed
with respect to the Space coordinates x. y, z, and is defined within the
same ränge, and 0 is a given dimensionless function which represents
the relative mass density distribution of the system. Eq. (1) is often called
Euler's differential equation.

If the section of the load-bearing structure is uniform, the caracteristic
functions and the corresponding natural frequencies can be computed
from the above differential equation by means of the methods given by
Den Hartog (") or Kärmän and Biot ("), and others. For this purpose, a

general Solution of the differential equation is found for the langes between
the boundaries and the point of application of the load. By applying the
boundary conditions, we obtain a frequency equation, and by means of
this equation we can calculate a set of roots, each of which corresponds to
a definite form of the characteristic function. The lowest root value
corresponds to Ihe fundamental frequency. Berg (15) has carried out Ibis
calculation for a hinged, freely supported beam, and bas labulated the
values of Ihe characteristic function as a function of the position of the

C) Ilotzpif, II.. Zeitschrift für angeu: Math, und Meeh., V. 8. p. 272. 1928.
(*) Sezawa, K., Zeitschrift für angew. Math, und Mech.. V. 12, p. 275. 1932.
(8) TnfosnENKO, S., On the Correction for Shear of the Differential Equation for Transverse

Vibration of Prismatic Bars (Plulosophieal Magazine, Ser. 6, Vol. 41, p. 744 and Vol. 43. p. 125).
(10) Goens, E.. Ueber die Bestimmung des Elastizitätsmoduls von Ställen mil Hilfe von

Biegungsschwingungen (Annalen der Physik, 5. Ser., Vol. 11. p. 649, 1931).
(n) Pif:Ki:TT. 0., Equations for Computing Elastic Constants from Flexural and Torsional

Resonant Frequencies of Vibration of Prisms and Cylinders (American Society for Testing
Materials, Vol. 45, 1945).

(ia) CofftwT, R. and Hildert, D., Methoden der mathematischen Physik, Band 1, Berlin,
1924, Kap. V.

(,s) De:* Haixtoc, J. P., Mechanical Vibrations. New York and London. 1940.
C14) v. KirtMÄN, T. and Biot, M. A., Mathematical Methods in Engineering, New York and

London, 1940.
f15) Berg, Owe, Biegungsschwingungen eines in beiden Enden unterstützten punktförmig

belasteten Balkens (Zeitschr. angew. Math. Mech., Bd 24, Nr 1, 1944).
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load and definite given ratios between the masses of the load and the beam.
For the majority of practical purposes, some approximate method can

usually be applied. For instance, Lord Rayleigh (16) assumes that the
characteristic function approximates to the static deformalion curve
produced by the weight of the load. provided that the inertia forces are
neglected, and calculates the frequency by means of the energy method.
Ritz (I7) puts the characteristic function equal to a series, and determines
the coefficients of expansion and the frequencies by the aid of Hamilton's
variational principle. Galerkin (1S) applies a variational melhod by which,
however, one arrives at exactly the same expression as is obtained by the
method dexised by Ritz. Gran Olsson (19) has found that with the aid of
the principle of Virtual displacements the same results may be obtained as

by the methods of Ritz and Galerkin. Finally, Grammel (=0) takes the integral

equation of the system as a starting-point and determines the frequency
from the relation between an assumed deformation and the nucleus.

All these methods give a sufficiently accurate upper limit of the natural
frequency. The deviations of the approximate expression of the characteristic

function from its exaet form have scarcely any influence on the
ultimate value, and the error is therefore usually inconsiderable. If greater
importance is attached to the form of the characteristic function, as is
often the case in the determination of stresses, or if the rigidily, section
area and the mass density of Ihe load-bearing structure are variable, it is
convenient to use Vianello's (=I) approximate method for plotling the
characteristic function graphically by means of a funicular polygon. Great
accuracy can be obtained by applying this procedure several times. This
problem has also been dealt with by Inglis (**).

The characteristic functions tpj, <p2, <p3, etc., form a complete orthogonal

system which satisfies the conditions for orthogonality, viz.,
f?-?r-<?nd-z 0 r =f= n

° (2)

f a-o„-d'z — constant r=n \
e,

' 1

where G denotes the limit ränge of the integral and x is used to designale
one or several coordinates in space. If the constant is put equal to unity,
the characteristic funclions are lermed normalised.

Furthermore, the theorem of expansion of characteristic funclions states
that any stepwise finde arbilrary function / which stalisfies the same

(") Lord Rayleigh, The Theory of Sound, Vol. 1, 2nd Ed., pp. 111 and 287. Phil. Mag.,
Vol., 47, p. 566, 1899 and Vol. 22, p. 255, 1911.

(17) Ritz, W., Ueber eine neue Methode zur Lösung gewissen Variationsprobleme der
mathematischen Physik. (J. f. reine und angcie. Math., Bd 135, pp. 1-61, 1909. — Gesammelte
Werke, p. 265, Paris, 1911).

(18) Galerkin, B. G., Expansion in Series for Solving Some Equilibrium Problems for Plates
and Beams (Ujcslnik Ingenerow Petrograd, 1915, Hell 19, in Russian).

(19) Gran Oi.sson, R.. Die Anwendung des Prinzips der virtuellen Arbeit bei der Lösung
von Knickproblemen (Del Kongelige Norske Videnskabers Selskali, Forhandlinger Bd XVII,
Nr 46).

Gran Oi.sson, R., The Principle of Virtual Displacement Applied in Approximate Solutions
of Eigenvalue Problems (Dixieme Congrds des Mathematiciens Scandinaves, Copenhague, 1946).

(20) Grammel, R., Ein neues Verfahren zur Lösung Technischer Eigenwertprobleme (Ing.-
Arch., Bd 10/1939. pp. 35-46). See also : Lösen, Fr.. Berechnung der Eigenwerte linearer
Integralgleichungen (Zeitschr. angew. Math. Mech., Bd 24, Nr 1. 1944).

(21) ViAMii.i.o, L., Grafische Untersuchung der Knickfestigkeit gerader Stäbe (Z. 1'. I). I, 1898,
Juli-Dez., p. 1436).

(22) Ingi.is, C. E., Natural Frequencies and Modes of Vibration in Beams of Non-uniform Mass
and Seclion (Trans. I. N. A„ Vol. I.XXI, p. 145, 1929).
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boundary conditions as the characteristic functions s„ and has a self-
adjungated finite linear differential expression L[<pn] can be expressed by
an absolutely and uniformly convergent series composed of these
characteristic functions, viz.,

'=Z c„ ¦ <?„

n
wdiere

C.= /p./-<p„dT. (3)
u

For simplification, we shall deduce, in the first place, the differential
equalion for a single moving load having a mass which cannot be neglected.

It is convenient to imagine the masses of the load-bearing structure
and of the load as a Compound system whose natural Vibration is unambi-
guously determined by the position of the load in a steady state of vibratory
motion and varies with the position of the load, whereas the weight of
the load is regarded as an external vertical force devoid of mass applied
at the centre of gravity of the moving mass. In Ihe treatment of the
problem it makes no difference whether a force devoid of mass, e.g. a pulsating
force, is added lo the weigbl of the load, and the problem is thus reduced
to the determination of the Vibration produced by the resultant external
force.

Since the syslem has an infinite number of degrees of freedom for
every position of the moving mass, the deformation from the position of
equilibrium at any arbitrary instant t tt can be expressed by a series
comprising all those degrees of freedom which corne into play at that
instant. Accordingly, we put

W= Yj 1«(tJ> ' ?»;(<» S) (4)
;f l

where w denotes the deformation from the position of equilibrium, and
<?nj corresponds to the n-th characteristic function determined in a steady
State of vibratory motion with the moving mass in the j'-th position on the
structure. For instance, <pnj can be imagined to be composed of trigono-
metric and hyperbolic functions in which the arguments are also variable
with time. The quantity qn is an unknown factor which varies with time
only, and is termed a generalised coordinate.

The maximum kinetic and potential energies of the system, which
are denoted by T and V respectively, are determined at the instant when
the load is at the point s,.

For the load-bearing structure alone, we oblain

T-^X(t),("
where m denotes the mass per unit length t of the structure.

The velocity of the moving mass at any arbitrary point is

dw r.

Yi (?»-T».H-?»-<rv)
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9n
dqn and d?»j

dtj r"J ~ dtj

Therefore, we get

T.--fjr[y(i..*rr-,..**> d-

In calculating the corresponding increase in kinetic energy due to
the moving mass having the weight P, we must take into aecount its curvi-
linear motion whose component in the direction io is determined by

u'r0;)= X ^Vj)m?-j(*jf*j)

where s, is also a function of time. Then the velocily of the load in the
direction w can be written

dwv

dt, 2 [?«'^W+ ?.'?-;W]

and the amount contributed by this velocity to the kinetic energy of the
svslem is

TP
2ff X [<I»-<?„j(Sj) + qn-i„j(Sj)]

The potenlial energy of the system is equal to the sum of all inerlia
forces times the respective displacement of these forces. Since the inertia
forces are proportional to the deformation, we consider their mean value,
and the amount Vb contributed by the load-bearing structure to the potential
energy of the system is determined by the expression

m
~2~

d'w /\wdxr d'w

where w„(s,) is the frequency of the n-th natural Vibration.
The corresponding increase in potential energy V„ due to the load is

\n l

Using the notation

Ja mg
f„s(Sj) H„ (sj)

and observing that the terms of the form
P

/ frjfvjdx ¦

JGJ ' mg
<?rj(Sj)-<?»j(Sj) ; rV>
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are zero according to the conditions for orthogonality, see Eq. (2), we can
write Ihe total maximum kinetic and potential energies of the system

T m
00

di?..•?»,•)

?-•»»> (*/)]

v=ir 2^,"u-,(*')'H-(*') (5)

These values are inserled in Lagrange's equation of motion
d (dT\ _ 3(T — V)
dl '

dq, hr Q,

when Q,. denotes Ihe force corresponding to q,. and is termed the generalised
force. We Ihen obtain

OD

<•/",. • H,. (s,) + fß ?rJ ^ (2 qn • i.j + q. ¦ ?„;) d-.

p
+ -— -frj (Sj)- Y [2 ?„•?„; (s,) + <?„•»,,• (s,)J -f- g,-u,.2 (s,)-H„ (»,)

Qn

mg »i

(6)

The generalised force QrJ is determined so that the work done by Ihe
external force in the case of Variation in Ihe generalised coordinate qr
divided by Ihis Variation should be equal to Qr,.

In Ihis case, the work is equal to P(sJ).oq,.-o,.j(sj), where P(s,-)
denoles Ihe weight of the load, possibly wilh Ihe addition of an external
force devoid of mass, which is applied at the same point. We then obtain

Q„ P(.V) .»„(«,)

Eq. (6) gives a system of linear inhomogeneous differential equations
of the second order having an infinite number of terms and variable coeffi-
cients. This equation can be regarded as the complete differential equation
of forced vibralion produced in a load-bearing structure by a moving non-
elastic mass. It is very difficult to find an exaet Solution of this equation.
In order to avoid this difficulty, we must resort to simplifications.

The influence of the curvilinear motion is so slight lhat it can be
regarded as a correction, at least in normal structures met with in practice
and subjected to ordinary permissible loads. In such cases it is obvious
lhat the error will be negligible if the correction consisls in disregarding
the influence of all vibrations except the r-th. If the characteristic functions

are normalised so lhal / o,./-dx l the Variation in the form of the

characteristic function must be so small that it could be neglecled, with
the result that both <prj and <srj would become equal to zero. If the velocity
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of the moving mass is assumed to be constant and equal lo v, we gel
i n

frj (s,) v ¦ oyJ (.«?,) and orJ (Sj) o* ¦ <srJ (ss)
1 do ¦ (s) n d'o ts,\

where **&)= "'^ and ?,-,(*¦-) % i*j)

Consequently, Ihe complete differential equation takes Ihe simplified
form

g,. ¦ Hr («,) + qr ¦ H„ («,) -f r/,. ¦ [«„¦ H^) + N.. (*,)] p(*>?*W («)

where H,. («,) 1 -\ ?,./ («,)'
mg ' J J

¦^ 2 v l
Hr(*>) =— -P-?ri (*,)•»„(*,)

It makes no great difference whether one or several masses move with
the same velocity on the load-bearing structure. The Variation in mass
distribution with lime influences the form and the frequency of the
characteristic function in a similar manner. It is convenienl to keep the
notalions on and to„ unchanged, but they are used to denole the new
characteristic function and Ihe corresponding natural frequency. Accordingly,
the y'-lh position of the load at any arbitrary instant t /, signifies the
localion of k loads having the respective weights P,, Po, P3, Pk, and
PA.(s,,v) denotes the weight 1\, possibly with the addition of an external
force devoid of mass, which is applied at the point skj. The new differential
equation can be written in the form

'qr-U,. (Sj) + qr-Kr («,) + 7,-K2 («,)-Hr (ss) + N„ (Sj)}

1
k

— 2j p*(«v)-?^(««) (9)
fi i

where H,. 1 -f J_. £ PA. ?/(skJ)
lt n \

^•(^)=lu7 ¦Sp»,M'«)-?r/(g
mg- *.=

fc
2 II

N"(Sj)=w ¦ 2p* • ?••> (5*>> • ?* (s^
m^ E=i

Sj v tj

Eq. (9) is an ordinary linear inhomogeneous differential equation
of the second order with variable coefficienls.

If the fact that the characteristic function varies wilh time is complelely
disregarded, then Eq. (8) corresponds to a formal Solution of the problem
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under consideration. In that case, the functions or and H,. are referred to
the non-loaded structure, and wr*(sj) • Hr(s,l is constant and equal lo the
Square of the natural frequency of this structure. For instance if we put

sin
l

which is identical with the normalised characleristic function of the freelv
supported beam (1 length of beam, 0 -^ x -^ l, and r integers 1,
2, 3, then we obtain for r l, the same differential equation as that
deduced by Inglis. Therefore, it follows that his results can be regarded as
a special case.

The tests made lately by A. Hillerborg (23) seem to indicate that the
Variation in the form of the characteristic function with the position of the
load could be neglected in the case of the freely supported beam. lt remains
to be demonstrated whether this Variation may also be disregarded in
dealing wilh other structures or under different boundary conditions. This
question can be examined theoretically on the basis of the present investigation.

An approximate Solution of the differential equation (9) is briefly
deduced in what follows.

By pulting the righl-hand member of Ecj. (9) equal to zero, we obtain
a homogeneous differential equation. After dividing bx Hr(s,-), this equation
can be written

• H,.(S,) ¦

(*/)
N„ («,)

H, (sj
•<7, 0 (10)

and can be interpreted as a differential equation of free amplitude-modulaled
and frequency-modulated Vibration.

To solve this equation, we put
q,. er-®-'" (A sin j tu,.dt -f B cos J m,.dt) (II)

where A and B are arbitrary conslanls, whereas sr and ro,. are arbilrary
functions of time which express the damping and the frequency of Vibration
respectively. If this expression is inserled in eq. (10) the two relations

1

Pß-
rjj,. H,.

nr, + H,.
(12«)

N H
w''2 + it-ß<'-ß<--H:+ßr (125)

must hold good in order thal the above expression should satisfy the
differential equation (10).

If we assume lhat the Vibration sels in at the intsant t„ the value
of cxp[—ffirdt] at any arbitrary subsequent instant £ /,¦ can be
calculated by inlegration. By using eq. (12a), we then obtain

exp Pp..*]-./ OT,. (Si) Wr (Sj)

ror (Sf) wr (s,)
(13)

(23) HiLLERuonn, A. L., A Study of Dynamic Influences of Moving Loads on Girders
(International Association for Bridge and Structural Engineering. Congress 1948 at Liege. Preliminary
Publication).
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If the natural frequency is determined by Rayleigh's melhod, it can
be demonstrated that

V
fKr(S{) _ 0», (Sj)

Ur(Sj)
~~

wP («,.)
(14)

Since the modulated frequency njr does not differ from the natural

frequency of Ihe system to any notable extent,

proximately equal to wr (*.)

™r (Sj)

Vr(Sj)
Then

wr (Sj)

»¦V (ff)
"r (Si)

can be put ap-

(15)

that is to say, the free Vibration is damped approximately in proportion
to the square root of the natural frequency.

The difference between the right-hand and left-hand members of
eq. (14) is so small that derivation can be admitted without rnvolving any
considerable error. We get

ta),. 1 /H,
2 l.Hr.

Noticing thal

w,. ur
and inserting this expression in eq (12a) gives

1 /Ür
ß,.~ 4 xHr

Using this relation il can be deduced that the frequency of Vibration is
approximately determined by

ro,/
1 N„ 1

J" +T Ü7~lAJ
Consequently

PT, (s.) UP (Sj)
A **fu

H,
-)' H, + i

H, H, — i

mr di + n cos fp,J Ii
dl

(16)

(17)
OJ,. (s,) w, (s,)

can be regarded as a general Solution of this equation (10). The arbitrary
conslants A and B are determined bv Ihe initial conditions at the instant
t t,.

The Solution of eq. (9) can now also be found by means of generally
known methods. If we assume thal Ihe first of several conseculive loads
travelling on the load-bearing structure passes over the first support at
the instant l 0, the Solution can be written in the form

k

y p» («*,). ?*(**,)
fc-I <>>' (Sj) 1 / OTr (S{) f'i

H,.(5,)-üt,.(S,)
'

Ur(a,) '|/ m,.(Sj)
'&l A9r m.yo

uT,.d< rif, .(18)
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This expression can also be simplified. If the static deformation of the
load-bearing structure due lo the loads in the i-th position is calculated
with the help of series composed of the functions ori and orj, it can readilv
be demonstrated that

<?ri (Ski) T>rj (Sy)

HP(*,)-«„*(*,) H,. (*,).«,*{>,)
(19)

By using this relation and putting m • Hr(»•;)• tor2(s,)= X(Sj) the
Solution of the differential equation (9) can finally be wTitten

k
1 "r (Sj)

M*;) '
\fmr (sj) \'mr (s{) Vjftl / Jt.

dt

(20)

and the problem under consideration can thus be regarded as theoretically
solved.

The present work will be continued in a manner to allow a comparison
between experimentally obtained results and theoretical values calculated
with the aid of the developed theory.

Resume

Le calcul theorique des deformations et des efforts causes dans les
constructions portantes par les charges mobiles peut aussi etre effectue
dans le cas des constructions relativement compliquees. Dans la presente
etude, ce probleme est traite d'une maniere plus generale que dans les

travaux precedents, en faisant usage des fonctions caracteristiques, de sorte
que l'equation differentielle etablie dans le present rapport est applicable
aux conditions aux limites quelconques et a plusieurs charges mobiles
inelastiques avec addition eventuelle d'autres forces depourvues de masse.
L'ötude tient compte de la Variation de la forme de la Vibration naturelle
avec la position de la charge. Une Solution approximative de l'equation
differentielle est presentee. L'auteur examine aussi d'autres methodes
applicables a l'etude de ce probleme.

Zusammenfassung

Die Formänderungen und Spannungen, die in Tragkonstruktionen
infolge einer oder mehrerer beweglichen Lasten entstehen, können auch
bei verhältnismässig verwickelten Konstruktionen theoretisch berechnet
werden. Zum Unterschied von früheren Untersuchungen, wird diese Frage
in der vorliegenden Arbeit einer allgemeineren Behandlung unterzogen,
und zwar mit Hilfe von Eigenfunktionen, so dass die aufgestellte
Differentialgleichung für beliebige Randbedingungen sowie auch für mehrere
bewegliche, nichtfedernde Lasten gegebenenfalls in Verbindung mit anderen
massenlosen Kräften gültig ist. Die Änderung der Eigenschwingungsform
mit der Lage der Last wird ebenfalls berücksichtigt. Eine angenäherte
Lösung der Differentialgleichung ist gegeben. Auch andere Verfahren, die
auf diese Frage anwendbar sind, werden besprochen.
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Summary

The deformations and slresses produced in load-bearing structures by
one or several moving loads can be calculated theoretically, even in the
case of relatively complicated structures. In contradislinclion from previous
investigations, the present paper deals with this problem in a more general
manner with the help of characteristic functions, so that Ihe differential
equation deduced in the paper holds good for any arbitrary boundary
conditions and for several non-elastic moving loads, possibly acting in con-
junction with other forces devoid of mass. The Variation in the form of
the natural Vibration with the position of the load is also taken into aecount.
An approximate Solution of the differential equation is presented. Other
methods for studying the problem are discussed.
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Vibiations amorties des poitiques

Gedämpfte Schwingungen von Rahmenträgern

Damped oscillation of fiame girders

ING. Dr VLADIMIR KOLOUSEK
Prague

Les lois de la Vibration amortie des constructions hyperstatiques ne
sont pas elucidees du point de vue experimental; le plus souvent on sup-
pose que Famortissement de la Vibration est proportionnel a la vitesse du
mouvement. Dans cet article, traitant du probleme de la xibration amortie
des portiques, nous admettons cette hypothese facilitant l'analyse malhe-
matique, sans discuter son exactitude. Nous simplifierons encore le
probleme en ne considerant que la Vibration transversale forcee des
portiques ayant des barres ä section constante bien que la meme methode
puisse etre appliquee pour des barres ä section variable et aussi pour les
autres types de vibrations.

Resolution de la Vibration amortie des systemes
en portique par la methode de deformation

Dans ses travaux precedents l'auteur de ce memoire a applique pour
le calcul de la Vibration non amortie la methode de deformalion C'2)-
On peut s'en servir pour le calcul de la Vibration forcee amortie.

Pour le mouvement transversal amorti de F element de longueur d'une
barre ä section constante on a la relation

d2v(x,t) do(x,t) d*v(x,t)
V-dx ^ \-bdx—gj \-E3—^—dx 0 (1)

oü v(x, l) signifie le deplacement de la section x dans le temps / ;

(') Stahlbau, 1943, p. 5.
(2) Memoiies de VA. I. P. C, 8e volume : Solution des pylönes d'antenne haubanis.
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jx la masse de Funite de longueur de la harre, el
b Famortissement par Funite de longueur pendant la vitesse unite.
Dans la suite on remplace b par w» (ayant la forme de la frequence

angulaire) qui resulte de l'equation
b 2L.Wb. (2)

En se limitant a la Vibration forcee et harmonique, l'equation (1) est
satisfaite par Fexpression complexe

v (x,t) [v (x) -j- iv (x)] sin wt -L- [u (x) — iv (x)] cos w< [u (x) — iv (x)]e,cu'
(3)

Apres la Substitution de (3) ä (1) on oblient l'equation differentielle
ordinaire

_ K (l - 2 i ±)[v (x) + iv(x)) + EJ *M*>+ *<'>]
Q (4)

dont la Solution generale est

v (x) -f- i v(x) C, cos h (A -f- /Ä) ^ -f C4 sin h (A -f i A) —

+ C3 cos (A + il) 4- + C, sin (A -f i Ä) 4 (5)

ou

avec

I |4/.uc°äA + ,I_l|/Jg.(l_.I,Ä)-Xl/l_,l5

(<!)

x -x-1'Y|/i|A+^-|Al/7+7
Si Fon ne considere que les membres reels on döduit de Fexpression

(3) que la composante de la Vibration ayant 1 amplitude v(x) procede

la composante avec Famplitude v(x) de Fangle <»= -^-

Si les extremites de la barre subissent le mouvement harmonique
(d'apr&s la fig. 1) avec Famplitude

y? + iy„ > vg + iv»> r* + h(i> et v» + ">*'

nous obtenons pour les constantes C quatre equations

C, + C3 v„ -f /u,

ct + c<= A_^,x (Yg + Q
C, cos /i (A -4- iX) -4- C2 sin /t (A -4- /X) + C, cos (A 4- iX) -4- C, sin (A -4- iX)

u„ -4- iu„
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I Yh,9tiYh,g

1 )%»\

Fig. 1.

%«&

r„>1?

C, sin h (A -f iX) -4- C2 cos /i (A -f iX) — C3 sin (A -4- iX) -f C4 cos (A + /X)

d'oü

Ci YiT^TtXf [F< (A + m)'{V,J + ^ + Fi (A + iK>'(v* + ^
- I. F8 (A -f iX) • (v, 4- l£) - l • F, (A + iX) (y, -4-Tv-)j 4.1 („, + iv9)

c' atA + iX)3 lF°(A +iÄ)' K + ^ + Fr'(A + iX)'{Vh + f"*> (7)

- I-P* (A + iX)(Y. + iy.) + i-F3 (A + iX).(T» + fo] + 2(A_|_fÄ)(Tp+^)

C3 — C, 4- vg 4- iu,

l
O4 Ljj '

A+iX (t» + £y9)

avec

sin /i (A -4- iX) — sin (A -4- iX)F, (A 4 «) - (A + ff) _ h (A + ¦X)co&(A+.Ä)_1
_ T cosft(A + /X)sin(\ + /X)-sin/i(A-FiX)cos(A+iX)

F2 (A 4- iX) - (A 4 ff) cosÄ(A4-iX)cos(A + /A)-l
F |AJ.m 114 T ä cos L(\ 4 iX) — cos (A + iX)
F3 (A 4- iu) (A + lA)

COSÄ(A + I.A)cos(A + iX)_., (8)

p4 (a 4- ff)=(a 4- «>¦ svi/;(it^)sM(itf) 1v ' vi/ cos/i (A4-iX) cos (A4-I.V) — 1
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F5 (A 4- ff) (A 4 i X >' si";^+ff) + sin(.v + iX)
v ' ' v ' ' cos h(Xp- iX)cos(A4-iX) — 1

i7 ik i ;Ti_ /a i jT,3cos/t(A4-^)sin(A + ^)+sin/t(A+iX)cos(A4-iX)
1-,'A-t-IA)— (A+ IA) Cos/i(A4-iX)cos(A4-iX)-l

Pour le moment flechissant et Feffort tranchant dans la section x et

pour le temps t on a

MCO-Ejl^i, T(.,!) -Eji^ (9)

et par consequent pour les moments et les forces aux extremites de la barre
deformee on a les equations suivantes (ecrites pour la barre horizontale)

_ FI _ rjM,., + IM,.» M (0) + /M (0) =- -±J- F4 (A + iX) • (v, + lv.) - -^-

F3 (A + iX) • («» + ie,) + ^- F2 (A + iX) • (T, 4- iy9) -\- -^L

F,(A4-iX)-(YÄ + i7») (10)

_ FI _ FT
Y,,„ + IY#.» - T (0)- if (0) -p- Fc (A + iX) • (u, + iu,) 4- -£-

— FI — FT
F5 (A + iX) • (t>„ + ivh) r F4 (A + iX) • (r, + iy9) 4-~^-

F,(A4-fI).(T»4-iYi) (11)

En resolvanl les syslemes en porlique par la methode de deformation
on tire les deplacements el les rotations inconnus des equations qui res-
sortent des conditions d'equilibre dans les nceuds singuliers. Pour le
nceud g quelconque il vient

s (Mv.„ 4- m9,„) - (M/ 4- m/) o

s(X„,;i4-ixfl,„)-(x/4-iX/)=o (12)

S(Y,.»4-»Y,.0—(Y/+ iY/)=0
£(X„,,, 4" ä»,i), S( Y„,, -f-'Y„,») etant les composantes horizontale et

verticale des forces aux extremites de toutes les barres, qui aboutissent au
noeud g ;

(X/4-fT;), (Y/4-iY/), (M/4-iM/) etant les forces el le moment

exlerieurs agissant dans le nceud g.
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Exemple numerique

Fig. 2.
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Considerons le porlique etage d'apres la figure 2, charge au milieu
de la poutre 3,3' par la force verticale harmoniquement variable Psinwi.

Les moments d'inertie des poulres horizontales sont

Ji Ji. it.t. 2-10-in1
et des piliers

J, J0 J, 2 J., 1. 10 W.
La masse par Funite de longueur est dans le cas des poutres horizontales

fJL2==!Jli.r u-2.2':= "¦3,3' 0,5/9,81 0,0510 tonne.ni~2.see2

et des piliers
^ 0,2/9,81 0,0204 tonne.m"2.see2.

On calcule avec Ie module d'elasticite E 21 • 106 lonne/m2 et avec le
coefficient de Famorlissement to,, 2 -• 10 62,83 see-1 (on adopte pour w„
une si grande valeur pour rendre Fexemple plus instruetif).

Des conditions d'equilibre des moments [d'apres (10) et (12)] dans
les nceuds 1, 2 et 3 on obtient pour les amplitudes ile deformations, en cas
de la Vibration forcee, amortie el symetrique, les trois equations du
tableau I.

Le membre absolu de l'equation 3 du lableau I est determine comme
le momenl ä Fexlremite de la barre parfaitemenl encastree 3, p (d'apres
la fig. 3) de l'equation

c
M, + f I W

3.V

VpHvf

Fig. 3.
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Ti 4" 'Ti T2 4" »7« Ts + »7t

1

-^Ft<A,+flf,)
<i

+J^L[F2(A2+i7v2)
'2

- Fi (A2 + iÄ2)]

-^-F,(A,4-ij?,) ^0

2 ^LF,(A,4-iÄi)

° KI.' Ft(A, + ffl.)

4^L[F«(Ai+«l)
- F, (Ai + fX,)]

^F,(A, + iX,) 0

3 -^-F,(A, + fÄi)'i

-^F,(.v, + iT,)
u

12

-Fi(A, + fÄ,)]

„.»&?)
' *.(*•+«')

Tableau I

M l vTr EJ2 i-f / A2-f-iX2 \ .-,
,p + iM,.p =- ^--2 F3 L j. (Wf 4. ioJ (13)

ou

Vp + iWp
PI 2

i2

" ; " 2 EJ2 /A2+iX, (14)

Si nous supposons que la frequence angulaire de la force harmonique
Psinwi est w 103,7 see-1 (ce qui est dans le cas donne egal ä la premiere
frequence angulaire de la Vibration symetrique propre non amortie), nous
obtenons

/

et d'apres (6)

-l iVri,*-»',]/0,0204.103,7' _M~'' V EJ, -b|/ 21.10«.i.l0- -d'41U

A, 3,410]/ 4 1/ + 4.62,832
103,1' l/li/. |

4.62,83r 1

(/ 8 V + 103,72 "i" 8

3,410 1/0,6267 4- 0,5669 3,726

X, — 3,410 1/0,6267 — 0,5669 — 0,834.
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II s'ensuit

cos h(A1 + iX1) cos hAj cosXi + i sin hAx sin Xj 13,96 —15,37 i
sin h(A1 + iX1)=13,94 —15,39 i
cos(A1 + iX1) —1,141 —0,516 i
sin (Ai -j- 1X0 — 0,755 + 0,779 i

et d'apres (8)
EJ,

~V
EJ,

F, (A, + iX,) 858 — 664 i

F2(A,+ iX,) l 132 4- 810 i

Par analogie on oblient pour A, 3,005

A2 + iX2 3,283 — 0,735 i
et

EJ2
[Fs (As + iX2) — F, (A2 4- iX 2)] 748 4- 1 851 i

Le membre absolu a la valeur
A.4- iX2

PL "

4 /A,-t- iX, f P (0,718 — 0,1887 i)

Si nous substituons les valeurs determinees dans les equations du
tableau I nous obtenons les equations du tableau II.

7i + i 7i 7s + ' 72 73 + i 73

1 3 012 + 3 471 1 858 — 064 i 0

2 858 — 664 i 3 012 4-3 471 i 858 — 664 i O

3 858 — 664 i 1 880 4- 2 661 i P (0,718-- 0,1887 0

Tableau II

II resulte des equations de ce tableau

Tl — 0,050 -10-4 P

T2= 0,435-10-" P

T3= 0,742-10-1 P

ainsi que les rotations des noeuds sont

Yl(f) Yl sin wi +^ cos w' (— 0,050 sin 103,7 l +0,100 cos 103,7 t)-10"" P

y2(i) y2 sin tot + Yj cos 10/ (0,435 sin 103,7 t + 0,188 cos 103,7 t) ¦ IO"4 P

Ys(0= fs sin at + y3 cos wi (0,742 sin 103,7 t — 1,986 cos 103,7 l) ¦ 10_* P

v_1= 0,100-10- P

j1= 0,188-10-' P

Ys=—1,986- IO"4 P
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II vient des resultats precedents que le decalage de phase

est different dans chaque nceud envisage.
L'auteur a contröle les resultats obtenus par une autre methode de

calcul qui consiste a decomposer la Vibration dans ses formes propres (z).
Nous ne reproduisons ici que les resultats, par suite de manque de

place. En ne considerant que les trois membres de la serie des vibrations
propres, il vient

Yi (0 — 0,328 + 0,306) • IO'4 P — 0,022 ¦ KT4 P

Tl (— 0,435 + 0,825 — 0,298) • 10"4 P 0,092 ¦ 10"4 P

y, (0 + 0,037 + 0+64) ¦ IO"4 P 0,501 • 10"' P

y2 (0,717 — 0,092 — 0,451) ¦ 10"4 P 0,174 ¦ 10"4 P

y3 (0 + 0,324 + 0^395) • 10"4 P 0,719 - 10'4 P

y3 (_ 0,745 — 0,814 — 0,384) -10"' P — 1,943 • 10"4 P

oü les lermes entre parenthfeses expriment la participation des formes par-
ticulieres des vibrations propres pour les resultats finaux.

Resume

Pour le calcul de la Vibration forcee amortie des portiques on peut
appliquer la methode des deformations. La resolution est analogue a. celle
des vibrations non amorties, gräce ä l'emploi dans le calcul de fonctions
complexes.

Zusammenfassung

Für die gedämpfte erzwungene Schwingung von Rahmenlrägern
kann die Deformationsmethode angewendet werden. Die Lösung gleicht
derjenigen der ungedämpften Schwingungen, wenn man in der Berechnung

komplexe Funktionen einführt.

Summary

The deformation method can be used for forced suppressed oscillation
of portal frames. The Solution is similar to that of unsuppressed
oscillations if complex functions are used in the calculation.

(3) Voir dans la rtjference (2), chap. II, 4.
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L'influence des sollicitations dynamiques sur les constructions

Einfluss dynamischer Beanspruchung auf die Bauwerke

Effect of dynamic forces on structures
\

ERIK FORSLIND
Swedish Cement and Concrete Research Institute at the Royal Institute of Technology

Stockholm

If a load is applied lo an elaslic structure very slowly so lhat the velocity
u, imparted to the mass elements of the loaded member may be neglected
in comparison to the velocity of sound v, in the material, the load is
usually said to be static, otherwise it is called dynamic. The definition is
one of practical convenience lo be underslood in'Ihe same sense as the
practical definition of the elaslic limit. In this paper we shall be mainly

concerned with ratios—>10~',in general corresponding lo impulses
v

generaled by high explosives or impact of missiles.

Shock waves

The velocity of a wave in a compressible medium depends on the
density of the medium in the way that increased density corresponds to
increased velocity. It is accordingly possible to describe the generation
of a shock wave as occurring in successive steps, where each subsequent
part of the wave moves in an increasingly dense medium at a grealer speed
lhan its forerunners which will be successively overlaken. The sleepness
of the wave front will consequently increase and would finally become
disconlinuous, if such a physically inslable slale were nol prevented by
heavy energy losses. For the practical trealmcnl of such a wave, however,
the wave front may be described as discontinuous.

The shock wave emerging from a detonating explosive may for
practical purposes be considered to consist of two parts, exlending over
different ranges from Ihe center of explosion. In the first ränge Ihe
parlicle velocity is nearly equal lo the phase velocitv corresponding to Ihe
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pseudo-disconlinuous wave front and the wave is associated wilh a
considerable transportalion of mass. In the second ränge the parlicle velocity
lags bebind Ihe phase velocity and Ihe shock wave is successively
transformed into an ordinary sound wave, in which the parlicle movements
may be considered as infinitesimal. The zone of Iransilion between the
first and the second ränge is fairly well defined, as can be seen in fig. 1,

showing a photograph taken immediately after thal the wave front has
left the expanding luminous detonation gases. The steep front of the
shock wave may be seen as an oblate halfsphere which after short progress
will take the form of a perfect halfsphere.

Fig. 1. Detonation of TNT in air. Th«
visible wave front has just left behind
the expanding luminous detonation
gases.

For the present purpose it may suffice lo slate that Ihe form of the
waves and their impulses can be measured expeHmentally as a function
of time, distance and the amounf and type of explosive, and lhat impulses
imparted to structures may be calculated from these data. For most
practical purposes it is sufficient to know the total wave-impulse imparted
to a plane rigid surface of unit area, while the wave form is unimporlanl.
The last statement is justified by the fact lhat the time, during which
energy is transferred from the wave to Ihe structure, is usually very short
in comparison to the transverse vibralion period of the most common
structures. We shall discuss this question in some detail later together with
the characteristics of various types of structures. It should be mentioned,
however, that the effect of the blast from an alomic bomb is expected to be
different as a consequence of the very large total impulse and its long
duration.

Impact

When a missile hits an object, the duration of the impact is determined
by the elaslic and plastic properties of the two bodies, Iheir geomelrical
form and extension and the phenomena of ruplure that may occur in and
around the zone of contact. The impact may under certain conditions
develop in a special way that is characterized by a secondary ejection of
material from the hit structure. The elaslic contact between the two
bodies generales a set of compression waves which may be reflccled at a
free surface of the structure. Lipon reflection it is lurned into a dilala-
tional wave progressing in opposite direction to the primary wave. A
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Fig. 2. Schematic representation of the
reflection of a shock wave at a solid-
air interface.

rEzE Compression in the primary wave.
HIHI Tension in the reflected wave.

simplified representation of the aclually very complicated phenomenon
is given in fig. 2. We see that a maximum of tensile stress is lo be
expected when the reflected wave has penetrated to a certain depth
of the material. If the tensile stress exceeds the critical value for
the material, rupture will occur and the part set free will leave the
structure as a missile, often with a considerable velocity. Il is also seen
that a smooth wave with small variations in intensity cannot be expected
to produce the ejection effect. The effect will generally lead to changes
of frequency and boundary conditions of Ihe structural member involved.
Similar effects may also be obtained by detonalion of explosives in contact
wilh the material.

Behaviour of different building materials

For a belerogeneous and anisolropic material, Ihe modulus of elasticitv
may be defined by means of the Statistical mean value of the velocily of
sound waves in the material. For steel Ihis averaging effect may take place
over volumes of malerial that are very small in comparison to the volumes of
material used in structural engineering. Steel may consequenlly be
considered as quasi-isotropic and the dispersion of a wave progressing
through the material may be neglected. Such materials as brickwork and
concrete, however, will require larger volumes for Ihe averaging effect
to take place and the dispersion of a wave passing through the malerial
is considerable. This is parlicularly important to observe when dealing
wilh shock waves, because the wave front will soon loose its steepness
and the length of the wave group will be increased after a relatively short
passage. By these materials, Ihe elastic constanls derived from static or
slow loading tesls differ considerably from Ihose obtained by dynamic
methods, because the plastic deformation which takes place in the former
case is subslanlially eliminated when the lest is dynamically conducled.
The rate of loading, however, also influences the magnitude of the elastic
limit and the ruplure strength of the material. The same effect is also
observed for steel, although to a smaller extent.

The resistance againsl local damage from impact is increased bolh
for steel and concrete, if the modulus of elasticity is increased. It is well
known, however, lhat Ihe brittleness of sleel increases with the hardness,
as well as the risk of secondary ejection of malerial. A good armour-
plate, for instance, must consequenlly possess good duclilily on the rear
side. As to concrete il has been empirically observed that Ihe resistance
against local damage by impact increases with increasing modulus of
elasticity, i. e. with high contenls of stone aggregates and increased density
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of the mortar. As the dimensions of the concrele structure increase, the
dispersion of the primary waves will substantially reduce Ihe risk of
secondarv ejection, which will be easilv underslood wilh reference to
fig. 1.

The dynamic behaviour of various structural elements

Our discussion may be limited to three lypes of structural elements,
viz. columns, beams and slabs, as the characteristic properties of most
structures can be referred lo these elemenls. If such a structural element
is subjected lo an impulse, a vibrational state is generated that may be
considered to be composed of superimposed characteristic vibrations, each
corresponding to a discrete energy level and a definite shape of deformation.

The characteristic vibralion frequencies and the deformation types
are delermined by the shape and density distribution of the structural
element, Ihe elaslic and plastic properties of the material and the boundary
conditions. A decrease of mass density, increase of the rigidity or reduced
degree of freedom will generally increase the frequency and vice versa.

The characleristic funclions, or eigenfunctions, are Solutions of the
general amplitude equation

AAcp — lo 0

and satisfy the relation of orthogonality

/ tp, ok dx 0 (i -Z2LZL k)

The physical significance of the orthogonality relation is that the
vibrational states corresponding to the separate characteristic functions
may exisl simultaneously without mulually disturbing each other, i. e. they
are linearly independent.

The characteristic functions may be obtained as mathematically exaet
Solutions of the amplitude equation or as approximate Solutions lo the
variational problem. In the case of concrete, the modulus of elasticity
determined by dynamical means must be used and the material may be
treated as homogeneous and isotropic wilhout consideration of reinforcement
and microscopic cracks, provided that the interaction between the concrete
and the reinforcement is intact.

A study of the characteristic functions of slabs subjected to various
boundary conditions is being made at this institute by Mr. Ödman and it
is expected that his work will facilitate the practical treatment of the
problem.

Columns and beams

A column is usually designed for carrying an axial load, wilh due
consideration lo the question of stability against buckling. In practice, the
actual load is either excentric or combined with a bending moment that
will produce an initial lateral deformation of the column, whose carrying
capacity is consequently determined by the stresses in the external fibres.
When a vibrational state is set up in such a column by a lateral impulse, the
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superimposed stresses may evenlually reach Ihe critical value for the malerial
and cause a collapse. Disregarding the practical impossibility of applying a

centric load, the excenlricity of the external load is always assured for a
column of concrele as a consequence of the helerogeneity of the material
and its capacity of plaslic deformalion. The amount of mass per unit length
in relation to the surface exposed to the impulse will be greater for columns
made of concrete compared lo columns made of steel and the response to
lateral impulses will be reduced. A design to reduce the risk of buckling
will as a rule keep Ihe initial laleral deformations and Ihe secondary
addilional moments small.

Generally, the impulses corresponding to the second ränge of the
detonation wave have no dangerous influence on the ordinary column,
because it is designed for high buckling stability and exposes a small area
to the relatively weak impinging wave. The above mentioned effect may,
however, occur in the first wave ränge. For common explosives and
ordinary conditions, the duration of the impulse is short enough to make
the energy absorplion of the column practically independent of its lowest
characteristic frequency and we find from the impulse equation

w I pdlmv
T

that more favourable conditions will be produced by increasing the mass
of the column which will lead to a decrease of the initial velocity and the
maximum amplitude. If the mass increment, however, is associaled with
decreased characteristic frequency, while the buckling risk at normal load
remains unchanged, the favourable effect is counteracted. The mass
increment should in other words be combined with increased rigidily. For
designing purposes it is usually not necessary to calculate the reactions at
the supports, unless the System is very rigid and exceptionally susceplible
to shearing forces.

Partial destruction through impact will, as a rule, cause complete
collapse of loaded sleel columns. In the case of reinforced concrete columns,
in which the plastic deformation has caused a transfer of load from the
concrete to the reinforcememnl, even a superficial damage to the concrete
surrounding the reinforcement may be sufficient to produce partial buckling
of the reinforcemenl bars, which under unfavourable conditions may lead
to a sudden collapse of the column. Usually, however, Ihe central part of
the concrete column has lo be damaged, before its carrying capacity is
appreciably reduced. The effect of a laleral impulse located at the base of a
column will be discussed later in connection with various structural
arrangemenls.

It is obvious that the behaviour of beams is in principle similar lo thal
of columns, except that the absence of axial load and the presence of a

lateral dead ,load will diminish the probability of damaging effects of
lateral shock waves to a considerable degree. It is generally to be observed
that damages to beams, due lo blast, occur Ihrough secondary influence
jjrom surrounding structural elements.
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Slabs

When a slab is subjecled to a shock wave, the excited vibrational state
is extremely sensitive to the loading and boundary conditions. It is
consequently practically impossible to predict which mode of Vibration
will predominate, especially as the energy levels sometimes are very close
and a sort of degeneracy occurs. Empirically, however, it has been
observed that the real behaviour of slabs designed by use of one of the
fundamental states is reasonably in accord with theory, provided that the
impulse is close to the critical value for rupture.

As for beams it is usually not necessary to consider Ihe reactions at the
supports if these extend conlinuously along the edges. Discrete supporting
arrangements necessitate a detailed analysis with regard to shearing effects.

If the slab is subjecled lo Ihe detonation wave of an explosive in
contact with the slab or the impact of a missile, the longitudinal
compression wave will produce a local damage around the contact zone,
eventually accompanied by a secondary ejection of material from the
opposite side of Ihe slab. It has been empirically observed that such local
effects have very small influence on the characteristic frequency of the
slab and that Ihe damage must be extensive in order lo produce an
appreciable change. This implies that Ihe structure of which the slab is an
inlegrating part retains ils normal function.

Types of structures

As represenling the various possible combinations of the aforemen-
tioned structural elemenls three types of slructures will be considered,
namely the framework, Ihe mushroom structure and Ihe cell structure.
All these represent structures which are highly slalieally indeierminate.
Their main dynamical characleristics are fairly well known from the
study of earlh-quake effects on buildings and we shall limit our discussion
to some questions that may be of interest for the planning and designing
of factories or other constructions where explosions may take place.

For the framework and also for the mushroom structure a much
discussed question concerns the advantages gained by the use of walls
consisting of light-weight materials in order lo reduce and limit the
effects of blast on Ihe carrying structure.

From theoretical considerations it might be expected that impulses
transmitted by a shock wave, emerging from the center of a closed room
where the distances to all walls are equal, will be absorbed in Ihe same
degree, independently of the resistance and the mass of the walls, provided
that the fundamental frequencies are low enough to permit the impulses
to be considered as momentary. In other words, if one of the walls should
be removed without change of the boundary conditions for the remaining
walls, the latter would be affected by the impulse in quite the same
manner. This has, as a matter of fact, been verified experimenlally. Should
the intensity of Ihe wave suffice to produce ruplure. this could accordingly
not have been prevented by making one of the walls less resistant. If,
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however, the residual static pressure of the explosion gases within the
closed space is high enough to produce rupture, the effects will be abated,
if one of the walls is easily destroyed. This advantage is, however, only
apparent or fortuitous.

In a sufficiently limited space for the static pressure to produce
rupture, the impulse by high' explosives will be amply sufficient for
producing it and the static pressure will be of less consequence as it will only
complete the destruction. The explanation of the favourable effect some-
times observed as arising from the premature destruction of one wall may
be sought in an inadequate design of the structure supporting the walls
horizontally, or the roof verlically. For instance, the tensile stresses set

up in a reentrant corner usually start the destruction at impulse intensities
far below the intensity producing rupture in the central part of the slab,
and a rapid decrease of the static pressure will consequently be favourable.
With properly designed walls of uniform and equal strength, no damage
at all would have oecurred. The guiding principle for the design should
be to assure a satisfactory resistance to the shock wave.

In factories and similar buildings, where the amount of explosives
contained in a limited space can be controlled, it is technically and
economically possible to give the room suilable volume wilh regard to
the permissible stalic gas pressure. The wralls should be designed to resist
the shock wave so as to prevent damage to adjoining rooms.

With reference to the discussed questions it will thus be seen lhat the
advantages which are claimed to be gained by framework or mushroom
structures are much overrated by this type of load. In our opinion, the
mosl adequate construction is provided by the cellular system as composed
of elastically clamped slabs, limiting the damaging effects to the closed
cell. Constructional Systems of this kind must be considered as Ihe most
effective for avoiding total damage by locally oecurring explosions and
they should be used more frequenlly for factories and other constructions
where risks of explosion are involved al Operation.

From a general point of view, and especially with regard to shock
waves transmitted through the subsoil, alt the structures discussed are
parlicularly well adapted to withstand dynamic action. Even if one or
several of the carrying parts are deslroyed, Ihe statically indeterminate
system will continue to function, causing a redistribution of loads and
stresses but preventing the structure from collapse.

Damage to foundations may be caused by shock waves generated in
well graded moraine soils. Such shock waves generally occur as longitudinal
waves and are easily dispetsed by applying a filling of stone around the
structural elemenl. If the detonation takes place below a cerlain depth in
layers of plastic clay, however, more dangerous effects may be produced.
Besides a primary longitudinal wave, a transverse wave of great amplitude
and low frequency is generated, the propagation of wiiich is confined to
the surface of the layer. This latter wave, from which damage may arise.
resembles the Rayleigh wave, with accelerations comparable to those
oecurring in earlh-quakes. The ränge of propagation and the energy
content, however, are rather limited and depend on the properties of the
clay layers and their boundary conditions. The absorption of the wave
energy by an ordinary, heavy structure, founded on clay wilh the load
concentraled on pile groups or distributed over a continuous slab, is in
general so complete thal the wave is extinguished by the obstacle. On
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Fig. 3. Impact load on a 9.5 cm
reinforced shell roof with a clear span
of 14.2 meters. A concrete block
weighing 1 000 kgs is released from
a height of 3 meters. The picture
was taken immediately before the
impact.

aecount of the relatively small energy content of Ihe wave, the effects will
only be local and the risks of damage will as a rule be restricled to the
pile groups. Rupture would, however, only occur in the immediate
neighbourhood of the center of explosion and the risk of damage to the
structure as a whole would thus be greatly reduced or entirely eliminaled, if
the possibilities of redistribution of load from the damaged group of piles
to the surrounding ones were assured by an adequate design. Even in this
case the cellular structure is less sensitive to local damage of the foundation.
Although the framework or the mushroom structure may represenl good
Solutions of the slructural problem, the cellular system should be preferred
if other circumstances allow it.

In such cases, where a structure is designed for the sole purpose of
protecting people or machinery from heavy falling objecls, as for instance
linings in rock tunnels, the construction should permit a high deformation
in order to reduce the risks of damage by piercing.

Figures 3 and 4 show an experiment which was carried out in order
to verify Ihe theoretical treatment of local impact on a thin concrete shell
roof with a clear span of 14.2 meters and a height at its centre of 1.25 meters.
The shell was 9.5 cm thick and was reinforced wilh 5 mm bars, spaced at

a dislance of 65 mm. A concrete block, weighing 1000 kilos, with an
effective impact area of 47.5 X 47.5 cm was released from a height
of 3 meters. The two pictures show the undeformed shell, respectively its
maximum deformation. The lest was repeated wilh a sharp rock replacing
the concrete block and in both cases the missile was arrested by the shell,
although a certain amount of local penetration oecurred, as is shown in
fig. 5.

¥>zs
4

U
Fig. 1. Conditions as in fig. 3. The
deflection of the shell under impact
is clearly shown in the picture.
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Fig. 5. Local penetration of sharp
rock weighing 2 000 kg and falling
from a height of 3 meters on the
shell roof shown in figure 3.

In another tesl with a 2 000 kilos missile, the observed vertical
deformation, without serious damage to the shell, was 25 cm.

Resume

La nature des sollicitations dynamiques produites par explosion ou
choc est discutee; les proprietes caracteristiques et le- comportement de
quelques materiaux de construction sous l'effet de sollicitations dynamiques
sont etudies; Fauteur etudie egalement les deformations subies par trois
elements de construction (colonnes, poutres et dalles), ainsi que le
comporlement de ces elements dans diverses constructions.

Zusammenfassung

Die Art der dynamischen Beanspruchung bei Explosion oder Stoss
wird besprochen; die charakteristischen Eigenschaften und das Verhalten
einiger Baustoffe des Hochbaues unter der Einwirkung von dynamischer
Beanspruchung werden in aller Kürze behandelt, ebenso wie die
charakteristischen Formänderungseigenschaften von drei typischen Konstruktionselementen,

nämlich Stützen, Balken und Platten. Einige Erfahrungen
über die Wirkungsweise der besprochenen Konstruktionselemente in
verschiedenen Bauwerken werden erörtert.

Summary

The nature of dynamic load as produced by explosives and impact is
discussed; the properties and behaviour of some building materials under
the action of dynamic load are briefly related and the characteristic
deformation properties of three typical structural elements, viz. columns,
beams and slabs are discussed, as well as some questions with regard to
their mode of function in various structural Systems.
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