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I. Introduction

Le sujet de la quatrieme seance de travail nous a ele suggere par l'im-
porlance croissante des dalles, voütes ou voiles minces et parois minces
dans les constructions en beton arme et par les applications tres elendues
et vari£es que ces divers modes de construction ont suscitees dans de
nombreux pays.

La caracteristique predominante de ces ff elements » de construction
reside dans le fait qu'ils sont a deux dimensions. Leur comportement
statique, ä savoir la repartition des contraintes, est soumis aux lois de la
theorie de l'eiasticite des corps ä deux dimensions et differe par lä meme
essentiellement de la stalique « lineaire » des poulres. Leur « capacile
portative » s'etend a deux dimensions, ce qui constitue, du point de vue
statique, le bencfice prineipal de leur utilisalion dans la conslruction.

La realisation de ces constructions ä deux dimensions par le b6ton arme"
präsente de grands avantages. Elles s'adaptent de facon remarquable au
caractere monolithique de ce male>iau et lui conferent un vaste domaine
d'application en generalisant son emploi bien au delä des constructions
dont la poutre est l'eiement constituant. Par la diversite infinie des formes
et des structures architecturales des voiles minces, l'ingenieur peut, dans les
limites imposees, donner libre cours ä ses facultes artistiques et creatrices
dans l'execution de ses cruvres. Dans ce domaine, les possibilit^s sont loin
d'etre 6puis£es. Du point de vue technique, l'economie des materiaux (la
question des coffrages mise k part) est, grace ä la legerete de ces construc-
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tions, tres sensible, ce qui permet de depasser, aujourd'hui dejä, des portees
de 100 metres par des voiles minces.

L'ingenieur qui s'occupe de ces constructions a plusieurs problemes
difficiles ä resoudre. Nous en signalerons quelques-uns, tels que l'on peut les

formuler aujourd'hui, sans pretention d'epuiser le sujet, ce qui depasserait
de beaucoup le cadre assigne ä ce rapport.

Parmi les problemes, nous esquisserons ceux se rapportant ä la
construction proprement dite, ä la theorie et aux methodes de calcul, ä la
stabilite des voiles minces et aux mesures effectuees sur modeles et ouvrages
termines.

La coneeption generale d'une ceuvre aussi complexe que les voiles
minces doit s'inspirer d'un grand nombre de considerations tres diverses
qui sonl ä la base de la construction et qui forment les donnees du probleme,
en particulier l'amenagement interieur, la disposition des espaces libres,
I'eclairage et d'autres facteurs dont depend la reussite de l'ouvrage. L'orga-
nisation du chantier a une importance particuliere, et du choix rationnel
des coffrages dependra en bonne partie l'economie du Systeme. Aujourd'hui,
l'ingenieur a ä sa disposition des procedes speciaux de construction, lui
donnant des possibilites nouvelles; citons la mise en tension prealable de
certains elements, comme les poutres de retombee des voiles cylindriques
ou les ceintures de coupoles, ce qui permet d'alleger considerablement ces
Clements et, avant tout, d'influencer favorablement les conditions aux
limites. La precontrainte rend ici des Services appreciables.

Soulignons l'importance des proprietes de resistance et de deformation

du beton sur le bon comporlement et la securite de l'ouvrage.
L'influence du retrait et du fluage sur les voiles minces, encore mal connue
aujourd'hui, peut changer considerablement la repartition des contraintes
et necessiter des mesures speciales.

La Iheorie et les methodes de calculs des dalles, voiles minces, etc.,
donnent lieu k de nombreuses difficultes, en partie resolues aujourd'hui
pour certaines categories de ces elements. Ces difficultes apparaissenl dejä
lorsqu'on etablit les hypotheses de calcul, basees enlre autres sur le fait
que les deformations doivent rester petites, sur l'isotropie du belon (orlho-
tropie dans cerlains cas) et sur la loi de Hooke. Sans ces hypotheses, qui ne
sont pas toujours realisees, tout calcul devient impossihle. L'integration du
Systeme d'equations aux derivees partielles avec conditions aux limites, ces
dernieres etant responsables des grandes difficultes pratiques, forme la
partie essentielle des calculs. Ces conditions aux limites expriment en
general la connexion monolithique des differents elements consideres, el
les dcveloppemenls souvent penibles qu'elles occasionnent proviennent
entre autres de la difference des « regimes elasliques i> des elements en
connexion (dalles et colonnes des dalles-champignons, parois minces encas-
trees eiastiquement dans le sol, ce dernier etant considere comme demi-plan
elastique, etc.). Quand une Solution exacle esl possible, eile est sou\ent si
compliquee el si peu maniable (series ä convergence lente, elaboration
numerique longue et fastidieuse, manque de contiöles intermediaires, etc.)
que l'ingenieur est force de recourir k d'autres moyens, en particulier ä des
calculs approches qui lui permettront d'arriver au resultat en temps utile.

Nous insisterons plus bas sur la neecssile de calculs approches. Disons
ici qu'ils doivent etre simples, rapides et suffisamment exacts. La Solution
exaete du probleme ne marquera pour l'ingenieur pas necessairement la
derniere etape du developpement. Par contre, eile servira de critere et per-
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mettra d'etablir le domaine de validite des calculs approches et d'apprecier
l'ordre de grandeur de l'erreur commise. C'est ä ce titre que la Solution
exacte garde une valeur intrinseque.

Par leur faible epaisseur, les voiles minces posent des problemes de
stabilite, dont l'importance ne le cede en rien ä celle du calcul des
contraintes. Si quelques cas fondamentaux ont ete resolus dans ce domaine,
beaucoup d'autres ne le sont pas. En particulier, nous savons fort peu sur
l'influence du fluage du beton sur la stabilite des voiles minces. Remar-
quons en passant l'utilisation de poutres raidisseuses et le fait que les
voiles ä courbure negative offrent souvent une plus grande resistance au
voilement.

Les mesures sur modeles et sur ouvrages termines sont aujourd'hui
indispensables non seulement comme conlröle important des hypotheses et
des calculs, mais pour donner une connaissance plus vaste du jeu effcctif
des forces. II est des cas oü, par la difficulte pratiquement insurmontable
du calcul, les mesures sur modeles restent l'auxiliaire le plus precieux de

l'ingenieur.
Nous voudrions resumer ces quelques problemes importants en mettant

en evidence la synthese qui les relie et qui s'exprime par la connexion
intime enlre la coneeption, les principes d'ordre constructif, les calculs
et les mesures.

En proposant les quatre sujets de la quatrieme seance de travail. nous
nous sommes attaches avant tout aux problemes theoriques el aux methodes
de calcul, tout en evoquant les questions se rapportant ä l'influence de
certaines proprietes du beton sur les voiles minces et celles traitant des
mesures. Les contributions qui nous sont parvenues sonl peu nombreuses
et, malgre 1'interct que suscite chacune d'elles, elles n'abordent qu'une
partie des problemes proposes. Nous les discuterons rapidement au cha-
pitre II et y donnerons quelques apercus sur l'etat des connaissances actuelles
se rapportant ä certaines questions mentionnees au programme, suivis de
quelques conclusions d'ordre general et particulier. Nous eslimons d'un
haut interet que, lors du Congres, la discussion preparee aussi bien que la
discussion libre reprennent certaines questions que les contributions sou-
mises n'ont pas traitees. II y a lä quelques lacunes importantes ä combler.

II. Apercu sur les quatre themes particuliers

a) Dalles Champignons

Au Congres de Paris de 1932, le professeur M. T. Huber, dans un
expose tres clair, a formule les problemes principaux des dalles ä Champignons

qui restaient ä resoudre rigoureiisemenl. II s'agit avant tout de deux
problemes : a) determination de l'influence de la flexibilite variable de la
dalle, due ä l'evasement du chapiteau des colonnes; b) determination de
l'influence de la connexion monolithique entre la dalle et les colonnes et,
en particulier, eiaboration du calcul rigoureux des efforts dans les colonnes.

Ces deux problemes n'onl pas trouve, jusqu'ici, de Solution rigoureuse.
La difficulte provient du fait que l'on n'a pas pu etablir de maniere exacle
les conditions aux limites du probleme, exprimant la connexion enlre la
dalle et les colonnes, ces dernieres s'eiargissanl vers le haut cn forme de
chapiteau. La rigidite des chapiteaux diminue les moments flechissants



486 IV. P. LARDV

dans les panneaux. Cet effet favorable ne peut etre evalue qu'approxima-
tivement par diverses hypotheses. Le grand nombre de suggestions for-
muiees afin d'obtenir des conditions aux limites simples donnent lieu ä
des calculs approches, mais ne reposent sur aucune base rigoureuse. Tel
est le cas de celles qui tiennent compte du chapiteau par le choix de la
grandeur et de la forme de la surface d'appui de la dalle et par le mode
de repartition des reactions de la colonne aux appuis. Ces dernieres hypotheses

sonl insuffisantes, car, si elles tiennent compte de la grandeur du
chapiteau, elles ne fönt aucun cas de sa rigidite ä la flexion.

Parmi les rares publications parues ä ce sujet, depuis 1932, citons un
travail de F. Tölke (l) donnant une Solution du probleme particulier de
la dalle chargee uniformement, sous l'hypolhese d'un encastrement total
le long d'un pourtour choisi autour du chapiteau. En 1937, Grein
a publie un resume des methodes connues et a indique une nouvelle Solution

basce sur la superposition de Solutions particulieres de la poutre
continue suppleante el de la dalle ä reactions concentrees. L'encastvemeiit
elastique de la dalle dans les colonnes et l'influence du chapiteau sonl
pris en comple par un calcul compiementaire approche. Grein a simplifie
certaines formules des moments flechissants en les exprimant sous forme
finie, compietees par des tableaux numeriques. II compare ses resultats ä
la methode de Marcus et arrive ä des differences sensibles dans certains cas.
F. Keelhoff (3) reprend en 1939-1940 le calcul de la dalle Champignon
rectangulaire appuyee sur les bords en superposant les Solutions dues
k la charge reparlie et aux reactions d'appui.

M. A. Holmberg presente une etude comme contribution au congres :

Calculaling Fiat Slabs in Reinforced Concrete en rcsumant des essais
faits sur modeles et en etablissant des regles de dimensionnement pour le
cas particulier de symetrie polaire. II n'est pas tenu compte, dans ces
essais, de la connexion entre la dalle et la colonne.

Le probleme cite reste donc ä resoudre. En utilisant l'equation de
Lagrange, generalisee pour un moment d'inertie variable de la dalle afin
de tenir compte des chapileaux, on risque de se heurler ä des difficultes
de calcul insurmontables. Par contre, des essais systematiques sur des
ouvrages termines et sur modeles pourraient fournir des indications pre-
cieuses. En faisant varier la rigidite des chapileaux, des essais sur modeles
permetlraienl de meltre ä jour l'influence cherchee et de l'introduire dans
les calculs par des hypotheses reposanl sur une base plus solide que
jusqu'ici.

b) Dalles continues

Les dalles continues, el particulierement les dalles reclangulaires ä
armatures croisees, sont devenues des elements de plus en plus indispensables

dans de nombreux domaines de la construction du beton arme
(constructions industrielles, iabliers de ponts, reservoirs, etc.). Les
methodes de calculs de ces dalles ont ete, pour divers problemes, grandement

(') F. Tölke, Ing. Archiv, 1934.
(2) K. Grein, Ueber die Berechnung von Pilzdecken (Forscherarbeiten auf dem Gebiete des

Eisenbetons, Berlin, 1937).
F. IOeeluofi-', Calcul des dalles ö. Champignons reclangulaires appuyees au pourtour

(Ann. des Trav. Publ. Beiges, 1939-40).
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perfectionnees depuis une quinzaine d'annees, les recherches theoriques
s'etant altachees avant tout aux deux groupes de queslions suivants :

1° Etude de l'influence de la continuite des dalles sur appuis rigides
et libres, sur appuis eiastiques et sur appuis dont la resistance ä la torsion
confere aux dalles un encaslrement elastique;

2° Etude rigoureuse des dalles sollicitees par plusieurs charges con-
centrees, cetle etude etant due ä l'importance que presente le probleme
pour les tabliers de ponts.

Les calculs rigoureux qui se rapportent ä la premiere categorie de

problemes sont rendus extremement difficiles, meme pour une dalle prise
isolement, par les conditions aux limites qui expriment la connexion des
elemenls consideres; pour les dalles continues, ces difficultes sont
augmentees du fait de l'interdependance de ces conditions et de l'influence
des bords les uns sur les autres. La methode de resolution suivie
en general consiste ä superposer ä la Solution de la dalle isolee
et libremenl appuyee (Solution de Navier) des Solutions particulieres satis-
faisant aux conditions de bord. Ces Solutions s'expriment avantageusement
par des series de Fourier simples, leur convergence etant, pour le calcul
numerique, beaucoup plus rapide que les series doubles de Fourier. Les
exigences de I'application pratique des methodes rigoureuses conduisent
souvent ä des simplifications qui se rapportent d'une part aux hypotheses
formulees quant aux bords, d'autre part ä la conduite des calculs
numeriques, oü l'on se borne ä considerer seulement le ou les premiers termes
des series. Remarquons ä ce propos que la valeur de telles approximations
n'est pas toujours bien etablie et que la comparaison ä la Solution exacle
fait defaut.

L'etude des dalles sollicitees par plusieurs charges concentrees a ete
mise au point gräce ä la methode des surfaces d'influence que nous men-
tionnerons plus loin.

Nous nous bornons ä eiler quelques etapes remarquables de l'evolution
de la theorie des problemes precites.

E. Müller (') a trade en 1932 la dalle simple sur deux appuis libres,
les deux autres etant constitues par des poutres flexibles ä moments
d'inertie differents.

E. Weber (5) a etabli en 1937 les calculs pour une dalle continue dans
une direction, les bords lateraux etant poses librement et les bords
transversaux formes par des poutres flexibles. II neglige les efforts tranchants
horizontaux enlre la dalle et les poutres et, tel que E. Müller, ne met pas
en evidence Feffet de la flexibilite des poutres dans les resultats, ni par des
calculs comparatifs, ni par des tableaux ou des graphiques.

En 1937, II. Bleich (") s'est attache aux problemes des dalles conlinues
reetangulaires des tabliers de ponls pour plusieurs charges isoiees. 11 tient
comple de la continuite des dalles adjacentes et de la rigidite ä la torsion
des poutres d'appui, ces dernieres etant considerees comme des dalles en-
castrces eiastiquement sur trois cötes et libres sur le quatrieme (poutres

('') E. Mülleh, Die Berechnung rechteckiger, gleichförmig belasteter Platten, die. an zwei
gegenüber liegenden Rändern durch elastische Träger unterstützt sind (Ing. Archiv, 1932).

Voir aussi du lnöme auteur : Ing. Archiv, 1941.
(5) E. Weber, Die Berechnung rechteckiger Platten, die durch elastische Träger unterstützt

sind (Ing. Archiv, 1937).
(6) II. Bleich, Berechnung kreuzieeis bewehrter Fahrbahnplatten bei beliebiger Stellung

der Verkehrslasten (Beton und Eisen, 1937).
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principales libres sur l'arete inferieure). Bleich opere avec le premier
terme seulement des series de Fourier et introduit ainsi les moments d'en-
castrement des bords par une sinusoide, ce qui simplifie considerablement
les calculs. II demontre que la rigidite des poutres d'appui a une grande
influence en reduisant considerablement les moments flechissants des
dalles dans les travees et etablit, pour l'arete de rencontre des dalles, des
relations analogues ä celles des poutres encastrees eiastiquement en un
point. Les moments d'encastrement decoulent de quatre equations lineaires.
Bleich generalise le theoreme de Maxwell pour certaines lignes d'influence
et obtient ainsi une methode approchee donnant la distribution la plus
defavorable des charges isoiees. Plusieurs tables de coefficients simplifient
le calcul numerique.

H. M. Newmark (7) reprend le probleme de la dalle continue sur appuis
flexibles et generalise la methode de Cross pour les dalles continues.
Plusieurs tableaux numeriques facilitent les calculs qui sont traites de maniere
particulierement claire.

M. Timoshenko a publie en 1940 un livre remarquable : Theory of
Plates and Shells, oü il traite entre autres, avec la limpidite et l'aisance
qui le caracterisent, les fondements de la theorie des dalles et oü il donne,
ä cöte de nombreuses applications, des graphiques et des tableaux numeriques

extremement utiles.
Le souci de l'economie dans la construction de ponts-poulres en beton

arm6 incite k reduire le poids mort en espacant les poutres maitresses et
ä construire les tabliers au moyen de dalles croisees continues de grande
portee. Les methodes approchees ordinaires pour une sollicitalion par un
grand nombre de charges isoiees sont insuffisantes. Cette circonstance
a donne lieu ä un developpement remarquable de la theorie qui
a abouti k la generalisation de la notion de lignes d'influence en inlrodui-
sant les surfaces d'influence des dalles croisees. A notre connaissance,
H. M. Westergaard (e) fut le premier, en 1930, ä introduire syslematique-
ment et explicitement cette imporlante notion de surface d'influence au
moyen de Solutions singulieres de l'equation de Lagrange, et k en donner
des applications. Par ce nouveau moyen, il est possible de determiner
exactement Femplacement le plus defavorable des charges et de calculer leur
contribution aux grandeurs cherchees au moyen de l'integrale des portions
de surface correspondantes. On sait que pour une charge concentree, les
moments flechissants et les efforts tranchanls deviennent infinis au point
d'impact de la force. En realite, les charges sont reparties sur une surface
petite, mais de grandeur finie, et l'integrale correspondante reste finie,
malgre l'ordonnee infinie de la surface d'influence au point d'impact, c'est-
ä-dire au centre de la petite surface de reparlilion. La theorie a ete deve-
loppee par differents auteurs. En 1938, E. Bittner (9) demontre que
pour une dalle librement appuyee, la surface d'influence des
moments flechissants pour un point quelconque est identique ä la
surface des moments pour une charge unitaire placee au point consi-

(') H. M. Newkahi, A distribution procedure for the analysis of slabs continuous over
flexible beams (Univ. Illinois Bull., No. 304, 1938).

(6) H. M. Westergaard, Computution of Stresses in Bridge Slabs due lo W'heel Loads
(Public Roads, Vol. 11, 1930).

(•) E. Bittner, Momententafeln und Einflussflüchen für kreuzweise bewehrte Eisenbeton-
platten, Wien, 1938.
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dere (generalisation d'un theoreme connu de la poutre simple) et il
donne plusieurs tableaux et graphiques pour la determination de ces
surfaces. II traite par superposition divers cas d'encastrement de la dalle en
utilisant des series trigonometriques qui, ä l'approche du point singulier
de la surface d'influence, convergent de plus en plus mal. Cet inconve-
nient est eiimine par A. Pucher (") qui introduit dans les calculs une
ff fonction d'influence » (fonction de Green) des deplacements verticaux.
Celle-ci est composee de deux integrales particulieres de l'equation homogene

de Lagrange, la premiere etant reguliere dans tout le domaine de la
dalle, la seconde presentant la singularite mentionnee et etant indepen-
dante de la forme et du mode d'appui de la dalle, la somme des deux
integrales satisfaisant aux conditions aux limites. On arrive k de grandes
simplifications en choisissant convenablement, c'est-ä-dire sous forme
finie, l'expression de la singularite. Pucher demontre ensuite que les
surfaces d'influence des moments flechissants, de torsion et des efforts tran-
chants s'obtiennent par des Operations de derivation ä partir de la fonction
d'influence primitive de Green. II introduit ainsi des singulariies d'ordre
superieur.

Malgre la difficulte que peut eprouver l'ingenieur en penetrant dans
un domaine difficile des mathematiques, l'avantage de la methode esquissee
decoule du fait que les calculs, bien que longs et laborieux, sont faits une
fois pour toutes el reunis en graphiques (lignes de niveau) et tables numeriques

qui peuvent etre consultees dans chaque cas particulier. La methode
a ete compietee en certains points en 1941 par F. M. Baron (") qui donne
des expressions sous forme finie pour les surfaces d'influence des moments
d'encastrement sur les bords. Les singularites sur un bord libre d'une
dalle sont etudiees en 1946 par W. Dworzak (ia) et appliquees au calcul des

ponts-dalles.
Citons les deux contributions se rattachant ä ce theme IVb du Congres.

Le professeur P. P. Bijlaard ("), dans son travail Approximative method
of analysis for rectangular reinforced concrete plates under uniformly
distributed or hydrostatic load eiablit des relations fort simples entre les
moments flechissants d'une dalle prise isoiement et ceux d'une bände
decoupee, en tenant compte de maniere approchee des moments de
torsion. L'hypothese d'une charge fictive, distribuee paraboliquement,
permet le calcul de la dalle pour des charges uniformement reparties et
hydrostatiques. Differentes conditions aux limites sont prises en compte
et les resultats s'expriment sous forme particulierement aisee au calcul
numerique. Le professeur Dr. W. Nowacki etudie la dalle orthotrope
continue dans une direction au moyen des series de Fourier et eiablit les
conditions pour les coefficienls, sans resoudre les systemes d'cquations.
II considere finalement le flambage d'une dalle orthotrope continue libre-
ment appuyee sur les bords longitudinaux.

Malgre les progres realises dans ce domaine, la necessite de developper
des calculs approches simples et rapides s'impose de maniere evidente, eu

(10) A. Pucher, Die Momenteneinflussfelder rechteckiger Platten, Habil. Berlin, 1936.
A. Pucher, Die Singularitätenmethode an elastischen Platten (Ing. Arch., 1941).
Voir aussi : Ing. Arch., 1943.
(n) F. M. Baron, Influence Surfaces for Stresses in Slabs (Journal of Appl. <Mech., March

1941).
(la) W. Dworzak, Der freie Rand on rechteckigen Platten (Oesterr. Ing.-Arch., Bd. 1, 1946).
(,a) Voir aussi du meme auteur -'S travaux sur les dalles, parus en 1934 (n° 26) et 1935

(n08 11, 12 et 23) dans le periodique De Ingenieur.
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egard au caractere souvent rcbarbatif et impraticable des Solutions exactes
pour l'ingenieur de la pratique. La contribution citee du professeur P. P.
Bijlaard donne une indication precieuse ä ce sujet. II nous semble que l'on
pourrait etendre avec profit les methodes speciales de Ritz et de Galerkin en
les generalisant pour les differents types de conditions aux limites. II en
est de meme de I'application des methodes diles d'iteration ou d'approxi-
malion successive, appeiees ä rendre des Services notoires dans les
problemes qui nous occupent.

Au moyen des resultats aujourd'hui acquis, il serait fort interessant
de metlre en evidence, par une etude syslematique, les differentes influences
des conditions de bord des dalles et d'etablir une comparaison entre leur
ordre de grandeur. Lne teile vue d'ensemble permeltrait d'evaluer ä priori
l'imporlance relative des divers facteurs et pourrait servir de point de depart
aux calculs approches.

c) Resistance et stabilite des parois et voiles minces et des toits plisses

Les douze dernieres annees ont amene des progres sensibles et de nalure
tres variee dans le domaine des voiles minces. Sans vouloir etablir un bilan
systcmatique de l'etat acluel de la question, nous altirerons l'atlenlion sur
deux points importants.

Le premier et le plus remarquable concerne Involution que l'on peut
conslater dans I'application toujours plus etendue et variee des voiles
minces ä des constructions aussi diverses que nombreuses. Les jalons de
ce developpement sont marques avant tout par l'originalite et la richesse
des formes de voiles minces mis en ceuvre, formant ainsi une Synthese
entre l'idee creatrice de l'ingenieur et son inluilion artistique. D'autres
aspccts caracteristiques se retrouvent dans les details de construction,
soit dans la mise en ceuvre du beton (betonnage en anneaux), soit dans l'61a-
boration de coffrages plus economiques (surfaces de translalion, surfaces
rcglees). La preconlrainte a ele appliquee avec succes dans de nombreux
cas, specialemenl pour alieger les poutres de retombee des voiles cylindri-
ques et les tirants circulaires au pied des coupoles. Ceci peut influencer tres
favorablement les conditions aux limites, la precontrainle permettant en
quelque sorte un « reglage » des deformalions reciproqucs entre voile
mince et elements de bord. On a generalise l'emploi de la preconlrainte
aux voiles minces eux-memes dans certains cas particuliers de surfaces
reglees (precontrainle dans les deux directions des generatrices). Diverses
suggestions ont ete emises ä propos de constructions de tres grande portee,,
oü la stabiliie joue un röle predominant et oü la disposition de nervures
raidisseuses ne suffit plus. On peut alors prevoir une structure speciale
du voile formee de deux membranes raidics enlre elles par un Systeme de

poulres triangulees (Dischinger). Nous nous bornons ici ä ces quelques
remarques et les compieterons plus bas en discutant brievement les
contributions au Congres.

Le deuxieme point de Involution citee se rapporte ä la theorie et aux
methodes de calcul, faisant principalement l'objet du sujet IVC. De meine
que pour les dalles, la difficulte du calcul provient des conditions aux
limites, qui expriment la connexion entre les voiles et les elements de
bord et qui alterent plus ou moins fortemenl ff l'etat de membrane » des
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voiles en les sollicilanl ä la flexion. C'est dans la superposition de ces
deux etats de contraintes que reside le probleme central de la repartition
des efforts interieurs, l'elendue de la zone de ff perturbation » due ä la
flexion y jouant un röle de premier plan. Du fait de la courbure, la
difficulte, par rapport aux dalles, en est accrue et la theorie devient extre-
mement ardue. La Solution rigoureuse des voiles flechis exige l'integration

non pas d'une, mais de systemes d'equations simullanees aux deri-
vees partielles. II s'agit lä d'un des problemes les plus ditficiles de la
Iheorie de l'elaslicile.

Les rapporls presentes en 1936 au Congres de Berlin (voir Publication

Preliminaire et Rapport Final) donnent entre autres un apercu
sur le developpement de la theorie ä ce moment-lä. De grands progres
venaient d'etre enregistres, se rapportant specialement aux surfaces cylin-
driques flechies (Finslerwalder, Dischinger, etc.), aux coupoles
polygonales, ä celles derivees par affinile des coupoles circulaires et ä
differentes formes de voiles minces issus d'une combinaison des
precedents. Citons tout particulierement les rapporls de MM. Vallette, Laffaille,
Aimond, fort caracteristiques des tendances de l'ecole francaise qui preco-
nise les voiles minces sans flexion el qui a produit, gräce ä une intuition
vivante du probleme et une recherche syslematique des proprietes geome-
Iriques el statiques des surfaces portantes, des realisalions comptant parmi
les plus hardies et les plus belies.

Comme precedemment, nous essayerons de donner un apercu succinet
du developpement de la theorie jusqu'ä nos jours et d'en degager les
tendances principales. Le sujet etant exlrememenl vaste, nous nous bornerons
aux surfaces cylindriques et aux coupoles et ajouterons quelques remarques
sur les parois minces.

En 1937, M. A. Aas-Jakobsen (14) a donne une generalisation tres
imporlanle de la theorie des voiles cylindriques flechis en developpant les
calculs pour des rayons de courbure et des epaisseurs variables. II est conduit
ä trois equations aux derivees partielles du huitieme ordre ä coefficients
variables, qu'il Iransforme en equations aux differenliellcs totales au
moyen de l'analyse harmonique. L'integration de ces dernieres peut etre
effecluce gräce ä des series de puissance. Une Solution approchee du
probleme esl donnee au moyen d'une fonction exponenliellc qui simplifie les
calculs et conduit ä integrer une seule equation differentielle ä une incon-
nue. Dans un autre travail (15) de la meme annee, l'auteur insiste sur la
necessite de trouver des methodes de calcul simples ä la disposition des

ingenieurs de la pratique. II donne un calcul approche qui permet de
metlre les resultats sous forme d'abaques. II reprend l'idee de simplifi-
cation des calculs (1U) en 1940 et indique quelques procedes bases sur
l'etat de membrane et sur la theorie de la flexion de Navier.

Un autre travail remarquable du meme auteur (1T) donne une
Classification des voiles cylindriques circulaires en deux groupes principaux
suivant le rapport du rayon de courbure ä la portee en direction des gencra-

(u) A. Aas-Jakobsen, Zylinderschalen mit veränderlichem Krümmungshalbmesser und
veränderlicher Schalenstärke, Diss., Bauing. 1937.

(15) A. Aas-Jakobsen, Sur le calcul de la voüte cylindrique circulairc (Travaux, 1937).
(16) A. Aas-Jakobsen, Beregningsmetoder for Skallkonstrucksjoner (Bvgningsslatiske Meddelser

[Danmark], Bd. 11, 1940).
(17) A. Aas-Jakobses. l'ebcr das Randstörungsproblcm an Kreiszvlinderschalen (Bauing.,

1939).
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trices, ce qui lui permet entre autres d'indiquer le domaine de validite de la
Solution approchee de Finsterwalder. II developpe ensuite une methode
approchee, tenant compte de tous les efforts interieurs et hasee sur le principe

d'iieration (methode des approximations successives) et sur le fait que
les deplacements normaux ä la surface sont preponderants. La simplifica-
tion qui en resulte est considerable, car eile mene ä une seule equation
differentielle du huitieme ordre dont l'integration est relativement facile.
Le deplacement normal ä la surface joue un röle analogue ä celui de la
fonction de tension d'Airy. De nombreux abaques rendent le calcul plus
aise.

Mentionnons encore brievement quelques autres travaux sur les voiles
cylindriques. A. Aas-Jakobsen (1S) trade le probleme de la charge isoiee
sur une voüte cylindrique circulaire, probleme repris par II. Lundgreen (19)
en 1942. E. Wiedemann (20) effectue des recherches systcmaliques sur la
determination de la coupe transversale d'un voile cylindrique qui convienne
le mieux ä l'etat de membrane.

Nous parlerons plus bas, en connexion avec les contributions au sujet
present, des realisations que le professeur E. Torroja ("), (22) de Madrid
a publie avec un soin et un souci du detail remarquables. Le comporte-
ment statique d'un voile cylindrique ä grandes dimensions. les mesures
de deformation, la recherche des causes de la destruction du bätiment
pendant la guerre civile d'Espagne y sont relates de facon complete et fort
suggestive.

La Solution rigoureuse du probleme de la resistance des voiles
cylindriques flechis, de meridien circulaire en particulier. peul etre consideree
aujourd'hui comme mise au point (les questions de stabilite et de fluage du
beton mises ä part). Ce qui fait defaut. en partie du moins, ce sont des
Solutions approchees simples, el l'on peut formuler ici des remarques
analogues ä celles pour les dalles, tout en constatant que, dans le cas des voiles
cylindriques, le but convoile sera plus difficile ä atteindre. En effet, les
conditions aux limites doivent etre satisfaites pour quatre bords, ce qui
complique sensiblement les calculs en eomparaison, par exemple, du cas
des coupoles, oü en general un seul bord figure dans les conditions aux
limites. La tendance ä simplifier les calculs est neltemcnt marquee et la
necessite d'y arriver est cnoiicce clairement par differents auteurs, ce qui
ouvre un chemin nouveau, et non des moins interessants, aux investigations

futures.
Les voiles minces ä double courbure, en particulier les coupoles et les

systemes analogues, sont earacterises par le fail que l'etat de membrane est
valable pour une portion beaucoup plus grande de la surface que dans le
cas des voiles cylindriques. Pour un bord unique au pied de la coupolc, on
demontre que la flexion introduite par les conditions aux limites est en
general tres rapidemenl amorlie, ne mettant ä contribution qu'une zone
relativement etroile du voile, dile ff zone de perturbation ». Pour la cou-

(1H) A. Aas-Jakobsen, Einzelnsten auf Kreiszylindersehalen (Bauing., 1941).
(19) H. Lundgueen, Einzellasten auf Zylinderschalen mit Ringversteifungen (Bygninqsstaliske

Meddelser, [Danmark], 1942).
(20) E. Wiedemann, Ein Beitrag zur Formgebung räumlich tragender Tonncnschalen (Ing.

Archiv, 1937).
(21) E. Torroja, Le voile mince du « Fronton Recoletos » ä Madrid (Memoires de VA. I. P. C,

vol. 5, 1938).
(") E. Torhoja, Comprobacion y comportamiento de una eslruclura laminur (Mem. de

la Real Academia de Ciencius de Madrid, 1942).
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pole spherique. on est ainsi conduit ä des Solutions approchees en negli-
geant certains lermes dans les equations differentielles qui sont ici du
quatrieme ordre et dont la Solution rigoureuse est donnee par des series
hypergeometriques. Leur convergence est d'autant plus lente que le voile
est mince, mais leur titilite consiste ä donner un critere des Solutions
approchees. On peut t< ameiiorer » l'etat de membrane, c'est-ä-dire reduire
la zone de perturbation, par des mesures constructives, en disposant par
exemple une zone de transition entre le voile et l'anneau (Dischinger) ou
en mettant l'anneau sous precontrainte.

Dans la Publication Preliminaire du Congres de Berlin en 1936,
Dischinprer a donne un apercu sur le developpement des voiles minces,
mettant entre autres en evidence la grande variete des formes et des structures

des voiles ä double courbure. Les progres de nature theorique
realises depuis lors, ont porte moins sur des questions fondamentales que
sur des points de details. En 1937, A. Aas-Jakobsen (2i), (24) reprend le
probleme du voile spherique sur appuis isoles et, d'autre part, sur pourtour

reetangulaire et polygonal, en superposant la Solution de la membrane
ä celles, correctives, de la perturbation de bord. En 1937 egalement,
A. Pucher (") trade le cas des voiles de revolution en introduisant une
« fonction de tension » et il indique des solutions expliciles pour plusieurs
cas de charge et de conditions aux appuis. En 1938 (26), il generalise la
fonclion de tension aux surfaces ä courbures quelconques, ce qui permet de
formuler de maniere systemalique la Solution du probleme (generalisation
de la fonclion d'Airy). Dans certains cas, l'integration approchee de l'equation

diffi'rentielle peut se faire au moyen du calcul des differences (2T).
M. Hetenyi (28) et F. Tölke (29) donnent des precisions sur l'integration
des equations differentielles dans les problemes de voiles.

L'utilisation des voiles ä double courbure n'a pas ete evincee par les
voiles cylindriques. On constate au contraire une tendance marquee ä

generaliser leur emploi et ä faire usage en particulier de surfaces reglees
(hyperbolo'ides, conoides, etc.) et de surfaces de translation. Celles-ci pre-
sentent des avantages inconleslables du point de vue constructif et
economique, leurs proprietes geometriques permettant aussi bien de simplifier
les coffrages que d'utiliser, dans certains cas, la preconlrainte de la surface
elle-meme en direction des generatrices (30).

II esl evident que, ici aussi, l'eiaboration de calculs approches est
appeiee ä rendre de grands Services. Citons en parliculier les methodes
simplifiees, de caractere purement analytique, telles que l'integration

(23) A. Aas-Jakobskn, Beitrag zur Theorie der Kugclschale auf Einzelstützen (Ing. Arch.
1937).

("1 A. Aas-Jakobsen, Kugelschalen über vier- und vicleckigcn Grundriss (Memoires de
VA. I. P. C, vol. 5, 1937).

(25) A. Pucwer, Die Berechnung der Dehnungsspannungen von Rotationsschalen mit Hilfe
von Spannungsfunktionen (Mömoires de VA. I. P. C, vol. 5, 1937).

(26) A. PrcnTR, Ueber die Spannungsfunktion beliebig gekrümmter Flüchen (Proc. V Int.
Congr. f. Applied Mech., 1938).

(27) A. PixirEn, Die Berechnung von doppelt gekrümmten Schalen mittels Differenzen-
gleirhungen (Bauing., 1937).

(28) M. HräTENn, Spherical Shells subjecled to axial symmclrical bending (Memoires de
VA. I. P. C. vol. 5. 1937").

(2») f Töi.ke, Zur Integration der Differentialgleichungen der drehsymmelrisch belasteten
Rotationsschale bei beliebiger Wandstärke (Ing. Arch., 1938).

(30) Voir par exemple : R. Laponc.iik et .1. Arnoult, Reservoir hyperboligue ä paroi mince en
biton precontraint (Travaux, mars 1948, n° 161).
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asymptotique des equations differentielles, le calcul des differences, etc.,
et celles basees sur le Systeme des poutres croisees, Iransformanl linte-
gration en un probleme de statique appliquee dont nous reparlerons ä pro-
pos du calcul des barrages arques.

Le calcul des parois minces a ete developpe pour differents cas
particuliers importants, parmi lesquels nous n'en citerons que trois. K. Girk-
mann (31) a donne une Solution de la paroi mince sollicitee par une force
isoiee en exprimant la fonction d'Airy par l'integrale de Fourier, ce qui
lui permet de mettre les resultats sous forme simple. A. Pucher (32) et
J. Fädle (33) utilisent la theorie des fonclions pour determiner la fonction
d'Airy; Fädle ramene, pour certains cas importants. le calcul de la paroi
rectangulaire ä celui de la paroi carree. Les parois minces triangulaires
jouent, comme on sait, un röle important dans la construclion des
barrages evides du type « Noetzli ». F. Tölke (34). apres des calculs compli-
ques ä 1'extreme, a donne une Solution mathematiquement rigoureuse de
ces parois supposees encastrees eiasliquemenl dans le lerrain le long de leur
base. L'hypothese utilisee, ä savoir l'assimilation du lerrain ä un demiplan

homogene (formules de Boussinesq pour les deplacements), risque
fort d'idealiser dans une trop prande mesure les proprietes de deformalion
de la röche. C'est lä un exemple caracteristique d'une Solution dont l'exac-
litude, malgre lenvergure des moyens mathematiques mis en jeu, peut elre
illusoire.

MM. .1. Fougerolle el Ch. Pujade-Renaud onl donne une contribution
remarquable ä ce theme par la description detaillee de deux ouvrages en
voiles minces de grande porlee, dont l'execution prescnle plusieurs aspecls
d'un haut interet. L'envergure des portees en est imposante : 100 m X 60 m
pour le voile sur plan rectangulaire, 82 metres pour celui sur plan hexa-
<?onal. Les moyens techniques mis en ceuvre sonl des plus interessants.
Signaions la mise en tension prealable el les reglages successifs des tirants
pour Fun, de la ceinture pour l'autre de ces deux ouvrages. L'execution
a ete grandement simplifiee par l'utilisalion d'echafaudages roulants. Les
calculs statiques ont 6tc confirmes par des mesures tres compliies sur
modele (onde d'essai) dans le rapport 1 : 5. Le plan general des deux ouvrages
est remarquable el conduit ä une disposition interieure des plus rationnelles.

M. K. Billig fait part d'une conslruction de hangars formes par la
juxlaposition de voüles minces ä double courbure negative. Par raisons
d'economie, les coffrages sont remplaces par une toile de jule tendue sur
des echafaudages en tubes metalliques, le toul etant deplace parallelemenl
de voüle en voüte. L'auteur fait mention d'essais de stabilite et donne un
apercu sur l'utilisation de ce type de construction.

Le professeur Dr. E. Torroja (*), dans une schrie de Conferences me-
morables tenues ä Zürich au mois de mars 1948, a donne un apercu des
plus suggeslifs sur diverses conslruclions de voiles minces realisees en
Espagne sous sa direclion. II apparliendra au professeur Torroja d'en

(31) K. Girkmann, Angriff von Einzellasten in der vollen Ebene und in der Halbebene (Ing.
Arch., 1940)

K. Girkmann, Angriff von Einzellaslcn in der streifenförmigen Scheibe (Ing. Arch., 1943).
Voir aussi : K. Girkmann, Flüchentragwerke, Wien, 1946.
(32) A. Puciter, Ueber die Singularitätenmrlhode an elastischen Platten (Ing. Arch., 1941).
(33) .1. Fädle, Die Selbstspannünys-Eigenwertfunktionen der quadratischen Scheibi (Inq.

Arch., 1940.)
(34) F. Tölke, Talsperren, Bd. 111/9 der Handbibliothek für Bauingenieure, Berlin 1938.
(*) Voir les nolos 21 el 22.
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decrire les points les plus saillants lors du Congres; nous voudrions cependant,

ici dejä, altirer l'altention sur ces ouvrages en tous points
remarquables, et donl la coneeption hardie et originale, alliee ä un sens profond
de la structure esthelique, ouvre un chemin ä des possibilites nouvelles et
fecondes. La conslruction du Fronton Recoletos, detruit lors de la guerre
civile d'Espagne. monlre ä quel degre les voiles minces s'adaptent aux
besoins de la construction. Le professeur Torroja etudie les singularites de
ce voile cylindrique, ä savoir son asymetrie totale et sa discontinuite ä
Fintersection des deux arcs de cercle, et utilise aussi bien le calcul que les
mesures sur modele rcrluit, les resultats etant corrobores par les mesures
sur l'ouvrage termine. Les methodes dinvestieation, hautement nerfec-
tionnees, sont appliquees ä une autre construction remarquable, 1'Hippodrome

de Madrid, qui represente par sa structure elancee et en quelque
sorte aerienne un des ouvrages les plus extraordinaires parmi les voiles
minces. Citons encore l'eiegance des lignes du marche couvert d'Algeciras,
dont les bords precontraints ameiiorent l'etat de contrainte.

Le professeur Torroja a emis nlusieurs suppeslions dir/nes dinieret.
II preconise entre autres des moyens d'ordre constructif qui permettent d'in-
fluencer favorablement les conditions aux limites et de reduire ainsi la
flexion dans les voiles. II estime en outre possible de remplacer le voile
en beton arme par une structure metallique trianguiee rcduisant encore le
poids propre et acceierant le montage de la construction. Bornons-nous
k ces breves remarques que le professeur Torroja voudra bien developper
lors du Congres.

Nous voudrions une fois encore souligner le probleme de la stabilite
des voiles minces et de l'influence du fluage du beton sur leurs deformations,

c'est-ä-dire sur leur comporlement statique, les deux problemes
faisant apparaitre une connexion evidente.

La securite des constructions en voiles minces exige la mise au point
syslematique de ces deux questions. L'cxperience et les observalions sur
ouvrages termines s'etendant sur plusieurs annees, on peut s'atlendre ä ce

que le Congres donne l'occasion de preciser la question, au moins dans
une certaine mesure.

d) Theorie et execution des barrages arques

Ce sujet est relie aux autres du fait qu'un barrage arque represente
geometriquement un voile qui, par son epaisseur, de dimension non negli-
geable par rapport aux deux autres, ne merite plus exactement le qualifi-
calif de mince. Neanmoins, il nous a paru interessant de faire figurer au
Iheme IV les barrages arques et leurs methodes de calcul. Aucune contribution

ä ce sujet du Congres n'ayanl ete livree, nous indiquerons brieve-
ment quelques aspects de la question. Z. Bazant (35), lors du Congres de
Berlin, a indique Irois etapes principales du developpement des calculs :

Calcul du barrage arque au moyen d'un sysleme de voütes horizontales
independantes; calcul par la methode des poulres croisees et, enfin, essais

(35) Z. Bazant, Le developpement du calcul des barrages arques (Publication Preliminaire
du Congres de Berlin, 1936).
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d'adaptation de la theorie des voiles minces, cette derniere etape ayant ete
inaugurce par H. M. Westergaard (36).

Le calcul des barrages arques par la theorie des voiles minces a fait
peu de progres ces dernieres annees; on est encore fort eloigne d'une mise
au point systematique du probleme. II est extremement difficile, sinon
impossible, d'exprimer convenablement les conditions aux limites, c'est-
ä-dire l'encastrement elastique du barrage dans une röche deformable le
long d'un profil variant dans chaque cas avec la topographie du terrain.

F. Tölke (") etablit une equation differentielle simplifiee du
probleme, tenant compte, egalement de maniere simplifiee, de la deformation
de la röche. Les conditions aux limites ne sont satisfaites qu'en un certain
nombre de points. II developpe ensuite une autre methode approchee,
specialement destinee ä I'application pratique.

On utilise, aujourd'hui encore, le plus souvent la methode des poulres
croisees, donnant des resultats approches par les moyens de la statique appliquee.

Cette methode a ete developpee il y a quelques annees par feu le
professeur M. Ritter (3S) qui a formule les equations d'elasticite du Systeme
et a ainsi remplace la meihode fastidieuse et longue de la decomposition
des charges (ff Trial-load-method », ff Versuchslastverfahren ») par un
calcul systematique. II a introduit de maniere fort simple la deformation
de la röche pour les deux systemes croises au moyen de la Iheorie de Bous-
sinesq et Cerrutti. Une lacune importante subsiste : La methode des poulres
croisees neglige les moments de lorsion, ce qui introduit d'emblee un
facteur d'incertitude dans les calculs. Ce point devra etre eclairci. II n'est
pas difficile de donner une Suggestion ä ce propos, consistant ä generaliser
les equations du sysleme par l'introduclion de conditions d'elasticite sup-
piementaires qui tiennent compte de la rigidite ä la torsion des poulres
croisees. On retrouve ainsi une analogie au probleme du treillis rectangulaire

de poulres.
Le fait d'avoir pu tenir compte de la deformation de la röche dans les

calculs represente certainement le plus important parmi les progres realises
dans le domaine theorique des barrages arques.

III. Conclusion

Pour chacun des sujels consideres, nous avons essaye de donner quelques

conclusions. Nous voudrions, pour terminer, formuler, de la moniere
la plus succinete, ce qui nous parait etre Fessenticl des problemes theoriques
traites, d'allure souvent si disparale. Ils possedent une base commune et

presenlenl tous un aspect different d'un seul et meme probleme, ä savoir
ft le probleme aux limites », c'est-ä-dire l'integration de systemes di'qua-
tions differentielles lies aux « condilions de bord ».

Pour l'ingenieur, le « probleme aux limites » contient Irois etapes dis-
linclcs et caracteristiques, le sortant neltement de son cadre purement
mathemal ique el lui conferant sa vraie signification ;

(3,!) II. M. Westerc.a\rd, Report on Arch Dam Investigation, vol. I (Proc. of ,4mer. Soc.
Civ. Eng., 1928).

(") F. Tölke. Talsperren, Bd. 111/9 der Handbibliothek für Bauingenieure, Berlin, 1938.
(3S) Le prof. M. Ritter avait commenc<5 peu avant sa mort une etude sur les barrages arques

qui n'a pas encore ele publice.
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1. Etablissement des conditions aux limites dans le cadre de l'exac-
titude exigee, celte derniere etant du domaine de competence de l'ingenieur.

II en est de meme des grandeurs negligees ä priori.
2. Integration des equations differentielles liees aux conditions de bord

et determination de Solutions rigoureuses ou approchees, ces dernieres avec
eslimalion de l'ordre de grandeur de l'erreur et du domaine de validite des

approximations.
3. Determination, dans les conditions aux limites, des facteurs dont

l'influence est preponderante dans le sysleme etudie. Par comparaison, on
arrive ainsi ä elablir une « hierarchie » de l'influence et de la valeur relative

des differents facteurs et on en tire des criteres servant de base aux
calculs approches.

Cela resume, nous semble-t-il, le probleme theorique, lel qu'il se
presente ä l'ingenieur dans le domaine considere.

Avant de clore ce rapport. nous tenons ä exprimer ä tous les collaborateurs,

qui ont enrichi le programme du Congres de leurs contributions,
l'expression de notre vive gratitude. Elle est d'avance acquise ä tous ceux
qui, lors du Congres, sauront animer les seances de travail par l'interet
qu'ils voudront bien porter ä la discussion preparee et libre et qui en assu-
reront par lä meme la reussite.

Resume

Dans une inlroduction (chap. I), le rapporteur mel en evidence l'im-
porlance des dalles, voiles minces et parois minces dans la construction en
beton arme. Ce maleriau, gräce ä son caractere monolithique, s'adapte de
facon particulierement heureuse aux elemenls consideres, dont la « capa-
cite port.dive », s'etendant ä deux dimensions, forme le point essentiel
de leur comporlement statique. II esl fait allusion aux progres remarquables

enregislres depuis une douzaine d'annces, progres aussi bien d'ordre
constructif que de nature theorique.

Chacun des quatre sujets est traue aussi brievemenl que possible au
chapilre II par un compte rendu sur I'evolution et les progres de la theorie
et par un resume des contributions. Les conclusions sont formuiees pour
chacun des sujets mentionncs, comprenanl les dalles-champignons, les
dalles continues, les parois et voiles minces et enfin les barrages arques.

¦ Le rapport insiste entre autres sur la necessite de developper, ä cöte
de certaines solulions rigoureuses faisant defaul, des methodes approchees
simples et suffisamment exactes ä la disposition de l'ingenieur de la pra-
tique. Parmi les questions ä approfondir. cilons l'influence du fluage du
beton sur la stabilite des voiles minces. la Solution rigoureuse des dalles-
champignons, les methodes tie calcul des barrages arques el certains
problemes des dalles continues.

Le probleme theorique, tel qu'il sc presente ä l'ingenieur dans le
domaine considere, esl resume sous forme de conclusion au chapilre III.
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Zusammenfassung

Einleitend (Kap. I) wird die Bedeutung der Flächentragwerke in
Eisenbeton hervorgehoben. Dank seines monolithischen Charakters eignet
sich dieser Baustoff vorzüglich zur Herstellung der betrachteten
Konstruktionselemente, deren Hauptmerkmal in statischer Hinsicht die
zweidimensionale Tragfähigkeit bildet. Die bemerkenswerten Fortschritte in
diesem Gebiet während der letzten zwölf Jahre werden kurz erwähnt,
sowohl in konstruktiver wie in theoretischer Hinsicht.

Jedes der vier Themata wird im Kap. II kurz beschrieben und die
Entwicklung an Hand der neueren Literatur wie auch der Kongressbeiträge

aufgezeigt. Einige Folgerunpen werden zu jedem Thema formuliert,

wobei entsprechend dem Programm die Pilzdecken, die durchlaufenden

Platten, die Schalen und Scheiben und endlich die
Bogenstaumauern behandelt werden.

Der Bericht betont u. a. die Notwendigkeit, neben noch ausstehenden
exakten Lösungen, einfache und genügend genaue Näherungsmethoden
für die Praxis auszuarbeiten. Unter den noch unerledigten Problemen
seien der Einfluss des Kriechens des Betons auf die Stabilität der
Flächentragwerke, die genaue Lösung des Pilzdeckenproblems, die
Berechnungsmethoden der Bogenstaumauern sowie gewisse Fragen aus
dem Gebiet der durchlaufenden Platten erwähnt.

Das theoretische Problem dieses Anwendungsgebietes, wie es sich vom
Standpunkte des Ingenieurs aus ergibt, wird in Kap. III als Folgerung
zusammengefasst.

Summary

In an introduetion (Chapter I) the author slresses Ihe imporlance of
slabs, thin shells and thin walls in reinforced concrete constructional
work. Thanks to ils monolithic nature, this material adapls itself parlicu-
larly for the elements considered, whose " bearing property ", extending
to two dimensions, is the essential point of Iheir static behaviour. He
alludes to the remarkable progress recorded in the last twelve years, bolh
of a constructive and of a theoretical nature.

Each of the four subjects is dealt with as briefly as possible in Chapter
II by an aecount of the evolution and theoretical propress, and a summary
of papers for the Congress. Conclusions are sei forth for each of Ihe
subjects mentioned, comprising mushroom slabs, continuous slabs, thin walls
and shells and, finally, arched dams.

Among other Ihings, the writer stresses the necessily of developing, in
addilion lo cerlain rigorous solulions not available, methods of approximation

that are simple and sufficienlly exaet and are at Ihe disposal of
engineers in practice. Among questions to be probed, we would mention
the influence of creeping of concrele upon stability of thin coverings, the
rigorous Solution of mushroom slabs, methods of calculating arched dams
and certain problems of continuous slabs.

The theoretical problem, as it presents itself to engineers in the domain
under consideration, is summarised in the form of a Conclusion in Chapter
III.
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Calcul des dalles Champignons

Berechnung von Pilzdecken in Eisenbeton

Calculating flat slabs of reinforced concrete

AKE HOLMBERG
D. S. C. S. E., Ariricrad Belong Company, Malmö, Sweden

Designing a flat slab is, if the Iheory of elasticily be strictly adhered
to, a comparatively difficult problem. lt has been trealed, among olliers
by Dr. Lewe (Pilzdecken und andere trägerlose Eisenbclonplatlen, Berlin,
1926). The question, however, usually concerns designing reinforced
concrete, for which reason the problem does not necessarily have lo be related
to the theorv of elasticitv. The calculation of stresses according to Ihe tbeorv
of elasticitv always describes a system in equilibrium. It is of value from
that viewpoint. Equilibrium can, however, be attained in an infinily of
different ways and as regards reinforced concrete the actual materials qua-
lities give great freedom for the shaping of a structure. When applying the
foregoing, the theory of elasticily can either be entirely deparled from. or
also be modified in its Iradilional form, e.g., by basin,".' Ihe calculation on the
assumption of aeololropy to such a degree that the intended goal be attained.
In spite of all this, the shaping must always be finally determined by
actual observations on struclures or modeis, representalive of Ihe building
to be carried out, or of certain elements of the lauer. This trealise will,
from these general premises, allempt to give simple rules for delermining
designing momenls in a flat slab and to slate principles of shaping based
on tests on modeis. Here it should be mentioned that available observations
are deplorably scarce. Tesls of ready flat slabs have certainly been carried
out to a large exlent. To find something essenlial in superficial accounts
of isolated tesls is, however, almost impossible.

However the problem be approached, it is obvious that for a flat slab
with square panels and infinite extent the areas around the columns are
characterised by nearly cylindrical symmetry, and lhat much of it will
remain even wilh reasonable modifications in extent and shape. Since the
areas around the columns are in ordinary cases of loading most affected,
I have chosen them for special study and attempted to represent them in
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simple modeis, consisting of circular plates with cylindrically symmelrical
load. The lest series thus carried out aimed at giving rules for the reinforcement

for moments. They will be described below. Concerning the some-
times still more important question of how shearing forces should be
considered, the resull is shown here of an invesligalion, published in Betong,
No. 2, Stockholm 1946 by Forssell and Holmberg. It showed that at a
circular capital with radius a the total shearing force was allowed to reach
P 2.72 (2a -\- h)h ¦ t^m where h is Ihe plate's total depth and Tbeain

the shearing stress, allowable in a beam of Ihe same concrele, and that in
a corresponding manner at a square capital with the side 2a the total
shearing force was allowed to reach P 0.87 (tzh -j- 8a) h ¦ iham. Greater
shearing forces than these demand reinforcement for shear wilh, in the
present Situation, a highly uncertain behaviour. An investigalion by Graf
published in 1938 by Deutscher Ausschuss für Eisenbeton (Heft 88) gives,
after elimination of an error in calculation, some reason for Ihe following
rule : The reinforcement for shear shall be placed in a 45° direction. Its
total area shall be 0.8 P/cr, where P is the shearing force and o-s allowable
stress in reinforcement. P may, however, not exceed by more than 50 %
the value named by Forssell, Holmberg.

Tests with bent plates comprised six modeis in reinforced concrete.
They were all shaped as circular plates with total diameter 272 cm and
total depth h 8 cm. Effective depth (hetf) for the bolh layers of reinforcement

was 6.6 cm and 5.8 cm respectively. For reinforcemenl 8 mm piain
bars with yield point 3 360 kg/cm2 and ultimate slress 4 620 kg/cm2 were
used. Concrete used had in cubes (15 cm)3 a compressive strength of
442 kg/cm2. The tensile strength, found in prisms with a cross-section
(15 cm)2 was 27 kg/cm2. The lensile strength, in bending tested on beams
wilh cross-section 15 cm X 8 cm was 6 M/15 X &~ 42 kg/cm2. The
reinforced concrete's qualilies were tested in six beams with total
length —: 250 cm, total depth, h 8 cm, effective deplh, /it.ft 6.6 cm
and with varying breadth. Each of them was reinforced with three piain
bars wilh equal spacing 1/3 of beam's breadth. When tested they were
placed with a span length of 231 cm and subjected lo two symmetrical
and equal concenlraled forces wilh spacing 77 cm. Loading followed, as
regards speed and magnitude of slresses, the same scheine as at testing of
plates. Observations referred lo rigidity and ullimale load. Rigidity D was
determined by deflection measuremenls at three points between the loaded
points. Values observed were set in relation to Dranx —= 350 000 h'/12. They
are shown in fig. 1, where kb 6 m//i2ef, and u. is the ratio of reinforcement
in per cent. m is Ihe inlensity of momenls. A,,„iax applies to maximum load.
The figure's general shape and the results dispersion are ordinary. With
higher stresses, there appears the important circumstance lhat D increases
at the same time as u. In fig. 2 are shown Ihe ultimate loads expressed in
kimnx and set in relation lo u. There are also shown equivalent inler-rela-
tions when Ihe ultimate loads are calculated on the assumption that the
concrele compressive stress is constant 442 kg/cm2 and the steel stress
3 360 kg/cm2 and 4 620 kg/cm2 respectively. The figure finally gives the
supposed intcr-relations taken as a basis for designing Ihe plates. For the
high values of the ultimate loads the explanation given by Jensen in Bull.
No. 345 from Engineering Experiment Station, Illinois, is in general
aeeepted, despite the fact that this is founded on the assumption of piain
cross-sections, which is usually incorrect for reinforced concrete, where
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Curve a. Maximum value calculated Irom
cube compressive strength oi concrete
and ultimate stress oi reinforcement bars
|j 442 kg/cm^ and

5=4 620 kg/cm2 resp.).
Curve b. Maximum value calculated from
cube compressive strength of concrete and
yield point stress of reinforcement bars
(3 442 kg/cm2 and

3 3 360 kg/cm2 resp.).

the cross-section's steel part moves in relation to ils concrete pari. The
dispersion observed for the beams must also be expected for the plates.
The accuracy of the main tests is affected thereby.

The plales of Ihe main tests were supported on a circle with a radius
a 264 cm and were centrally loaded on a circle wilh radius 6 88 cm.
This does not entirely correspond lo a flat slab, where the plate is mono-
lithically joined to a capilal, but was chosen for greater simplicity. The
consequence should be that ultimate loads are correct but rigidities too
small. On choosing the reinforcement arrangement consideration was
given to the fact, shown by me in I. A. B. S. E., Publ. IX, that only
conditions of equilibrium are satisfied, the amount of reinforcement needed
being independent of material qualities. With very small differences in
the total amount of reinforcement the plates I, III, V and VI, were designed
as cylindrically aeolotropic plates wilh interrelation n D,/D between
the flexural rigidity in radial and circumferenlial directions 1; 9/16;
oo and 0, respectively; plate II was designed according to Johansen's
method for determining ultimate loads (Brudlinietcorier, Copenhagen 1943)
and plate TS was given square net reinforcement of bars wilh 10 cm spacing
in Ihe upper and lower layrers. (The Iheory for plates with cylindrical
aeolotropy has been developed by me in Bygningsstatiske Meddelelser, No. 3,
Copenhagen 1948.) The modeis were designed for 1 100 kg dead load and
for an effective load, P 11000 kg. Wilh reference to observations on
control beams, an effective load at Ihe yield poinl of 12 500 to 14 500 could
he expected. It was determined thal Ihe least number of radial bars, where
these appear, should be eight. Bing hars were anehored by welding. Badial
bars were welded to a steel plate in the centre. Ends of bars were anehored
by plales 35 X 35 X 12 mm. Concerning plate IV a special investigation
is needed of the probable yield point load. In general
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2-5
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m9 i(mr)i gives P 2 Tz(mT)b (0.5 -j- <;) where 0 <J ; ^ 1 and ; gives
a measure for the exploitation of reinforcement between support and load.
With this expression for P limiting values give 2 000 ä 2 500 kg <^ P <[
8 500 ä 10 000 kg in which due aecount is taken of the dead load. In the
tests P was thus varied : 0—>4 000^500—^-8 000—>500—J-P^ at which
the speed was such that P 12 000 kg was reached after 280 min.
Observations applied to cracks, deflections, yield point loads and maximum loads.
Yield point loads in kilograms were for plates I-VI 13 000; 12 500; 12 500:
7 000; 18 000; and 10 500 respectively. From this plate IV reeeives ; 0.7.
Concerning plate V it is noticed that, on the one hand, 18 000 is a value
for P that is both high and difficult of explanation, and on the olher hand
that some welded joints broke al this load, with the result that the plate
was never able to be finally tested. The ultimate loads (in kg) were for
plates I-VI 18 200; 17 000; 16 800; 26 000; and 13 000 respectively.
Buptures oecurred in plates I-III by shearing in cracks where radial bars
ended, extending through the whole depth and caused by membrane
stresses. Complete rupture did not on the whole occur in plale IV in spite
of total deflection reaching 10.6 cm. Buplure in plate VI was caused by
shearing round the loaded circle. Here from a structural viewpoint was
an unsuitable region. The calculation postulated a discontinuily, which
developed very suddenly, and gave rise to the low yield point load. If, as
allowable load, there is chosen Ihe lowest of 1/2 yield point load and 1/3
ullimale load there is oblained for plates I-VI 6 070; 5 67U; 5 600; 3 500;
9 000 and 4 330, respectively. At the first loading lo these values the total
defleclions for all plates were almost the same, namely 0.8 lo 0.9 cm. The
number of cracks was almost Ihe same in all plales except in plate V wheie
it was less. The first cracks were usually observed at an effective load of
about 2 000 kg. Their width increased to a fairly similar degree for all
plales excepl for IV and VI, which had the largest. Published details show
thal a crack widlh of 0.3 mm is the limit for the allowable in fairly heavily
exposed structures. If it be assumed, as seems reasonable, that the final
crack widlh is 50 % greater than that of the first loading 0.2 mm could
be allowed for that case. With the allowable loads above proposed the
average width for the five grealest cracks in plate V and VI was 0.35 and
0.23 respectively. This should not be allowed. Should the allowable loads
wilh reference to the crack width be reduced there is oblained for plates V
and VI 6 000 and 4 000 respectively. Determined in Ihis manner the allowable

load in kg divided by the weight of steel used in kg (kg/kg) is for
plates I-VI 110; 105; 107;* 60; 103 and 82, respectively. Thus compared,
plates I; II; III and V are equivalent, and plates IV and VI inferior. The
alternative shaping with rings -\- radial bars proved suitable. Radial bars
only as in plate V were equivalent, but Ihis involves considerable difficulty
in manufaclure. Plate IV seemed to show that reinforcement going from
edge to edge gave great toughness. For the areas surrounding the columns
in a flat slab these tests have thus given, as suitable reinforcement, rings -f-
radial bars. Radial bars must be extended from Ihe centre lo the area's
edge, by which means toughness can be expected. Too great a radial
reinforcement must be avoided when taking into consideration manufacturing
difficulties. Tesls, with Professor Forssell's kind consent, have been carried
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out at the Department for Structural Engineering at the Royal Technical
University, Stockholm. Under my supervision plates I-III were tested by
the then sludents K. Dierks and B. Pettersson as a graduation thesis, and
in a corresponding manner plates IV-VI by the then students G. Orefelt
and C. Sylvan. The test arrangement is shown in fig. 3.

Smulski published in Engineering Record 1916 a report concerning
an investigation similar in many respects. As far as the results can be found
they are in agreement with mine. Atiention is specially drawn to the
fact that, in a series where radial reinforcement was varied from 36.2 %
to 11.6 % of the total reinforcement, cracks were observed at the same part
of the yield poinl load. This was a good illustration of reinforced concrete's
great adaptibility to a chosen system for designing. Smulski's tests seem
to show that, wilh reference to rigidily, radial reinforcement must not be
less than 10 % of the total reinforcement. This is not contradicted by my
investigalion. When amounts of reinforcement are here compared, a
correction is made for differences in effective depth.

Concerning flat slabs the question is posed as to how great an area
with cylindrical symmelry should be chosen. With square equal panels
wilh uniformly distribuled load in all of them there arises, according to
Lewe, m, 0 (polar system of coordinates with origo in the column's
centre) roughly on a circle with radius ß X ' where l is the span-length
and ß 0.20 to 0.25. From Ihis is given the suitable order of magnitude.
The capital is assumed circular with radius ycl. The intensity of the
uniformly distributed load p. The circumferential moment is written Cpi".
The radial moment at Ihe capital's edge is written KCpF. All radial bars
are extended to r ßL K is determined from the condition that radial
reinforcement must nol be less lhan 10 % of total reinforcement and that
the reinforcement shall be given the highest possible exploitation. From
that is derived as a reasonable value K 0.75. ß 0.250 and yc 0.125
then give an exploitation of abt. 99 %. In accordance with this, the thus
calculated C is found in fig. 4. If the capital be not circular it is substituted
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with a circle with the same area. If the span-lenglhs is neighbouring
panels are not equal the molive for the proposed arrangement ceases. 25 %
deviation should however be acceplable. In such a case there is used in
fig. 4 a value

l 0,5 |/(«Y)* + (l/'f + (LT + (<YT ¦

With reference to the fact that the next outermost line of columns takes
up a greater part of Ihe load on the ouler panels than the outermost line of
columns, the span-lenglhs of the outer panel in the calculalions Ireated
here are usually corrected with an increase of abt. 20 %. According lo the
given rule, the calculated radial reinforcement is enabled at load in every
other panel to transfer to Ihe column Ihe moment M 2 KCycpZ3 for which
the column is designed. The average moment which is Iransferred to the
neighbouring panel is as a result reduced by m M/Z 2 KCycp/\

In continued designing the firsl requirement is a melhod for
calculating the average moment in column strips and middle strips. In this
connection it can be pointed out that a culculation founded on Ihe theory
for continuous beams wilh for each case sufficienl accuracy gives the same
average moment as Lewe's calculation. This circumslance can be used
to advantage, whatever the method of designing may be. Lewe's moments
are calculated for square capilals wilh edge 2 ys/. If the influence of the
supports of the capilals' extent occurs according to the same rules with
circular as well as with Square capitals, there will apply in the calculation
of the average momenl ys 0.85 yc. In fig. 5 are shown for square, equal
panels moments calculated on the one hand according to Lewe, on the
other hand according lo the theory for continuous beams. Curves indicating
the numerical sum of the moments show the possibility of, for reasons of
economy, exploiting reinforcement in one case of loading from another.
This, wilh reasonable shaping, is most often scanly. In consideration of
Ihe risk of rupture, flal slabs are therefore as a rule excessively slrong. (To
abandon, therefore, as is the cuslom in U. S. A., the conditions of
equilibrium, is neverlheless indefensible). Designing of exlerior panels must
be connected with designing of inlerior panels in Ihe simplest manner.
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In such cases the flat slab can be trea-
ted as infinilely extended up lo the
next outermost line of columns. The
whole correction is placed on the
moments of the exterior panels. It is
carried oul according to fig. 6. .Mo¬
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If Bn is determining, the figures value is corrected wilh arithmetical
means for the correciions al the support. After the average moment in the
column strip has somehow been fixed there is obtained the momenl
between the columns as Ihe difference between the total moment and the
moments, which can be taken up in the areas at the columns. These latter,
according lo Ihe method of consideration used, areat a column

M 2CpZJ[ß — (k — K)yJ.
The inlensily of Ihe remaining moments. calculated with reference to fig. 4,
is shown in fig. 7. It would be
unadvisable lo accept greater values
for Kt than 0.75. As absolutely the
greatest value, K, 1.00 should
apply.

The shaping of central parts of
panels gives greater possibilities of
Variation. With an equally distri-
buted load in equal square panels
there arises cylindrical symmelry
in Ihe middle of Ihe panel. It is
Ihen plausible lo imagine a reinforcemenl

of radial bars and rings
here also. The need for Ibis, however,

has never been made clear by
tests. Square nct reinforcement is
presumably no poor alternative. In
such a case it is noticed that in the
panels centre no direction posses-
ses special qualities; therefore the Fig. 8.
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net can be lurned in any direction whatsoever. If cylindrical symmetrica!
reinforcement be chosen, radial bars are properly excluded at an uniformly
distributed load, which gives a very even stress distribution. Intensity of
moments arising from this and calculated wilh reference to fig. 4 is shown
in fig. 8. The demand for sufficient reinforcement in the strip between the
columns should be fulfilled if Ihe maximum intensity of moments there
is considered to be at least 25 % larger than the average moment in the
middle strip. It is very slriking thal cylindrical symmetrical reinforcement
contains limited possibilities. There can scarcely be any motive for it at
a load in any other line of panels.

As a guide for judging how great a part of a possible drop panel can
be included in the capital, one is reminded of Lewe's work, according to
which the radial momenls at a circular drop panel's edge deviale wilh
less than 5 % from moments al an ahsolutely rigid capital's edge, if for
-fc 0.08; 0.15 and 0.25 respectively the drop panel's depth is 25 %; 50 %
and 100 % respectively by the slab's depth.

The investigalion has dealt wilh some simple cases. To treat all cases
is unlhinkable, since the shaping and loading can vary in an infinity of
variations. The principles applied, which have been partly exploiling equi-
valenls with continuous beams, partly extracting areas with cylindrical
symmetryr, can ncverlheless be applied lo other cases also, and give accept-
able Solutions for problems lhat arise.

Resume

Suite a des essais decrits dans le present memoire, el ä ceux executes
par Smulski, une methode de calcul des dalles Champignons fut mise au
point. L'auteur montre l'analogie avec les poulres continues ainsi qu'avec
les dalles a symetrie axiale. Cette methode peut etre ulilisee pour des cas
simples et le resultat exprime par des graphiques.

Zusammenfassung

Auf der Grundlage eigener Versuche, welche im vorliegenden Beitrag
beschrieben werden und auf denjenigen von Smulski wurde eine Methode
für die Berechnung der Pilzdecken ausgearbeitet. Grundsätzlich werden
einerseits die Analogien mit dem durchlaufenden Balken, andererseits
diejenigen der Platten mit Polarsymmetrie herangezogen. Diese Berechnungsmethode

wird auf einfache Fälle angewendet, deren Ergebnisse graphisch
ausgewertet werden.

Summary

On the basis of my own tests herein described, and of those of
Smulski I put forward a method for designing flat slabs. Its principles are
on Ihe one hand to exploit equivalents with continuous beams, on the
other to extract areas with cylindrical symmetry. The melhod is applied
in simple cases and the results are given in nomograms.
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Calcul approche des dalles rectangulaires en beton arme
poui une chatge uniformement repartie ou hydrostatique

Näherungsmethode zur Berechnung von rechteckigen Platten
aus Eisenbeton bei gleichmässig verteilter

und hydrostatischer Belastung

Approximative method of analysis ior rectangular reinforced
concrete plates under uniformly distributed or hydrostatic load

PROF. IR. P. P. BIJLAARD
Technische Hoogeschool Delft, Technical adviser I. A. B. S. E.

Introduction

As a direct inlegralion of the differential equation of the plate is in
general not possible for rectangular plates, supported at Ihe edges, several
methods have been developed to cope with this difficulty, using double
and single Fourier series, differences equations, etc. Some of these
methods lead to sufficienlly accurate results. They are, however, rather
laborious, especially if all kinds of boundary conditions have to be taken
into aecount, whilst no usable general formulae for bending moments, etc.
are obtained. Il is true Marcus C) gave relalively simple formulae for
rectangular plates with uniformly distributed load, but these have not been
derived directly. They have been composed in such a manner that they
approximate as much as possible the results of his more accurate calculation

(2), which leads only lo numerical results.
At the other hand our method (3) is rather simple and gives a clear

insight in the way in which the plates carry the load. Moreover it leads

(') Marcus, Die vereinfachte Berechnung biegsamer Platten, Springer, Berlin, 1925.
(2) Marcus, Die Theorie elastischer Gewebe und ihre Anwendung auf die Berechnung

biegsamer Platten, Springer, Berlin, 1924.
(3) BnLAinn, De Ingenieur. n° 26, 1934. n° 23, 1935; De Ingenieur in Ned. Indic, n° 12,

1935; Proc. Third Engineering Congress, Tokio, 1936.
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lo simple general formulae for the maximum
bending moments as functions of the ratio
s.= Z„/ZI of Ihe sides, which are similaiiy
built for all boundary conditions. for
uniformly distributed as well as for hydroslatic
load. Furthermore our formulae are more
accurate than those of Marcus.

Simply supported plates

Lei us consider first a rectangular plate (fig. 1« with simply
supported edges, carrying an arbilrary load q=f\x, vi. An arbilrary X-slrip,
X,, of this plate, having a breadth dy, will only have lo carry a vertical
load qx, Ihe remainder of Ihe load q being carried by Ihe vertical shearing
forces acting on its sides. The bending momenl per unit breadth of the
strip, due lo Ihis vertical load qx, we denole bv \1,,

3M,
As, however, also twisling momenls M„, and M„,-| r^-dy are

acling on the sides of the strip, which cause bending momenls M,.- per
unit breadth of its cross sections, Ihe real bending momenl per unit
breadth of the strip amounts lo

so that

We know thal (4)

M„

Mx M„, + Ma

m„ m. — mx.

DI 4^ +dx~

32w

(I)

(2)

(3)

(4) TtMosmiNKo, Theory of Plates and Shells, 1940, p.
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whilst

Myx=-D(l -v) d'w
dxdy

acting on strip XL as indicated in fig. 16. Consequently Ihe total moment
exercised per unit length of the strip by Ihe twisting momenls MaJ and

M^+^c/yis
öy

8MVJ

3y
dy D(l-v) dxdyrdy

acting on Ihe strip in Ihe opposite direction of the arrows in fig 15. Heiice
the bending moment Mx- per unit breadth of the strip, caused by the
twisting moments, amounls to

/''•* d3w
M*T -D(i -v) / d.c

x dxdy' D(l-v) d'w
dy-

I) 1 - v)
a-

a similar result being already obtained by Marcus.

But with eqs. (3) and (4) it follows now from eq. (2) thal

/ d2 w d'w
Mx„ - D |

whence we obtain, by changing x and y

M„„». - D
d' w

°f

ö'w
dy2

so that we draw the conclusion lhal

M„ M.

<5y2

(-1)

(•>)

(6)

(7)

Hence at any point of a rectangular plate with simply supporled edges
and arbilrary load, the bending moment M„ per unil breadth, lhat would
occur in an X-strip, if it had to carry its total vertical load g.,. as a simple
beam, without being discharged by Ihe twisting moments MBJ, is equal
to the bending momenl MBl,, occurring al Ihe same point in an Y-strip,
if it would have to carry ils total vertical load qtJ as a simple beam, whilst
of course

(lxJrqv q (8)

At Ihe other hand we know lhal, according lo eq. (3), whence M„
follows by changing x and y, we have

M* + My -D(l +v)
32 w +

82 w
(»)dx' '

3y

so that it follows from eqs. (5) and (6) that
M« + M, (l + v)M„ (l + v)M„r. (10)

With structures in reinforced concrele, where Poisson's ralio is usually
equated to zero, this yields
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or
and

M,+M, M» M,.

M„ M„„ — Wix.

(11)

(12)

(13)

q Furlhermore it follows from eq. (-i) and also
bv comparison of eqs. (1) and (12) that, with
7=0,

M.^ —My (14) and MyT= — Mx (15)

the latter equation following from the first one by changing x and y.
For example we shall use eq. (11) in order to find the bending

moment in the centre of a square plate wilh sides l which carries a
uniform load g=const. (fig. 2 a). As at the edges Mx M„=0 according
to eq. (10) in any section of a boundary strip Y„ the moment M„, will be
zero too, so that for these strips g„ must be zero. Therefore, according to
eq. (8), at x 0 and ;r Z the middlemost X-strip Xm has to carry a load

q, whilst at x=Z/2, on aecount of symmetry, qx=qy q IO so
that qx is distributed according to fig. 2b. Assuming a parabolic limitation
of qx we find that in the middle of Xm

1

48 2 "96 qP

so lhat, because in the centre of the plate Ma;=MB, eq. (11) yields

Mx My i Mav -^L- ql' 0.0365 qP

According to Nadai (5) the real bending moment with v 0 is
0.0368 qZ2, so that our result is sufficiently accurate.

In order to find the equation of the deflection surface we remark that
according to eq. (14) the moment Mx- in X„, is distributed as —M^,
consequently practically as the negative deflection wx of Xm, so that it may be

PT**"*1*!
(«) Nadai, Elastische Platten. Berlin, 1925.
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assumed to be caused by a fictituous load, being distributed according to
the second differential quolient of wx, consequently as —Mx. Assuming
again a parabolic limitation of the total fictituous load qj according lo
fig. 2c, it follows that

15 .7Mxm -g ql' — -^g- (q — q'm) P j^- qP

or q'xrn= 0.15 g. The deflection wx of Xm follows from qj by integrating
four times and dividing by EI. Assuming the deflections of the other
X-strips to be proportional to those of X,„, we obtain in Ihis way the
deflection surface of the square plate

—israr e> 5-«p+™p-«ie+«P)
(24 Ti — 65 r,3 -f 75 r,4 — 51 P -f 17 r,6) (16)

in which c,= x,'l and r, y/l and from which the bending and twisting
moments at any point may be calculated immediately. These are situated
fairly between Ihe values obtained by Marcus (2) and Lewe (6), as was
shown in our Ihird paper in footnote 3. In a similar way we found for
a square plate with a hydrostatic load q xp/l the deflection surface

*=«<aLnr. ^(2085-217P-42g+6lF)
2 187 675 E«7

(24 7) — 65 r,3 -4-75 V — 51 r,5 -f 17 y,6) (17)

Various boundary conditions

If an X-strip is for example fixed at two sides (fig. 3), the moment
yiT. — M„ thal would be caused in il by the twisting slresses ivx if it
were simply supported, being —M„m in the middle of the strip, will cause
moments (pxcM„m at the clamped edges (fig. 36 and 3c), by which at
the crossing M of the most loaded slrips Xm and Ym we gel, instead of
eqs. (12) and (13)

Mxm Mxv — <?Mym (18)

and Mvm Uyv — <p»M„,. (19)

As for example along X„, the moment Mxz — MH is about proportional
to the deflection wx of Xm, values <px or <b„ may be calculated if the ratios
of the ordinates of ivx or w„ are known.

Also to this effect we remark thal, by the twisting moments MXIJ

alone, the Y-strips, that cross Xm, would obtain defleclions w,,- according
to curve 1 in fig. 3d, being proportional lo M„T — MX. As al their
crossing with Xm their real defleclions coincide with the deflection wx of
X,„, given by curve 2, the part g„ they take there of the total load g will
be about proportional to wx — wy. being the distance between curves 1

and 2. Assuming a uniformly distributed load g, we therefore find Ihe

(•) Lewe, Pilzdecken, Berlin, 1926
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vertical load qx on X,„ by dra-
wing curve 3 at a distance q
above curve 2, load qx being
denoted by cross hatching. It
follows that near a clamped
edge the Y-strips cause an
excess load qcx on Xm instead
of discharging it. Value gci.
was computed from the
condition that the load qu, taken
by the boundary strip Yb, being
q„ =— (jrx at C, has to cancel
the bending moments

M,/T=-MJ,
caused by the twisting stresses
iux, in which M„ is the

moment Mx along the clamped edge. For a square plate wilh all edges built
in qcx is e.g. 0.61 q.

At the crossing M of Ihe most loaded strips (fig. 3a)

1xm-\-qVm=q ^20)

whilst the deflections of Xm and Y,„ in M must be equal. Expressing these
deflections in the maximum positive moments M,„, and M„„, and assuming
for that the same relations which hold for uniform load, this condition
gives us Ihe relation

um

ym y
AD

0
12

-''im M„ (21)

in which e—lu/lx, whilst for the six cases we considered (fig. 4, where
a single line denotes a simply supported and cross hatching a clamped
edge) fA is 1, 1, 1, 0.6, 32/45 and 27/32 respectively. Furlhermore in
fig. 3cZ the deflection ru„T of Y,„ is the result of the twisting moments M^,
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Fig. 4.

which cause in M a moment
— «PyMxm in Ym. At the other
hand wx may be considered to
be the resull of the actual
bending moment M„ in Ym, being
Mym in M, so that, according
to eq. (21) and fig. 3d we
have e.g.

- w„._

y,
® ®

7 Yy
'//.%%V; Y

'////////////
%
V
'/,Y,
7>
7/

Y,
7,

x,=

/////?///////,

<?„ M
Wx — Wyz Mym 4- OyMxm 1 -f (Ae

(22)

We could show (3) that for values s between 0.5 and 2 it is sufficiently accurate

to assume curve'1 in fig. 3d, the ordinates of which are proportional
to —Mr, as a parabola, if Mxm and M„m are considered as the maximum
positive moments in the strips and not always as those in M. Then also
curve 3, being proportional to iüx, may be easily found. For we showed
above here lhat the effect of the twisting stresses on Xm is equivalent to
that of a fictituous load proportional to —Mx, so that the deflection wx is
belween that by a uniform and that by a parabolic load, the latter being
indicated in fig. 3e. With known shapes of tvx and iuv values fx, <pM, cp,,

and <p„c can also be computed. The only unknown values in fig. 3cZ being
now q^ and qvm, we may calculate

M„ m (qxm -\-eqvm-r\- fqcx) lx- (23)

whilst in the same way we find

M„„ n(g„m + sfg„„+hge„)Z/. (24)

Consequently we have six equations, (18), (19), (20), (21), (23) and
(24), with six unknown values, g™, qvm, M„, M„„, M^ and M„m. In this
way we got the maximum positive moments Mxm and M„m, whence we
obtain also the clamping moments

M =M 4-fs MJ-T-»-xc -t**xrc \ yxc lllym

and M„c M„„c -f- <oyc Mm

For values s — lu/lx between 0.5 and 2 we got

iM,
wi th

qx s" + y^2 +

-¦ mqjl.*

T<I

and M„„, nq,/ly'

7/ fi- '
y£2 -L. a.rl

(25)

(26)

(27)
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with
"" e* _j_ ye2-L. a'

Mxc=TncqJlJ and Mye

¦>x /- q < q > y.vc Ai/ ,4 _i _.2 _i_ „/ y *^s y

na '/2

e' + ys'
(28)

If we put gex and qey equal to their values for e=l, values ß, y, a!, etc.
are constants (7). Somewhat more accurate values could bc obtained,
however, by taking into accunt the Variation of qex and qn, with e. In
order to avoid that by this ß, y, a!, etc. would become functions of e, we
expressed qcx and qcy in q^ and qym, by which ß, y, a', etc. remained constant
in the intervals s 0.5 — 1 and s 1 — 2 (8). In table I, where cases I„ - VI„
refer to the 6 cases in fig. 4 and to uniform load, all values of eqs (27)
and (28) are given.

Only for the moments along the short clamped edges it is not allowed
to assume curve 1 in fig. 3cZ as a parabola. These clamping moments we
derived as follows. M„c for case II„ we found by superimposing on the
deflection of a square plate, wilh sides lx, for which M„c is known (see
also under here), a deflection of one of the clamped edges according to
that of the middle strip X„ in case s 2, yielding M„c — 0.057 qlx2.
Subsequently we found M„c for case IV„ and s 2 by remarking that
here the X-strips, with lengths lx, have the same rigidity as if they were
clamped with lengths IJ lx i/5 > so that M„c has about the same value

2
as for case II„ and e= -r— =1.34, being

|/5

M„c — 0.057 qlj2 — 0.127 gZ,2.

As, however, here qm 1.22 g instead of 1.32 g for case II„, we have to
multiplicate this value wilh about 2.22/2.32, yielding M„c — 0.120 gZx2.

Using the carry-over factors, mentioned under here, we computed from
these values Mxc and M„c /or e 0.5 and 2 for the other cases (fig. 4).
Demanding that dMc/de is continuous at s l and zero at s 0.5 and 2,
we obtain for e <^ 1 and e ^> 1 respectively

Mxc [—A + B(e —0.5)p]gZ„2 and M„c [— C + D(2 — e)"] gZx

(29)

(7) Bijlaard, De Ingenieur, n° 23, 1935.
(8) Bijlaabd, De Ingenieur in Ned. Indie. n° 12, 1935.
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in which A, B, C, D and p are given in table II. For case VI and £ <C 1

we got
Mxc [— 0.057 — 0.06 (e —0.5)2 + 0.35(£ —0.5)5]gZ+ (30)

In the same way we examined cases I and II (fig. 4) for hydrostalic
load q xp/lx. As we considered both cases separately xand disposed
already of the data for uniform load, we could approximate the shapes of
curves 1 and 3 (cf. fig. 3cZ), for which in case II we used curves of the
fifth and seventh degree respectively, still better than before. Eqs. (27)
and (28) hold here as well, the coefficienls being given in table III (cases
Ih and II„), in which Mxc„ and Mxc, refer to the upper (a; 0) and lower
edge (x=Zx). For the clamping moments at the shorler edges we got for
case II,, and e <^ 1

Mxcu 0.002(9 —40 e +22 £2)pZ/ and Mxc, 0.0066(4s — 9)ply2
(31)

whilst for £>1 the maximum clamping moment MBC — 0.028pZx\ The
better approximation appears from the fact, that with the values in
table III it follows from case II,, and s=la clamping moment for uniform
load p=g, being the sum of MICU and Mxcl, the value M« —0.0507 gZx2,

whilst with our values for case II„ in table I we find directly
Mxc — 0.0529 gZx2, Ihe accurate value being Mxc 0.0513 g+2 (9). In
the same way olher cases may be examined. It is, however, easier to determine

from our values for uniform load the carry-over factors c according
to the Cross method of moment distribution (fig. 5). It is for example
obvious that, with reference to Ihe moments at the middles of the edges,

__
M.ccvi — Ma-Cii

__
1 Mvciv — Mvcii

cx — TT ana — — \ i cx)
Mxeu 2 Ma.cn

In a similar way we calculated the influence values v of an edge moment M
(fig. 5) for the positive moments in the slab. Furthermore we calculated
the factors with which Ihe clamping moments at the middle of the sides
have to be mulliplicated to get the maximum edge moments. We found
for example the coefficienls for case VI,, for hydrostatic load (edge x 0

simply supporled), as given in lable III, by superimposing the influence
of a moment, opposite to Mxc„, on the moments for case II,,. We have e.g.
M^ivi Mxcjn-f- cxMxe„n • The clamping moments at the shorler sides are

M«, [— 0.0352(2 — e) + 0.072(1 — e)2 — 0.09(1 — t)3]ply2
and M„c [— 0.0367 + 0.0074(2 — e)'4]pZx3. (32)

Moreover, using the carry-over factors c, we are able to calculate
continuous floor slabs, starting from case II for all plates, according to the
Cross method, whereby we can also allow for the torsional rigidilies of
the beams. After having found the final edge moments we correct the
positive moments in the slabs by means of the partial influence values ty

of the edge moments, being valid if each edge moment varies separately.
These values <J> were calculated in another way by Bittner (I0) (his

values [i.). From our data for uniform and hydrostalic load we determined

(9) Timositenko. Theory of Plates and Shells, 1940, p. 228.
(10) BiTTNEn, Momententafeln und Einflussflüchen für kreuzweise bewehrte Eisenbeton,

platten, Vienne, 1938.
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values w and <p according to Bittner too for values £ 0.5 — 2. It is evident
l\j j\j

that for uniform load e.g. uy — — M„cV and that <p„= "cTM :—— so that,

in cases where this is easier, we can calculate a slab in this wa\ too (u).
In table IV we compared the clamping moments M„c according to our

formulae with those according to Timoshenko (12) for cases II„, IV„ and
V„ and £ 0.5, 1 and 2.

Resume

Par une methode approximative nous obtenons des formules simples
et generales nous permettant de determiner, avec une approximation
süffisante, les moments flechissants maxima positifs et negatifs. Ces moments
ainsi determines, nous pouvons calculer les coefficienls de Iransmission
utilises pour le calcul des dalles continues selon la methode de Cross.

Zusammenfassung

Durch ein Näherungsverfahren werden für die grössten positiven und
negativen Biegungsmomente einfache allgemeine Formeln von genügender

Genauigkeit erhalten. Mit den so berechneten Werten können die
Uebertragungskoeffizienten bestimmt werden, die es erlauben, durchlaufende

Platten auch nach dem Momentenverteilungsverfahren von Cross zu
berechnen.

Summary

By an approximative method simple general formulae have been
obtained for the maximum positive and negative bending moments,
which give more than sufficiently accurate results. From the data obtained
in this way the carry-over factors were calculated, by which the bending
moments in continuous floors may also be computed by the Cross method
of moment distribution.

(J1) These values o> and m have nolhing lo do with our values u> ep etc.v ' y fy ° v rv
(12) Timoshenko, Theory of Plates and Shells, 1940, pp. 228, 206 and 213 resp.
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IVb2

Flexion et flambage
d'un certain type de plaques continues orthotropes

Biegung und Beulung
eines bestimmten Types von durchlaufenden orthotropen Platten

Bending and buckling
of some types of continuous orthotropic plates

PROF. Dr W. NOWACKI
Gdansk

Flexion des plaques continues

I. L'equation differentielle connue de flexion d'une plaque orthotrope

(') est pos6e comme suit

B„

_ d'w orj d*w d*w
Dj - -4- 2H _ ,„ -t- Dv pdx* ' dx'dy* ' y dy* r (1)

mxmy h3 mxmy h3 1P
C — G

mxmy— l x 12 v mxmy—l " 12 ° 12

2H=^k-f--^-+ 4C mxEx myEv
my mx

oü E*, E„ sont les modules d'elasticite suivant les axes x et y ;

m„ m„ sont les nombres de Poisson pour ces directions ;

G0 est la constante des materiaux (le correlatif du module d'elas¬
ticite transversale pour plaque isotrope).

Les forces de section sont unies a la flexion dans (x, y) au moyen des

relations suivantes (fig. 1):

(') M. T. Hubeh : 1. La theorie generale des hourdis en biton armi (Czasopismo techniczne,
Lvvöw, 1914); 2. Teoria plyt. (Tow. Naukowe, Lwöw, 1921); 3. Probleme der Statik technisch
wichtiger orthotropen Platten, Warszawa, 1929.
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d3w

T •=
m,
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I

Dans le cas de plaque isotrope

Bx D„ I) ijl hl, ;;/

+ 2C

38 w 1 3'iü
3y! •" mr dx'

d3w
dxdy'

d3w

9y3x!

(2)

C
1 m — 1

m
D.

II. Considerons I'6Iement de la plaque continue, limite par les droites
x—0, x — a, ainsi que par les droites y 0, y b (fig. 2). Sur les
droites d'appui y 0, y=6, x 0, x a se produiront les moments
flechissants et de torsion. Les moments il^chissants M„(x, 0) sur les lignes
d'appui y 0, y b, ainsi que les moments Mx(0, y) sur les lignes d'appui

£ 0, x a seront consideres comme grandeurs hyperstaliques.
Pour ddterminer les moments M„ (x, 0) et Mx(0, y) nous allons

profiter des conditions de conlinuile de la plaque sur ces appuis.
Cependant, avant de poser les equations conditionnelles on doit etu-

dier le systöme fundamental de la plaque ä appui libre le long de ses bords,
uniformement chargee du poids p ainsi que par le moment

M„ (x, 0) V K/i sin -—

le long de 1'arSte y 0.
-r

yllT.XK/i sin (fig. 3).

d_
Pour ce genre de charge aux donnees

y v,b x lb b =^ a.a

e<_Ik 3 - H

b —-i
V'VJX,

Fig. 3.
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nous amenons l'equation (1) ä l'expression sans dimension

~3V~ + 2^ ~WW^ ~w~
Admettant que

>= y. Y„(r.) sin n-a;
fl ~1.2

nous transformons l'equation (3) en

Yn(«v> _ 2 pv5 Y„" -4- V Y„ 0 v s/i-a (4)

L'equation caracteristique

r<_2pvV + v<=0
donne quatre racines.

1 p>l rIit ±X, rM ±*, ),.2 v|/p±l/V-l

/T±l
II p l rliS v /'34 — v

III p<l rui <?, ± i»8 r3i4 — (», ± i»8) <?,., vl/
OÜ ^1.2 —<Pi±i<P2 •

Nous allons considerer le premier cas uniquement; nous obtiendrons
l'integrale du deuxieme cas au moyen de passage aux limites; le passage
du premier cas au troisieme s'effectuera par voie de Substitution

X12 «1 ± £«2.

Pour p > 1 la Solution g<in6rale de l'equation (4) sera

Y„(7))=Uln cos Vi + L'2„ sin V, + L3„ cos X27) + U4M sin Xsr, (5)

Les constantes d'integration Uln, U4„ seront determinees par les
conditions des bords de la plaque

Y„(0) 0 Y„(1) 0 Y"(0) --^- Y"(1)=0.
Uy

Nous trouverons

7?^ -W--,7^T; u2„ -u,Mcg)M

U3„ -Uln U4>1 UlBctgX,. (6)

L'inclinaison de la surface de flexion de la plaque le long de l'arete
y 0 et de y b donne

dv) I b \i Tr dw I b vi v 11- • r-ä—/ rT 7, KAsmnw; -3-/ =r- > K„ W„ sin nicai-

(7)

1 X, cos Xi sin X» — X8 cos X. sin X,
<l>„ ^4 r-^ L (8)

2 v2 j/p' — 1 smX, sinX,
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1 X2 sin X, — X, sin X2
(0)

2 v5 |/o! — 1 sin a, sin a2

L'angle d'inclinaison de la surface de flexion aux aretes x 0, x a

dw
dx I =T 2 nY"W wl =^ t M-1)"Y„W (10)

/ *~0 " „fj,2 ' "•" fl 1,2

sera transforme par le developpement de la fonction Y„(t;) en serie de
Fourier, en serie double infinie

!£l,,r-k%%K-A'--'[''lT-r>

ou

A,„
1

l+2p|
1 V i

t y-
,-n«/ '

{ nat j
'S*- (11)

b) Charge par le moment M= > Kn sin mra; /e Jongf de l'arete y b

(fig-4).
Sans changer les constantes d'integration Uln U4n (equation 6)

il faut dans la fonction YB(7j) (equation 5) poser t/ 1— r\ au lieu de rt.

En consequence

y=o

3tu

3x /_—£!:£*.<-«¦*.-»««.
3tu

CO 00

£/ --ktZZ^-v*--. VKI\

£ Kn iin nll°<£

Fig. 4. Fig. 5.

/£ Ej iin illn 1 o

b -j
X
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c) Le moment M=Ye, sin iwf\ agil le long de l'appui x 0 (fig. 5).
i

00

Admettant que w— YX< sin i--t\
11

nous amenons l'equation (3) ä l'expression

x.iv _ 2 pO2 x/' -f- e4 x( o ö=—.
Pour p > 1 nous obtiendrons la Solution generale

X,-(<;) Uu cos ?£ + U2, sin p.£ + U3i cos fx2E + U4, sin fx2E (12)

Des conditions des bords
1

Xi(0) 0 Xi(^-) 0 X,"(0)

nous obtiendrons

E{(P. x»//JLu o
Da

E,a* 1

U4i U„ ctg Xs

U2i Uu ctg /, U„ —U„

(13)

(O — X,
a

l*i.

Ensuite

dw
dx yt~ T!E< *' sin fTCV

x 0 "as "J"

9uj

3x

OD

-^'Ve, V.sinh

ou

*<

«Fv

1 X, cos 5, sin X8 — X8 cos X, sin X,

2(os|//pa—1 sinin X, sin X2

X2 sin X, — X, sin X2

f
2 w2 |/p* — 1 sin *i sin **

(14)

Et enfin

sin i-aE

ou

B,
na'

..,|1 + „(J»)+(J2
»^i' ' nae \41 l <

(15)
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Fig. 6.

w

d) Charge de la plaque par p const. (fig. 6).
La surface de flexion est Iraduite par l'equation

4 pat pa yi
~D7~ U.n 1,3 L

y+Y.w sinn^aE Y„=(—] +Yn (/¦,). (16)

Ici la fonction Y„(tj) est identique ä la fonction Y„(r,) de l'equation

(5).
Nous d6terminons les constantes d'integration des conditions aux

limites suivantes

y7(0)=o, Y/(0)=o, y;(d=o, "y?(D=o.
D'oü pour p^> 1

u,„

u.

1

n~

"i "¦

U
2 v2 |/? — 1

\ '
TT -i- ¦U I •< -, 2 >

An

U„,
1 — cos X,

sin X,

U4„
X,2 COS Xo

K2' sin A2
U,„. (17)

L'inclinaison de la plaque aux aretes y 0 et y=b sera amenee ä

1'expression

dw
dy i, o

e„ =•
2 v5 |/p2 — 1

4 pb3 v A
/ —ft— V <¦>„ sin n-a;

cos X2 — 1 cos X, - i

A, .- ¦ - /..,
sin Äo sin X,

(18)

Dans la suite de nos considerations nous allons profiler du developpement

de la surface de flexion de la plaque en serie

"fM^" sm /Trr, (19)

L'inclinaison de la plaque aux aretes x 0 ainsi que x a donne
pour p |> 1

dw
dx

3ui
~dxl

4 pa^y«.--1,3

OU

l/p2-l
f.. cos X2 — 1 cos X, — 1

sin X, sin X,
(20)
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et les constantes d'integration
X,2 TT TT

1 — cos X,

sin /.,

525

U„ '- / 2 w2 i/o2 — 1
IT,

TT TT
X'8

U -U X'! COS'/--1
X22 ~4' ~" X22 sinX2

(21)

III. Considerons les deux aires contigues de la plaque continue; l'aire
r ä la caracteristique d'orthotropie pr et chargee de pr, ainsi que l'aire
r-j-1 k la caracteristique d'orthotropie pr+1 et chargee de pr+1.

"« ?<-,pr X^MPoU

r-1 y

f-1

^4f- y

77-/Z77777Z77777777777

U-
r+1 y

Fig. 7.

J

Nous nous bornerons ä une plaque continue aux aretes x 0, x a

rigidemenl encastree.
Designons par Mr_1, Mr, M*"1 les moments d'appui M„ en droites

OO

r—1, r, r-j-1. <?n outre M''= y K/sin n^a; el par Mr, M'+1 les moments
L ff

Mx aux aretes x 0, i ade l'aire r ainsi que de l'aire r-j-1 ; avec cela

M' Y E/ sin inr\.
i

La condition d'encastrement rigide de la plaque ä l'arete x a ou
bien i 0 de l'aire r de la plaque donne

Zu dx

d'oü

rc2 a2 2j
K,;- — K„r+I (— l)'

r+i rr n" l + 2p(-z^rV+' '

/las /lag m-i

+ E,.''+1 (<JV+' -f qiy+') + 4 pr+ta' Or ' 0 (22)

(i l, 2, (n l, 3, 5,

La condition de continuite de la plaque sur l'appui /•-/• conduit a

l'equation
dwr I 3u/'M
~dy~ly=br dy
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ou bien ä

n
_2 ßrTl«2-.lT
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2E,r+1

1
nas + =r)

-'S
2E."(-1)'

1+2?(^) +
rcae

ßr

+ Kn""' ß" >4V + K„' (?-*„' + ß'+l*„'+1) + K.'+I Wn'+> ß"+1

+ 4 (pA2?"e„" + Pl.+]b\+fi'^8nr+1) 0 (23)
(71 1,3,5,...), (1 1,2,...).

D ° b,.
oü 60 est la longueur comparative de la travee, el D„°

D/o«
la caracteristique comparative de flexion de la plaque.

Dans le cas d'encastrement rigide de la plaque continue en droite
x=0 et d'appui libre en droile x a, il faut dans l'equation (22) poser
vr/.r+'==o et dans l'equation (23) au lieu de 2E,r+l, 2 E,' la valeur seule
E,r+1, E,r.

Les grandeurs i, n prennent les valeurs successives 1, 2, 3,
Enfin dans le cas de plaque continue librement appuyee le long des

aretes x a, x=0 l'equation (22) n'est pas applicable et dans l'equation

(23) il y a lieu de poser E, 0. Nous obtiendrons de la sorte un sys-
teme simple d'equations

KZ-^F/+ K„r (3'*,/ + ßr+,<t>„w)

+ K/+1ßr+1".Y+' + 4 (Prbr2?%.r + Pr+1b2r+1ßr+16/+1) 0 (24)

(n l, 3, 5,

Pour une plaque rigidement encastree le long des quatre aretes (aire
r-j-1) Knr K„r+1 K„, ßr=0 et dans le cas particulier de plaque carree
a^b, a l, de meme K„ E„

II en resulte le sysleme d'equations

2 n

1+2?
/las + /(as \

i I

+ E„(cl.„-f «•„) +4 pa2 (-)„=()

(n l, 3, 5, (i l, 3, 5,
Enfin pour plaque continue ä libre appui le long des droiles x 0,

x a, nous obtiendrons aux memes indices geometriques et d'elasticite
ainsi qu'ä la meme charge p const. des aires, l'equation

K/-' + 2c„K/ + K,;+1 \Y„,

(r=l, 2, 2 — l)
w 8 pb' (¦)„

*J'Fn

que nous pouvons considerer comme equation aux differences non homogene

du second ordre. Et voiei la Solution de cette equation
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w.
2(1+c.) (-i; WZ

ig —— sin u>r — cos co,.
iL + 1

527

ln — c„ -\-Vc- —l

pour

KJ =« - W, 4 pb2 e„
2 (1 + c„) W.-f*. '

Nous remarquons que dans chaque cas particulier le nombre d'equations

est conforme au nombre d'inconnues. Les grandeurs K, E etant
connues nous pourrons determiner la surface de flexion de la plaque, et par
consequent les valeurs des forces de section des equations (2).

Flambage d'une plaque continue orthotrope ä appui libre sur les aretes

x=^0 x=a

Uted££CU
r.l y

x Fr

r-1

f4Trr~fTt-r-

b.

r"eil.

5V*1

-.i

brxi—»-

•+1 y

\TE

Fig. 8.

I. Pour q > qu (qk charge crilique) la plaque flechira et le long de

l'arete y 0 se produiront les moments flechissants et de torsion.
L'equation differenlielle du probleme

D,
d4w

2H
d*w

D„
32ui

q ~ 0'* dx' ' "" 3x2dy*
' " v 3y4

' * 3.z2

ä l'aide des valeurs comme dans l'alinea la sera amenee a l'expression

(25)

^»- + 2, yw 4. £- 1j^ 4. E< p0 ^L- 0
3V3E2 + 3;' ^ 35* _ -2Dr (25 a)

Examinons tout d'abord le flambage d'une plaque rectangulaire libre-
ment appuyee sur trois aretes et le long de la quatrieme encastree d'une
facon 61astique (fig. 9).

Admettant que

iy=^Y„ (n) sin zi-a;

nous obtiendrons

Y„IV _ 2 OV2 Y„" + V2 (V2 — 7I2Cp£2) Y„ (26)
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Fig. 9.

fflJIQ

!|-£K SirTT *
fl

rrntfti

L'equation caracteristique
r4 — 2 pvV + va (v2 — te>2) 0

donne quatre racines.

Pour p 1 nous obtiendrons deux racines reelles et deux imaginaires

'i,i ±m, rJ,4 ±im! m1>2

'
7T£

' *

v |/|/p' _ i + 5 ± o

ffl v nr:ae

La Solution generale de l'equation (26) sera la suivante

Yb(t))= Uln cos 771x7) -j- Uo„ sin 7^75 -j- U3n cos m27| -j- U4n sin m2rt (27)

m,2 -f m,2 2 v8 |/p2 — 1 + 0 m,! — m22 2 v!p (27a)

Les conditions aux limites du probleme

K„62
Y„ (0) 0 Y„ (1) 0 Y„" (0) — D„ Y„"(1) 0

conduisent aux constantes d'integration

K„ö2 1

U,„ - Dy m,4 -j- 77i2
U3„ - ü„,

U2n — TJ,„ ctg m, U4„ TJ1„ctgm2

Les Equations suivantes determinent l'inclinaison de la surface de
flexion aux aretes y 0, y=o

dw I b vi „ 777 r TP- m, cosec m2— m,cosecm,tct/ =-TrXK»llJ»s,nn^ q'»
m « 1 m

'

3y !/=» D m,! -j- 77i22

(29)

Remarquons qu'ä 8 0, c'est-ä-dire g 0, les grandeurs <J>„—><&,,

«F„^Wn.
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Pour encastrer rigidement la plaque en l'arete y 0, nous obtiendrons

de la condition -s—/ 0 l'equation du flambage de la plaque <I\1 0.
vy I y 0

Cette equation mx ctg m, /n, ctg m2, ainsi que les relations (27a)
vont nous determiner co la quantite infinie des racines 8.

II. Revenant au flambage de la plaque continue nous adoplerons ä

q^> qk les moments M/(a;, 0) comme valeurs supplementaires du Systeme.
La condition de continuite de la plaque aux appuis donne

dw' / dw''

dy I y^br 3y / y=0

Nous obtiendrons le Systeme d'equations homogenes

K„'-'ß""iFV -j- K„' (ß"<I\," -f ß"+1*/+1) -j- K/+1ß'-' WV" 0

(r l, 2, z—1) (n l, 2, oo). (30)

D„°ö,.
P'

D„r6°

Nous poserons autant d'equations (30) qu'il y a de grandeurs incon-
nues des moments d'appui. Ce Systeme sera non contradictoire, lorsque le
döterminant du Systeme d'equations A(8) sera egal ä zero.

Celle derniere condition ainsi que les relations (27a) etablissent le
entere du flambage de la plaque.

L'equation (30) comprend une serie de cas particuliers.

a) Plaque librement appuyee sur ses aretes r — 1, r-j-1
K,;-1 K„r+1 0 A(8)= ßr<fV + ßr+,<I>„r+1 0

ö) Plaque encastree rigidement le long des aretes r, r-j-1.
Dans l'equation (30) il faut poser

K„-1 K/ Kn, ß"+1 0, A(S)=*„ + iFn=0.
-' T>xn*

Dans le cas particulier b—>- cc nous obtiendrons qk ¦¦

c) Plaque continue aux valeurs equivalenles de q, b, p dans toutes les
aires avec le nombre d'appuis z-\-l.

En trailant l'equation

K,r-1 + cKnT-fK„'-+, 0

(r=l,2, ...,z — 1)

-_ n^„
c ~ w«

comme equation lineaire aux differences du second ordre avec Solution
K„r= An cos ar-\-TS„ sin ar ; en tenant compte des conditions des bords
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(K„° 0, K„z 0) nous amenerons la condition du flambage de la plaque
ä l'expression

cos — __.2 ip-

ce qui, pour une quantile infinie de Iravees, donne 4>=1-", ou bien

771;

IT
70; III,

™1 Ctg-5-= HljClg—-

Resume

Ce memoire presente un entere de flambage d'une plaque continue
orlholrope librement appuyee sur son perimelre et sollicite par une charge
uniformement rdpartie sur ses areles x 0 et x a.

Zusammenfassung

Es wurde für eine gleichmässig verteilte, in der Plattenmiüelebene an
den Rändern x — 0 und x a angreifende Kraft ein allgemeines Beulungs-
krilerium für die orthotrope, durchlaufende, an den gleichen Rändern frei
aufliegende Platte ermittelt.

Summary

This work presents the general Solution of a continuous orthotropic
plate whose edges (x 0 and x a) are loaded with p const. and freely
supported on its perimeter.
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Couveituies de giande portee
sur plan rectangulaire et sur plan hexagonal

Uberdeckungen grosser Spannweite
über rechteckigen und sechseckigen Grundriss

Large span coverings
on a rectangular or hexagonal plane

J. FOUGEROLLE 8c CH. PUJADE-RENAUD
Directeur general Directeur

de la Societe des Entreprises Boussiron, Paris de la Societe des Entreprises Boussiron, Paris

Couverture de 100 metres de portee en beton arme pour un hangar d'aviation

II s'agit de couvrir une cellule de liangar d'une surface en plan
de 100 m X 60 m en franchissant la portee de 100 melres. La Solution
decrite ci-apres consisle dans l'adoption d'un voile en b6ton arme' ä double
courbure, appele « onde ».

En beton arme, le Systeme porteur le plus favorable pour les grandes
port6es est l'arc. La caracteristique essentielle de l'onde est d'etre un
voile de couverture de forme particuliere, conslituant, sur la portee de
100 melres, un arc dont la seclion presente une inertie süffisante. L'onde
assume donc une double fonction : d'une part, couvrir; d'autre part,
fournir un Systeme porteur de raideur convenable sur une distance de
100 melres enlre appuis.

Sur les 60 metres de profondeur du hangar, la couverture est constitude
par six ondes semblables. Ainsi, l'ölement de base de cette couverture est
une onde de 10 metres de largeur et de 100 melres de portee.

Des tirants suspendus ä la voüte, et espacds eux aussi de 10 metres,
öquilibrent les pouss£es. On reviendra plus loin sur leurs dispositions.

Les figures 1 et 2 montrent l'ensemble de la couverture.
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Onde elementaire de 100 metres de portee et 10 metres de largeur

V
'-"" "V o1 "¦

(V
m

| p^\
* ioss 10.05

33
1&D5 „ 1O.05 10.05 IO OS 10 05 10.05 10.05 10.5S

lOI SO

Sommet de l'onde Talon de l'onde

Fig. 1. Demi-coupes dans l'onde.

Dispositions d'ensemble

De facon precise, la portee est de lOl^öO. La fibre moyenne de l'arc de
cette portee forme par l'onde n'est autre que le polygone funiculaire des
charges permanentes. Cette fibre moyenne, lieu des centres de gravite des
sections transversales, esl tres voisine d'un arc de cercle de 114 metres de

rayon. Elle presente une fleche de 12m10.
La section transversale, pour une largeur constante de 9m80 esl un

arc de cercle de 2m00 de fleche.
Une section IrapezoYdale eüt ele possible, mais on a juge preferable

d'eviter les angles vifs dans une couverture dont l'etancheitc est demandee
au beton. Les moments dans le voile eussent ete plus forts, au voisinage
des angles, qu'en aueun point de la courbe en fait adoptee. De plus, l'accen-
luation des pentes eut provoque des difficultes d'execution.

L'epaisseur courante du voile est de 0m06, mais aux naissances de la
section transversale est amenagee un important renfort, commun avec
l'onde voisine, et qui a ete appele le talon de l'onde. Tous les 10 melres
environ, un voile raidisseur normal ä la fibre moyenne, et appele tyiupan,
assurc l'indeformabilite transversale de l'onde.

La forme el la masse du lalon ont ete determinees de facon ä conferer
ä la seclion transversale l'incrtie voulue tout en placant favorablemenl le
centre de gravite dans la hauleur de cette section, el aussi de facon ä
contribuer ä l'indeformabilite horizontale des naissances entre deux
tympans.

Celte section transversale reste identique ä elle-meme tout le long de
l'onde jusqu'ä un lympan T situe ä une distance de 10m55 (mesuree hori-
zontalcinent) de l'appui A. Sur cette distance, le voile est amenage pour
jouer le role classique des poutres de retombee comme il est dit plus loin.

Hg. 2.
1

Coupe i

transversale IM

dans ?i -l'onde. L o»«« S mo _ 0"*O ABO _^ _ om««.B,po OMil 8.60
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Au point oü le talon d'une onde rencontre la poutresabliere, s'atlache
le tirant. A l'une des extremites du tirant les ronds s'ancrent, exterieure-
ment ä la voüte, dans un culot en beton arm£ et l'intervalle qui separe
celui-ci de la sabliere permet de loger des verins pour la mise en tension
(fig. 3). Celle-ci s'effeclue sur les ronds d'abord laisses nus, et en deux

Sebl,ert

Fig. 3. Culot d'ancrage
des tirants.

fen> de SOChwei CaU

Tiranl

temps : une premiere fois, ä l'avant de l'echafaudage roulant general qui
permet d'executer successivemenl les six ondes, et sous une tension egale
ä la poussee provoquee par la charge permanente due ä la seclion Pt
(fig. 4); une deuxieme fois, ä l'arriere de l'echafaudage et sous une lension
egale k la poussee due aux charges Pa -j- P2. On absorbe ainsi, avant betonnage

du tirant, 90 % de la tension maxima possible sans perturbation
dans la voüte et les variations de tension des ronds du tiranl une fois
betonne ne depassent jamais 6 kg/mm2.

Toutefois, lors de la deuxieme mise en lension, on provoque une
deformation corrective en introduisant dans la voüte des moments de signe
contraire ä ceux que les deformations apres ciavage viendront ulterieure-
ment creer, comme il est classique k l'occasion d'un decintrement par
verins.

La couverture repose sur les appuis par l'intermediaire de bielles ä
articulations spheriques partoul oü cela est necessaire pour permettre les
libres deformations lineaires de l'ensemble.

-is sr
-k- Y

r><•f P>
^.t-!/Hs. tI X^p
^r_J L "iJ

Trevie X Tnvit X'

Fig. 4. Tirant T.

1° Mise en tension sous charges P (echafaudage
en E).

2° Mise en tension sous charges P, + P (echa-
laudage en E'). Betonnage de T apres betonnage
de 1, et 1,'.
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Fonctionnement de l'onde en arc de 100 metres de portee

L'onde est legitimement assimilee ä un arc ä deux articulations de
101m50 de porlee et de 12m10 de fleche. La loi de Navier a ete consideree
comme valable pour la repartition des actions moleculaires sur une section
transversale. Cette hypothese se justifie, entre autres raisons, par la faible
hauleur de celle section par rapport ä la porlee.

Les moments de flexion dans l'arc sont alors calcules par les methodes
classiques de la resistance des materiaux, sous l'effet :

Du vent (defini suivant les regles du Ministere de l'Air Francais, et
correspondanl ä un effort de renversement total de 160 kg/m2, somme
d'une pression maxima et d'une depression egales);

De la neige (suivant les memes regles : 50 kg/m2 sans vent, 25 kg/m2
avec vent);

Des <f erreurs de construction » dans la mesure definie par le cahier des
charges (hypothese d'une erreur sur le rayon de courbure d'une piece
quelconque egale au 200e de la portee);

Du retrait (deformation lineaire de 2 X 10"4 avec un coefficient d'elasticite

E 1 X IO5 kg/cm2);
Du raccourcissement sous les charges appliquees apres decintrement;
De la dilatation (la dilatation d'ensemble de la couverture etant libre,

il restait ä tenir compte d'une difference de temperature possible enlre la
voüte et le tirant; on a pris + 6°, avec E 3 X 10s kg/cm2).

La deformalion sous charge indefiniment appliquee (E 1X105) a ete
consideree comme la somme d'une deformation instantanee (E 3X 105)
et d'une deformation retardee (E 1,5 X 105).

L'enveloppe des momenls a ele tracee dans deux cas; ä la mise en
service et apres plusieurs annees. La premiere de celles-ci est reproduite
ci-conlre (fig. 5).

En introduisant, lors de la deuxieme mise en tension du tirant, une
diminution de poussee de 2,5 t, correspondant ä une deformation lineaire
corrective de 22,4 mm, on egalise sensiblement les moments maxima positif
et negatif.

Les elemenls caracteristiques de la seclion de l'arc (section transversale

constante sur la majeure partie du developpement de l'onde) sont les
suivanls :

Section 0,908 nr;
Moment d'inertie I 0,483 nr;
Module de resistance - 0,483 m3 (G est au milieu de la hauteur

v
de la section);

Moment statique au centre de gravite G 0,330 m\
Les verifications de sections ont ete faites :

A l'epoque des decintrements et mises en lension;
A l'epoque de la mise en service du hangar;
Aprks une periode de plusieurs annees.
En aueun cas, la fibre superieure de l'onde ni le talon ne sont tendus.
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Fig. 5. Enveloppe des moments au moment de la mise en service.

Efforts secondaires

La flexion generale definie ci-dessus conduit ä considerer, au centre de

gravite G de chaque section, un moment M, un effort normal N et un effort
tranchant T, provoques par les divers efforts exterieurs ou deformations
imposees. Seuls sonl consideres, ci-apres, ces elements de reduction des
forces exterieures, ä 1'exclusion complete du poids propre et des efforts
normaux correspondanls determines par le funiculaire avec lequel on a fait
co'incider la fibre moyenne.

Dans une voüte cylindrique ayant pour directrice la section transversale

de l'onde, mais ä generatrices rectilignes, et lorsque c'est la flexion
d'ensemble du berceau voüte qu'on considere, un anneau compris entre
deux sections droites est soumis ä des flexions transversales secondaires qu'il
esl loisible de determiner en ecrivant que les accroissements de cisaillement
T relatifs ä l'anneau sont en equilibre avec la projection des forces
exterieures, appliquees ä l'anneau, sur sa section transversale mediane. En
situant chacun de ces efforts ä sa place et en faisant leur composition, on
obtient la resultanle en chaque point, ce qui donne tous les elements de la
flevion Iransversale.

Dans le cas de l'onde ä double courbure, ä la flexion pr^cedente, se

superpose, dans un element compris entre deux sections normales ä la fibre
moyenne, un regime complementaire de flexions secondaires dues ä la
f( poussee au vide » des efforts normaux resultant (fig. 6) : ceux-ci n'inter-
venaient pas dans le cas de la voüte cylindrique. Ainsi la flexion transversale
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Fig. 6.

a lieu sous l'effet d'un ensemble complexe d'efforts secondaires derives de
M, N et T.

Les moments totaux qui en resultent dans le voile peuvent etre
Supportes par le hourdis de voüte. Cependant, il a paru plus constructif de
conserver les tympans raidisseurs dejä decrits; de ce fait, le mode de
resistance aux efforls secondaires esl autre et ceux-ci, par un Systeme de
cisaillements, sont ramenes aux tympans dans lesquels les efforls s'equi-
librent. Les memes tympans servent ä la repartition uniforme, dans
l'ensemble du voile de couverture, des efforts du vent sur le pignon des
hangars.

Poutre de retombee

A une certaine dislance des relombees de l'onde commence la deS'iation
des efforts normaux, qui doivent se concentrer sur le nceud tirant _
sabliere — talon de l'onde.

Par analogie avec ce que l'on sait de la distribution des efforls dans
un voile plan, charge dans son plan, il a ete admis que celte deviation
commencait ä partir du tympan T dejä defini.

Entre sabliere et tympan T, le profil Iransversal est celui de la section
courante de l'onde mais avec des ordonnees progressivement reduites.
jusqu'ä la sabliere oü la fläche s'annule. Les G des sections restent bien
entendu plac6s sur la fibre moyenne. Ainsi se trouve accentu£e la courbure
de la ligne faitiere et diminuee celle des talons; toutefois cetle derniere ne
change jamais de sens, se confondant avec la tangente ä l'inlrados dans
la derniere section courante.

Les efforts secondaires qui naissent au cours de la deviation des efforts
normaux sont pris en compte et un tympan raidisseur supplemenlaire est
menagö au milieu de la poutre de retombee.

Onde d'essai

Une onde d'essai au cinquieme a ete executee et chargee jusqu'ä
rupture.

Pour cette onde r£duite, de 20 metres de longueur et 2 melres de
largeur, le rapport de similitude fut respecte dans toutes les dimensions,
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] n Panneaux de mesure des deformations transversales.

Cordes vibrantes.

x 7 Pointes de mesure des deplacements par comparateur.

dans les sections d'armatures et meme dans la grossem- des agregats.
Toutefois, les tirants silues sous chaque demi-talon etaient constitues chacun
par un rond de 25 mm en acier mi-dur, equipe avec une lanterne diffe-
rentielle ä vis. L'execution du voile de 12 mm fut confiee ä un personnel
choisi. Un hangar abritait l'onde pour que les mesures ne souffrent pas de
l'action du soleil ou des intemp£ries.

Les appareils de mesure comprenaient (fig. 7):
A. Pour la mesure des deformations locales :

a) Un deformetre Whittmore-Huggenberger, permettant de mesurer
les variations Unfaires de 45 bases de 254 mm, ä 1/100 000° prfes;

b) Une serie de 22 cordes vibrantes Coyne de 0,5 mm de diametre
et de 100 mm de longueur, reparties sur une moitie de l'une des poutres
de retombee.

B. Pour la mesure des deformations d'ensemble :

a) Quatre appareils enregistreurs de fleche Richard, trois pour enre-
gistrer les deformations verticales de la cie et des reins de l'un des talons,
un pour enregistrer les deplacements de l'une des extremites de l'onde
parallelement au tirant;

b) De nombreuses touches scellees dans la voüte, permettant, au
moyen de comparateurs, de mesurer des deformations verticales ou
horizontales. Des files de touches placees dans le plan transversal situ6 ä mi-
distance de deux tympans consecutifs permettaient un reperage de l'allure
de la deformation transversale;

c) Des amplificateurs, etablis par l'atelier de l'entreprise, donnaient
aussi les deplacements de l'extremite des tirants du cöt6 de l'appui mobile.
On pouvait egalement vörifier l'immobilite de l'appui fixe;
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d) Un clinometre Huggenberger, permettant de verifier les variations
de pente sur diverses bases analogues ä celles du deformetre.

Une etude prealable permit d'etablir les rapports enlre les diverses
grandeurs mecaniques dans l'onde veritable et dans le modele reduit en
fonction du rapport de similitude \ des dimensions lineaires, qui etait de
5 pour le modele reduit.

— Par exemple, pour P surcharge libre sur la voüte reelle par nr
p surcharge libre sur le modele par m2

R fatigue dans la voüte reelle (Rp sous charges
permanentes, Rs sous surcharges)

r fatigue dans le modele (rp et r„)
Q poussee dans la voüte reelle (Q„ et QJ
q poussee du modele (qp et qs)

et pour des densiles de beton A et 8 respectivement, on a :

fIs P

Rs
_

P

>•*
" ' P

Les essais comporlerent, apres reglage des tiranls :

Des essais sous charges isoiees ä la cie et aux reins, avec et sans
variations de la temperature exterieure;

Des essais sous surcharges rcparties, surcharges completes ou
surcharges dissymelriques transversalement et longiludinalement;

Des essais pour determiner l'effet des variations de longueur des
tiranls, avec et sans surcharges.

On revint au zero ä diverses reprises.
Pour finir, on essaya la voüte sous une surcharge equivalanl ä doubler

la charge permanente et ä porter la surcharge de neige ä 200 kg/m2.
Mesures faites, el sous charge, on proceda ä la demolition de la moilie des
tympans. Au cours du deplacement des surcharges alors entrepris, la voüte
se rompit au droit d'un des tympans supprimes. On reconnut que celte
rupture etait surtout imputable ä un decalage en hauteur dans le hourdis
de l'onde de part et d'autre de ce tympan, ce qui reduisait ä moins de 8 mm
l'6paisseur utile en ce point.

Jusqu'ä cet aeeident, aucune fissure n'avait et6 decelee en aueun
point.

Les mesures faites confirmerent les ordres de grandeur trouves par
les methodes de calcul exposees plus haut, tant pour les fatigues que pour
les deformations.

Nous donnons ä titre d'exemple le trace des deformees calculees et
mesurees pour une Variation de 1 mm de la longueur du tirant, pour la
voüte non chargee, et pour la voüte en charge sous poids propre et neige
(fig. 8).
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Fig. 8. Deformees comparees pour une Variation
de longueur du tirant de AI 1 mm.

Aciers pour tirants. Qualite et taux de travail

Au cours des etudes, les forges francaises acceplercnl d'etudier un acier
Martin ä caracteristiques elevees. Gräce ä des additions de chrome et de
manganese, les Forges purenl garantir :

Une resistance ä la rupture superieure ä 90 kg/mm2;
Une limite elastique Afnor superieure ä 60 kg/mm2;
Un allongemenl de rupture superieur ä 6 %.
Ces aciers, reserves aux tirants, peuvent etre livres en couronnes fil

machine n° 29 ou 30, soit 9,4 ou 10 mm de diametre. Elles sont recuiles,
apres passage au laminoir, pour assurer la constance des caracteristiques
sur toute leur longueur.

Sur chantier, les couronnes sont deroulees, puis elirces entre 2 el 3 %
de la longueur initiale. Le diagramme des deformations montre que l'on
confere ainsi aux aciers une limite elastique approchant de 80 kg/mm2.

Le taux de Iravail de ces aciers a ete limite aux -^- de la limite eias-
60

36 _

tique sous la charge permanente et la neige, et aux —- de cette limite

sous les memes charges augmeniees des effets de la temperature, du
retrait et du vent. Par surcroit de securite, la limite eiaslique retenue pour
le calcul de ces taux est celle qui s'enlend avant elirage.

On a vu que, gräce aux mises en tensions par verins sous l'effet du
poids mort de la voüte, le surcroit de tension applique apres enrobement,
calcuie dans les cas les plus defavorables, ne depasse pas 6 kg/mm2. La
gaine de belon des tiranls est donc placee dans d'excellentes conditions.

Couverture sur plan hexagonal

La surface ä couvrir esl un hexagone regulier de 82ra15 de cöte, dimension

necessaire pour obtenir le passage fixe pour chacune des baies d'entree,
soit 80 metres. Les seuls points d'appui sont silues aux sommets de 1'hexagone

precedent et, au centre de l'ouvrage, aux sommets d'un hexagone
interieur, centre sur le premier, et de 12 metres de cöte. Sur cet hexagone
interieur est bätie une construction pour magasins et bureaux, surmontce
d'un reservoir de 1 000 m3.

La hauteur libre sous couverture est, en tous poinls, de 19 melres.
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Principe de la Solution

La nature meme du probleme orientait les recherches vers des
intersections de surfaces cylindriques ou toriques, de facon ä trouver, par les
voiles eux-memes, des elements pour franchir ä la fois les portees de
poteau ä poteau au-dessus des baies el les portees suivant les rayons de
l'hexagone.

La Solution retenue est derivee des systemes precedents : eile consiste
ä couvrir chacun des six grands trapezes principaux par une voüte voisine
du conoi'de, ä portee et fleche variable, voüte ä direclrices situees dans des
plans paralleles aux baies d'entree.

Ces voütes recoupent une surface axee sur le rayon de l'hexagone, et
de nature voisine de l'onde du hangar de 100 metres, mais d'une largeur
variable, qui tombe ä zero au voisinage des points d'appui. Celle surface
en forme de fuseau se recoupe avec chacun des conoi'des voisins suivant un
arc situe dans un plan, en vertu meme des traces adoptes pour les deux
voiles de couverture. Ces arcs plans sont funiculaires des efforts resultants
que leur apportent en tous points les deux especes de voiles.

La poussee resultante des deux arcs appartenant ä un meme fuseau
s'exerce en tete du poteau exterieur, suivant le rayon de l'hexagone, mais
on n'a pas dispose de tirant suivant ce rayon. Les poussees, dont la partie
principale est la meme suivant les six rayons, sont equilibrees par une
ceinture situee au-dessus des baies d'entree, suivant le perimetre du hangar.

Les efforts correspondant ä la poussee provoquee par une surcharge
dissymetrique restent dans la limite- de ce que chaque fuseau peul sup-
porter par flexion : une onde de ce genre presente en effet un tres important

moment d'inertie.
Les dispositions d'ensemble sonl representees sur les figures 9 el 10

Particularites de la realisation

Les conoi'des sont constitues par un voile de 0m06, ä trace de chainette,
nervure tous les 6m10. Au-dessus des porles, la nervure de tete a 82'"15 de

portee el 12m10 de fleche. L'arc arriere, ä la limile de la tour centrale, a
llm60 de portee et 3m60 de fleche.

Fig. 9. Demi-vues par-dessous (ä
gauche) et par-dessus (ä droite) de
la couverture. tos
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Fig. 10. Demi-coupes dans l'axe des cellules (ä gauche)
et entre deux cellules (ä droite).

En raison de la condition qu'on s'est imposee d'une intersection plane
avec le fuseau, il se trouve que la surface du conoi'de presente aussi une
legere courbure de l'avant vers l'arriere, circonstance favorable ä la rai-
deur generale.

Le fuseau a 70,n55 de portee, avec une fleche moyenne de 7m80. II esl
raidi par des lympans raidisseurs correspondant aux nervures des conoi'des.
Ces elements jouent le meme röle que ceux de l'onde du hangar de 100
melres. C'est par l'intermediaire de ces tympans que s'equilibrent certaines
des composantes de la poussee des conoi'des silues de part et d'autre d'un
meme fuseau.

La ceinlure generale au-dessus des porles recoit des dimensions
horizontales süffisantes pour former poutre de contreventemenl au vent. Les
aciers ronds de la ceinture exterieure, repartis en deux nappes contenues
dans chacune des membrures de la poutre de contreventemenl. sonl mis
en tension simultanement dans les six travees, au moyen de verins ccar-
tant les deux nappes. L'effort general de traction atteint 1 560 tonnes. Les
aciers employes sont d'une nuance analogue ä celle des aciers du hangar
de 100 metres.

Les grandes porles de 80 m X 19 m sont du type Wanner basculant
et n'apportent pas d'efforts ä la poutre de contreventemenl. Les efforts
qu'elles subissenl par l'effet du vent sont reportes sur les six poteaux exte-
rieurs, et ceux-ci resistent par encastrement au sol.

La couverture s'appuie sur ces poteaux par l'intermediaire de balan-
ciers spheriques; les resullantes des efforts du vent qui prennent naissance
sur la couverture ne sont donc pas transmises aux poteaux; elles sont
ramenees aisemenl ä la tour gräce ä la raideur des fuseaux eux-memes.
C'est la tour centrale qui equilibre l'ensemble des efforts horizontaux
transmis par la couverture.

La solulion a ete entierement etudiee avec le souci d'une exeeulion
exemple de difficultes exceptionnelles; en particulier l'execution de
l'ensemble de la couverture a lieu au sol, la ceinture exterieure ä 1 metre
au-dessus de la plale-forme. Cet ensemble est ensuite releve au moyen de
verins hydrauliques, suivant un processus lie ä l'execution des poteaux.
Le nombre limite des points d'appui et leur grand espacement sont autant
de conditions favorables pour une Operation de ce genre.
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Resume

On se propose de couvrir en beton arme : soit un hangar compose de
cellules rectangulaires de 100 melres de portee; soit un hangar sur plan
hexagonal, l'hexagone regulier ayant 82 metres de cöte environ.

Dans le premier cas, leiement porteur est une ff onde », voile ondule
dont la section transversale est un element de cercle et presente une
inertie süffisante pour que le voile, sur 100 metres de portee, puisse etre
calcuie comme un arc. Des tympans pleins assurent l'indeformabilite de
la section transversale. Celle-ci, constante sur la majeure partie de la portee
de 100 metres, diminue de hauteur vers les retombees, qui sont disposees
de facon ä ramener tous les efforls au nceud d'ancrage du tirant. Les
tirants sont composes de ronds d'acier special d'une limite d'elasticite
eievee, qui ne sont enrobes qu'apres la mise en tension: leur allongement
est repris, avant ciavage, par des verins. Le Systeme se prete encore au
franchissement de portees notablement superieures ä 100 metres.

Dans le second cas, chacun des six triangles equilateraux formant
l'hexagone est couvert par une voüte en beton arme de porlee variable.
Chacune d'elles recoupe une ff onde » de portee transversale variable axee
sur chacun des six rayons. On a fait en sorte que les intersections des
voütes et des ondes soient des arcs plans qui ont comme portee la
longueur du rayon. Les poussees de ces arcs sont cquilibrces par une ceinture
generale placee suivant les cötes de l'hexagone; ä leurs intersections appa-
raissent les charges verticales; il n'y a donc que six points d'appui exte-
rieurs.

Zusammenfassung

Aus armiertem Beton werden überdeckt : Eine Halle von 100 m
Spannweite aus rechteckigen Zellen und eine sechseckige Halle von je
82 m Seitenlange.

Im ersten Falle isl das tragende Element eine gewellte Fläche von
kreisförmigem Querschnitt mit genügender Steifigkeit für eine Spannweite
von 100 m. Es kann wie ein Bogen berechnet werden. Versteifende
Binderscheiben sichern die Unverformbarkeit des Querschnittes. Dieser
ist konstant über den grössten Teil der 100 m grossen Spannweite,
vermindert seine Stärke gegen die Kämpfer, welche so angeordnet, sind,
dass sie alle Kräfte durch einen Zuganker aufnehmen können. Die
Zugbänder bestehen aus Spezialrundeisen von hoher Elastizitätsgrenze, welche
erst nach der Vorspannung einbetoniert werden. Ihre Verlängerung wird
durch Spannschlösser nachgeregelt. Dieses Syslem eignet sich auch noch
für Spannweiten, die weit über 100 m reichen.

Im zweiten Falle ist jedes der gleichseitigen Dreiecke des Sechseckes
durch eine gewölbte Fläche aus Eisenbeton von veränderlicher Spannweile
überdeckt. Jede derselben schneidet ein quergerichtetes Gewölbe mit
veränderlicher Spannweile, deren Axe mit jedem der 6 Strahlen zusammenfällt.

Die Konstruktion wurde so ausgeführt, dass die Durchdringung von
Gewölbe und gewölbter Fläche ebene Schnittkurven bildet, deren
Spannweite gleich der Länge des Radius ist. Der Schub dieser Rippen wird
durch einen Hauptgurt an den Sechseckseiten aufgenommen; in den
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Schnittpunkten treten vertikale Kräfte auf, was nur 6 äussere Stützpunkte
bedingt.

Summary

A reinforced concrele covering is to be provided for : a shed composed
of rectangular cells and having a span of 100 m and a shed wilh equal-sided
hexagons of 82 m.

In the former instance the bearing element is a « wave », a corrugaled
wave whose cross section is part of a circle and has sufficient inertia for the
covering, with a span of 100 m, to be calculaled as an arc. Solid trusses
ensure the cross section from being deformed. The latter, constant for the
greater part of the 100 m span, lessens in height towards the transoms
which are so arranged as to unite all stresses at the anchorage-point of the
tie-bars. The tie-rods are composed of round steel bars of special steel
having a high yield point and which are only encased after pulting them
under tension; their elongation is regulaled by hydraulic jacks. This system
can be used for spans of considerably over 100 m.

In the latter instance each of the six equilateral triangles forming the
hexagon is covered by an arch of reinforced concrete of varying span. Each
of them divides a transversal ff wave » with a varying span, the axes of which
are aligned on the 6 radii. Il was so arranged that the intersections of the
arches and the t< waves » should be plane arches having as a span the length
of the radius. The thrusts of these arches are counterbalanced by a main
flange placed in line with the sides of the hexagon. At their intersections we
find vertical loads. There are therefore only 6 outer supporls.
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Constructions de toits plisses en beton atme

Schalenkonstruktion in Beton mit gewellter Oberfläche

Corrugated concrete shell structures

KURT BILLIG
Chartered Civil Engineer, London

General data

Much has been done towards the simplification and slandardizalion
of centering and scaffolding of concrete shell structures, but judged by
their relatively rare application, the economic results of the improvements
have not proved quite satisfactory. The production of such shell structures
has been, and probably will remain, the responsibility of specialised
designers and contractors. During the war, the available labour was mostly
unskilled; the use of timber and steel had to be reduced to a minimum.
Simpler types and melhods of construction had therefore to be employed
and the concrete shell roofs with flexible motrlds are one of the results of
the simplification.

These roofs are constructed in the following way : Tubulär scaffolding
or pre-fabricated steel ribs, are erected at given spacings to follow the exaet
curvature of the future shell. A covering of jute fabric is then stretched over
the steel skeleton and fixed to it so as to form a tight skin of the exaet shape
of the designed shell. The fabric is wetted and a thin layer of mortar, say

\ in, is applied. This is followed by further layers and the roof is brought.
up to the required thickness. The scaffolding is then removed and re-erected
for the next building.

In some types of roofs the sagging of the fabric between the steel ribs
is prevented by stretching it tightly and by shrinking the fibres before the
application of the grout. In other types of roofs the fabric is deliberately
allowed to sag between the steel ribs to a given amount. After the
application and hardening of the concrete the shell roof has therefore a definite
corrugated shape.

Such buildings have been erected in various shapes : part-cylinders,
truncated cones and corrugated barreis. The type which has found the
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widest application is the corrugated shell arch. Photograph 1 shews the
first of a number of such structures which recently have been erected for
agricultural purposes in Eire. The shells are of 60 ft span, 30 ft rise, 2 in
thickness and of lengths up to 200 ft. They are of catenary cross section and
are corrugated in the length of the building. Each of Iheir cross sections
is a true arch, the buildings being carried on slrip foundations at 60 fl
centres.

To construct such a building (see pholograph 2) two piain strip
foundations are placed, one under each springing. A lighl pre-fabricated tubulär
sleel falsework is erected : the ribs of the falsework are shaped exactly to
catenary curves and they have timber backing; they are assembled on
Ihe ground, raised into position, and braced by a few straight tubulär
runners and diagonals. Their spacing is equal to the width of the conu-
gations and amounts lo 8 ft for the 60 ft span of the building.

Over the falsework is strelched a sheel of fabric which is fastened to
the timber backing on the ribs. It is made up of material 8 fl wide and
sevvn into one sheel to cover Ihe pari of the building for which the
falsework is erected. Having been strelched and secured the fabric is wetted
and liberally coated with liquid grout just ahead of the rendering. Portland
cemenl rendering is then applied in two or Ihree coats to make up to Ihe
desired thickness of 2 in, whith a layer of transverse and longitudinal rein-
forcements between the coals. The fabric sags under the weight of the
rendering and forms the corrugations of Ihe roof, which are 2 ft deep at the
crown decreasing to 9 in depth at the springings.

Two days after Ihe last coat has been applied the first few steel ribs
are disinantled and re-erected to construct the nexl bays and lo lenglhen
the building. The fabric which formed Ihe flexible mould for the concrete
remains in place and forms the internal finish of the building.

These buildings have been developed from similar structures erected
during the War in U. K. and abroad to serve as barracks, slores, canteens
and for similar purposes. They were of 20, 30 and 40 ft span and contained
no reinforcement whatsoever.

Joints and ridge piece

Expansion joints are formed across the arch at the crests of the
corrugations at intervals not exceeding 36 ft. They are filled with biluminous
maslic.

In some buildings a tie bar is inserted in the ridge of the roof and
embedded in a continuous concrete section to prevenl the gradual creeping
of the arch rings separated by the joints. This bar or tube is coated in
bilumen lo prevent ils adhesion to the concrete. It is fitted with washers
and nuls at each end and is tightened up when the concrete of the roof
has sei and hardened.

Opes and endwalls

Dormer Windows, sky lights and side doors are easily provided for
ordinary requirements. The widlh of any ope should, however, not exceed
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two bays of Ihe corrugations and one whole arched ring (bay) should be
left inlact between any two opes.

The ends of these buildings may be constructed in brick or blocks in
the conventional manner, but care must be taken thal Ihe brickwork does
nol bear againsl Ihe shell. At least one inch of lime mortar, nol gauged
in cemenl, should be used lo make Ihe Joint. In some cases, the ends have
also been built in corrugated shell construclion, in donied form, similar
lo Ihe main barrel of the arch and ulilising the same falsework. These
domed ends have been found to be at least as economical as brick ends,
while providing additional floor space and stability

Scaffolding and Staging

The scaffolding used al present is of tubulär sleel wilh Standard cou-
plers and filtings, as widely employed in Greal Britain and U. S. To repro-
duce Ihe exaet shape of Ihe shell, Ihe skelelon consists of a few curved ribs
which are pre-fabricated in the shop, and of straight tubes and couplers
which are available locally. The limber backing of Ihe ribs is recoverable,
together wilh the steel ribs.

To form the Staging simple tubulär cripples are placed over the
hessian against the supporting ribs and scaffold boards are laid between
them. The cross pieces and Ihe lenglh of Ihe cripples are arranged to permit
Staging at approximately 4 ft inlervals in height.

Flexible moulds

Jute textile used for Ihis purpose is generally made of Indian jule of
great slrength and can resist considerable tensile slresses induced in the
early slages before Ihe concrele has set.

The fabric used may be jule, coir, sisal or burlap. A good Standard
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fabric is « 10 oz chested hessian ». The hessian is of fairly open mesh so
that the slurry will penetrate through ihe material and form a good key
for plastering if such internal finish is required. When entirely encased in
concrete the hessian, wilh its high tensile strength, forms a continuous
reinforcement or a toughener of the thin concrete shell. Often, however,
a more closely woven fabric is employed which forms a warm and absorbent
internal finish.

Concrete shell

The rendering is gauged 1 : 3 and each coat should be well floated lo
give good density. The sand should be of good concreting quality, on Ihe
coarse side, and the cement ordinary Portland. As the work is exposed to
the atmosphere on both sides, and is very thin, ample precautions must
be taken against rapid drying : il must be kept thoroughly wet for several
days.

The roof surface may be finished as preferred by rendering, rough
casting, splatter dashing or pebble dashing. lt is not advisable to leave
the surface of the roof smooth. If it can be done, the rough cast should be
applied several weeks after the concreting of the roof when the greatest
part of shrinkage has already taken place. Some of the buildings have been
finished by an external bituminous coating serving also as Camouflage.

When the falsework is removed for subsequent use, the hessian fabric
forms the finish on the internal surface. When singeing it with a painter's
lamp this provides a suitable surface for decorations. Ceilings may be hung
from the roof by providing hooks anehored in the concrete shell.
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Span
Widtli

of
floor

Height
insitle
corru-
galion

Widlh
6 ft

above
floor
level

Cublcal
content

per
lin.
ft

Thickness

of

concrete

Shell

Height
of

scaffolding

Ratio
of Width

spau corru-
height gation

- ft-in

1.78 3-0
2.00 4-6
2.00 6-0
2.00 8-0
2.50 9-0

Depth
of

corru-
gation

at
crown

Depth
of corr

at
sprin-

Overall

ehight

20
30
40
60
80

ft-in ft-in ft-in cu-ft in ft-in

19-6 10-11 13-7 142 H 11-3
29-4 14-6 23-3 282 H 15-0
39-0 19-0 33-0 500 2 20-0
58-0 28-6 51-9 1090 2 30-0
77-0 30-0 70-0 1530 -2 32-0

4
6

12
18
24

3

4
8
9

12

ft-in

11-5
15-2
20-2
30-2
32-3

Table I. — Dimensions of corrugated concrete shells

For the dimensions of corrugated concrele shells see drawing and
table I.

Properties

The hessian used as the supporting means for the concrete remains
in place firmly adhering to the rendering. This hessian finish is warm
and absorbent, and it is only in the most unfavourable eircumstances,
involving a high dew point and bad Ventilation, that condensation has
been found to take place in buildings erected in U. K.

All these buildings are single-skin structures. Wherever heat insulation
is of paramount importance a lining of some kind should be fixed inside.
If the upper portion of the building is not required for slorage or for
Ventilation purposes, a suspended ceiling will raise the insulation of the
roof to a degree required for dwellings or similar buildings in this country.
In corrugated shell structures double skins may be provided by placing
bitumastic blocks at frequent inlervals on the crests of the corrugations
of the hardened shell, slretching another sheel of hessian over the blocks
and applying rendering to this sheet in the described manner. The cavity
between both skins considerably improves Ihe insulaling qualilies whether
they refer to heat or sound.

The buildings are highly fire resisting, and proof against rats and
other vermin which is of great importance when they are used for agri-
cultural purposes.
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The watertightness of the material is altribuled lo the fact that il is

built up in thin layers, and as each layer is Irowelled great density and
absence of flaws results.

The relative toughness of the thin concrete shell is partly due to the
presence of the fibre reinforcement and probably also due to the building
up of the material in layers each of which is allowed to set and shrink
before the next is applied.

Design and tests

The corrugated barrel shells are designed as ordinary arch roofs lo
suit the line of thrust for dead weight and superimposed loads. Dead weight
and evenly distributed loads produce pure compression in the shell. The
horizontal vault thrust is taken by the strip foundations. The sliffness of
the structure, however, is not obtained by Ihe thickness of Ihe arch but
by the deplh of Ihe corrugated shell. The depth of the corrugalion is
produced by the sagging of the fabric under the weight of the concrele.

The preliminary design is usually made by Ihe analytical calculation
of a few sections. The final design is made by graphical methods, whereby
the line of Ihrust for asymmelrical loads is kept within Ihe core of the
corrugation. The compressive stress in the concrele due to dead weight
does not exceed 100 lb per sq. in. For wind loads occurring in Ihis country,
no steel reinforcement is required up to spans of 40 ft with a span-rise
ratio of 2.00. For greater spans a few lighl reinforcing bars are required
in the cresls and the Valleys of the arched shell. Wire nelting or other
suilable mesh should always be provided in the shell to deal with shrinkage
stresses.

The slabilily of these buildings has been investigated by loading tests
by the Building Research Station, London. The defleclions of buildings
of 20 ft span under Ihe proof load of the highest wind to be expected were
negligible. Under \\ times the proof load there were no visible effects.
Under double the proof load the maximum deflection was less than 1/10 in.
The stability of the tested buildings was therefore considered lo be entirely
satisfactory.

Labour

The building processes necessary for the construction of these shell
roofs consisl of three simple Operations :

1. The erection and removal of the re-usable falsework;
2. The slrelching Ihereon of a light sheel of fabric and tacking it in

position;
3. The application of successive coats of rendering on inclined surfaces.

Such roofs have been erected entirely with unskilled labour under
the supervision of one skilled foreman.
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Applications

Most of the shell structures described in Ihis Paper have been erected
as temporary structures under emergency conditions. They have been used
for a variety of purposes : military barracks, canleens, stores, garages, ele.
Several types have been subjected to test loads : both stability and weather-
proofness have proved to be satisfactory. One of the prineipal assets of Ihese
buildings is that the materials required, concrete and hessian, do not
encroach upon the needs of olher building schemes.

At present these shell structures are being erected mostly for agricul-
tural purposes, general purpose buildings, cow-sheds, garages and slores.
A mulli-span adaptalion of the corrugated barrel shell is obtained by means
of internal columns and lintols which carry the springings of two
neighbouring barreis. Such buildings cover large floor areas wilh n minimum
of obslruction.
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Resume

Une disposition adequate des echafaudages et des coffrages permet
d'augmenler l'economie des constructions de loitures plissöes en beton
arme. Ce sonl les conditions economiques resultant de la guerre qui onl
amene une coneeption simplifiee quant aux coffrages. Ce memoire trade
de ceux-ci et notamment des coffrages pour loitures ondulees raidies par
des nervures metalliques.

Zusammenfassung

Durch eine geschickte Projektierung der Gerüste und Schalung kann
die Wirtschaftlichkeil von Schalenkonslruklionen in Belon erhöht werden.

Die Kriegsverhältnisse bedingten eine Entwicklung, welche zu
vereinfachten Schalenformen führte. Diese werden im vorliegenden Beilrag
behandeil unter besonderer Berücksichtigung von Schalenlypen mil gewellter
Oberfläche, die durch Stahlrippen ausgesteift und mit einer biegsamen
Haut überdeckt werden.

Summary

Concrete shell slructures suffer from the disabilities lhal the cost of
moulds and scaffolding is high and lhat they require considerable skill
in erection. The impact of war has led to the development of simplified
forms of shell roofs which form the subjeel of Ihe Paper and has produced,
among others, corrugated shell types constructed on steel ribs with flexible
covering.
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