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IVb2

Flexion et flambage
d'un certain type de plaques continues orthotropes

Biegung und Beulung
eines bestimmten Types von durchlaufenden orthotropen Platten

Bending and buckling
of some types of continuous orthotropic plates

PROF. D W. NOWACKI
Gdansk

Flexion des plaques continues

I. L’équation différentielle connue de flexion d'une plaque ortho-
trope (') est posée comme suit

. 0'w dw Jtw

axzayz T y'a—y4"=p (1)
N . mm, . I _ mgm, h? 5 oo I
D, = m,m, — 1 k. 12 D, = m.m,—1 ¥ 12 =iy 12
D, D, .
2H= m. —+ = +4C mE, = mkE,
ou E,, E

, sont les modules d’élasticité suivant les axes = et y;
m,, m, sont les nombres de Poisson pour ces directions ;
G, est la constante des matériaux (le corrélatif du module d’élas-
ticité transversale pour plaque isotrope).

Les forces de section sont unies a la flexion dans (x, y) au moyen des
relations suivantes (fig. 1):

(1) M. T. Husen : 1. La théorie générale des hourdis en bLéton armé (Czasopismo techniczne,

Lwoéw, 1914); 2. Teoria plyt. (Tow. Naukowe, Lwéw, 1921); 3. Probleme der Statik technisch
wichtiger orthotropen Platten, Warszawa, 1929,
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D.=D,=D m,=nm,=m C= l m— | D.
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II. Considérons l'élément de la plaque continue, limité par les droites
z=0, x=a, ainsi que par les droites y=0, y=0>b (fig. 2). Sur les
droites d’appui y=0, y=0>b, =0, r=a se produiront les moments
fléchissants et de torsion. Les moments {léchissants M, (z, 0) sur les lignes
d’appui y=0, y=>, ainsi que les moments M, (0, y) sur les lignes d’ap-
pui =0, z=—a seront considérés comme grandeurs hyperstatiques.

Pour déterminer les moments M, (r, 0) et M.(0, ¥) nous allons pro-
fiter des conditions de continuilé de la plaque sur ces appuis.

Cependant, avant de poser les équations conditionnelles on doit étu-
dier le systéme fondamental de la plaque a appui libre le long de ses bords,
uniformément chargée du poids p ainsi que par le moment

M, (z,0) = yKn sin ——
le long de 1’aréte y=20.

nrr
a) Charge de la plagque par le momeny > Kn sin 0 (fig. 3).

I;— ——————— i S Pour ce genre de charge aux données
; —+.b £ —= =- ada
a BFE KA sinnrof ’ Y ' ? v
g | @ D H
== o =
) / N
| | | D, DD,

x Fig. 3.
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nous amenons l’équation (1) a l'expression sans dimension

0*w o' w , 0w
T T2 gy T g =0 (3)

Admettant que

w=— Z Y, (r) sin nwaf

n=12

nous transformons l'équation (3) en
YN —2°Y)" +4'Y, =0 v = enmwo. (4)
L’équation caractéristique
r‘—2pv'r* +v'=0

donne quatre racines.

N . 5 l/m v/ 1
P>1 r].g:i)\l ’3[4-_—_i)\2 ,"-2:/|/P——tl/92“_1‘
[T p=1 Pyg ==Y Pg,=——V
/1o
I o<1 Ple=9 210, Pyy=— (0 £i%) 9,= "l/ =
ou M2 =@y tio0,.

Nous allons considérer le premier cas uniquement; nous obtiendrons
I'intégrale du deuxiéme cas au moyen de passage aux limites; le passage
du premier cas au troisiéme s’effectuera par voie de substitution

A 2=¢; tig,.

Pour p > 1 la solution générale de I’équation (4) sera

Y. (n)= Uy, cos hyn -+ Us,, sin k7, -+ Uy, cos hon -+ Uy, sin A,y . (5)
Les constantes d’intégration U,,, ..., U,, seront délerminées par les
condilions des bords de la plaque
Y. (0)=0 Y.(1)=0 Y"(0)=— I‘g b yry—o.
y
Nous trouverons
K,.b? 1 ) _
Uln = 9 I)y\)? * I/P'—2:—1 ’ b?ﬂ - _Ulﬂ C‘g )‘l
U,, = —U,. Uy,.,=U,ctgh;. (6)

L’inclinaison de la surfuce de flexion de la plaque le long de l'aréte
y=0 et de y=1"> donne

ow b \a ow b x
—_— = — K,®, sinnwoz —/ = — K, ¥, sin nrnag
ay yz=0 Dy n ;1,2 ay y=b D” n ;,_ :
(7)
®, — 1 . %, cos )k, sin h, — A% cos ), sin ), )

2+ )0t —1 sin A, sin
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1 Ao Sin A, — A, sin h,
T g, et —1 sin A, sin %,

)

L’angle d’inclinaison de la surface de flexion aux arétes =0, xr=ua

J 8

T

ow R ) ow o )
= 4 "0 o =g X DY) o)

0 | s 0x [ »_. a {,

a=

n

sera transformé par le développement de la fonction Y,(7) en série de
Fourier, en série double infinie

cw 8 o
2z .., D, Z ZKr A, . sini=n
ow a W\ o
05 | uuw Da Z ;K" Ain (— 1) sin imy
ou
1
Ay = n® lg : P%l. (11)

b) Charge par le moment M=ZK,, sin nwag le long de l'aréte y=»b

(fig. 4).

Sans changer les constantes d'intégration Uy, ..., U, (équation 6)
il faut dans la fonction Y,(7) (équation 5) poser ' =1 —mn au lieu de 7.

En conséquence

ow b + ow b %
—_— =— Y K, ¥, sin nwat —_— = — K, ®, sin nwnak
oy y=0 D, Z : dy y=>b D, Z
ow @ QO v .
- —_— <. (— 1) A, sin iw:
2z | ,_, DL Z Zhn( ) A, sin iwn
aw a \ 5 t+n 2 )
. = D—ZZZK"(_ 1)“*7 A, sin imq .
a : z_KnsinnR.G(g”[‘ : LE sinirn l a
[
J | S| | f }
b Fig. 4. Fig. 5. b
x x
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¢) Le moment M:ZE, sin iwn agit le long de Uappui x=0 (fig. 5).
i

w
Admettant que w= Z X sin iwn
n
nous amenons l'équalion (3) a D'expression

XJgV — 200X, + 00X, =0 h—"

€
Pour ¢ > 1 nous obtiendrons la solution générale
X, (E)="Uy; cos p;§ + Uy sin p,§ 4 Uy cos pof Uy sin wot (12)
=)o o —T.
Des conditions des bords
_ 1 — " B Ei ag‘ " 1 o
X, (0) = 0 X.-(;)_o =-S5 X, (_;)_0
nous obtiendrons
E; a’ 1 : .
U= — 2D, o ; 92—1 Uy, =U,ctg 7, U,, = — Uy
qu = Uh Ctg }"'2 ’ (] 3)
L0 R —a— Xl,‘z — }-";2
Ensuite
w /[ _ & Np g sin i w ——“'"iEllfsinir-
—a_a’.— .r=0_ D"c E,_ : ‘ l =0 a‘r m:a— Da: ; ‘ g e
ou
b — 1 %, cos &, sin Ly — Yy cos Lysin X,
¢ T 9 w? 1/\02_——{ sin .X'l sin X.g '
v, — 1 ‘ e sin. 'X..l — .'X.I.sin X, (14)
2 gt — 1 - sin 4, sin %,
Et enfin
a_w .0 iiEB sin iwaf
ay y::o Dy - - T LM
0w b @ v
= i T £
5 /y=b B, 2 ZE,BM( 1) sin imak
ou
2
B, = ne .21, (15)
<,
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§

Fig. 6.

d) Charge de la plaque par p=const. (fig. 6).

La surface de flexion est traduite par 1'équation

e

Ici la fonctlon Y.(7) est identique a la fonction Y,(v) de 1'équa-
tion (5).
Nous déterminons les constanies d’intégration des condilions aux
limites suivantes
Y.(0=0, Y.(0)=0, Y. (1)=0, Y,"(1)=0.

Dot pour p >1

* 4

W 4pa Z

5
sy rmat \:_(7:?) +Y, (n). (16)

y 12? 1 — cos ),
== z oo = Uy, ————
U ( n= ) 92t —1 Uen " sin A,
A° A ocosdh, —1
= — = = —— — - 17
Usn Unsr o’ U Aot sin Jy : (17)

L’inclinaison de la plaque aux arétes y=—0 el y=—0», sera amenée &
I’expression

an

aw/ aw/ 1pb® . »
_— . O, sin nwak
dy y=0 ay b Dy n ;,3
on? 3 .
0 — :a. [ 1 coshy—1 % €08 1 } - (18)
38 et} sin X, sin A

Dans la suite de nos considérations nous allons profiler du dévelop-
pement de la surface de flexion de la plaque en série

—lpb“‘ i

L’inclinaison de la plaque aux arétes x=0 ainsi que x=a donne
pour p >1

( ) + X, (E)]sm i . (19)

ow ow 4 pa® . .
/. “__ )= Z 0; sin i=v,
11,3
ou
1 [., cos/,—1 ., cos/f, — 1
0. 2 ¢y Vr"g 1 w? l/’ sin 7, B gin &, ] (a0)
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et les constantes d’intégration

U,,= i. ’ Ly ; U2‘=U1"1__£9_s';/l'
i = 5 w2 l/pz —1 ’ i L siIl /‘l y
& ) £ cosZ,— 1
Jy— — U,. —— = Uy, : : 2
.[JJI U., .,_(22 L4; th '/"22 Sill '/13 ( 1)

III. Considérons les deux aires contigués de la plaque continue; I'aire
r A la caractéristique d’orthotropie o, et chargée de p,, ainsi que l'aire
r-+1 A la caractéristique d’orthotropie ¢,,, et chargée de p.,, .

Ll L L s LS

r-1 y r Y 1y
I §pr [x Stp tx

rF+1

77K 4
S S S —

Fig. 7.

Nous nous bornerons a une plaque continue aux arétes z=0, z=ua

rigidement encastrée.
Désignons par M™, M, M™ les moments d'appui M, en droites

oD
r—1, r, r-+1, en outre M\" = EK,," sin nwafet par M7, M les moments

Ln

M, aux aréles r =20, x=a de 'aire r ainsi que de l'aire r-1; avec cela
x
M =2E,-" sinizwm.
i

La condition d’encastrement rigide de la plaque a l'aréle x=a ou
bien z=0 de l'aire r de la plaque donne

aw”“/
2 =0
R
d’ou
P K, — K.,/ *' (— 1)
n® ol ,Zns 1+ 20 i 2+( i\
o T rme) na.e) .

_l__ Ei1‘+l ((]')1_1'4—1 + qj“.1'+i) + 4 I)r+1a2 @;'41 — 0 (22)
(i=1, 2, .-, (n=1, 3, 5, ...).

La condition de continuité de la plaque sur l'appui r-r conduit a

I’équation
aw"/ aw"'“/
-z e e — {j
ay y:br+ ay y=0
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ou bien 3
s 2 E'T‘+’

5r+1a2r+1y {1+2 (nae )"_l_(n:-ze ")‘

i

=

s

@ 2 B {— 1)

—‘.BrarZE [l+2 (na.)’_}_(no.:s)‘

l

r

LR, K, (B0, A By K W B

44 (p,b, 250, + p,y b, IO ) = 0 (23)
(n:]-: 3: 5: ), (1‘211 ~y ) *
DS, b, . : ;
r=—-21" ou b, est la longueur comparative de la travée, et D,°
D, b, p v

la caractéristique comparative de flexion de la plaque.

Dans le cas d’encastrement rigide de la plaque continue en droite
=0 et d’appui libre en droile z=q¢, il faut dans I'équation (22) poser
W —0( et dans l'équation (23) au lieu de 2E/, 2L/ la valeur seule
E.~r+1 Er

Les grandeurs i, n prennent les valeurs successives 1, 2, 3, ...

Enfin dans le cas de plaque continue librement appuyée le lonﬂ des
arétes r=a, r=0 1'équation (22) n’est pas applicable et dans lequa-
tion (23) il y a lieu de poser E,-—O. Nous obtiendrons de la sorte un sys-
téme simple d’équations

KW, - K, (50, 4 B,
—I— K,,r+l‘3r+]q‘.nr+l + 4 (prbrs:zre)"r + pr+1b2r+1.8r+16nr+l) —— O (24)

Pour une plaque rigidement encastrée le long des quatre arétes ('ule
r+1) K,,=K ’“-—I\,,, O'—0 et dans le cas p'lrllculler de plaque carrée
a=b, a=1, de méme K,=—

Il en résulte le syslémc d’équalions

- "
= D {2 (1) (5] + E, (9,4 V) +4 pa* 0, =0
L

(n=1, 3, 5, ...), (i=1,3,5, ...).
Enfin pour plaque continue a libre appui le long des droites =0,
z=a, nous obtiendrons aux mémes indices géométriques et d’¢lasticité
ainsi qu’a la méme charge p=—consl. des aires, l'équation

K. 7"4+2c¢K, +K"*"'=W,, e =0/ W
(Fr=1, By sss; 2—1)
. 8 pb* o,
\\’n=——l—];—”-—-—-

que nous pouvons considérer comme équation aux différences non homo-
géne du second ordre. Et voici la solution de cetle équation
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K"f=_%ﬂ—) } (— 1) tg%smwr—cosm, +1 2
m::ln;i— c=— ,,—f—[c
pour
A\\% ¥
2 — o0 K",.%_A(‘l——i—”c,,f:_}‘ﬁ{%—_%_;

Nous remarquons que dans chaque cas particulier le nombre d’équa-
tions est conforme au nombre d’inconnues. Les grandeurs K, E étant con-
nues nous pourrons déterminer la surface de flexion de la plaque, et par
conséquent les valeurs des forces de section des équalions (2).

Flambage d'une plaque continue orthotrope a appui libre sur les arétes

=0, w»=uq.

I1irrswnm -LLU__H

. y n r+l Ty
‘ x 9(- x .9!'"1 x

r r r+1

] AT TV T
c(,. Trer
e br e ey

Fig. 8.

I. Pour g > g, (g, = charge crilique) la plaque fléchira et le long de
I’aréte y =0 se produiront les moments fléchissants et de torsion. ;
L’équation différentielle du probleme

' w o' w 8"w *w
H - — =0 25
D, Bt + 2 axzayz = B oy == e (25)
A ’aide des valeurs comme dans I’alinéa Ia sera amenée & 1’expression
o'w ot w J'w a*w _qb*

— (2b a)

an +2"" aqzarz e arn +5‘7:(?_'a€2‘:0 ‘_n

-G

Examinons tout d’abord le flambage d’une plaque rectangulaire libre-
ment appuyée sur trois arétes et le lonc de la quatriéme encastrée d’une
fagcon élastique (fig. 9).

Admettant que

W= ZY,, (n) sin nwaj
n

nous obtiendrons
Y,,IV —92 P\,? Yn" + V2 (‘/’ R :‘582) Y,, _

0. (26)
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L’équation caractéristique
r¢—2pov'r’ v} (V' — =’oe’) =0
donne quatre racines.

Pour s =1 nous obtiendrons deux racines réelles et deux imaginaires

i

s 1 5
Ty .= =M ]'3.4:iimz ml‘2—"l/l/92—1—{—0i‘o

La solution générale de 1'équation (26) sera la suivante
Y, (n)="U,, cos myn -+ U,, sin myn - Uy, cos myn -+ Uy, sin myr,  (27)
m®+me?=2)o' —14+38 m®— m?P=2v7. (27a)

Les conditions aux limites du probléme

7o Kﬂb2 o
Y,(0)=0 Y, (1)=0 Y,” (0) = — i Y,."(1)=0
. y
conduisent aux constantes d’intégration
K,b? 1
U,=— —= = —
" D, m}*+m’ Usn Yer
Uy = — U,,; etg m, U= Uz et m, .

Les équations suivantes déterminent l'inclinaison de la surface de
flexion aux arétes y=—0, y=»>

ow b % — . — m, ctgm, — m, ctg m

o =— Z K, ®, sin nwak ¢, =—2— -2 (28)
ay y=0 Dy n ' m, + nm,

ow b | —_— . == m, COSEC m, — m, cosécm
et _ —ZK,, ¥, sin nrat W, =2 : 5 -
0y fyos D, ~ m* -+ m,

(29)

Remarquons qu’a 8=0, c’est-a-dire ¢q=0, les grandeurs b, — D, ,
v, —W,.
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Pour encastrer rigidement la plaque en 1'aréte y =0, nous obtiendrons
. 0w . : —
de la condition By = 0 l'équation du flambage de la plaque ®,=0.
v=0
Cette équation m, ctg m, =m,ctg m,, ainsi que les relations (27a)

vont nous déterminer co la quantité infinie des racines @.

II. Revenant au flambage de la plaque continue nous adopterons a
q > ¢, les moments M,"(x, 0) comme valeurs supplémentaires du systéme.
La condition de continuité de la plaque aux appuis donne

ow” / ow ™! / .
53’ y.=br + ay y=0 o

Nous obtiendrons le systéme d’équations homogénes

K"r—l Br\l_f"r + linr (if:),r$na' _i__ i’?)l‘{-l-q_)nr'%'l) _%_ I{"r-l—l 3;-—‘- l_j‘n:'~‘l —_ O
(r=1,2, .., 2—1), (n=1,2, .., o). (30)
o — Db,
T TDO

Nous poserons autant d'équations (30) qu'il v a de grandeurs incon-
nues des moments d’appui. Ce systéme sera non conlradictoire, lorsque le
déterminant du systeme d’équations A(8) sera égal a zéro.

Celle derniére condition ainsi que les relations (27a) établissent le cri-
tére du flambage de la plaque.

L’équation (30) comprend une série de cas particuliers.

a) Plaque librement appuyée sur ses aréles r—1, r—1

Knr—l — K"r+1 e [ ’ A (8)2 qu—;;r + Br+1il_)'nr+1 —0 .
b) Plaque encastrée rigidement le long des arétes r, r--1.
Dans 1'équation (30) il faut poser

K, =Ks=K,, §"=0, AQ@=3o,+W¥,=0.

. 2
=* D,n

¢) Plaque continue aux valeurs équivalenles de ¢, b, 3 dans toutes les
aires avec le nombre d’appuis z 4 1.

En trailant 1’équation

L\ 98 _
K. '+ K, +K,/''=0
(r=1,2,...,z2—1)

Dans le cas particulier b — o nous obliendrons ¢, =

(_l; »
l],"n

C =

comme équation linéaire aux différences du second ordre avec solution
K,"=A,cosar—B,sinar; en tenant compte des conditions des bords
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(K,'=0, K,”=0) nous ameénerons la condition du flambage de la plaque
a 'expression
COS i == _(_]i_
z V]

ce qui, pour une cquantilé infinie de (ravées, donne ®=W, ou bien

m, 1N,
m, cig 5 = myelg —= .

Résumé

Ce mémoire présente un critére de flambage d'une plaque continue
orthotrope librement appuyée sur son périmétre et sollicilé¢ par une charge
uniformément répartie sur ses arétes x =0 et x —=a.

I

Zusammenfassung

Es wurde fiir eine gleichmissig verteilte, in der Plattenmittelebene an
den Riindern =0 und z = a angreifende Kraft ein allgemeines Beulungs-
krilerium fiir die orthotrope, durchlaufende, an den c=fle1chen Réindern frei
aufliegende Platte ermittelt.

Summary
This work presents the general solution of a continuous orthotropic

plate whose edges (z=0 and z =a) are loaded with p =rconst. and freely
supported on its perimeter.
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