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IVb2

Flexion et flambage
d'un certain type de plaques continues orthotropes

Biegung und Beulung
eines bestimmten Types von durchlaufenden orthotropen Platten

Bending and buckling
of some types of continuous orthotropic plates

PROF. Dr W. NOWACKI
Gdansk

Flexion des plaques continues

I. L'equation differentielle connue de flexion d'une plaque orthotrope

(') est pos6e comme suit

B„

_ d'w orj d*w d*w
Dj - -4- 2H _ ,„ -t- Dv pdx* ' dx'dy* ' y dy* r (1)

mxmy h3 mxmy h3 1P
C — G

mxmy— l x 12 v mxmy—l " 12 ° 12

2H=^k-f--^-+ 4C mxEx myEv
my mx

oü E*, E„ sont les modules d'elasticite suivant les axes x et y ;

m„ m„ sont les nombres de Poisson pour ces directions ;

G0 est la constante des materiaux (le correlatif du module d'elas¬
ticite transversale pour plaque isotrope).

Les forces de section sont unies a la flexion dans (x, y) au moyen des

relations suivantes (fig. 1):

(') M. T. Hubeh : 1. La theorie generale des hourdis en biton armi (Czasopismo techniczne,
Lvvöw, 1914); 2. Teoria plyt. (Tow. Naukowe, Lwöw, 1921); 3. Probleme der Statik technisch
wichtiger orthotropen Platten, Warszawa, 1929.
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II. Considerons I'6Iement de la plaque continue, limite par les droites
x—0, x — a, ainsi que par les droites y 0, y b (fig. 2). Sur les
droites d'appui y 0, y=6, x 0, x a se produiront les moments
flechissants et de torsion. Les moments il^chissants M„(x, 0) sur les lignes
d'appui y 0, y b, ainsi que les moments Mx(0, y) sur les lignes d'appui

£ 0, x a seront consideres comme grandeurs hyperstaliques.
Pour ddterminer les moments M„ (x, 0) et Mx(0, y) nous allons

profiter des conditions de conlinuile de la plaque sur ces appuis.
Cependant, avant de poser les equations conditionnelles on doit etu-

dier le systöme fundamental de la plaque ä appui libre le long de ses bords,
uniformement chargee du poids p ainsi que par le moment

M„ (x, 0) V K/i sin -—

le long de 1'arSte y 0.
-r

yllT.XK/i sin (fig. 3).

d_
Pour ce genre de charge aux donnees

y v,b x lb b =^ a.a

e<_Ik 3 - H

b —-i
V'VJX,

Fig. 3.
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nous amenons l'equation (1) ä l'expression sans dimension

~3V~ + 2^ ~WW^ ~w~
Admettant que

>= y. Y„(r.) sin n-a;
fl ~1.2

nous transformons l'equation (3) en

Yn(«v> _ 2 pv5 Y„" -4- V Y„ 0 v s/i-a (4)

L'equation caracteristique

r<_2pvV + v<=0
donne quatre racines.

1 p>l rIit ±X, rM ±*, ),.2 v|/p±l/V-l

/T±l
II p l rliS v /'34 — v

III p<l rui <?, ± i»8 r3i4 — (», ± i»8) <?,., vl/
OÜ ^1.2 —<Pi±i<P2 •

Nous allons considerer le premier cas uniquement; nous obtiendrons
l'integrale du deuxieme cas au moyen de passage aux limites; le passage
du premier cas au troisieme s'effectuera par voie de Substitution

X12 «1 ± £«2.

Pour p > 1 la Solution g<in6rale de l'equation (4) sera

Y„(7))=Uln cos Vi + L'2„ sin V, + L3„ cos X27) + U4M sin Xsr, (5)

Les constantes d'integration Uln, U4„ seront determinees par les
conditions des bords de la plaque

Y„(0) 0 Y„(1) 0 Y"(0) --^- Y"(1)=0.
Uy

Nous trouverons

7?^ -W--,7^T; u2„ -u,Mcg)M

U3„ -Uln U4>1 UlBctgX,. (6)

L'inclinaison de la surface de flexion de la plaque le long de l'arete
y 0 et de y b donne

dv) I b \i Tr dw I b vi v 11- • r-ä—/ rT 7, KAsmnw; -3-/ =r- > K„ W„ sin nicai-

(7)

1 X, cos Xi sin X» — X8 cos X. sin X,
<l>„ ^4 r-^ L (8)

2 v2 j/p' — 1 smX, sinX,
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1 X2 sin X, — X, sin X2
(0)

2 v5 |/o! — 1 sin a, sin a2

L'angle d'inclinaison de la surface de flexion aux aretes x 0, x a

dw
dx I =T 2 nY"W wl =^ t M-1)"Y„W (10)

/ *~0 " „fj,2 ' "•" fl 1,2

sera transforme par le developpement de la fonction Y„(t;) en serie de
Fourier, en serie double infinie

!£l,,r-k%%K-A'--'[''lT-r>

ou

A,„
1

l+2p|
1 V i

t y-
,-n«/ '

{ nat j
'S*- (11)

b) Charge par le moment M= > Kn sin mra; /e Jongf de l'arete y b

(fig-4).
Sans changer les constantes d'integration Uln U4n (equation 6)

il faut dans la fonction YB(7j) (equation 5) poser t/ 1— r\ au lieu de rt.

En consequence

y=o

3tu

3x /_—£!:£*.<-«¦*.-»««.
3tu

CO 00

£/ --ktZZ^-v*--. VKI\

£ Kn iin nll°<£

Fig. 4. Fig. 5.

/£ Ej iin illn 1 o

b -j
X
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c) Le moment M=Ye, sin iwf\ agil le long de l'appui x 0 (fig. 5).
i

00

Admettant que w— YX< sin i--t\
11

nous amenons l'equation (3) ä l'expression

x.iv _ 2 pO2 x/' -f- e4 x( o ö=—.
Pour p > 1 nous obtiendrons la Solution generale

X,-(<;) Uu cos ?£ + U2, sin p.£ + U3i cos fx2E + U4, sin fx2E (12)

Des conditions des bords
1

Xi(0) 0 Xi(^-) 0 X,"(0)

nous obtiendrons

E{(P. x»//JLu o
Da

E,a* 1

U4i U„ ctg Xs

U2i Uu ctg /, U„ —U„

(13)

(O — X,
a

l*i.

Ensuite

dw
dx yt~ T!E< *' sin fTCV

x 0 "as "J"

9uj

3x

OD

-^'Ve, V.sinh

ou

*<

«Fv

1 X, cos 5, sin X8 — X8 cos X, sin X,

2(os|//pa—1 sinin X, sin X2

X2 sin X, — X, sin X2

f
2 w2 |/p* — 1 sin *i sin **

(14)

Et enfin

sin i-aE

ou

B,
na'

..,|1 + „(J»)+(J2
»^i' ' nae \41 l <

(15)
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Fig. 6.

w

d) Charge de la plaque par p const. (fig. 6).
La surface de flexion est Iraduite par l'equation

4 pat pa yi
~D7~ U.n 1,3 L

y+Y.w sinn^aE Y„=(—] +Yn (/¦,). (16)

Ici la fonction Y„(tj) est identique ä la fonction Y„(r,) de l'equation

(5).
Nous d6terminons les constantes d'integration des conditions aux

limites suivantes

y7(0)=o, Y/(0)=o, y;(d=o, "y?(D=o.
D'oü pour p^> 1

u,„

u.

1

n~

"i "¦

U
2 v2 |/? — 1

\ '
TT -i- ¦U I •< -, 2 >

An

U„,
1 — cos X,

sin X,

U4„
X,2 COS Xo

K2' sin A2
U,„. (17)

L'inclinaison de la plaque aux aretes y 0 et y=b sera amenee ä

1'expression

dw
dy i, o

e„ =•
2 v5 |/p2 — 1

4 pb3 v A
/ —ft— V <¦>„ sin n-a;

cos X2 — 1 cos X, - i

A, .- ¦ - /..,
sin Äo sin X,

(18)

Dans la suite de nos considerations nous allons profiler du developpement

de la surface de flexion de la plaque en serie

"fM^" sm /Trr, (19)

L'inclinaison de la plaque aux aretes x 0 ainsi que x a donne
pour p |> 1

dw
dx

3ui
~dxl

4 pa^y«.--1,3

OU

l/p2-l
f.. cos X2 — 1 cos X, — 1

sin X, sin X,
(20)
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et les constantes d'integration
X,2 TT TT

1 — cos X,

sin /.,

525

U„ '- / 2 w2 i/o2 — 1
IT,

TT TT
X'8

U -U X'! COS'/--1
X22 ~4' ~" X22 sinX2

(21)

III. Considerons les deux aires contigues de la plaque continue; l'aire
r ä la caracteristique d'orthotropie pr et chargee de pr, ainsi que l'aire
r-j-1 k la caracteristique d'orthotropie pr+1 et chargee de pr+1.

"« ?<-,pr X^MPoU

r-1 y

f-1

^4f- y

77-/Z77777Z77777777777

U-
r+1 y

Fig. 7.

J

Nous nous bornerons ä une plaque continue aux aretes x 0, x a

rigidemenl encastree.
Designons par Mr_1, Mr, M*"1 les moments d'appui M„ en droites

OO

r—1, r, r-j-1. <?n outre M''= y K/sin n^a; el par Mr, M'+1 les moments
L ff

Mx aux aretes x 0, i ade l'aire r ainsi que de l'aire r-j-1 ; avec cela

M' Y E/ sin inr\.
i

La condition d'encastrement rigide de la plaque ä l'arete x a ou
bien i 0 de l'aire r de la plaque donne

Zu dx

d'oü

rc2 a2 2j
K,;- — K„r+I (— l)'

r+i rr n" l + 2p(-z^rV+' '

/las /lag m-i

+ E,.''+1 (<JV+' -f qiy+') + 4 pr+ta' Or ' 0 (22)

(i l, 2, (n l, 3, 5,

La condition de continuite de la plaque sur l'appui /•-/• conduit a

l'equation
dwr I 3u/'M
~dy~ly=br dy



526

ou bien ä
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2E,r+1

1
nas + =r)

-'S
2E."(-1)'

1+2?(^) +
rcae

ßr

+ Kn""' ß" >4V + K„' (?-*„' + ß'+l*„'+1) + K.'+I Wn'+> ß"+1

+ 4 (pA2?"e„" + Pl.+]b\+fi'^8nr+1) 0 (23)
(71 1,3,5,...), (1 1,2,...).

D ° b,.
oü 60 est la longueur comparative de la travee, el D„°

D/o«
la caracteristique comparative de flexion de la plaque.

Dans le cas d'encastrement rigide de la plaque continue en droite
x=0 et d'appui libre en droile x a, il faut dans l'equation (22) poser
vr/.r+'==o et dans l'equation (23) au lieu de 2E,r+l, 2 E,' la valeur seule
E,r+1, E,r.

Les grandeurs i, n prennent les valeurs successives 1, 2, 3,
Enfin dans le cas de plaque continue librement appuyee le long des

aretes x a, x=0 l'equation (22) n'est pas applicable et dans l'equation

(23) il y a lieu de poser E, 0. Nous obtiendrons de la sorte un sys-
teme simple d'equations

KZ-^F/+ K„r (3'*,/ + ßr+,<t>„w)

+ K/+1ßr+1".Y+' + 4 (Prbr2?%.r + Pr+1b2r+1ßr+16/+1) 0 (24)

(n l, 3, 5,

Pour une plaque rigidement encastree le long des quatre aretes (aire
r-j-1) Knr K„r+1 K„, ßr=0 et dans le cas particulier de plaque carree
a^b, a l, de meme K„ E„

II en resulte le sysleme d'equations

2 n

1+2?
/las + /(as \

i I

+ E„(cl.„-f «•„) +4 pa2 (-)„=()

(n l, 3, 5, (i l, 3, 5,
Enfin pour plaque continue ä libre appui le long des droiles x 0,

x a, nous obtiendrons aux memes indices geometriques et d'elasticite
ainsi qu'ä la meme charge p const. des aires, l'equation

K/-' + 2c„K/ + K,;+1 \Y„,

(r=l, 2, 2 — l)
w 8 pb' (¦)„

*J'Fn

que nous pouvons considerer comme equation aux differences non homogene

du second ordre. Et voiei la Solution de cette equation
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w.
2(1+c.) (-i; WZ

ig —— sin u>r — cos co,.
iL + 1

527

ln — c„ -\-Vc- —l

pour

KJ =« - W, 4 pb2 e„
2 (1 + c„) W.-f*. '

Nous remarquons que dans chaque cas particulier le nombre d'equations

est conforme au nombre d'inconnues. Les grandeurs K, E etant
connues nous pourrons determiner la surface de flexion de la plaque, et par
consequent les valeurs des forces de section des equations (2).

Flambage d'une plaque continue orthotrope ä appui libre sur les aretes

x=^0 x=a

Uted££CU
r.l y

x Fr

r-1

f4Trr~fTt-r-

b.

r"eil.

5V*1

-.i

brxi—»-

•+1 y

\TE

Fig. 8.

I. Pour q > qu (qk charge crilique) la plaque flechira et le long de

l'arete y 0 se produiront les moments flechissants et de torsion.
L'equation differenlielle du probleme

D,
d4w

2H
d*w

D„
32ui

q ~ 0'* dx' ' "" 3x2dy*
' " v 3y4

' * 3.z2

ä l'aide des valeurs comme dans l'alinea la sera amenee a l'expression

(25)

^»- + 2, yw 4. £- 1j^ 4. E< p0 ^L- 0
3V3E2 + 3;' ^ 35* _ -2Dr (25 a)

Examinons tout d'abord le flambage d'une plaque rectangulaire libre-
ment appuyee sur trois aretes et le long de la quatrieme encastree d'une
facon 61astique (fig. 9).

Admettant que

iy=^Y„ (n) sin zi-a;

nous obtiendrons

Y„IV _ 2 OV2 Y„" + V2 (V2 — 7I2Cp£2) Y„ (26)
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Fig. 9.

fflJIQ

!|-£K SirTT *
fl

rrntfti

L'equation caracteristique
r4 — 2 pvV + va (v2 — te>2) 0

donne quatre racines.

Pour p 1 nous obtiendrons deux racines reelles et deux imaginaires

'i,i ±m, rJ,4 ±im! m1>2

'
7T£

' *

v |/|/p' _ i + 5 ± o

ffl v nr:ae

La Solution generale de l'equation (26) sera la suivante

Yb(t))= Uln cos 771x7) -j- Uo„ sin 7^75 -j- U3n cos m27| -j- U4n sin m2rt (27)

m,2 -f m,2 2 v8 |/p2 — 1 + 0 m,! — m22 2 v!p (27a)

Les conditions aux limites du probleme

K„62
Y„ (0) 0 Y„ (1) 0 Y„" (0) — D„ Y„"(1) 0

conduisent aux constantes d'integration

K„ö2 1

U,„ - Dy m,4 -j- 77i2
U3„ - ü„,

U2n — TJ,„ ctg m, U4„ TJ1„ctgm2

Les Equations suivantes determinent l'inclinaison de la surface de
flexion aux aretes y 0, y=o

dw I b vi „ 777 r TP- m, cosec m2— m,cosecm,tct/ =-TrXK»llJ»s,nn^ q'»
m « 1 m

'

3y !/=» D m,! -j- 77i22

(29)

Remarquons qu'ä 8 0, c'est-ä-dire g 0, les grandeurs <J>„—><&,,

«F„^Wn.
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Pour encastrer rigidement la plaque en l'arete y 0, nous obtiendrons

de la condition -s—/ 0 l'equation du flambage de la plaque <I\1 0.
vy I y 0

Cette equation mx ctg m, /n, ctg m2, ainsi que les relations (27a)
vont nous determiner co la quantite infinie des racines 8.

II. Revenant au flambage de la plaque continue nous adoplerons ä

q^> qk les moments M/(a;, 0) comme valeurs supplementaires du Systeme.
La condition de continuite de la plaque aux appuis donne

dw' / dw''

dy I y^br 3y / y=0

Nous obtiendrons le Systeme d'equations homogenes

K„'-'ß""iFV -j- K„' (ß"<I\," -f ß"+1*/+1) -j- K/+1ß'-' WV" 0

(r l, 2, z—1) (n l, 2, oo). (30)

D„°ö,.
P'

D„r6°

Nous poserons autant d'equations (30) qu'il y a de grandeurs incon-
nues des moments d'appui. Ce Systeme sera non contradictoire, lorsque le
döterminant du Systeme d'equations A(8) sera egal ä zero.

Celle derniere condition ainsi que les relations (27a) etablissent le
entere du flambage de la plaque.

L'equation (30) comprend une serie de cas particuliers.

a) Plaque librement appuyee sur ses aretes r — 1, r-j-1
K,;-1 K„r+1 0 A(8)= ßr<fV + ßr+,<I>„r+1 0

ö) Plaque encastree rigidement le long des aretes r, r-j-1.
Dans l'equation (30) il faut poser

K„-1 K/ Kn, ß"+1 0, A(S)=*„ + iFn=0.
-' T>xn*

Dans le cas particulier b—>- cc nous obtiendrons qk ¦¦

c) Plaque continue aux valeurs equivalenles de q, b, p dans toutes les
aires avec le nombre d'appuis z-\-l.

En trailant l'equation

K,r-1 + cKnT-fK„'-+, 0

(r=l,2, ...,z — 1)

-_ n^„
c ~ w«

comme equation lineaire aux differences du second ordre avec Solution
K„r= An cos ar-\-TS„ sin ar ; en tenant compte des conditions des bords
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(K„° 0, K„z 0) nous amenerons la condition du flambage de la plaque
ä l'expression

cos — __.2 ip-

ce qui, pour une quantile infinie de Iravees, donne 4>=1-", ou bien

771;

IT
70; III,

™1 Ctg-5-= HljClg—-

Resume

Ce memoire presente un entere de flambage d'une plaque continue
orlholrope librement appuyee sur son perimelre et sollicite par une charge
uniformement rdpartie sur ses areles x 0 et x a.

Zusammenfassung

Es wurde für eine gleichmässig verteilte, in der Plattenmiüelebene an
den Rändern x — 0 und x a angreifende Kraft ein allgemeines Beulungs-
krilerium für die orthotrope, durchlaufende, an den gleichen Rändern frei
aufliegende Platte ermittelt.

Summary

This work presents the general Solution of a continuous orthotropic
plate whose edges (x 0 and x a) are loaded with p const. and freely
supported on its perimeter.
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