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Etude experimentale de la xuptuxe
dans les pieces flechies en beton arme
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von auf Biegung beanspruchten Eisenbetonelementen

Experimental investigation on failure
in reinforced concrete units under bending

R. CHAMBAUD
Conseiller scientifique de l'Institut technique du Bätiment et des Travaux publics, Paris

En collaboration avec

P. LEBELLE R. PASCAL
Directeur de l'Institut technique du Bätiment Ingenieur civil

et des Travaux publics, Paris des Ponts et Chaussees, Paris

Sous le patronage de l'Institut technique du Bätiment et des Travaux publics
et de la Chambre syndicale des Construoteurs en Ciment arme de France

Introduction

La nature et les conditions des essais entrcpris aux Laboratoires du
Bätiment et des Travaux publics ä Paris ont ete definies dans la Publication
preliminaire, de meme que les buts ä atteindre.

Rappeions que les essais onl porte sur des poutres ä seclion rectangulaire
armees cn traction seulement et soumises ä la flexion circulaire (c'est-

ä-dire ä la flexion sous moment conslant dans la zone centrale) jusqu'ä
rupture.

La charge de rupture a ete mesuree avec precision et les circonstances
de la deformation et de la fissuration ont et6 observees avec soin au moyen
d'appareils perfectionnes. Notamment on a mesure l'importance et la
repartition des deformations elastiques et plastiques au moyen de strain-
gages externes et de cellules ä resistance noyees ä l'interieur du beton. On a

mesure Egalement les modules d'elasticite des betons par une metbode
vibratoire nouvelle ainsi que les resistances des betons sur cubes temoins,
les limites d'elasticite (ou d'ecoulement) des aciers ainsi que l'etcndue de
leurs paliers de duclilite, leur resistance ä la rupture et leur limite d'al-
longement.
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Le nombre important des essais a permis d'obtenir des resultats
statistiques, dont 1'Interpretation nous a conduils ä une Iheorie de la
deformalion elasto-plastique permettant de prevoir le momenl limite de ruplure
d'une poutre ä section rectangulaire quand on connait les caracteristiques
des materiaux employcs et le pourcentage des armatures tendues.

On en a deduit une methode simple de calcul ä coefficient de securile
constant, que nous appelons la methode elasto-plaslique et qui s'oppose ä

la methode classique ou purement elaslique.
La conclusion est qu'on peut, avec une securite normale, utiliser la

resistance ä la flexion des seclions reetangulaires dans des limites beaucoup

plus etendues qu'on ne le fail babituellement d'apres la theorie
classique, notamment par l'emploi de hauts pourcentages d'acier tendu, et

que l'economie possible sur les armatures comprimees est considerable,
ces armatures s'averant inutiles dans la grande majorile des cas, pour des

pourcentages d'acier tendu pouvant atteindre 4 et 6 % et parfois davantage,

suivant les caracteristiques des materiaux employes, acier et beton.
La place limilee dont nous disposons ne nous permet pas de donner

le detail de nos experiences ni les tableaux complets de nos resultats
numeriques. Ils seront exposes dans un autre recueil el nous nous contenterons
de resumer ici les points les plus importants de notre etude.

Notations

b largeur de la poutre ;

hj hauteur utile ;

to' section d'acier tendu ;

w' „nr =.- —— pourcentage d acier tendu ;

ro© pourcentage critique ;

n contrainte maximum de rupture du beton dans les pieces
flechies ;

n0 resistance en compression sur cubes, au jour de l'essai :

nj limite d'ecoulement de l'acier ;

M moment de flexion;
n'

£ tu' —— pourcentage reduit ;

M
p a— moment reduit;bh2n

M

Th
M

K _ » moment unitaire

coefficient de securite.

Definition des essais

Le nombre des poulres essayees est de 82, leur section totale
100X135 mm ou 125X150 mm, leur portee theorique 2,90 m ou 3,70 m,
la partie centrale, soumise ä un moment constant, a 0,70 m de longueur.



RUPTURE DANS LKS PIECES FLECHIES EIS BETON ARME 673

Les ciments employes sont de deux sortes : un superciment ä haute
resistance initiale, classe 315/400 el un ciment artificiel Portland, classe
250/315.

Les aciers sont des aciers doux, mi-doux, mi-durs et durs el presentent
tous un palier de duclilite tres marque (l'allongement avant le debut de
la periode de raffermissement par ecrouissage n'etait jamais inferieur ä
7,0 °/00 pour les aciers les plus durs; il n'a pas ete mesure avec precision
pour les aciers doux mais on peut admettre, d'apres des mesures sur des
aciers analogues, qu'il etait d'au moins 20 °/00

Les diametres d'armatures utilises sont de 8, 12, 16 et 18 mm.
Les dosages en ciment varient de 275 ä 525 kg/mc, les pourcentages

d'acier tendu de 0,95 ä 6,28 %.
Les resistances du beton ä la compression, mesurees sur cubes de

14,1 cm de cöte au jour de l'essai, varient de 128 ä 595 kg/cm2 si l'on
considere les cubes individuellement, ou de 140 ä 466 kg/cm2 si l'on
considere les moyennes par series de cubes se rapportant ä une meme poutre.

Les limites d'ecoulement des aciers pris individuellement varient de
24,8 ä 76,1 kg/mm2, leurs moyennes correspondant aux aciers d'une meme
poutre de 25,4 ä 67,2 kg/mm". Les resistances de ruplure varient de 36,5 ä

106,2 kg/mm2 et les allongements maxima avant rupture mesures entre
reperes d'ecartement reglementaire de 38,8 ä 8,1 %.

On a prepare en m&me temps qu'etait coulee la poutre, une serie
d'eprouvettes destinees ä renseigner sur les qualites physiques et
mecaniques du beton et conservees dans les memes conditions que la poutre.

L'essai de compression sur cubes a ete fait au moyen d'une presse
Amsler de 500 tonnes. Le cube a ete place enlre les plateaux de la presse
avec interposition de deux feuilles de carlon de 2 ä 4 mm d'epaisseur.

Le module d'elasticite a ete determine par une methode vibratoire qui
donne le module d'elasticite instantane initial, c'est-ä-dire celui qui
correspond ä la tangente ä la courbe contrainte/deformation ä l'origine. C'est
le seul qui soil interessant et corresponde ä une caracteristique reelle du
beton, car tous les autres sont plus ou moins influences par le fluage,
meme pour des chargemenls et dechargements quasi instantanes, c'est-ä-dire
effeclues dans des periodes de temps comprises enlre quelques minutes et
une demi-heure ou une heure, comme Lont tres nettement montre nos
mesures de fleches et de deformalion effectuees au cours des essais
principaux.

On a preleve sur chacune des barres longitudinales des poulres un
echantillon pour determiner les caracteristiques de l'acier, ce qui represente

en lout 328 echantillons.
Pour un certain nombre de barres en acier dur on a fait une determination

precise des allongements elastiques el plastiques au moyen d'un
extensometre sysleme Mercier permettant de mesurer des allongements de
5 microns sur une base de 100 mm. On en a deduil les diagrammes
contraint es/allongements.

Pour chaque poutre, la fleche au milieu a ete mesuree par un
fleximetre enregislreur. Dans un certain nombre de cas cet appareil a permis
de mesurer la deformation plastique et le fluage jusqu'ä rupture, ce qui
nous a donne des renseiirnements tres interessants sur les grandes
deformations susceptibles d'inlervenir dans le phenomene de rupture par flexion.

Un des objeetifs principaux de nos essais etait de mesurer l'importance
des raccourcissements que le beton comprimc est susceptible de supporter
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avant rupture par flexion, les renseignemenls donnes ä cet egard par les

experimentateurs qui nous ont precedes etant fort contradictoires. Nous
avons donc munis un certain nombre de poutres d'extensometres precis
permettant de faire les mesures en divers poinls situes dans le voisinage de

la section probable de rupture. Ces extensometres etaient constitues par des

slrain-gages ä resistance, ä bases de 20 et 180 mm, eolles sur la face
superieure et sur les faces laterales des poulres.

Les poutres ont ete chargees et rompues au moyen d'une machine ä

levier procedant par quanta de charees successifs. La duree d'application
de chaque quantum de charge partielle etait de l'ordre de 10 ä 20 minutes.
Pour un cerlain nombre de poutres, on a procede ä un dechargement complet

apres application d'une charge correspondant ä la moitie ou aux trois
quarts de la charge probable de rupture, suivi d'un rechargement pour-
suivi jusqu'ä rupture. Ceci afin de contröler l'importance des deformations

plastiques irreversibles et du fluage. Cette Operation a parfois ete

repelee deux fois au cours d'un essai de poutre. La duree totale d'un essai
de flexion a ete en general comprise entre 1 heure et 2 heures. Dans un
cas extreme eile a atteint pres de 4 h 1/2.

L'appreciation du phenomene de rupture ne donne pas lieu a ambi-
gui'le, il esl tres facile ä saisir : sous I'application de chaque quantum de

charge il se produit une deformalion instantanee, puis pendant les 10 ä

20 minutes que dure I'application du quantum, un fluage faible au debut
de l'essai, puis de plus en plus important, ä mesure que la charge
augmente. Insensible sous le 1/10 de la cbarge totale ce fluage peul atteindre
20 ä 25 % de la fleche instantanee ä moitie charge de rupture et 80 % sous
les 9/10 de la charge de rupture, avec une lente tendance ä la slabilisation.
•\pres application du dernier quantum au contraire, ce fluage se poursuit
en s'accentuant et l'affaissement se produit assez brutalement au bout
d'un lemps qui varie en general enlre quelques minutes et une trenlaine de
minutes. Dans un cas par exemple, nous avons eu la chance de pouvoir
suivre ce fluage pendant 28 minutes et meme, apres ce lemps, la rupture
etant sur le point de se produire, nous avons pu, en supprimant rapidement
la charge, observer un relevemcnt elastique egal ä 35 % de la fleche maximum

observee.

Dispersion des mesures d'ecrasement sur cubes et analyse statistique des resultats

Comme nous 1'avons dit, on a pris soin de mesurer separement pour
chaque poutre les caracteristiques mecaniques des materiaux, aciers et
betons.

La valeur de la resistance sur cubes admise pour chaque poutre etait
la moyenne des resultats d'ecrasement de 8 ä 10 cubes en general.

Les essais sur cubes (plus de 600 cubes essayes) ont permis de cons-
tater une dispersion assez importante pour les cubes de meme gächee ou
de meme composition. Cela nous a conduits ä entreprendre sur ces resultats

une etude statistique dont nous avons expose de vive voix devant le
Congres les principes et les conclusions. Nous ne pouvons malheureusement

nous etendre ici sur cette question.
Nous en avons tire des renseignements interessants montrant que les

resultats statistiques obtenus sont dignes de confiance malgre les ecarts
individuels.
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La resistance sur cubes etanl ainsi connue avec une approximation
süffisante, nous avons pu en deduire la resistance vraie du beton de la
poutre travaillant en flexion dans les conditions de 1 experience,
resistance qui a priori n'a pas plus de raisons d'etre egaiee ä la resistance de
compression sur prismes qu'ä la resistance de compression sur cubes, les
conditions de Iravail etant essenliellement differentes. En fait eile se rap-
proche davantage de cette derniere contrairement ä 1'opinion de certains
auteurs qui preTerent s'en rapporter ä la resistance sur prismes. Nous
dirons plus loin un mot de la methode d'ajustement qui nous a permis de
fixer la resistance vraie.

Etude des deformations

On s'esl allache surtout ä mesurer les raccourcissements eprouves, en
fonclion de la charge el du lemps, par les fibres superieures du beton au
voisinage de la section de rupture, la connaissance precise de ces deformations

etanl essentielle pour notre Iheorie.
Nous resumons ci-dessous les consequences que nous avons cru pouvoir

lirer de nos mesures.
1° Pour toutes charges, la deformalion comprend une deformalion

elaslique instantanee reversible el une deformalion fonction du lemps
(fluage) qui n'est que tres partiellemenl reversible par suppression de la
charge. Ce phenomene s'observe meme pour des charges ne representanl
pas plus de 20 ä 30 % de la charge limite et meme pour des durees de
chargement courtes, de l'ordre de 10 ä 25 minutes. L'importance relative

du fluage croit avec le rapporl entre la chanre appliquee et la charge
limite de rupture. Au voisinage de la rupture, dans une experience dont
la duree est de 1 ä 4 heures environ, le fluage total depasse generalement
la deformalion elastique totale.

2'' Les diagrammes de retour apres dechargemenl dans un temps lies
court (une ou deux minutes) permettent de definir un coefficient d'elasticite

instantane E. a etant la fraction de la charge rapporlee ä Li charge
de rupture. E? correspond ä la partie sensiblement rectiligne du
diagramme de retour charges/deformalioiis el represente le coefficient d'elasticite

instantane moyen quand le taux de charge passe de a ä 0. Ce coefficient

diminue quand la charge appliquee augmente. On a approximative-
ment pour lous les betons consider^s

E0,3 0,90 E0 E0.8 0,57 E0

E0,, 0,80 E0 E0.9 0,42 E0

E0.7 0,67 E„

ces resultats etant donncs simplement ä litre d'ordres de grandeur.
3° Les sections transversales de la poutre restent sensiblement planes

pendant la deformalion jusqu'au voisinage de la ruplure, resullal previ-
sible a priori par simple raison de symetrie, puisqu'il s'agit de flexion
circulaire.

4" Pour tous les betons et toutes les conditions d'armatures la fibre
superieure du beton subit avant ruplure un raccourcissement important,
mais ce phenomene esl difficile ä saisir parce qu'il est local el assez
analogue, toutes proportions gardees, au phenomene de striction dans les
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essais de traction simple des barres d'acier doux. Comme la position de la
section de rupture n'est pas exactement connue ä l'avance, le phenomene
peut passer inapercu si le strain-gage destine ä le mesurer n'est pas situe ä

l'endroit optimum. En placant trois strain-gages colies sur la face
superieure de la poutre, l'un au milieu, les autres de part et d'autre ä une
distance de 10 ä 15 cm, nous avons eu la chance de l'observer plusieurs fois,
mais il n'est pas rare de voir, quelques inslants avant la rupture, le strain-
gage place dans la zone restreinte affectee par la rupture accuser un
raccourcissement deux fois plus important que ses voisins. II faut naturelle-
ment, pour avoir les meilleurs resultats, operer avec des strain-gages ä

base courte (20 mm dans notre cas). Nous croyons que la difficulte d'ob-
server ces deformations purement locales esl la raison pour laquelle les
auteurs qui ont etudie cette question, ont indique des chiffres si differents
les uns des autres (raccourcissements limites de 1 ä 2 °/„0 pour les uns et
jusqu'ä 7 et 8 °/00 pour les autres).

5" Le raccourcissement maximum de la fibre superieure du beton
avant rupture ne parait pas sensiblement different d'un belon ä lautre.
Les betons moins resistants onl un coefficient d'elasticite plus faible et
sont plus plastiques, mais ils se rompent sous une charge unitaire plus
faible de sorte qu'il se produit une espece de compensation. L'ensemble de
tous nos essais, attentivemenl dcpouillcs et interpretcs nous a conduits ä

proposer comme valeur la plus plausible du raccourcissement maximum
du beton avant rupture par flexion une quantite uniformement egale ä

3,6/1000 pour des betons dont les resistances varient entre 150 et
500 kg/cm2. C'est la valeur qui sert de base ä notre theorie elasto-plastique.

Bases d'une theorie elasto-plastique de la flexion

Nous partons des bases suivantes que nous considerons comme
suffisamment bien etablies par nos experiences ou par des faits anterieurement
connus.

1° Au cours de la flexion les sections droites de la poutre se deformen!
en restant planes.

2" Le module d'elasticite des aciers est constant jusqu'ä la limite
d'ecoulement. Nous ne 1'avons pas mesure specialement pour les aciers au
carbone de nuances tres diverses que nous avons utilises car on sait qu'il
est presque rigoureusement independant de la durete de l'acier. Nous avons
admis pour l'acier la valeur

E„ 21000 kg/mm2.
3° Apres depassement de la limite d'ecoulement, l'acier continue de

s'allonger ä tension constante, en utilisanl le palier de ductilite.
4° Le coefficient d'elasticite initial instantane du beton est lie ä sa

resistance sur cubes n0 par la formule

E0 fc|/n0

et nous pouvons admettre

k 19 000 (kgä cm"1)

5° Dans la section de rupture par flexion, la fibre la plus comprimee
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du beton eprouve un raccourcissement maximum qui alleint au moment
de la rupture la valeur

El 3,6/1 000.
6° Au cours de la flexion, les differentes fibres comprimees du beton

se deformen! suivant un diagramme dont la courbe a pour tangente ä l'ori-
gine le coefficient angulaire E0 La courbe progresse en s'ecartant de cette
tangente et atteint l'ordonnee maximum n correspondant ä la contrainte
de rupture du beton par flexion en un point A oü eile presente une
tangente horizontale. L'abscisse du point A esl approximativemenl egale ä
2 n/E0. A partir de ce point la deformation se poursuil ä tension legerement

decroissanle jusqu'ä un raccourcissement limite s, apres quoi se
produit la ruplure. Nous avons ete conduits ä assimiler la courbe entre
l'origine el le sommel A ä une demi-periode de sinusoi'de en axes obliques,
et au delä du sommet ä une parabole cubique. Nous n avons pu donner ici
les definilions analytiques completes. Elles parailront dans un autre recueil.

7° La contrainte maximum ai du beton au moment de la rupture est
inconnue. Le phenomene de flexion est essentiellement different du
phenomene d'ecrascmenl par compression tel qu'il se produit dans les
experiences de rupture de cubes ou de prismes.

II est cependant vraisemblable que la contrainle de rupture par flexion
n est proportionnelle ä la contrainte de rupture par compression dans les
essais sur cubes et que seul est inconnu le coefficient de proporlionnalite;
nous admettons donc que l'on peut ecrire

n (l-T-l)n0
~k etanl un coeffieienl assez voisin de zero, mais pour le momenl inconnu.
Le meilleur moyen de le determiner sera de le laisser figurer avec une
valeur arbitraire dans les formules et de le determiner apres coup par une
methode d'ajustement, en comparant les resultats de nos formules avec les
grandeurs effectivement observees dans nos experiences. La meilleure
valeur de "k sera celle qui donne le meilleur aecord entre 1'ensemble des
grandeurs observees et 1'ensemble des grandeurs calculees. Nous avons
ainsi ete conduits ä altribuer ä \ la valeur "X 0.

8° On neglige enfin la resistance Offerte par le beton tendu. II est clair
qu'au moment de la rupture eile n'intervient que tres peu, la fissuration
etant generalement dejä accentuee avant rupture. Peut-etre aurait-elle une
influence dans les cas de poutres tres faiblement armees, mais cette
influence est pratiquement nulle dans les cas que nous avons consideres,
et eile devrait de toutes facons par prudence etre negligee.

Ces bases etant admises, le probleme de la ruplure elasto-plastique des
poutres reclangulaires sans armatures comprimees soumises ä la flexion
simple est completement defini et sa Solution n'est plus qu'une question
de calcul algebrique.

Formules de la flexion elasto-plastique

Les quantites connues sonl :

m„ resistance sur cubes ;

nj limite d'ecoulement de l'acier ;

nr' pourcentage de l'acier tendu.
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M

blh2n0

Nous ne pouvons developper ici les calculs faits sur les bases preee-
dentes el donnerons seulement les resultats.

Premier Resultat. — II existe un pourcentage critique m'cr fonclion
de nj et n0 dont nous avons fourni l'expression.

Pour nr' © tu'cr, l'acier travaille ä sa limite d'ecoulement au moment
de la rupture.

Pour tu' © tu© la rupture survient avant que le taux de travail de
l'acier n'ait alteinl sa limite d'ecoulement. II en resulte qu'il n'y a jamais
interet pratiquement ä depasser le pourcentage critique, aucune armature
n'etant prevue en compression.

Voici quelques valeurs du pourcentage critique tu© en % :

"\ ""
n'e ^\ 100 200 aoo 400 500

2 000 3,54 6,82 9,84
3 000 2,14 4,11 5,93 7,69 9,35
4 000 1,47 2,82 4,09 5,27 6,40
5 000 1,08 2,08 3,01 3,88 4,72
6 000 0,83 1,60 2,31 2,99 3,65

Dans ce tableau les contraintes n0 el nj sont donnees en kg/cm2

Second Resultat. — Le moment de rupture est donne par la formule

|i &p(l —ß&p)

Dans celte formule ß est un coefficient fonction de n„ el voisin de 1/2
dont voici quelques valeurs :

". 100 200 300 400 Ö00

p 0,5030 0,5065 0,5103 0,5146 0,5190

cp est un coefficient egal ä 1 quand tu' © tu'„
Quand nr' © tu'cr, es est une fonction de n0 n,', tu' dont nous ne

donnerons pas ici l'expression assez compliquee, parce qu'elle n'a pas d'inte-
ret pratique et nous a seulement servi ä verifier l'accord enlre 1 experience
et la theorie dans le domaine des pourcentages d'acier depassant le
pourcentage critique.

La theorie fait egalemenl connaitre la position de la fibre neulre ä la
rupture et le taux de travail limite de l'acier pour tu' © tu'cl.. Nous ne
pouvons nous elendre ici sur ces resultats secondaires.

Nous avons egalement traduit nos resultats en abaques qui figure-
ront dans une autre publication.
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Comparaison des resultats experimentaux et theoriques.
Justification de la theorie

Pour les 82 poulres essayees on a determine d'une part le moment de

rupture d'apres la charge de rupture observee et d'autre part d'apres la
theorie ci-dessus. On a ainsi pu comparer le moment reduit observe, [*„„,

et le moment reduit calcule, u.calc, et determiner le rapport o -i-2—

theoriquement egal ä l'unite. Ln de ces rapports presentait une valeur
anormale (1,23) que nous avons ecartee comme probablement entachee
d'une ou plusieurs erreurs accidentelles. Nous avons calcule la moyenne
arithmetique de 81 rapports restants. Elle est egale ä l'unite, ä 2/1000
pres, ce qui justifie a posteriori la valeur A 0 admise dans la formule
n nn(l + l).

D'autre part, en classant les resultats de o par frequence des ecarts,
nous constatons qu'on obtient le tableau suivant oü r, represente la valeur
absolue de 1'ecart par rapport ä la moyenne, et / la frequence observee :

1 >a rts KrequeiK'es

0 < n < 2,5 o0 t 25
2,5 % < T, ^c 5 0/o / 21
5 % <U 7,5 0ü t 15

7,5 o/o < n < 10 o/0 t 10
10 o/o < -n 4 12,5 o/0 f 5
12,5 o,o < T, < 15 o/0 / 3
15 o/0 < T, ^ 17,5 "o / 1

17,5 o/o < T, < 20 o/„ / 1

Tüla des resultats N s-/ 81

L'ecart (|uadrati(]ue moyen est egal ä 6,43 %. 11 ne depasse pas sen
siblement celui qui resulte de la dispersion existant dans les mesures
d'ecrasement du beton, et cela prouve que la methode elasto-plastique de
determination du momenl de ruplure par flexion est digne de confiance et

rcpose sur des bases comportant une grande part de verite.
La courbe experimentale des frequences definie par les donnees ci-

dessus est Ires voisine de la courbe normale de Gauss, ce qui confirme que
la loi de Gauss esl applicable avec une bonne approximation dans les
conditions de nos experiences.

Remaroi e. — Nous ferons ä cette occasion une remarque sur une
question de notations.

Les orateurs qui nous onl precede en seance du Congres ont pris
comme valeur de la probabilite elementaire normale l'expression

1 -.v



680 Va3. R. CHAMBAUD, P. LEBELLF. & R. PASCAL

tandis que nous avons admis de notre cöte l'expression

"dx

plus generalement utilisee par les probabilistes modernes.
Ces deux expressions sont evidemment equivalentes puisqu'il s agit

d'un simple changement de variable, mais la seconde a un avantage, c'est
que dans ce Systeme l'unite d'abscisse represente l'ecarl quadratique
moyen, tandis que dans le premier eile ne represente rien de physique.
On peut en effet dresser le tableau comparatif suivant :

1" Systeme 2' Sj-Btetne

Ecart quadratique moyen

1

-7= 0,5642
l©

0,4769
1

-=. 0,7071
1/2

]/A. 0,7979

0,6745

1,0000

On voit que l'ecart quadratique moyen se lit immediatement sur les
diagrammes du second Systeme tandis qu'aucun des trois ecarts utilisables
n'est dans ce cas si l'on emploie le premier Systeme.

Application ä la determination du coefficient de securite reel en flexion

IJne premiere application lies imporlanle de nos resultats d'experiences
et de la theorie eiastoplastique par laquelle nous les avons interpreles, con-
siste ä determiner le coefficient de securile que fournissent les calculs effectues

suivant la methode classique.
Pour cette derniere nous prenons comme reference le nouveau regle-

ment francais du M. R. L© 1945 ('), avec le coefficient d'equivalence
m 15.

Cette methode est basee sur l'hypothese des deformations purement
elastiques. On prend comme taux de travail du beton comprime les 28/100
de la resistance sur cubes, mesuree ä 90 jours et comme taux de travail de
l'acier tendu les 60/100 de la limile elastique quand cette limile est egale
ou inferieure ä 24 kg/mm2. Quand eile a une valeur superieure on admel
une contrainte egale en kg/mm2 ä

Ra' 14,4 + 0,4 (nc> — 24)

avec certaines limilalions relatives au danger de fissuration.
A l'egard du beton, le coefficient de securite theorique esl donc

-=©rW= S'57

(M Regles fl'fftilisation tl 11 beton arme applicables nu\ travaux dt3pcndanl du Ministere de
la Reconstruction el de FUrbanismc el aux Iravaux prives. Institut technique du Bätiment et
des Travaux Publics, Paris.



RUPTURE DANS LES PIECES FLECHIES EN BETON ARME 681

A l'egard de l'acier, il varie de

24

14,4

60

1,667 pour nj 24 kg/mm1

2,083 pour nj 60 kg/mm2
28,8

Cela ne nous renseigne en aucune facon sur le coefficienl de securite
reel de l'ensemble, mais nos formules permettent de la calculer tres
simplement.

Pour un beton arme caraclerise par les valeurs

;i0 300 kg/cm2, nj 3 000 kg/cm2, tu' 1.09 %

on trouve
Tnfel z= * >•'" •

C'est un cas qui correspond ä de bons ouvrages normaux.
Pour un beton arme caraclerise par les valeurs

n0 500, nj 3 000, tu' 2,35 %

on trouve
«,« 2,01

D'autres exemples donnent des resultats analogues, et en resume on
peut admettre qu'en regle generale, le coefficient de securite offert par les
calculs classiques est voisin de 2 quand les contraintes maxima admissibles
du beton el de l'acier sont realisees.

Critique de la theorie classique et recherche d'une methode rationnelle

Dans la methode classique, des que le pourcentage d'acier tendu depasse
1 ou 2 % environ suivant les cas, des aciers comprimes deviennent
necessaires. Mais on ne peut songer ä elever indefiniment le moment resistant en
augmentant l'acier comprime, la depense deviendrait vite prohibilive et
l'on peut admettre comme limite pratique le moment resistant qui correspond

ä un pourcentage d'acier comprime egal au pourcentage d'acier tendu.
Aller au delä ne serait pas de bonne construction et nuirait au serrage
convenable du beton.

Dans ces conditions avec un beton arme tel que n0 300, nj 3 000,
(en kg/cm2') la limite maximum du pourcentage total d'acier utilisable sera
approximativement de

tu' 3 % en traction j ^ ß
nr — 3 % en compression

et le moment maximum admissible correspondra dans la theorie classique ä

Kadm 445 (en tonnes et m2)

avec un coefficient de securite voisin de 2.

D'apres notre theorie, on aurait avec le pourcenlage critique
m> 5,93 %

ro' ^93°'0 | Total: 5,93 %
tu 0 \
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et le moment de rupture serait K 1 239 d'oü avec <r 2

1239
Kadm

T) =619,5.

Cela montre qu'en mettant en traction les aciers prevus en compression
on augmenterait la resistance de la poutre d'une quantite superieure ä

619,5-445_=39%
445

ou, si l'on veut, pour un moment applique donne, on augmenterait de
39 % le coefficient de securite en placant en traction les aciers que la theorie
classique prevoit en compression. El ä securite egale, l'economie d'acier
possible est de 30 %.

Autre exemple :

Avec un beton arme presentant les memes caracteristiques. Si nous
mellons nr' 2 % en traction nous devons d'apres la theorie classique
metlre tu 1,51 % en compression et nous aurons Kadn, 294 avec une
securite voisine de 2. Tandis que si nous mettons tu' 3,51 % en traction
et tu 0 en compression, la Iheorie clastoplaslique montre que pour le
meme moment applique on a

9 2,95 au lieu de 2 •

soit une majoration de 47,5 % environ de la securite; el si nous mellons
I uj' 2,25 o/0 en traction
j m =0on compression

la theorie eiastoplastique montre qu'on aura le meme momenl admissible
avec <7=2, soit une economie de 36 % dans les armatures.

Des comparaisons analogues pourraienl facilement etre faites avec des
betons de caracteristiques quelconques, et en resume nous pouvons formuler
les conclusions generales suivantes.

Conclusions

1° Les calculs effectues par la methode classique appliquee aux pieces
reclangulaires fiediies donnent un coefficient de securile voisin de 2 quand
l'acier travaille au taux maximum admissible el le beton ä un taux egal
ou interieur au taux maximum admissible. Celle conclusion esl approxi-
malivcmcnl vraie en cas d existence d'aciers comprimes, tout au moins
lorsque leur importance ne depasse pas celle de l'acier lendu, condition
qu'il faut considerer comme une limite pratique imposee par des raisons
d'economie et de bonne construction.

2° Pour les faibles pourcentages d'acier tendu, jusqu'au pourcentage
critique classique (1,09 % dans notre exemple pour n0 300, nj 3 000)
toujours tres interieur au pourcentage critique reel (5,93 % dans nolre
exemple) rien d'csscnliel n'est change par I'application de la theorie elasto-
plastique.

3° La Iheorie classique necessitc l'emploi d'aeiers comprimes des qu'un
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certain pourcentage d'acier tendu, generalement faible, esl depasse. Au
contraire, la presente theorie montre l'inutilite des aciers comprimes
jusqu'ä un pourcentage d'acier tendu beaucoup plus important qui est fonction
de la resistance du beton et de la limite elastique de l'acier. Autrement dit
jusqu'au pourcentage critique reel d'acier tendu (5.93 % dans notre exemple)
aueun acier n'est necessaire en compression pour realiser un coefficient de
securite egal ä 2. Cette valeur du coefficient de securite est celle que nous
considerons comme normale el que nous prendrons pour base dans la
methode de calcul elastoplastique que nous proposons : il n'y a qu'une
chance sur 10 000 pour que la marge qu'elle laisse disponible soit absorbee,
si l'on admet dans les conditions de chantier un ecart quadratique moyen
egal ä 14 % par rapporl aux conditions de calcul. Celte chance tombe ä

1/100 000 si Lecart quadratique moyen est seulement de 12 %.
4° Non seulement, dans les limites indiquees, les aciers comprimes

sonl inuliles, mais ils seraient toujours mieux utilises en traction. Dans le
domaine des bauts pourcentages lotaux (3 ä 6 % dans notre exemple) on
majorerait le coefficient de securite (de 47,5 % ä 39 % dans nolre exemple)
rien qu'en placant en traction les aciers qu'on avait prevus en haut. Ln
regle generale, les aciers comprimes dans les poutres fiechies sont inde-
fendables.

5° Dans le domaine des hauts pourcentages d'acier une economic
imporlanle (de 36 ä 30 % dans nolre exemple; est possible sur l'acier
total, et cet acier doit etre place en traction.

6° En restant dans les limites du pourcentage critique reel pour l'acier
tendu (5,93 % dans notre exemple) on peut prevoir, quand c'est necessaire,
un moment admissible notablement superieur ä celui qui resulte de la
theorie classique avec egalite d'acier en traction et en compression,
(Kadn, 619,5 au lieu de 445 dans notre exemple, soit une majoration
possible de 39 %). L'emploi de ces hauts pourcentages n'est pas
economique, mais il peut rendre des Services dans le cas oü l'on se trouve en

presence de poutres fortement chargees dont la hauteur est limilee (acces
du Melropolilain, planchers de cinema, enlrepöts el magasins, passages
superieurs, etc.).

Voici un tableau tire de nos formules qui montre des limites possibles
avec un coefficient de securile egal ä 2. En pratique, une Iimitation, dont
nous n'avons pas fait etat, pourra intervenir du fait du risque de fissuration
ou deformalion excessive.

a) Pour u/i beton n„ 200 kg/cm2 (unites en t et m pour les

momenls) on peul appliquer :

M — 446 bh2 avec (3,82 °'0 d'acier ä limite elastique 20 kg/mnr
424 6/V » 4,11 o/o » » » 30 kg
402 bh2 » 2,82 % » » » 40 kg

b) Pour un beton n„ 400 kg/cm" on peul appliquer :

M 808 bh,2 avec 7,69 % d'acier ä limite elastique 30 kg/mm*
766 bh,2 » 5,26 % „ „ „ 40 kg
730 b/<Y » 3,88% » » » 50 kg
688 6/<v » 2,99 o/0 „ „ „ 60 kg
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La marge disponible esl considerable el, en principe, cnglobe tous

les cas de la pratique, ce qui montre qu'il ne sera pratiquemenl jamais
necessaire d employer des aciers comprimes.

Methode de calcul proposee pour les sections rectangulaires en flexion simplo

La methode de calcul que nous proposons en application de la Iheorie
eiastoplastique resulte des considerations qui precedent. Elle esl exlreme-
ment simple et peut se definir comme suit :

1° On ne considerera que le domaine dans lequel le pourcentage d'acier
tendu est inferieur au pourcentage critique reel (tu' © tu©). En effet, on a
vu ci-dessus que le champ d'application correspondant est suffisamment
etendu pour repondre pratiquement ä tous les besoins. D'aulre part, nos
formules montrent que le moment reduit u considere comme fonction de "Q,

c'est-ä-dire, ä un facteur pres, du pourcentage n'augmente plus que faible-
ment au delä de tu'cr, c'est-ä-dire que le rendement de l'acier tendu depassant
tu'cr, est negligeable, la rupture etant conditionnee par le beton. En
consequence, nous n'aurons pas ä faire usage des formules concernant le
domaine tu' © tu'cr. On considerera donc comme pourcentage limite des
aciers tendus le pourcentage critique correspondant aux donnees particu-
lieres qui caracterisent l'acier et le beton employes.

2° Pour un pourcentage tu' donne el, un coefficient de securite 9,
le moment admissible limite sera donne par la formule

r 11 sn
Ma(lm J- n0b/© — '— n„ö/i,!

* CT

avec

11
e

On prendra en general er 2. Le pourcentage d'acier satisfaisant ä
tu' © tu'cr on sait qu'aucun acier comprime n'est necessaire.

Une condition suppiementaire de non-fissuration et de rigidite süffisante

pourra inlervenir evenluellement en cas d'acier ä haute limite
d'elasticite.

3' Si le momenl de flexion applique M esl donne, les formules ci-dessus
donnent par inversion le pourcentage necessaire, lequel resulte d'une simple
equation du second degre dont on peut d'ailleurs eviler la resolution en
preparanl des tableaux numeriques ä l'avance ou des abaques dont la
construction ne presente aucune difficulte.

4° Bien que nous n'avons pas developpe ici le calcul des deformations
et celui des taux de travail effectifs des materiaux pour des efforts appliques
inferieurs ä la limite de rupture, la Iheorie eiastoplastique ci-dessus exposee
contient tous les elements d'un pareil calcul qui trouvera place dans un
Iravail ulterieur, en meme temps qu'une methode de calcul des fleches et
deformations.

De meme, nous n'avons pu entrer ici dans le detail des observations
que nous avons failes sur la progression des fissures au cours de l'essai de
flexion jusqu'ä rupture. Nous dirons seulement que nous n'avons pas
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observe de fissuration dangereuse sous une charge egale ä la moitie de la
charge de rupture, meme pcur des poutres armees d'aciers durs. L'appareil
employe permeltait d'observer les fissures ä partir d'une ouverture de 2
ä 3/100 de millimelre. Elles apparaissaienl en general sous le 1/3 de la
charge de rupture, ne depassaient pas dans les cas les plus defavorables
4 ä 5/100 sous 1/2 charge de rupture et n'atteignaient 10/100 que sous une
charge de l'ordre de 85 % de la charge de rupture.

Les nombreux et importants essais qui ont ete necessaires pour cette
etude el qui ont dure plus de 4 mois ont ete executes aux Laboratoires du
Bätiment et des Travaux publics, ä Paris, avec une compctence et un soin
tout ä fait remarquables par M. Chefdeville, ingenieur chef de la Section des
recherches, el ses collaborateurs, auxquels nous sommes heureux d'expri-
mer ici nos remerciements et nos amicales felicitations.

Remarque finale

La resistance sur cubes que nous avons appclee n„ et qui sert de base aux formules,
depend dans une large mesure des conditions d'essais. II importe donc de preciser que
nous avons utilise ici des cubes de 14,1 cm de cöte pour ties betons ä agregals de 10 mm
de grosseur maximum, quo ces cubes onl cie prepares dans des moules metalliques
rigides, serres par vibralion de surface, essayes sur une presse Amsler avec interposi-
lion de earton el comprimes parallelemenl aux 1 ils de coulage, sous une vitesse de
chargemenl de l'ordre de 20 kg/cm2/seconde.

Une nouvelle methode d'ecrasement, plus perfect ionnee, mise recemment au point
par nos Laboratoires, remplace actuellement le earton par un dressagc precis des faces
avec un morlier special (soufre -4- argile -4- noir de fumee) et obtient des resultats plus
eleves d'environ 20 % avec l'avanlage d'une dispersion bien moindre. Si n, esl la
resistance ainsi mesuree, nos formules s'applinuent sous reserve de prendre n. On,.
0 ötant un coefficient de correction dont les statistiques en cours nous donneronl bientot
la valeur exaete.

Resume

Les auteurs onl etudie experimentalement la rupture dans les pieces
fiediies en beton arme. Leurs essais ont porte sur 82 poutres ä section
rectangulaire et ont ete conduits avec un soin extreme, qui n'avait sans
doule pas encore ete apporte jusqu'ici dans ce genre d'experiences. Ils ont
pu en lirer la conclusion nette que la Iheorie classique sous-eslime
considerablement la resistance du beton comprime dans le domaine des forts
pourcentages d'acier tendu et que l'emploi d'aciers comprimes n'est
pratiquement jamais justifie. Ils proposent une theorie eiastoplastique de calcul
des piöces flechies, ä coefficient de securile constant dont ils montrent le
bon aecord avec leurs experiences et qui conduit ä des economies tres
importantes pour les pieces fortement. armees.

Zusammenfassung

Die Verfasser haben experimentell den Bruch von auf Biegung
beanspruchten Eisenbetonelementen untersucht. Ihre Versuche bezogen sich
auf 82 Rechleckbalken und wurden mit einer Sorgfalt durchgeführt, wie sie
bis heute bei dieser Art von Experimenten zweifellos noch nie angewandt
worden ist. Die Verfasser haben den eindeutigen Schluss ziehen können,
dass die klassische Theorie die Druckfestigkeit des Betons im Bereich der
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starken Armierungsgehalte beträchtlich unterschätzt und dass die Anordnung

einer Druckarmierung praktisch nie gerechtfertigt ist. Sie schlagen
für Biegungsbeanspruchung eine elasto-plastische Bcrccbnungsweise mil.
konstanlem Sicherheitskoeffizienten vor und zeigen, dass sie mil ihren
Versuchen übereinstimmt und zu wichtigen Einsparungen bei stark
armierten Balken führt.

Summary

The authors carried out an experimenlal study of failure in reinforced
concrele parts under bending. Their tests included 82 beams of rectangular
seclion and were carried out with the grealest care, such as had no doubl
not been the case hilherlo in this kind of experiments. They were able
to reach the decisive conclusion lhat the classical theory considerably imder-
eslimales the resistance of compressed concrele in Ihe realm of high percentages

of slressed sleel and thal the use of compressed sleel is practically never
justified.

They propound an elasloplastic Iheory for calculating concrele unils
under bending, with a conslanl safely factor. That Iheory which proved to
agree wilh Ihe experiments carried oul by the authors leads lo a very
important economy in strongly reinforced parts.
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