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Ic2

Contribution a l'étude du voilement des tdles raidies
Beitrag zum Studium des Ausbeulens ausgesteifter Bleche

A contribution to the study of buckling stiffened plates

CH. DUBAS

Ingénieur, Bulle

I. Le voilement

Dans le probléeme du voilement, il faut tenir comple des charges lrans-
versales qui proviennent des déformations possibles de la tdle sollicitée
dans son plan par des efforts de bout. Nous pouvons admettre ces charges
transversales, fonction des fleches que nous appellerons w,. Elles agissent
alors comme des charges ordinaires d’une plaque el produisent en consé-
quence des fleches ue nous désignerons par w..

Au moment ol w, = w,, la tdle fléchit par suite des efforts de boul.
Si I’on multiplie a cet instant les charges transversales admisés par un
facteur quelconque d’affinité, on {rouve des fléches w, et w, mulliplides
par ce méme facteur d’affinilé, la condition w, = 1w, restant toujours
exacte. Puisque la fleche posséde a la fois plusieurs valeurs, elle est indé-
terminée et 1'équilibre est instable : la tdle se voile. La charge de bout
correspondant a w, = w, est donc la charge crilique, exprimée générale-
ment au moyen du facteur de voilement k.

La méthode exposée est la méthode bien connue d’Engesser-Vianello,
utilisée couramment pour le calcul des barres au flambement. Dans ce
dernier cas, il est vrai, on ne tient pas compte de charges Iransversales,
mais directement de moments fléchissants.

II. La plaque fléchie

1. CAS GENERAL

Les charges transversales une fois admises, nous avons A calculer
les fleches qui en découlent. G’est le probléme de la plaque fléchie. L’exac-
titude dont nous avions besoin aurait exigé des calculs trop longs en utili-
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sant les méthodes classiques (séries de Fourier ou aulres, différences selon
Marcus, ...). Ci-aprés la méthode emplovée :

Considérons la relation bien connue entre les charges transversales
et les fleches d’une plaque :
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ouD = 12(T-;?“)—est la rigidité de la plaque & la flexion, par unité de

largeur. Cette équation différentielle (1) correspond & celle de la flexion
des poutres :
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qui provient elle-méme de la combinaison des équations fondamentales :
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Remplagons la plaque par une série de poutres longitudinales (paral-
leles & I'axe des z) el de poutres transversales (paralleles a l'axe des y).

Alors, d’aprés (), le terme % n’est rien d’autre que la charge IDJ
des poutres longitudinales et Z —, 1 arg I) ales,

a la condition que les fléches de la plaque coincident parfaitement avec
celles des poutres de remplacement :

l w,=w| (5) et i w, = w : (6)

J'w . )

Quant au terme Frea il représente une charge p,, des poulres
longitudinales telle que les moments M, produits soient égaux aux
moments M, des poutres transversales chargées avec les p, :

| -
| M., =M, | (7)

0*M,, 9*M,
En effet, selon (3), nous avons : a:r‘;, = — Py -——v—a;;i et comme

o0*w i

oy?

M, .. Pay
=" d’aprés (4), alors D = 75y
En chargeant les poutres transversales avec des charges p,., on trou-
Pzy __ o'w P,

D odz%y* " D

ki

en tenant compte de (6).

verait de méme : , a la condition que :

I M,, =M,

(8)
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; " d*w o'w ¢'w
Si nous introduisons les valeurs de ] , - dans
ar’ Iy

I’équation différentielle (1), nous trouvons:

'pet2p.,+p.=p (9

Nous avons donc maintenant remplacé la plaque par un systéme de
poutres entre-croisées. Pour le résoudre, nous ne disposons que d’une
seule condition d’équilibre (9), de sorle que le probléme est doublement
hyperstatique. Mais nous disposons aussi de quatre conditions exprimant
les déformations muluelles des poutres de remplacement. En réalité (5)
et (6) ne forment qu’une seule condition : w, = w,, de méme que (7) et
(8), puisque p,, = p,.. Nous pouvons donc écrire en chaque point de
croisement des poulres longitudinales et transversales trois équations pour
les trois inconnues p,, p.,, Py

Nous choisissons pour commencer le réseau des poutres de rempla-
cement et nous appliquons aux poutres de bord ce que nous venons de
dire. On en déduit alors les valeurs correspondantes de p., p,, et p,. Par
exemple, si la plaque est appuyée sur son pourtour, les poutres de bord
ne supportent aucune charge.

Les p:, Pz, p, doivent maintenant étre délerminés en tous les points
de croisement non situés sur le pourtour de la plaque. Nous pouvons irés
bien faire agir I’'un aprés 'autre les p, aux différents points. Pour chacun
d’eux, nous calculerons les w, correspondants des poutres longitudinales.
Nous connaissons par conséquent les w, des poutres transversales, puisque
w, = w,. Nous écrivons alors que les p, inconnus produisent les w,
trouvés, ce qui nous donne une série d’équations. En les résolvant nous
obtenons les valeurs des p,. On procéde de méme avec les moments
M.=M,, et I'on trouve les p,,. Nous connaissons donc & cet instanl les
Px» 2 D=y, Py en lous les points et par conséquent leur somme p. En super-
posant l'influence des p, inconnus aux divers points et en inlroduisant les
valeurs connues des charges réelles de la plaque p, on obtient une série
d’équations, qui une fois résolues, donnent les p, aux divers points. De 1a
on calcule aisément les fléeches w, = w, qui seules nous intéressenl dans
les calculs au voilement. Le méme raisonnement peut se faire, bien
entendu, en partant des p,, des p,,, des M, des M, ou méme directement
des w.

2. CAS PARTICULIER DE LA PLAQUE APPUYEE SEULEMENT SUR SON POURTOUR
ET FLECHIE PAR DES CHARGES REPARTIES SINUSOIDALEMENT DANS LE SENS
LONGITUDINAL

Dans ce cas les p,, M, et w, de loutes les poulres transversales sont des
sinusoides parallélement & 1’axe des x. Nous n’avons donc plus que la poulre
transversale médiane a considérer (sommet des sinusoides). Puisque
w,=w,, les p, sont é¢galement des sinusoides, qui valent, selon (2),

ot 7:2 .
Wy De méme les p,, valent — M, , d'aprés (3). La relation (9)

nous donne alors :

—
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1 —_2
JL%+2ﬁdu+m (10)
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ou w, et M, sont les moments et les fleches de la poutre transversale
médiane dus a p,. De 14, le calcul se poursuit comme dans le cas général
en superposant l'influence des divers p, inconnus.

3. OBSERVATIONS

Dans les applicalions numériques, on exécutera lous les calculs des
poulres de remplacemenl pour des charges, des moments ou des fléches
unitaires. Ceci fait, le calcul des p d’une plaque rectangulaire de dimen-
sions quelconques est extrémement rapide : il suffit d'une simple super-
position. Il ne reste plus alors qu’a résoudre un systtme d'équalions
contenan! autant d’inconnues (ue de points de croisement, comme avec le
procédé de Marcus, bien moins précis el par conséquent bien moins avan-
tageux. Nous avons de plus exécuté lous les calculs sous forme de tables,
en utilisanl les charges nodales

- X
I\m:'_l_g— (l)ul- 1 '_I_ 10 P + I))al+|) )

ce qui nous a permis en plus de ramener les charges concentrées de la
plaque & des charges réparlies équivalentes p.

Outre le calcul des plaques, de nombreuses applicalions de la méthode
exposée sonl possibles, notamment pour le calcul des tranches minces, des
voiles et des barrages arqués. On remarquera d’ailleurs que la seule diffé-
rence d’avec le calcul élémentaire des plaques et des barrages arqués par
bandes entre-croisées provient de ce que nous avons tenu compte du lerme
de torsion.

III. Les charges transversales dues a la flexion latérale d'une ame de
poutre pleine raidie longitudinalement. Le coefficient de voilement k

La charge transversale due & la flexion latérale d’une tdle d’épaisseur
h soumise a des conlirainles o, seulement vaut :

0w,
]),_Jj-ll—agg—[ (L)

L’effort di au raidisseur de seclion F,, de moment d’inertie J, el de
largeur ¢ au droit de la téle a pour expression :

Y 2
e a (12)
Z

s .:—‘\‘_j _— [ | R —
C (I)rl- + I)r'.\) L » ax,l +— Atrr a

On voil que si w, est une sinusoide parallelemen! au raidisseur, les
charges p,, p,r el p,x sont égalemen! des sinusoides. Il en esl de méme,
comme nous l'avons vu, des fleches w, dues & ces charges. La condition de
voilement w, = w, énoncée tout au début esl par conséquent salisfaite :

les fleches w, = w, sonl bien des sinusoides parallelementl au raidisseur.
Introduisons les abrévialions usuelles
Ealy: < g , . %D
’\'/ — e/ D = I N.c — wam:n, N_n . kN,: ~

Db’ b’ b?

ou b est la hauteur de la tole, et remarquons que ¢ (p,y -+ p,x) esl une
charge concenlrée dans un sens. 11 suffit de considérer désormais le sommel
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des sinusoides w,. sin (T z, (ou a est la longueur de la (6le), ¢'est-a-dire la

médiane  perpendiculaire au raidisseur. Les déquations (11) et (12)
deviennent alors :
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Deés que les w, sont choisis, on peut trouver trés rapidement les fleches
Wiy K, Wip, Wik dues aux p,, P.p, P, en utilisant les tables dressées
lors du calcul de la plaque fléchie de mémes dimensions que la téle. La
fleche totale w, = w, vaut alors, au moment du voilement :

Wo = (Wy, + W) K + Wi
d’ou :

% Wy — W, . (15)
<, T |

expression dans laquelle k doit étre constant, quel que soit le point consi-
déré. Si ce n’est pas le cas, il faut recommencer le calcul avec de nouveaux
w, améliorés : c’est le principe de la méthode d’Engesser-Vianello, dont
nous avons déja parlé. On traitera pour débuter le cas § = 0. Pour un §
non nul, on peut montrer que les w, et le k ne changent pas, si le vy
augmente suffisamment. On trouve aisément la valeur de ce y en mainte-
nant constante ’expression (14). Ceci fait, le y correspondant & un § quel-
conque s’obtient de fagon rigoureuse au moyen d’une simple interpolation

ole

linéaire.
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IV. Résultats et conclusions

On montre que le coefficient de voilement k atteint son maximum
lorsque le raidisseur se lrouve entre deux séries librement formées de
cloques superposées (w = 0) et qu’il possede la rigidité ad hoc, dite éco-
nomique, rationnelle ou minimum. A ce moment, le voilement se produit
indifféremment avec une seule série de cloques juxtaposées ou deux séries
de cloques superposées. Pour les panneaux sans effort tranchant appré-
ciable d’'une poutre fléchie, les calculs exécutés donnent, pratiquement
dans tous les cas, le cinquiéme supéricur de ’dme et non le quart, supposé
généralement, sans justification.

L’augmentation du k, el par conséquent des tensions critiques

=D =1 h\2
i Bops =i 12 (1 — %) (‘b“)

est considérable si ’on déplace du quart au cinquiéme supérieur le raidis-
seur dit parfaitement rigide, c’est-d-dire possédant la rigidité économique
ou rationnelle. En comparant nos résultats et ceux de Stiffel (Biegungsbeu-
lung wversteifter Rechteckplatten, Der Bauingenteur, 5. Okt. 1941), qui
paraissent les plus exacts, cette augmentation atteinl 37 9. Les courbes
nécessaires au constructeur, données ci-contre (avec parties pointillées
approximatives) ont d’ailleurs la méme allure que si le raidisseur se

x ;
307 S k=129 \ i
(Ye) N
R
\ f o }._
| . Z-3%
107 N ke 757N ! é
‘ i
SRS VAR e
. ’ P Fig. 5
3 g b
b
so}
40 ¢
3071
20t
10+
Fig. 6




136 Ic2. cH. puBas

tlrouve au quart supérieur de I'ame (cf. Ch. Massonnel, La stabilité de
I’dme des poulres munies de raidisseurs horizontauz el sollicitées par
flexion pure, Mémoires A. I. P. C., 1940-1941). Nous ne donnons que
les courbes correspondanl 34 ¢ = 0 el 4 ¢ = 0,1 puisque nous pouvons inler-
poler linéairement ou méme extrapoler. Des contrdles nombreux ont en
outre été faits par la méthode énergélique.

Remarquons pour terminer que la rigidité minimum de deaxiéme
espéce distinguée par cerlains auleurs (voir les deux articles du Stahlbau,
8. Sept. 1944 : A. Kromm, Zur Frage der Mindeststeifigkeiten von Platten-
aussteifungen; E. Chwalla, Ueber die Bzeqebeulung der lingsversteiften
Platte und das Problem der Mmdes{stelfzgkelt) n'est rien d'autre que la
rigidité minimum pour former deux séries de cloques superposées, lorsque
le raidisseur ne se trouve pas a I'endroit le plus favorable.

Résumé

L’emploi de la méthode Engesser-Vianello pour résoudre le probléeme
du voilement est possible par elle-méme. Il faul au préalable déterminer les
fleches de la 10le sollicitée transversalement, ce qui peul se faire facilemenlt
a l’aide d’une méthode améliorée par bandes entrecroisées, en tenant
comple de la torsion.

L’épaisseur des toles d'une poulre & dme pleine sollicitée par flexion
pure est minimum, lorsque le raidisseur se lrouve au cinquiéme supérieur
et posséde la rigidité suffisante. Dans ce cas, le coefficient de voilement
alteint la valeur de 129.

Zusammenfassung

Die Anwendung des Verfahrens von Engesser-Vianello zur Losung der
Beulprobleme isl olme weileres moglich, erforderl aber zuerst die Besllm-
mung der Durchbiegungen der als quelhel'mtete Platten beanspruchten
Bleche, was am besten mit Hilfe einer verbesserten, genauen Sireifen-
melhode mit Beriicksichligung der Torsion erfolgt.

Die Blechdicke eines auf reine Biegung beanspruchlen vollwandigen
Triagers wird dann am kleinsten, wenn dle Steife im oberen Fiinftel liegt
und die nolwendige Steifigkeil Desitzl. Die Beulzahl erreichl in diesem
Falle den Wert 199

Summary

The use of the Engesser-Vianello process for solving the problem of
buckling is actually possible, but it is necessary te have a prior knowledge
of the deflection of the siressed plales used as transversally loaded slabs,
which is best done with the help of an improved and precise sirip method,
taking torsion inlo account.

The thickness of plates of a plate girder siressed by bending alone
is smallest if the strip lies in the upper fifth and has the requisite stiff-
ness. In this case the buckling faclor reaches the value of 129.
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