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Ic2

Contribution ä l'etude du voilement des töles laidies

Beitrag zum Studium des Ausbeulens ausgesteifter Bleche

A contribution to the study of buckling stiffened plates

CH. DUBAS
Ingenieur, Bulle

I. Le voilement

Dans le probleme du voilement, il faut tenir compte des charges
transversales qui proviennent des deformations possibles de la töle sollicitee
dans son plan par des efforls de bout. Nous pouvons admettre ces charges
transversales, fonction des fleches que nous appellerons io0. Elles agissent
alors comme des charges ordinaires d'une plaque et produisent en conse-
quence des fleches que nous designerons par 101.

Au moment oü iv0 Wi, la töle flechit par suite des efforts de bout.
Si l'on multiplie ä cet instant les charges transversales admises par un
facteur quelconque d'affinile, on Irouve des fleches wa et toi multipliees
par ce meme facteur d'affinile, la condition to„ tt>i restant toujours
exaete. Puisque la fleche possede a la fois plusieurs valeurs, eile est inde-
terminee et l'equilibre est inslable : la töle se voile. La charge de boul
correspondant ä w<> tu, est donc la charge critique, exprimee generale-
ment au moyen du facteur de voilement k.

La methode exposee est la methode bien connue d'Engesser-Vianello,
utilisee couramment pour le calcul des barres au flambement. Dans ce
dernier cas, il est vrai, on ne tient pas compte de charges Iransversales,
mais directement de moments flcchissants.

II. La plaque flechie

1. Cas GENERAL

Les charges transversales une fois admises, nous avons ä calculer
les fleches qui en decoulent. C'est le probleme de la plaque flechie. L'exac-
lilude dont nous avions besoin aurait exige des calculs Irop longs en utili-
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sant les methodes classiques (series de Fourier ou aulres, differences selon
Marcus, Ci-apres la methode employec :

Considerons la relation bien connue entre les charges transversales
et les fleches d'une plaque :

d4w dlw
~dxT~T~ dx'dy*

ö'w P_
1) (I)

E/ia
esl la rigidite de la plaque ä la flexion, par unite de0ÜD= 12(1--/)

largeur. Cette equation differentielle (1) correspond ä celle de la flexion
des poutres :

d'w
~äxr

JL..
EJ

(2)

qui provient elle-meme de la combinaison des equations fondamentales

(-1)
d2M

dx2 - P (3) et
d2iv

dx2

M
EcX

Remplacons la plaque par une serie de poutres longitudinales (paralleles

ä Faxe des x) et de poutres transversales (paralleles ä Faxe des y).
Alors, d'apres (2), le terme -5-7- n'est rien d'autre que la charge -~
des poutres longitudinales et „ la charge -~ des poutres transversales,

ä la condition que les fleches de la plaque coincident parfaitement avec
celles des poutres de remplacement :

w,. w (5) el w„ w (6)

_ o'w
Quant au terme --, ^ 2 il represente une charge pxu des poutres

longitudinales teile que les moments M^ produits soient egaux aux
moments M„ des poutres transversales chargees avec les p„ :

M, M„ (")

En effet, selon (3), nous avons :

a2M,.„
•= — Pc

S2MV

dx2
et commedx'

r, ,'' =rr d'apres (4), alors -—¦ =---*--? e" tenant compte de (G).
dy' D D dx dy'

En chargeant les poutres transversales avec des charges p„x, on trou-

verait de meme
Px d'w
D dx2dy2 D

ä la condition que

M„ Mt («)
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d4w d'w B'w
Si nous introduisons les valeurs de -, - ,~ 5 -^—r dans

öx. Ox-oy dy
Fequation differentielle (1), nous trouvons :

' P* + 2 V.-.v + IK I> (9)

Nous avons donc maintenant remplace la plaque par un Systeme de

poutres entre-croisees. Pour le resoudre, nous ne disposons que d'une
seule condition d'equilibre (9), de sorle que le probleme est doublement
hyperstatique. Mais nous disposons aussi de quatre conditions exprimant
les deformations mutuelles des poutres de remplacement. En realit£ (5)
et (6) ne forment qu'une seule condition : wx wy, de meme que (7) et
(8), puisque pxy pyx. Nous pouvons donc ecrire en chaque point de
croisement des poutres longitudinales et transversales trois equations pour
les trois inconnues px, pxu, pv-

Nous choisissons pour commencer le reseau des poutres de remplacement

et nous appliquons aux poutres de bord ce que nous venons de
dire. On en deduit alors les valeurs correspondantes de px, px„ et p„. Par
exemple, si la plaque est appuyee sur son pourtour, les poutres de bord
ne supportent aucune charge.

Les px, p^, pv doivent maintenant etre delermines en tous les points
de croisement non situes sur le pourtour de la plaque. Nous pouvons tres
bien faire agir Fun apres l'autre les px aux differents points. Pour chacun
d'eux, nous calculerons les wT correspondanls des poutres longitudinales.
Nous connaissons par consequent les ivy des poutres transversales, puisque
tüx c== wv. Nous £crivons alors que les p„ inconnus produisent les wv
trouv£s, ce qui nous donne une serie d'equations. En les resolvant nous
obtenons les valeurs des p„. On procede de meme avec les moments
MI=M„J. et Fon trouve les pTu. Nous connaissons donc a cet instant les
px, 2pxv, py en lous les points et par cons6quent leur sommc p. En super-
posant Finfluence des px inconnus aux divers points et en inlroduisant les
valeurs connues des charges reelles de la plaque p, on obtient une s6rie
d'equations, qui une fois resolues, donnent les px aux divers points. De la
on calcule aisement les fleches wx w, qui seules nous interessenl dans
les calculs au voilement. Le meme raisonnement peut se faire, bien
entendu, en partant des p„, des pr„, des Mx, des M„ ou meme directement
des w.

2. Cas particulier de la plaque appuyee seulement sin son pourtour
ET FLECHIE PAR DES CHARGES REPARTIES SI.M SOIDALEMENT DANS LE SIvNS

LONGITUDINAL

Dans ce cas les py, Mv et wu de loutes les poutres transversales sont des
sinusoi'des parallelemenl ä Faxe des x. Nous n'avons donc plus que la poulre
transversale mediane ä considerer (sommet des sinusoi'des). Puisque
wx=wv, les px sont egalement des sinusoi'des, qui valenl selon (2),

—Twy De meme les pa1/ valent —j- M„ d'apres (3). La relation (9)

nous donne alors :

_s
D-wy + 2-^My +pv (10)
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oü ivy et M„ sont les moments et les fleches de la poutre transversale
mediane dus ä p„. De lä, le calcul se poursuit comme dans le cas general
en superposant Finfluence des divers p„ inconnus.

3. Observations
Dans les applications numeriques, on executera tous les calculs des

poulres de remplacemenl pour des charges, des moments ou des fleches
unilaires. Ceci fait, le calcul des p d'une plaque rectangulaire de dimensions

quelconques est extremement rapide : il suffil d'une simple super-
position. II ne resle plus alors qu'ä rcsoudre un Systeme d'cquations
contenant autant d'inconnues que de points de croisement, comme avec le
procede de Marcus, bien moins precis el par consequent bien moins avan-
lageux. Nous avons de plus execute lous les calculs sous forme de tables,
en ulilisanl les charges nodales

A*
(/>„. i+ I0pw + pm+1)12

ce qui nous a permis en plus de ramoner les charges concentrees de la
plaque ä des charges reparlies equivalenles p.

Oulre le calcul des plaques, de nombreuses applicalions de la methode
exposee sont possibles, nolammenl pour le calcul des Iranches minces, des
voiles et des barrages arques. On remarcpiera d'ailleurs que la seule
difference d'avec le calcul clementaire des plaques et des barrages arques par
bandes enlre-croisees provient de ce que nous avons tenu comple du lerme
de torsion.

III. Les charges transversales dues ä la flexion laterale d'une äme de
poutre pleine raidie longitudinalement. Le coefficient de voilement k

La charge transversale due ä la flexion laterale d'une töle d'epaisseur
h soumisc ä des conlraintes c,. seulement vaut :

d2w0
pt *x-h-d-r (II)

L'effort du au raidisseur de seclion F,., de momenl d'inertie J, et de
largeur c au droit de la töle a pour expression :

-/„ _i_n x— V1 d'w« i - p ^oC \PrV "T Pr») &*> r 5 "f- ?.,A' ,¦ —^~.~ (12)

On voit que si w« esl une sinusoi'de parallelemenl au raidisseur, les
charges p,, p,F et p,N sonl egalemenl des sinusoi'des. II cn esl de meine,
comme nous l'avons vu, des fleches iü, dues ä ces charges. La condition de
voilement to0 w, enoncee tout au dehnt esl par consequent salisfaite :

les fleches iv« w, sonl bien des sinusoi'des parallelemenl au raidisseur.
Inlroduisons les abrevialions usuelles

F T F — 2n
° T7-> N, coN,'"ax, X, fcX, k -'

' Y)b ' bh ' * " ' •" ' _ b2

oü 6 esl la hauteur de la löle, et remarquons que c (p,.P -\- p,.N) esl une
charge concenlree dans un sens. 11 suffil de considerer desormais le sommet
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Des que les io0 sont choisis, on peut trouver tres rapidement les fleches
w,kt.k, WirF, tuifcru./c dues aux pt, PrF, PrN, en utilisanl les tables dressees
lors du calcul de la plaque flechie de mßmes dimensions que la töle. La
fleche totale to, w0 vaut alors, au moment du voilement :

IV o (Wikt -4- wu.r>-) k -f i«IrF
ou

-r u'i,
(15)

expression dans laquelle fe doit etre constant, quel que soit le point consi-
dere. Si ce n'est pas le cas, il faut recommencer le calcul avec de nouveaux
ttio ameliores : c'est le principe de la methode d'Engesser-Vianello, dont
nous avons dejä parle. Ön traitera pour debuter le cas 8 0. Pour un o

non nul, on peut montrer que les w0 et le k ne changent pas, si le y
augmente suffisamment. On trouve aisement la valeur de ce y en maintenant

constante Fexpression (14). Ceci fait, le y correspondant ä un 5 quel-
conque s'obtient de facon rigoureuse au moyen d'une simple interpolation
lineaire.
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IV. Resultats et conclusions

135

On montre que le coefficient de voilement k atteint son maximum
lorsque le raidisseur se Irouve entre deux series librement formees de
cloques superposees (w 0) et qu'il possede la rigidite ad hoc, dite eco-
nomique, rationnelle ou minimum. A ce moment, le voilement se produit
indifferemment avec une seule serie de cloques juxtaposees ou deux series
de cloques superposees. Pour les panneaux sans effort tranchant appre-
ciable d'une poutre flechie, les calculs exöcutes donnent, pratiquement
dans tous les cas, le cinquieme superieur de l'äme et non le quart, suppose
generalement, sans justification.

L'augmentation du k, el par consequent des tensions critiques

„ - le ^ k *'E lh
or b2h 12(1 — v'2) \ 6

est considerable si Fon deplace du quart au cinquieme superieur le raidisseur

dit parfaiiement rigide, c'est-ä-dire possedant la rigidite economique
ou rationnelle. En comparant nos resultats et ceux de Stiffel (Biegungsbeu-
lung versteifter Rechteckplatten, Der Bauingenieur, 5. Okt. 1941), qui
paraissent les plus exacts, cette augmentation atteint 37 %. Les courbes
necessaires au constructeur, donnees ci-contre (avec parties poinüllees
approximatives) ont d'ailleurs la meme allure que si le raidisseur se

Fig. 5.
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trouve au quarl superieur de l'äme (cf. Ch. Massonnet, La stabilite de
l'äme des poutres munies de raidisseurs horizontaux et sollicitees par
flexion pure, Memoires A. I. P. C, 1940-1941"). Nous ne donnons que
les courbes correspondanl äo 0etäo^ 0,1 puisque nous pouvons inler-
poler lineairement ou meme extrapoler. Des contröles nombreux ont en
outre ete faits par la methode energelique.

Remarquons pour lerminer que la rigidite minimum de deuxieme
espece dislinguee par certains auteurs (,voir les deux articles du Stahlbau,
8. Sept. 1944 : A. Kromm, Zur Frage der Mindeststeifigkeiten von
Plattenaussteifungen; E. Chwalla, Ueber die Biegebculung der längsversleiften
Platte und das Problem der MindestSteifigkeit) n'est rien d'aulre que la
rigidite minimum pour former deux series de cloques superposees, lorsque
le raidisseur ne se trouve pas ä Fendroit le plus favorable.

Resume

L'emploi de la methode Engesser-Vianello pour resoudre le probleme
du voilement est possible par elle-meme. II faul au prealable delerminer les
fleches de la töle sollicitee transversalement, ce qui peut se faire facilement
ä l'aide d'une methode amelioree par bandes entrecroisees, en tenanl
comple de la torsion.

L'epaisseur des töles d'une poutre ä äme pleine sollicitee par flexion
pure est minimum, lorsque le raidisseur se trouve au cinquieme superieur
el possede la rigidite süffisante. Dans ce cas, le coefficient de voilement
atteint la valeur de 129.

Zusammenfassung

Die Anwendung des Verfahrens von Engesser-Vianello zur Lösung der
Beulprobleme isl ohne weileres möglich, erfordert aber zuerst die Bestimmung

der Durchbiegungen der als querbelastete Platten beanspruchten
Bleche, was am besten mit Hilfe einer verbesserten, genauen Slreifen-
melhode mil Berücksichligung der Torsion erfolgt.

Die Blechdicke eines auf reine Biegung beanspruchten vollwandigen
Trägers wird dann am kleinsten, wenn die Steife im oberen Fünftel liegt
und die notwendige Steifigkeit besitzt. Die Beulzahl erreicht in diesem
Falle den Werl 129.

Summary

The use of the Engesser-Vianello process for solving the problem of
buckling is actually possible, but il is necessary te have a prior knowledge
of the deflection of the stressed plates used as transversally loaded slabs,
which is best done wilh the help of an improved and precise strip melhod,
taking torsion into aecount.

The thickness of plales of a plate girder slressed by bending alone
is smallest if the strip lies in the upper fifth and has the requisite stiff-
ness. In this case the buckling faclor reaches the value of 129.
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