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Icl

Théorie et essais de voilement de tdles sollicitées
par des tensions longitudinales a distribution égale

Theorie und Versuche iiber das plastische Ausbeulen von
Rechteckplatten unter gleichmissig verteiltem Langsdruck

Theorie and tests concerning buckling of plates
stressed by equally distributed longitudinal stresses

P. P. BIILAARD C. F. KOLLBRUNNER F. STUSSI
Delft Dottingen Zirich

Theoretische Grundlagen

Wir legen unserer Theorie des plastischen Ausbeulens die Theorie
der ortlichen plastischen Verformungen von P. P. Bijlaard (') zu Grunde;
damit lassen sich fiir eine lingsgedriickte Platte (Abb. 1) mit s, > o, die
Forminderungsgleichungen
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anschreiben. Dabei bedeutet N die Platlensteifigkeit im elastischen Bereich,
_ Egy  E-1L.K

1—v 12(1— %)
wiihrend die Abminderungszahlen A,, B, = C,, D, und F, die Abnahme der

Steifigkeil gegeniiber den verschiedenen hier auftretenden Beanspruchungs-
arten nach Ueberschreiten der Proportionalililsgrenze kennzeichnen. Sie

N

(1) P. P. Buraarn, Theory of local plastic deformations (Abh. 1. V. B. H., Band 6).
P. Buraarp, Theory of the plastic stability of thin plates (Abh. I. V. B. II., Band 6).
P. Buraarn, Some contributions to the theory of elaslic and plastic stability '(Abh.

1. V. B. H., Band 8).

P.
P.
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sind hier, im Interesse einer einheitlichen Darstellung des elastischen und
des plastischen Beulbereiches und in Abweichung gegeniiber der urspriing-
lichen Darstellung durch die Zahlen A, B=C, D und F (') auf die Plat-
tensteifigkeit N und nicht auf EJ bezogen; gegeniiber der urspriinglichen
Darstellung erscheinen diese reduzierten Abminderungswerte somit hier
mit (1 —v*) mullipliziert, also

(A, B, C, D, F,) = (1—+) (A, B, C, D, F) .

Im elastischen Bereich nehmen die reduzierten Abminderungszahlen die
Werte

A, =D, =1,
B,=C,=v,
2F, =1—v

an. -

Wir beschrinken uns hier, mit Riicksicht auf die heute vorliegenden
Versuchsergebnisse, auf das Ausbeulen unter gleichmissig verteiltem Langs-
druck o,. Setzen wir fiir diesen Fall die F01mandelunﬂrwlelchungen (1)
in die Gleichgewichtsbedingung eines Plattenelementes,

M, *M,, *M, *w )
oz® ax oy ;T dy* :"”'h'a—z'_ ’ (2)

ein, so erhalten wir die Beulgleichung fiir den plastischen Bereich (fiir
g, === Konst., ¢,=0, v,==0)

8“ _'w 8“w o,-h  Otw

Die Losung dieser Beulgleichung ist von der Lagerungsart der Lings.
rinder abhingig.

a. GELENKIG GELAGERTE LANGSRANDER.

Bei beidseitig frei drehbaren oder gelenkig gelagerlen Lingsrindern
laulet der Losun”sqnswtz der Beulgleichung

o " . nN=«
. sin y
b

W = wW,-sin

und wir erhalten die kleinste krilische Spannung mit n =1 zu

N m.; a’=?
i A+b22(B+2F)+b‘ -D,

Gxyp — T

oder mit der Abkiirzung

zu

(4)

MWJAV+2Q%4Fy+WI“V

h-bt
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Im elastischen Bereich wird mil der Schreibweise
N

hbf_k“

5-kr = k
der Klammerausdruck zur Beulzahl F,
l._ﬁurzuo-}-ﬁ?, (5a)

fiir den plastischen Bereich haben wir somit eine abgeminderte Beulzahl k,

e— A8 £2(B 42T + 22, 5 b)
~ .

erhalten.
Fiir die Konstruktionspraxis isl besonders der Kleinstwert von k von
Interesse; wir erhalten diesen Kleinstwert k., fiir

D,
% 0,

2A,p— 2

zu

Kma=2}A,-D, + 2 (B,-- 2 F,) (3 ¢)

Eine iibersichtliche und fiir die Konstruktionspraxis bequeme Darslel-
lung des plastischen Ausbeulens erhalten wir, in Analogie zur Knickspan-
nungslm]e des zentrisch gedriicklen Stabes, durch die Beulspannungshmc
die im elastischen Bereich durch die Benehung

= E
)\2

Orr —

gegeben ist. Aus der Gleichsetzung

=2.E =:.N
X2 _k“hbﬁ

finden wir die ideelle Schlankheit der Platie zu

)

Es liegt nun nahe, auch fiir das plastische Ausbeulen einen « Beul-
modul » Ty durch den Ansalz

e T (7)

zu definieren, den wir, ausgehend von k,;, der Gleichung 5c¢, aus der Gleich-
selzung
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] N
)2 — kmin : _h—F
und durch Einfiihren des Schlankheitsgrades nach Gleichung 6 zu
E
r:[‘I — K. o — 8
1 I\Illlll k_ ( )

el

bestimmen kénnen. Fiir den betrachielen Fall der frei drehbaren Lings-
rinder erhalten wir mit k,;, nach Gleichung 5¢ und mil dem entspre-
chenden Mindestwert k, = 4,00 fiir den elastischen Bereich den Beulmodul
Ty zu

Ty =0,50 [/A,-D,+B,+2F,|-E (8 a)
oder
T, =0,455 ) A-D4+B4-2F|. E (& b)

b. STARR EINGESPANNTE LANGSRANDER

Fiir beidseitig starr eingespannte Liingsrinder kann der Beulwert kg
fiir den elastischen Bereich in Analogic zu Gleichung 5a angeschrieben
werden zu (*)

H.24
ko=t 230 + 252 ®a

Wenn auch genau genommen diese Zahlenwerte fiir einen bestimmten
Wert von 2 (% = 1,5) ermillelt worden sind und die Form der Beulfliche
hier von § abhingig ist, so gilt Gleichung 9a doch mit praktisch mehr
als ausreichender Genauigkeil auch fiir andere Werle von $ und sie darf
insbesondere auch auf den plastischen Bereich iibertragen werden. Damit
erhallten wir

5,24-D.
0

k= A8 2,39 (B, 2F) 2 (9 b)

D,
?— 2 2 S
=229/ 2

Ko = 4,58 |/ A,-D, + 2,39 (B, - 2 F,) 9 ¢)

Der Beulmodul Ty ergibt sich fiir diesen Fall mit min. k,; = 6,97 zu

k wird zum Kleinsltwert fiir

und es ist

(2) F. Srtisst, Beérechnung der Beulspannungen gedriickter Rechieckplatten (Abh.
I. V. B. H., Band 8).
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Abb. 2. Mittleres Span-
nungs - Dehnungs - Dia-
gramm von Avional-M _ &
Platten. .0123656763,0112.‘314‘516172;
‘ T, = [0,657 /A, D. 4+ 0,343 (B,--2F,)|E (8 )
oder
j \
L T,=[0,598) A-D +0,312(B+21)].E i (8 )

Genau so, wie der Knickmodul T, des Druckstabes von der Quer-
schniltsform abhiingig ist, so ist hier der Beulmodul von der Lagerungsart
der Lingsrinder abhiingig. Fiir Platlten mit einem gelenkig gelagerten
und einem slarr em"e%pannlen Liingsrand darf der Beulmodul genau genug
als Mitlelwerl der beiden durch die Gleichungen 8a und 8b beqtlmmten
Werle angenommen werden.

Versuchsergebnisse

a. FrRUHERE VERSUCHE :

Diese theoretischen Ergebnisse seien zunfichst mit den fritheren Ver-
suchen von C. F. Kollbrunner (*) verglichen. Diese Beulversuche (s, =
Konst.) wurden an Platten aus Avional M der Aluminium Industrie A. G.
Neuhausen mit E = 715 t/em® durchgefithrt. Das mittlere Spannungs-
Dehnungs-Diagramm ist in Abb. 2 aufgetragen. Die daraus nach der Theorie

() C. IF. Koverunxer, Das Ausbeulen der auf einscitigen, gleichmissig verteilten Druc's
beanspruchten Platten im elastischen und plastischen Bereich (Mitteil. a. d. Institut f. Baustatik
an der E. T. H., Zurich, Nr. 17). :
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Abb. 3. Abminderungszahlen. Abb. 4. Beulmodul.

1
Gp = 2,08fcr

o k-2

N

von P. P. Bijlaard berechneten Abminderungszahlen A, B,=C,, D,, F,
sind aus Abb. 3 ersichtlich, wihrend der Beulmodul T, fiir die beiden
Lagerungsarten nach den Gleichungen 8a und 8¢ in Abb. 4 dargestellt ist.

Die folgende Tabelle I enthilt die Versuchsmittelwerle von o fir
Versuche im elastischen und plastischen Bereich, geordnet nach den aus
Gleichung 6 berechneten Schlankheiten A und fiir die drei Lagerungsarten

a : beidseitig gelenkig,
b : beidseilig slarr eingespannt,
¢ : einseilig gelenkig, einseitig slarr eingespannl.

bRl
Thy . b h 7 Lagerung Tab. Nr.

t/cm? cm cm

2,924 4,4 0,2 ' 27,6 D 10
2,733 "5.3 0,2 ' 37,6 ¢ 9
2,116 6,2 0,2 51,2 a 6
2,024 10,2 0,3 36,2 a 5
1,936 9,4 0,2 58,9 b 11
1,246 10,3 0,2 73,0 c 8
0,939 10,2 0,2 81,3 a 5
0,732 20,3 0,3 96,0 ¢ 7
0,683 6,2 0,1 102,4 a 6
0,474 19,4 0,2 121,5 7] 12

TABELLE 1.

Zur Orienlierung sind in Tabelle I auch die Tabellennummern des
Versuchsberichtes (*) angegeben.

Abb. 5 enthill den Vergleich dieser Versuchswerte mil den nach
Gleichung 7 berechnelen Beulspannungslinien.

b. Neure VERSUCHE :

Da fiir die fritheren Versuche nur eine Belastungseinrichtung (Hebel-

maschine) beschriinkler Leistungsfihigkeil (P,,, = 6 t) zur Verfiigung
stand und auch die Ausfithrung der Fithrungselemenle der Platien nicht
voll befriedigte, wurde am Institut fiir Bauslatik an der E. T. H. (Abteilung

Stahlbau und Holzbau, F. Stiissi) in Zusammenarbeit mit der Technischen
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Abb. 5. Vergleich der Versuchswerte mit
den berechneten Beulspannungslinien.

Kommission des Verbandes der Schweiz. Briickenbau- und Stahlhochbau-
Unternehmungen (T. K. V. S. B. Prisident C. . Kollbrunner) eine neue

verbesserte und leistungsfithigere Hebelmaschine mit P, = 25 L (Abb. 6

LANGSSCHNITT

|
;]ZugtlangaS Hebel 1 v , Gegat\?ev_vi_cht
— W ——5-
Hn A id \1{ | SCHNITT AA
Zugstange 2 PN iil‘ - I iZugstango1 | Rohmen2 |
AI AR S S 1 T 1]
i =S . 55 K T ;
X 74 . s olben mit i
l—— : + > I- g Fuhrung S~ I ff_ EI’\ ]
L‘IN_1_2_\ | l \_Habel 2 + :
4 Lé — i j l
EF +* 4 L 3 .
Eh e : l i B | UPNIS
T. T« | S > : | ] Rahmen 3 ;

! [ ! oFes ’ ot . al
vonre [L|EEB]| [T M= R I =2
e = | © £ Auflagerplattef ] \U terl a1 ¢

N M ...,_-,'..:.:4. E L] i Lc__agl_ I
H n].' i | pranarper ||| [ [JueN8
o snge (]| [T L
c |
1 g L1l - ] 11
£ Jpx a1l
i | i LI\
s S e S USiimi

Verankerung a \ o
a 1 Vorankm‘ungslrngnl‘/ Verankerunasiriger

Abb. 6. Hebelmaschine von 25 t Leistungsfahigkeit.
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Abb. 7. Hebelmaschine

von 25 t Leistungsfahig-
keit.

u. 7) aufgestellt und es wurden auch verbesserte Plattenfithrungen (Abb. 8)
und Versuchseinrichlungen enlwickelt.

Die Einzelheilen dieser neuen VYersuchseinrichtungen wurden von
Dipl. Ing. M. Walt entworfen, der auch zusammen mit Mechaniker E. Peter
die neuen Versuche durchfiihrte.

Zuniichst wurden aus von den fritheren Versuchen her noch vorhan-
denen Piatlen (Avional M) einige Versuchsreihen mit ¢, = Konst. fir die
beiden Lagerungsarten « und b durchgefiihrt, deren Ergebnisse in Tabelle 2
zusammen geslellt sind.

In Abb. 9 sind diese Versuchswerte mil den theoretischen Beulspan-
nungen verglichen.

Abb. 8. Neue verbesserte Plattenfihrungen.
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Abb. 9. Vergleich der Versuchswerte mit den theoretischen Beulspannungen.

Lagerung b h Skr A
cm cnl t/cm?
a 16 0,2 0,386 132,2
0,3 0,892 88,1
0,4 1,625 66,1
0,5 2,112 52,9
b 16 0,2 0,680 100,2
0,3 1,530 66,8
0,4 2,219 50,1
0,5 2,630 40,1

TABELLE 2.

Schlussfolgerungen

Fiir den untersuchten Fall von gleichmissig verteiltem Lingsdruck o,
ist die Uebereinstimmung von Theorie und Versuch bemerkenswert gut.
Damit darf auch die Theorie der ortlichen plastischen Verformungen von
P. P. Bijlaard als gesichert angesehen werden.

Ueber unsere weiteren gemeinsamen Untersuchungen, die sich beson-
ders auch auf ungleichmiissig verteilten Druck beziehen werden, soll am
Kongress selbst berichtet werden.
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Résumé

Pour le voilement des tdles sollicitées par des tensions longitudinales
a distribution égale, les tensions théoriques de voilement sont calculées en
se basant sur la théorie des déformations locales plastiques de P. P. Bijlaard
et elles sont présentées sous forme de la courbe des tensions de voilement,
c’est-a-dire en fonction d’un coefficient d’élancement idéal A. D’ailleurs,
en analogie du module de flambage, un module de voilement Ty est intro-
duit, dont la grandeur pour un matériel déterminé et une répartition de
charge déterminée ne dépend pas seulement de la tension critique, mais
aussi des conditions au bord de la tdle. Les tensions de voilement calculées
présentent notamment une bonne concordance avec les résultats d’épreuves
antérieures et récentes.

Zusammenfassung

Fir das Ausbeulen von durch gleichmissig verteilten Lingsdruck
beanspruchten Platten werden die theoretischen Beulspannungen auf Grund
der Theorie der ortlichen plastischen Verformungen von P. P. Bijlaard
berechnet und in Form der Beulspannungslinie, d. h. in Funktion eines
ideellen Schlankheitsgrades A dargeslellt. Ferner wird in Analogie zum
Knickmodul ein Beulmodul Tj; eingefiihrt, dessen Grosse fiir gegebenes
Material und gegebene Belastung nicht nur von der kritischen Spannung,
sondern auch von den Randbedingungen der Platte abhingt. Die berech-
neten Beulspannungen zeigen bemerkenswert gute Uebereinstimmung mit
dlteren und neuen Versuchsergebnissen.

Summary

For the buckling of plates stressed by equally distributed longitudinal
stresses the theoretical buckling tensions are calculated on the basis of the
theory of local plastic torsions of P. P. Bijlaard and depicted in the form
of the buckling pressure-curve, i.e. in function of an ideal ratio of slen-
derness A. Furthermore, in analogy to the modulus of buckling, a buckling-
modulus Ty is introduced, the extent of which, for a given material and a
given load distribution, does not depend only on the critical tension but
also on conditions at the edge of the plate. The buckling tensions calculated
show a noteworthy resemblance to previous and recent results of tests.
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