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Theorie statisch unbestimmter Systeme.
Théorie des systéemes hyperstatiques.

Theorie of Statically Indeterminate Systems.

Dr. Ing. E. Melan,

Professor an der Technischen Hochschule, Wien.

A) Idealplastischer Baustoff.
A) Matériau idéalement plastique.
A) IdealsPlastic Material.

I

Die Baustatik befaf3t sich mit der Aufgabe, die inneren Krifte und die
Forminderungen von Systemen zu bestimmen, welche aus diinnen Stiben be-
stehen. Zur Losung dieser Aufgabe stehen drei Gruppen von Gleichungen
zur Verfiigung, von denen die erste das Gleichgewicht beschreibt, wihrend
die zweite die Bedingungen fiir den geometrischen Zusammenhang und die
dritte Gruppe die Beziehung zwischen inneren Kriften und Forminderungen
ausdriickt. Dabei geniligt bekanntlich bei statisch bestimmten Systemen die
erste Gruppe allein fiir die Bestimmung der inneren Krifte; die beiden
anderen Gruppen sind hier nur fir die Ermittlung der Forminderungen not-
wendig. Hingegen ist es bei statisch unbestimmten Tragwerken nicht moglich,
aus der ersten Gleichungsgruppe allein schon die inneren Krifte zu bestimmen.
Fs ist vielmehr notwendig, die beiden anderen Gleichungsgruppen mit heran-
zuziehen und es muf} insbesondere der Zusammenhang zwischen Forminderung
und Spannung bekannt sein. Die iibliche Theorie setzt hiebei die unbegrenzte
Gultigkeit des Hooke’schen Gesetzes voraus und nimmt also an, dafy die Lingen-
inderungen eines Stabes proportional der Achsialkraft, die Kriimmungsinderung
oder der Kontingenzwinkel eines gebogenen Stabes proportional dem Biegungs-
moment an der betreffenden Stelle ist. '

Es ist an anderer Stelle! erwihnt worden, daf} die Giiltigkeit des Hooke’schen
Gesetzes, wie die Erfahrung lehrt, begrenzt ist, die lineare Zuordnung zwischen
Kraft und Forménderung demnach nur innerhalb gewisser Grenzen gilt. Dabei
sind diese Grenzwerte aber nicht etwa unverinderlich; sie héngen vielmehr nicht
nur von den in dem betreffenden Augenblick bereits vorhandenen Lingeninde-
rungen ab, sondern sind auch eine Funktion der Geschwindigkeit, mit welcher

1 Siehe das Referat I 1.
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sich die Belastung é&ndert. Uberdies ist es ganz wesentlich, ob auflerhalb des
Hooke’schen Bereiches eine Zunahme oder Abnahme der Spannung vorliegt,
so dall also die analytische Erfassung der tatsichlichen Verhéltnisse nicht
ganz einfach ist.

Will man demnach mit den tatsichlichen Verhiltnissen iibereinstimmende
Ergcbnisse erhalten, so mu3 man das Hooke’sche Gesetz auflerhalb seines Gel-
tungsbereiches durch eine andere, den Versuchsergebnissen besser entsprechende
Annahme ersetzen. Bei statisch bestimmten Systemen wird sich dies nach den
eingangs gemachten Bemerkungen nur auf die Berechnung der Forminderungen
des Systemes auswirken; bei statisch unbestimmten Systemen fiithrt der Ersatz
des Hooke’schen Gesetzes durch eine andere Beziehung auch zu anderen inneren
Kriften. Um hiebei aber zu praktisch verwertbaren Ergebnissen zu kommen,
ist cs notwendig diesen Zusammenhang gegeniiber den wirklichen Verhéltnissen
mehr oder minder zu idealisieren. Vor allem pflegt man stets anzunehmen, daf3
die Geschwindigkeit, mit der sich die Belastung dndert, ohne Einfluf3 ist oder
mit anderen Worten, daf3 sich die inneren Krifte hinreichend langsam #ndern,
wie dies ja in der Statik iiberhaupt, wenn clasto-kinetische Uberlegungen aus-
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geschaltet werden sollen, erforderlich ist. Man kann dann etwa das in Abb. la
dargestellte Schaubild der Theorie zu Grunde legen; begniigt man sich mit
einer minder genauen Wiedergabe, so konnte der in Abb. 1b verzeichnete Ver-
lauf des Spannungsdehnungsdiagrammes eingefithrt werden. Dariiber hinaus
pflegt man aber in der technischen Theorie eine noch weiter gehende Ideali-
sicrung vorzunehmen, wie dies an Abb. 1c fiir den ,ideal-plastischen” Baustoff
dargestellt ist. Diese letztere Annahme ist den meisten im Folgenden erwihnten
Untersuchungen zu Grunde gelegt und wird in dem zweiten Teil des vorliegenden
Referates entsprechend formuliert werden. Es moge darauf hingewiesen werden,
dafy sie sich mit der von Haar-Karman, v. Mises und Hencky? fiir den drei-
dimensionalen Spannungszustand gemachten Annahme deckt, wenn die ent-
sprechenden Spezialisierungen in diesen Untersuchungen fiir den einachsigen
Spannungszustand gemacht werden.

2 A. Haar und Th. v. Karman, ,,Zur Theorie der Spannungszustinde in plastischen und
sandartigen Medien'’. Nachr. der kgl. Ges. der Wiss., Gottingen 1909.

v. Mises, ,,Mechanik der festen Koérper im plastisch-deformablen Zustand™, ebenda 1913.

H. Hencky, ,,Zur Theorie plastischer Deformationen und der hiedurch im Material hervor-
gerufenen Nachspannungen'’. Zeitschr. fir angew. Math. und Mech. 1924.
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Die Ergebnisse des einachsigen Spannungsdehnung-Versuches konnen zunichst
ohne weiteres auf Zugstibe eines Fachwerkes tibertragen werden. Bei Druck-
stiben wird die Grenzlast in der Regel durch die Knicklast gegeben sein. Will
man daher den in Abb. 1c¢ dargestellten Verlauf auch fiir negative Spannungen
gelten lassen, so mufl man annehmen, daf3 unter der Knicklast beliebige Ver-
kiirzungen der Stabachse (etwa durch die auftretende Kriimmung der Stab-
achse) méglich sind; hiebei behilt natiirlich die Knicklast ihren kritischen Wert,
den sie niemals iibersteigen kann. Bei Entlastung tritt wieder eine lineare Zu-
ordnung zwischen Stabkraft und Lingeninderung ein.

Im iibrigen erscheint die hier angedeutete Theorie des ideal-plastischen Fach-
werkes von geringerer Bedeutung wie fiir Systeme mit biegungssteifen Stiben.
Denn wie schon die allgemeinen Untersuchungen zeigen, besitzen Systeme aus
cinem ideal-plastischen Baustoff die bemerkenswerte Eigenschaft, daf3 Spannungs-
spitzen, die bei vollkommen elastischem Material auftreten wiirden, bei plastischem
Material auf Kosten von Spannungserhéhungen an minder beanspruchten Stellen
nach Moglichkeit abgebaut werden. Es heifst dies mit anderen Worten, daf}
unbedingt Materialreserven vorhanden sein miissen, die aber bei einem richtig
dimensionierten Fachwerk natiirlich in viel geringerem Ausmafle vorhanden sind
wie bel einem iiber mehrere Offuungen mit gleichem Querschnitt durchlaufenden
Triger. Wenn trotzdem gerade die grundlegenden Untersuchungen an Fach-
werken vorgenommen werden, so hat dies seine Ursache vor allem darin, daf3
hier die analytische Untersuchung im Gegensatz zu Systemen mit biegungssteifen
Stiben auf Gleichungen mit einer endlichen Anzahl von Verinderlichen fiihrt
und demnach die Verhiltnisse wenigstens fiir den mathematisch weniger ge-
schulten Leser wesentlich iibersichtlicher sind, eine Verallgemeinerung auf unend-
lich viele Verdnderliche aber grundsitzich moglich ist und so die am Fachwerk
gewonnenen Ergebnisse auch auf das System mit biegungssteifen Stiben tiber-
tragen werden konnen.

Fir die Untersuchung von Systemen mit biegungssteifen Stiben aus einem
ideal-plastischen Material pflegt man im Allgemeinen mit hinreichender Ge-
nauigkeit dieselbe Zuordnung zwischen Moment und Kriimmungsinderung oder
Kontingenzwinkel anzunehmen wie dies in Abb. 1c¢ fir Spannung und Lingen-
dnderung dargestellt ist. Allerdings stehen diese beiden Annahmen nicht ganz
miteinander im Einklang. Hiertiber, sowie iiber andere damit im Zusammenhang
stehende Fragen gibt eine lesenswerte Abhandlung von Eisenmann im Stahlbau
1933 Aufschluff. An dieser Stelle sei auch weiters auf eine Abhandlung von
W. Prager im Bauingenieur 1933 (,,Uber das Verhalten statisch unbestimmter
Konstruktionen aus Stahl nach Uberschreitung der Elastizitatsgrenze™) erwihnt,
in der allerdings nur an einem bestimmten Beispiel gezeigt wird, dafd in statisch
unbestimmten Systemen die Verschiebungen weit mehr als wie die Momente
durch die Annahme eines speziellen Elastizititsgesetzes beeinflufit werden und
die vereinfachende, vorerwihnte Annahme fiir den Zusammenhang zwischen
innerem Moment und Krimmungsinderung als unbedenklich erachtet wird.

Im {brigen moége noch auf zwei wichtige Tatsachen hingewiesen werden,
welche als Folge des Ersatzes des Hooke'schen Gesetzes durch eine nichtlineare
Zuordnung gerade in manchen fiir den Ingenieur bestimmten Abhandlungen
nicht geniigend betont sind. Zunichst geht die Giultigkeit des Superpositions-
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gesetzes zufolge der Nichtlinearitit der Gleichungen verloren oder genauer, sie
bleiht nur fiir die inneren Krifte statisch bestimmter Systeme bestehen. Mit
Ausnahme dieses Falles ist es daher unmdéglich, EinfluBlinien zu verzeichnen.
Weiters ist es unmoglich, den Spannungszustand in einem unbestimmten
System anzugeben, wenn nicht die vorhergegangenen Belastungen oder die
,,Vorgeschichte” bekannt ist. Gerade diesem letzteren Punkte ist auch in allen
Fallen, wo nur von einmaliger Belastung die Rede ist — wie etwa die Arbeiten
von J. Fritsche, Schaim, Kazinczy, Girkmann® —, welche spezielle Tragwerke
aus ideal-plastischem Materiale behandeln — Beachtung zu schenken. Es ist bei
diesen Untersuchungen zumeist stillschweigend vorausgesetzt, daf3 alle duf3eren
Krifte verhiltnisgleich von Null bis zu ihrem Endwert ansteigen. Das Gleiche
gilt fiir Untersuchungen, die sich mit wiederholten Belastungen beschiftigen;
hier ist vorausgesetzt, daf3 die Belastung in gleicher Weise zwischen zwei Grenz-
werten schwankt. An dieser Stelle wire in erster Linie die grundlegende Ab-
handlung von M. Griining ,Die Tragfahigkeit statisch unbestimmter Trag-
werke aus Stahl mit beliebig haufig wiederholter Belastung™ Berlin 1926 zu
nennen, als deren wichtigstes Ergebnis die Erkenntnis zu werten ist, daf3 bei hin-
reichend oftmaligem Pendeln der Lasten zwischen bestimmten Werten das System
schliefSlich nur mehr begrenzte Forminderungen, erfihrt. Dabei setzen die Unter-
suchungen Griinings den minder spezialisierten Fall gemif3 Abb. 1a voraus.
Diesen allgemein gehaltenen Untersuchungen ist eine spezielle Arbeit von
J. Fritsche iiber den Durchlauftriger bei wiederholter Belastung (Bauingenieur
1932) an die Seite zu stellen, die ideal-plastisches Material annimmt.

Eine Erweiterung der Ergebnisse von Griining, allerdings ebenfalls fiir ideal-
plastisches Material, verdanken wir H. Bleich (vergl. Bauingenieur 1932). In
dieser Abhandlung wird gezeigt, daf3 es sich auch bei beliebig verinderlicher
Belastung, also nicht bloflem Pendeln der &ufleren Krifte zwischen bestimmten
Grenzwerten, unter gewissen Bedingungen stets durch eine entsprechende Be-
messung erreichen lifit, dafl das System schlieBlich wie ein solches aus voll-
kommen elastischem Material arbeitet, wenn nur hinreichend oftmalige Be-
lastungsinderungen vor sich gegangen sind. Dieser Satz, mit dem sich der zweite
Teil des vorliegenden Referates eingehender befaf3t, bildet die Grundlage der
Bemessung solcher statisch unbestimmter Systeme aus einem ideal-plastischen
Baustoff; das auf ihm aufgebaute Verfahren, fiir das sich der Name Traglast-
verfahren eingebiirgert hat, wird in dem Referate von F. Bleich noch niher
erliutert werden, wenn sich der Leser nicht an anderer Stelle, z. B. in F. Bleich’s
,,Stahlhochbauten Berlin 1932 iiber dasselbe orientieren will.

Die vorstehende Ubersicht tiber die wichtigsten Arbeiten, welche die Theorie

8 J. Fritsche, ,,Die Tragfihigkeit von Balken aus Stahl mit Beriicksichtigung des plastischen
Verformungsvermégens'‘. Bautechnik 1930.

G. H. Schaim, ,,Der Durchlauftriger unter Beriicksichtigung der Plastizitit”. Stahlbau 1930.

G. v. Kazinczy, ,Statisch unbestimmte Tragwerke unter Beriicksichtigung der Plastizitit,
Stahlbau 1931, sowie ,Bemessung unvollkommen eingespannter Stahl-I-Deckentriger unter
Beriicksichtigung der plastischen Forminderungen®. Intern. Vereinigung fiir Briickenbau und
Hochbau, Abhandlungen Bd. 2, 1933/34.

K. Girkmann, ,Bemessung von Rahmentragwerken unter Zugrundelegung eines ideal--
plastischen Stahles'’. Sitzungsber. der Akademie der Wiss.,, Wien 1931, und ,,Uber die Aus-
wirkung der Selbsthilfe des Baustahles in rahmenartigen Stabwerken®, Stahlbau 1932.
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statisch unbestimmter Systeme betreffen und die keinen Anspruch auf Voll-
stindigkeit erheben .will, ist noch durch die Erwihnung zweier Arbeiten zu
erginzen, die sich mit der Theorie dieser Systeme von einem allgemeineren
Standpunkt befassen; es ist dies eine Abhandlung von J. Fritsche in der Zeit-
schrift fiir angewandte Mathematik und Physik 1931 und eine Arbeit von Hohen-
emser im Ingenieurarchiv 1931, die beide von Betrachtungen tiber die potentielle
Energie solcher Systeme ausgehen. Im Gegensatz hiezu verwenden die folgenden
Untersuchungen des Referenten, die in der Hauptsache einen allgemeinen Beweis
des Satzes von H. Bleich zum Ziele haben, die eingangs erwihnten Gleich-
gewichtsbedingungen in Verbindung mit dem dem ideal-plastischen Baustoff ent-
sprechenden Elastizititsgesetz. Es moge schon an dieser Stelle vorweggenommen
werden, daff die unter Umstinden auftretende Unbestimmtheit der Lingen-
anderungen, welche m. W. bislang nicht beachtet worden ist und die gewisse
Einschrinkungen hinsichtlich der Giltigkeit des Satzes von H. Bleich notwendig
macht, eine Folge der besonderen Annahme des Spannungs-Dehnungs-Gesetzes
auflerhalb des Hooke’schen Bereiches ist. Ersetzt man das Diagramm etwa
durch Abb. 1a oder 1b, so fallen mit diesen unbestimmten Loésungen auch die
ganzen durch dieselben bedingten Uberlegungen fort; diese Vereinfachung wird
allerdings durch das Auftreten einer neuen Materialkonstanten, ndmlich der
Neigung der Grenzgeraden, erkauft.

IL.

1. Der Beweis, den H. Bleich fiir seinen vorerwihnten Satz iiber statisch
unbestimmte Systeme aus einem ideal-plastischen Baustoff in der zitierten Ab-
handlung gibt, ist nicht ganz einfach und nur fiir hochstens zweifach statisch
unbestimmte Systeme durchgefiihrt. Eine Erweiterung des dort entwickelten
Gedankenganges scheint fiir hoher statisch unbestimmte Tragwerke wegen des
Aufwandes an Rechenarbeit so gut wie ausgeschlossen.

Im Folgenden soll nun ein allgemein giiltiger Beweis fiir beliebig vielfach statisch
unbestimmte Systeme erbracht werden, der verhéltnismiflig einfach zu fihren
ist, wenn man sich iiber gewisse grundlegende Eigenschaften solcher Systeme
aus einem ideal-plastischen -Baustoff Klarheit verschafft hat. Uberdies werden
die dem eigentlichen Beweis im Folgenden vorangestellten allgemeineren Er-
orterungen geeignet sein, einen tieferen Einblick in die Wirkungsweise solcher
‘Tragwerke zu erméglichen. Es sind hiezu nur einige einfache Sitze iiber lineare
Gleichungssysteme erforderlich, die in jedem Lehrbuch der Algebra zu finden
sind. Um nicht mit unendlich viel Verinderlichen zu tun zu haben, beschrinken
wir uns im Folgenden auf Fachwerke; der Ubergang zu unendlich viel Verinder-
lichen, wie er fiir die Behandlung von Systemen mit biegungssteifen Stiben
notwendig wird, ist etwa dhnlich wie in der Theorie der Integralgleichungen
iiblich zu fithren und bietet keine grundsitzlichen Schwierigkeiten.

Vorerst sei daran erinnert, daf3 die Lingeninderung eines Stabes aus einem
ideal-plastischen Baustoff durch die Beziehung

As=v+p-S (1)

gegeben ist. Darin bedeutet p eine von Stablinge, Elastizititsmodul und Quer-
schnitt des Stabes abhingige Konstante, v die sogenannte ,,bleibende* Lingen-
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inderung und S die Stabkraft. Liegt S innerhalb des Intervalles T < S < T,
wobei wir T” und T als Fliefigrenze auf Druck bezw. Zug bezeichnen wollen, so
ist v konstant; erst wenn S =T" oder S =T wird, ist es moéglich, dafl v sich
andert und zwar kann v entweder nur zu- oder nur abnehmen, je nachdem ob
S =T oder S =T’ ist. Man sagt, der Stab flief3t. Werte S<<T’ und S>T
sind tberhaupt ausgeschlossen. In Abb. 2 ist der eben beschriebene Zusammen-
hang dargestellt; dabei ist lings der Abszissenachse die Zeit aufgetragen. In
dem oberen Diagramm stellen die Ordinaten die Stabkraft, in dem unteren die

D4 N e

S T
S
h E ok \ & & Jlk

!

elastische Léngenanderung
A allongemement élastigue

0-S elastic deformation
@S /
_ S v/
4 v / /
k 5
bleibende Léngendnderung
allongement permanent

permanent deformation

Fig. 2.

Lingeninderung vor. Der Stab verhilt sich demnach in den Zeitintervallen
t, <<t <<t ty<<t<<t, und ty; <<t vollkommen elastisch, wihrend er in den
restlichen Intervallen flief3t. Wir setzen hiebei noch voraus, daf3 dv/dt stets
endlich ist, sich die bleibenden Lingeninderungen entsprechend einer endlichen
Flie3geschwindigkeit, also nicht sprunghaft indern kénnen.

2. In einem statisch unbestimmten Fachwerk konnen zweierlei Arten von
Stidben unterschieden werden: Stibe, die unbedingt notwendig sind und bei deren
Durchschneiden das Fachwerk verschieblich wird und solche Stibe, die nicht
notwendig sind, von denen also einer oder auch mehrere durchschnitten werden
konnen, ohne daf3 das Fachwerk verschieblich wird. Definitionsgemafi muf} es
bei einem v-fach statisch unbestimmten Fachwerk mindestens eine Gruppe von
héchstens v-Stiben geben, die durchschnitten immer noch ein unverschiebliches
Fachwerk, welches als ein in dem vorgelegten statisch unbestimmten System
enthaltenes statisch bestimmtes Grundsystem bezeichnet wird, liefern.

Wir betrachten nun das vorgelegte Fachwerk in einem bestimmten Augen-
blick, in welchem die dufiere Belastung einen gegebenen Wert besitzt; die ein-
zelnen Stibe haben infolge vorhergegangener Belastungen bereits bleibende
Lingendnderungen v erhalten, so dafs die Stabkrifte S auftreten. Wire das
Systemx vollkommen elastisch, so wiirden nach der {blichen Theorie statisch
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unbestimmter Systeme die Stabkrifte B entstanden sein. S, B und v sind dann
durch das Gleichungssystem

Si-]-Eqikvk:Bi (i:’, 2,...1‘) (2)

inzusehen; q;, stellt die Stabkraft
stem (alle B = 0) alle bleibenden
tabes k gleich Null sind; in diesem
iese Werte in Gl. (2) ein, so ergibt

verkniipft. Die Bedeutung der q;. ist leicht
im Stabe 1 vor, wenn in dem unbelasteten
Lingenidnderungen v mit Ausnahme der des
1st v, = — 1 anzunehmen. Denn setzt man
sich sofort

Si = qix

Man erkennt hieraus, daf3 fiir notwendige St#e g, = 0 wird und da, wie sofort
gezeigt wird, i = qui wird, kann sich die}Summe in GIl. (2) hochstens dber
alle nicht notwendigen Stibe 1, 2,..., r ersfecken. Daf3 die Matrix (q;;..qc)
symmetrisch, also q; = qy; ist, erkennt mgn aus einem Satz, der dem Max-
well’schen Theorem iiber die Gegenseitigkeit der Verschiebungen analog, sich auf
dic Gegenseitigkeit der Stabkrifte bezieht. Diéser Satz, der leicht durch Auflosen
der Elastizitatsgleichungen bewiesen werden kann, besagt, daf3 die Stabkraft in
dem Stabe i, hervorgerufen durch eine bleibende Lingeninderung v, == —1 des
Stabes k, demnach q;;, gleich der Stabkraft des Stabes k wird, die durch die
Langendnderung v; = — 1 des Stabes i erzeugt wird, dafl also qui = qu wird.
Dieser Satz beinhaltet natiirlich nur bei statisch unbestimmten Systemen und nur
bei nicht notwendigen Stiben eine nicht triviale Aussage, da sonst q; = q,; = 0
wird.

Setzen wir o; = B; — S;, so erhalten wir aus (2) das Gleichungssystem

ci:Zqik Vi (i:l, 2, s e u I‘) (3)

Das System der o; nennen wir ein System von Zwangskriften; es sind — o
jene Stabkrifte, die in dem unbelasteten Fachwerk, welches infolge der vorher-
gegangenen Belastungen bereits die bleibenden Lingendnderungen v, erhalten
hat, auftreten. Multiplizieren wir die einzelnen Gleichungen von (3) der Reihe
nach mit v; und addieren, so erhalten wir die ,,quadratische Form*

J= 2o Vi:ZZqik Vi Vi (4)
i ik .
Es ist fiir den zu erbringenden Beweis wichtig, daf3 J stets wesentlich positiv
ist, d. h. wie immer die v, gewidhlt werden, J niemals negativ werden kann.
Um dies einzusehen, geht man am einfachsten von dem Prinzip der virtuellen
Verschiebungen aus, welches bekanntlich fiir ein Fachwerk in der Gestalt

> SAs = Y Pbd

angeschrieben werden kann. Die Summe rechter Hand ist hiebei tiber alle dufSeren
Krifte, die linke tber alle Stibe des Fachwerkes zu nehmen. Die S und die P
stellen ein Gleichgewichtssystem vor. Die Langenénderungen As konnen beliebig,
nur mit den geometiischen Zusammenhangsbedingungen vertriglich, angenommen
werden, d. h. bei einem v-fach statisch unbestimmten System kénnen sie nur bis
auf v Werte willkiirlich gewihlt werden. Ein solches sicherlich vertrigliches

4*
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System von As bilden die Werte v 4- pS und auch die Werte pB, ndmlich die
Lingeninderungen des Systems aus ideal-plastischem und vollkommen elastischem
Material. Sicher ist dann auch die Differenz v+ p (8 — B) =v —po ein ver-
trigliches System von Lingenidnderungen. Die Grofien d bedeuten schlief3lich die
Verschiebungen der Angriffspunkte der dufleren Krifte P in deren Richtung,
wenn die einzelnen Fachwerksstibe die Lingendnderungen As erfahren haben.

Setzt man also As = v — po und schreibt man das Prinzip der virtuellen Ver-
schiebungen einmal fiir das ideal-plastische, das andere Mal fiir das vollkommen
elastische System an und beachtet, daffi sowohl zu den Stabkriften S als auch
zu den Stabkriften B dieselben dufleren Lasten P gehoéren, wihrend die d in
beiden Fillen dieselben sind entsprechend den Werten v — po, so erhilt man
durch Subtraktion beider Gleichungen

2(v—po)c=0
und daraus folgt, dafy
J=3vo=73ps*>0, (4a)

womit die Behauptung, dafl J nicht negativ werden kann, bewiesen ist, da ja
p =: s/EF nicht negativ ist und die Summe Zpo? sich daher nur itber positive
Summanden erstreckt. J kann iiberhaupt nur dann verschwinden, wenn alle
6 = 0 sind; daraus darf aber nicht geschlossen werden, daffl dann unter allen
Umstédnden auch alle v = 0 sein miissen.

Haben die Stabkrifte des ideal-plastischen Fachwerkes in einem bestimmten
Augenblick die Werte S erreicht und sind in diesem Zeitpunkt gerade die
Stiabe 1,2, ... mit ihren Stabkriften an die Fliefigrenze gekommen, ist also
S;=T,, S =T,...S8, =T, so werden sich bei einer Anderung der dufleren
Belastung die S in S+ AS, v in v + Av und B in B 4 AB geéindert haben. Es
gilt dann wiederum, entsprechend dem Gleichungssystem (2)

(Si + AS:) + X qix (v + Avie) = (Bi + AB;)
und wenn hievon das Gleichungssystem (2) subtrahiert wird, erhilt man

ASi+ Y quAvii=AB; (i=1,2,...p) (5)
bezw.

Aoci = 2 qik A vy ' ' (6)

wobei jetzt Ac; die Anderung der Zwangskrifte bedeutet. Die Summe
Zqix Avy kann sich hochstens iiber die ersten u-Stibe erstrecken, denn es
konnen gemifd der Definition eines ideal-plastischen Baustoffes nur jene Stibe
flielen, bei denen S =T’ oder S =T war. Voraussetzung ist nur, dafs AB
hinreichend klein gewdhlt worden ist, so daf3 nicht etwa inzwischen andere Stibe
als die ersten p an die Fliefigrenze gelangt sind. Solange ein und dieselben Stibe
flielen, wollen wir von einer bestimmten ,,Phase” sprechen; eine neue Phase
beginnt also, wenn neue Stibe zu flieflen beginnen oder Stibe zu flieffen auf-
horen. Es gilt fir die in dem betrachteten Augenblick folgende Phase das
Gleichungssystem (5), wobei wir aber entsprechend den Eigenschaften eines
ideal-plastischen Baustoffes noch folgende Alternative fiir die ersten u-Stibe
zu beachten haben:
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- Entweder ist AS; = 0, dann hat Av; nicht entgegengesetztes Vorzeichen
wie Si =:Ti bezw. Si :T‘i, .

oder es ist Av; = 0, dann hat AS; nicht dasselbe Vorzeichen wie S;= T);
bezw. S; =T, 1=12,...p) (Ha)

Dabei sind nur die ersten u-Gleichungen von (5) von Interesse, da ja aus den
restlichen Gleichungen S; (0 < j < r) ohne Schwierigkeiten bestimmt werden
kann, wenn aus den ersten u-Gleichungen die Av, ermittelt worden sind. Liegt.
wie wir voraussetzen, ein und dieselbe Phase vor, was durch hinreichend kleine
AB stets zu erreichen ist, so gilt sicherlich Sj—l— AS; < T; bezw. T’; und wir
brauchen uns um diese Gleichungen vorderhand nicht zu kiimmern.

3. Es lif3t sich mittels des Prinzipes der virtuellen Verschiebungen leicht zeigen,
dafl die angeschriebene Alternative (Ha) gerade ausreicht, die Losungen AS des
Systemes (5), niamlich von

Asi—i-zqikAVk:ABi (1=],2, “ .I‘)

eindeutig zu bestimmen, vorausgesetzt, dafl solche iiberhaupt existieren. Wiren
die AS nicht eindeutig, so miiiten fiir die iuBeren Lasten P — P -~ AP sowohl
Werte §" =S + AS’ als auch Werte §” = S + AS” moglich sein. Ebenso giibe
es dann Anderungen der Stablingen v’ 4 pS§’ und v” + pS§”. Schreibt man nun
das Prinzip der virtuellen Verschiebungen in den vier moglichen Kombinationen
an, wobei zu v’ + pS” die Knotenpunktsverschiebungen d”, zu v’ --- pS’ aber ®’
gehoren, so erhélt man

ZSH (V“ - pS"):ZFb" ZS: (vu+ psu):_Zﬁbu
> S (v —l—pS'):ZFb' ZS‘(V’—{-pS'):z-I-’b'

Subtrahiert man von der Differenz der beiden rechts stehenden Gleichungen
die Differenz der beiden linken, so findet man

(8" — 8) (v — v) 4 p (8% — §)? =0
oder
2(ASY — ASY) (Av — AV') 4 X (AS* — AS'Pp=0. (7)

Nun ist £ (AS” — AS’)2p wegen der quadratischen Summanden nicht negativ;
dasselbe gilt von der Summe X (AS” — AS’) (Av” — Av’). Denn f{liefit der
Stab in beiden Fiillen, so ist AS” —= AS’ = 0 und flie3it der Stab in keinem
der beiden Fille, so ist Av” = Av' = 0, d. h. der betreffende Summand ver-
schwindet also jedesmal. FliefSt aber der Stab das eine Mal und das andere Mal
nicht, so ist z. B. AS” = 0 und Av” hat nicht entgegengesetztes Vorzeichen wie
S = T, wihrend Av' = 0 ist und AS’ nicht dasselbe Vorzeichen wie S = T hat.
Das betreffende Glied reduziert sich in diesem Falle demnach auf —AS’Av”,
wobei aber AS’ und Av” nie dasselbe Vorzeichen haben kénnen; mithin wird
—-AS’Av” nicht negativ. Wenn also S” und S’ verschieden sind, besteht die
Summe (7) nur aus nicht negativen Summanden und kann nur dann, wie ge-
fordert, verschwinden, wenn S” = §’ wird. Es kann also nur eine ganz bestimmte
Phase folgen, wenn die AB (oder genauer die dB/dt in dem unmittelbar auf



b4 E. Melan

den betrachteten Augenblick folgenden Zeitintervall dt) gegeben sind. Ls sei
aber darauf hingewiesen, dafl hiedurch nur die Eindeutigkeit der Stabkriifte,
nicht aber jene der bleibenden Lingendnderungen erwiesen wurde. In der Tat
konnen unter bestimmten Umstinden mehrdeutige Losungen Av existieren.

In der betrachteten Phase, zu deren Beginn die ersten \-Stibe die Fliegrenze
erreicht haben, sollen nun die ersten Stibe wirklich fliefen. Es handelt sich
demnach um die Losung des Gleichungssystemes

A
Z(IikAVk'-=ABi=AC‘i i=12 ...} . (8a)
1

fiir die flieBenden Stibe und
A
A8+ 2 qu Ave=AB; A <j<r) (8b)

fir die nicht flieBenden Stibe.

Nach einem bekannten Satz der Algebra haben aber die Gleichungen (8a)
dann und nur dann eindeutige Losungen, wenn die Matrix (q,, ... qy) nicht
singulér ist, d. h. die Determinante '

Qi1 -+ - dnx ‘

R LSS OV ’
nicht verschwindet. Hinreichend, aber nicht notwendig ist hiefiir, dafl auch
(q4y - - - quu) nicht singulir ist. In diesem Falle gehort insbesondere zu den

Werten alle AB = 0 als einziges Losungssystem alle Av = 0; es ist dies zu-
gleich die notwendige und hinreichende Bedingung, daf3 die quadratische Form

J = Z Zqik AViAVk
verschwindet.

Ist aber (q,; ... qu) singulir und hat diese Matrix etwa den Rang 9§ <),
d. h. verschwindet nicht nur ihre Determinante sondern auch alle Unter-
determinanten mit mehr als $-Zeilen, wihrend mindestens eine J-zeilige ungleich
Null ist, so sind die Av nicht mehr eindeutig. Die Losungen kénnen vielmehr
unter Beniitzung der willkiirlichen Konstanten ¢, in der Form

A
Avi_-—_Av;‘ +Zcpv1p (9)

p=29+1
dargestellt werden, wobei die Av* die Losungen des Systemes
YquAvi =ABi=Ag (i=1,2...9)
sind, wihrend
Avi=0fir k=%+1, $+2,...\

ist. Da es mindestens eine nicht singuldre Matrix (p,, ... pss) laut Voraussetzung
geben muf, sind die Losungen Av] bestimmt eindeutig. Die v;, sind die Losungen
des homogenen Gleichungssystemes

2 quPp=0 (1i=1,2...)\
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welches bekanntlich X\ — 3 verschiedene ,,Fundamentalsysteme” v, (p =% + 1,
¥ 4 2,..)) als Losung besitzt. Es lafit sich zeigen, daf$ diese vy, auch die
restlichen Gleichungen

S qikvp =0 (i=XA+1, A+2,...7)

erfillen; dies folgt aus der Tatsache, da3 die rechteckige Matrix

..........

ebenfalls nur den Rang ¥ haben kann, d. h. dafl alle aus diesen Elementen
gebildeten Unterdeterminanten mit mebr als ¥-Zeilen und Spalten hochstens den
Rang & besitzen koénnen, wenn, wie dies in dem vorliegenden Falle zutrifft, die
in der angeschriebenen Matrix enthaltene Hauptunterdeterminante den Rang &
hat, und die zugehorige quadratische Form J = ZZq;, v;v, wesentlich positiv ist.

Es sind nun wiederum zwei Fille moglich: entweder es ist unmoglich, in der
allgemeinen Losung die willkiirlichen Werte ¢, so zu wihlen, daf§ bereits Zc, v,
die durch die Alternative (5a) vorgeschriebenen Vorzeichen besitzt. Hat dann
Av; == Av i+ Zc,v;, die geforderten Vorzeichen, so wird auch Av; = Av 7} 4
X (cp+dcp)v;, dieselben Vorzeichen besitzen, wenn nur dc hinreichend klein
gewdhlt worden ist; die Av; sind somit in diesem Falle nicht eindeutig, aber
immerhin zwischen gewissen endlichen Grenzen eingeschlossen. Erfiillt aber
Zc, vy, allein schon die verlangten Vorzeichenbedingungen, so hat auch Zkc, v;,
mit einem beliebigen positiven k dieselben Vorzeichen und mit einem iiber alle
Grenzen wachsenden k wird auch die Losung Av; = Av* + k Zc¢,p;, unendlich
grofd werden.

Fir den Beweis des eingangs erwidhnten Satzes ist schliefSlich noch die
Kenntnis folgender Tatsache von Nutzen. Sind die Grofien z; und w; durch das
Gleichungssystem

;=2 quwWk (1=1,2,...71)
k=1
verkniipft, so gilt
Z VAN Ukp =0 (10)

k=1

Man erkennt sofort die Richtigkeit der vorstehenden Gleichung, wenn man in

derselben die Werte zk:-quiwi einsetzt. Denn damit wird
i

22k Prp = X, X ki Wi Pkp
k ki

und daraus mit Vertauschung der Summationsfolge > Wi Zqik Dyp.
i X
Da definitionsgemidf3 Y qixvxp =0 ist, muf} also auch 3 z; v, =0 sein.
k k
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Der Vollstindigkeit halber fiigen wir noch die nachstehende Bemerkung an:
Schreiben wir das Prinzip der virtuellen Verschiebungen mit den Lingeninderungen
ABp an, welche sicherlich mit dem geometrischen Zusammenhange des Fachwerkes
vertriaglich sind und verwenden das eine Mal die zu der Belastung AP gehorenden
Stabkrifte AS, das andere Mal die Stabkrifte AB, subtrahieren die beiden Glei-
chungen, so erhalten wir wegen 6 = AS — AB die Gleichung

X Ac ABp = 0.

Daraus ergibt sich, dal Ac und AB niemals fiir alle Stibe dasselbe Vorzeichen
besitzen kénnen, denn sonst wiire die Summe wegen der stets positiven p sicherlich
positiv und kénnte nicht, wie gefordert, verschwinden. Es ist dies der prignante .
Ausdruck fiir die in der Praxis mehr gefiihlsmidflig mit ,Selbsthilfe” des
Materiales bezeichnete Eigenschaft ideal-plastischer Tragwerke, wonach eine
Herabsetzung der Spannungen an gewissen Stellen durch ein Anwachsen derselben
an anderen Stellen erreicht wird.

4. Die bisher erhaltenen Ergebnisse werden dem Ingenieur vielleicht anschau-
licher und vertrauter werden, wenn wir durch gewisse Anderungen, die wir mit
dem vorgegebenen Fachwerk vornehmen, die Verhiltnisse, die in demselben
wihrend einer bestimmten Phase auftreten, erliutern. Zu diesem Zwecke bilden
wir aus dem gegebenen Fachwerk ein neues, indem wir bestimmte nicht not-
wendige Stibe durchschneiden und an den Schnittstellen solche Mechanismen
einbauen, daf3 eine Bewegung der Schnittufer gegeneinander nur in einem be-
stimmten Richtungssinn méglich wird. Bei einigen der geschnittenen Stibe soll
es also nur moglich sein, daf} sich die Schnittufer von einander entfernen; dies
konnte etwa dadurch erreicht werden, dafl die Stibe senkrecht zur Achse ge-
schnitten und die Schnittstellen ohne Verwendung eines Verbindungsmittels
stumpf gestoffien sind. Bei anderen von den geschnittenen Stiben mogen sich
die Schnittstellen nur einander nihern kénnen, was dadurch zu erreichen wire,
dafl der betreffende Stab durch ein Seil ersetzt wird.

Belastet man nun dieses Fachwerk mit den Kriften AP, so sind die Stab-
krifte des neuen Systemes AS mit jenen des vorgegebenen AB offensichtlich
durch das folgende Gleichungssystem miteinander in Beziehung gesetzt:

ASi-I-ZqikAVk:ABi (1: 1,2,. . .I‘) )

wobei die Av die gegenseitigen Verschiebungen der Schnittufer der durch-
schnittenen ersten p-Stibe sind. Fiir die ersten p-Stibe gilt demnach das
Gleichungssystem

ASi+ Squave =AB (i=1,2,...p)

mit der Alternative entweder AB = 0, dann ist Av < 0
oder AS< 0, dann ist Av =20

wobei der Sinn des Ungleichheitszeichens durch die Art des eingebauten Me-
chanismus bestimmt wird. Es sind dies dieselben Gleichungen mit derselben
Alternative wie wir sie fiir unser vorgegebenes System aus einem ideal-plastischen
Baustoff unter (5) und (ba) angeschrieben haben.
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Sonach konnen wir sagen, dafs das vorgegebene Fachwerk aus einem ideal-
plastischen Baustoff am Beginne einer Phase durch ein neues Fachwerk ersetzt
werden kann, bei welch letzterem die im urspriinglichen Fachwerk an der Flie3-
grenze befindlichen Stibe geeignete, wie vor beschriebene Mechanismen eingebaut
erhielten. Belastet man dieses neue Fachwerk mit den auf die betreffende Phase
entfallenden Anderung der #ufleren Krifte, so sind seine Stabkrifte AS gleich
den wihrend dieser Phase aufgetretenen Anderungen der Stabkrifte des urspriing-
lichen Fachwerkes. Haben hiebei die durchschniﬁtenen Stibe die nicht singulire
Matrix (qy;..qpup), so bedeutet dies, dafy das neue Fachwerk (ohne Riicksicht
auf dic eingebauten Mechanismen) unverschieblich ist; denn das homogene
Gleichungssystem

2. qikPkp =0

léfst in diesem Falle keine andere Losung als alle v = 0 zu. Wir erkennen dann
weiters, dafy das System

ASi 4+ X qic Avi = AB;

fiir beliebige Werte AB stets eine eindeutige Losung fiir die AS und Av besitzen
mufi. Ist aber die Matrix (qy...qu.) singulir, und hat sie etwa den Rang 9,
so sind zwel Fille moglich; entweder das neue Fachwerk ist durch die einge-
bauten Mechanismen ,,selbstgesperrt”, d. h. die Losungen des homogenen Glei-
chungssystemes besitzen nicht die durch die Mechanismen vorgeschriebenen
Vorzeichen; das System ist unverschieblich und fiir alle moglichen AB ldsbar,
wenn auch die Av nicht eindeutig, sondern zwischen endlichen Grenzen einge-
schlossen sind. Oder aber das neue Fachwerk ist trotz der eingebauten Mechanis-
men verschieblich und es existieren Losungen des homogenen Gleichungssystemes
mit den vorgeschriebenen Vorzeichen. Dann konnen die AB, damit iiberhaupt
Losungen existieren, nicht mehr beliebig vorgegeben sein, wihrend die Av hiebei
iiber alle endlichen Grenzen anwachsen koénnen. Man kann sich leicht durch ein-

\\ 7/
d 7 d \d\ 7 //U_;
A
\
yd N ——--S5/3be an der Grenze fir Zug
7z ——--barres & /a limite pour la fraction
b —---—members at the limit of tension
—-—S/abe ander Grenze fur Druck
N - —-—barres 3 /s limife pour la compression
\ d\’ o/ \(71 ) /u{, —-—members al the limit of compression
. X
N\ / 7 0
AN Ve AN
a c

Fig. 3.

fache kinematische Uberlegungen in einem bestimmten Fall Klarheit verschaffen,
welcher der vorerwihnten Fille vorliegt. Im iibrigen seien diese Tatsachen an
einem einfachen Beispiel, nimlich dem in Abb. 3 dargestellten Fachwerk kurz
erliutert. Sind z. B. die beiden Stibe d; und d, an die Flieigrenze gelangt, sieht
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also das neue Fachwerk wie Abb. 3a aus, so ist das neue Fachwerk, wie immer
auch die an den Schnittstellen eingebauten Mechanismen beschaffen sein mégen,

unverschieblich. Die Matrix gn 312 ist keinesfalls singuldr, und wie immer sich
21 qo2
die Belastung in der nun folgenden Phase dndert, es wird stets einen Gleich-

gewichtszustand geben. Kommen aber die Stibe d;, und d; an die Flielgrenze

Abb. 3b), so ist die Matrix g dus ulir, denn das neue Fachwerk ist zu-
A
31 933

niichst verschieblich. Kommen aber beide Stibe an die Druckgrenze T’ oder beide
an die Zuggrenze T, dann heben die entsprechenden Mechanismen (es wiren z. B.
beide Stibe durch Seile zu ersetzen) die Verschieblichkeit auf und es wird bei
belichiger Belastungsinderung Gleichgewicht moglich sein, da ein selbstgesperr-
tes System vorliegt. Kommt hingegen ein Stab an die Druckgrenze, der andere
an die Zuggrenze (Abb. 3c) und folgt eine Belastungsinderung, bei welcher beide
Stibe wirklich flielen, so miissen die AB einer Bedingung geniigen, damit
tiberhaupt Gleichgewicht moglich ist und Losungen tiberhaupt existieren. Hiebei
konnen die Av aber tiber alle endlichen Grenzen anwachsen.

8. Nach diesen Vorbemerkungen soll nun der eingangs erwithnte Satz bewiesen
werden; derselbe besagt Folgendes: Wird ein statisch unbestimmtes Fachwerk
aus einem ideal-plastischen Baustoff durch beliebig verdnderliche Krifte be-
lastet, wobei nur die bei Voraussetzung eines vollkommen elastischen Materials
auftretenden Stabkrifte innerhalb eines vorgegebenen bestimmten Intervalles
Bmax > B; > B liegen, so werden bei hinreichend oftmaligen Belastungsinde-
rungen die bleibenden Lingendnderungen endlichen Grenzwerten zustreben unter
der Voraussetzung, daf3 sich ein solches System von Zwangskriften o angeben
laf3t, fiir welches in allen Stiben

—_ C—Si —}- Bir.nax i Ti und — 81 + B;nin i T‘i

ist. Bezeichnet man BM** — T; —=t; und BPi® — T = t, so mufs demnach ein
System von Zwangskriften 6 existieren, fir welches
ti<oi<t
gilt. S
Nehmen wir an, wir hiitten ein solches System der o angegeben und bilden
nunmehr die Werte B™®* = 6+ Ti bezw. B = 6i + T 4, so ist es klar, daf3 der
behauptete Satz, falls er richtig ist, auch fiir die verinderlichen Belastungen B;

'ﬁ;nax ? Bi i _B';mn

gelten muB, wobei B{"** > B und B{"miﬁ?m ist. (Vergl. Abb. 4.)

Wir betrachten nun das Fachwerk nach einer Reihe von Belastungsinderungen;
es mdgen etwa nach dem Ablauf von ¢ Phasen am Ende der ¢-ten Phase fiir das
System die Zwangskrifte o(®) vorliegen. Dann konnen wihrend der nun be-
ginnenden (¢ - 1)-ten Phase Stibe, bei denen 6(® > g ist, wenn tiberhaupt, nur
dann flieBen, wenn die Stabkraft S =T’ geworden ist. Hingegen sind Werte

S =T ausgeschlossen; denn selbst wenn B — Bmax wird, so ist die Stabkrafl
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S —: Bmax — 5@ kleiner als T — B™** — 5. Es kann demnach ein solcher Stab,
fiir den 06 >0 nur negative bleibende Lingeninderungen Av@+1D wihrend
der (¢ + 1)-ten Phase erfahren. Nun muf aber fiir einen wihrend dieser Phase
flicBenden Stab die Bedingung o > ¢ wihrend der ganzen Phase erhalten
bleiben; es gilt sonach iiberdies noch fiir das Ende der (¢ + 1)-ten Phase,
bezw. den Beginn der (¢ + 2)-ten Phase 6@+ >g. Umgekehrt kann fiir Stibe,
bei denen ¢ < G und auch ¢®+1 < g nur Av¢+V >0 sein. Zusammenfassend
bemerken wir also fiir einen wihrend der (¢ -+ 1)-ten Phase flieBenden Stab

2@ =0 — 6@ >0, dann auch Av®+1D >0 und iiberdies
20+ =2z — AcletD >0
und wenn "

Z®) .= 5 — 6 < 0, dann auch Av®+1D < ( und tberdies
2@+ =3z — Agle+D < Q.

Es ist selbstverstindlich, daf in den weiterhin folgenden Phasen keine neuen
Anderungen Ac der Zwangskrifte mehr auftreten konnen, wenn einmal fiir alle

P_ Emax. 6(”
7
172 1 3lz"7, e\l 8l ol 1d M1l 1 7
; X
'lr- 1. s
1
§min.
Fig. 4.

Stibe die z® =06 = o¥ = 0 geworden sind. Unsere Beweisfithrung zer-
fallt demnach in zwei Teile: zundchst zeigen wir, daf3 tatsichlich der Zustand
6 —o® =129 = (0 fiir alle Stibe einmal sich einstellen wird und weiters,
daf3 hiebei die bis dahin entstandenen bleibenden Liangendnderungen v = XAv
nur einen endlichen Betrag annehmen konnten.

Zwischen den Groflen 6 und den hiebei aufgetretenen bleibenden Lingen-
inderungen Vv besteht selbstverstindlich auch das Gleichungssystem

Gi = X qik Vi i=12...1)

wihrend den Zwangskriften 6(® die Langeninderungen v(¥) am Beginne der
(¢ + 1)-ten Phase zugeordnet sind entsprechend dem Gleichungssystem

o@=3q, V9. (i=12...1)

Dabei erstrecken sich die angeschriebenen Summen iiber alle Stibe, wobei es
natiirlich ebenso wie bei den folgenden Summen nicht ausgeschlossen ist, daf3
im Besonderen einige der vy bezw. v verschwinden. Bezeichnet man weiters mit
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w® =V — v(® und z® =05 — ¢@, so gilt auch
19 == T vy
und ebenso fiir das Ende der (¢ + 1)-ten Phase.
2ot =3 q, wietD

wobel, wie man sofort bestitigt findet

zgv+l) = ziﬁp) - Acgw—l-l) und w§q>+1) = wgrp) — Avgw-rl) (12)

Betrachten wir nun die Differenz der beiden quadratischen Formen

AKle+D) = Ko+1) — K@ — Z(Z(fp+1)w(cp+1) — z(®) w(tp))

und setzen hierin z®+t1 und w®+1 gemifd Gleichung (12) ein, so erhalten wir
AKO+T) = — F 2@ Ave+D — Y Ac@ D w®) + Y Avie+D Aglet+D

Nun sind aber die beiden ersten Summen einander gleich, wie man sofort erkennt,
wenn man in der ersten z(® = > quw® und in der zweiten Ac@tH =

2 qik AV® T D einsetzt, da man dann in beiden Fillen die bilineare Form
erhdlt; es ist also

AKO+D =3 (—22@ + Age D) Avie +1) = — 3 (zlo+1 4 2'?) Avie +1

Es hat aber nach Fritherem z@t1 nie entgegengesetztes und z(?  stets das-
selbe Vorzeichen wie Av(@+1, so daf also AK©@T1 nicht positiv werden kann.
Somit kann der Ausdruck fiir K von Phase zu Phase niemals zunehmen; dndern
sich die bleibenden Lingendnderungen, so nimmt K ab und nur wenn das System
aller v wihrend einer Phase unveriandert bleibt, bleibt auch K konstant. Da dem-
nach K, wenn es sich dndert, nur abnehmen und gemif3 der Gleichung (4 bezw.
4a) nicht negativ sein kann, muf es schlief3lich einmal Null werden. Ist aber K
gleich Null, so sind sicherlich alle z =0 und von diesem Augenblick an konnen
keine neuen Anderungen Ac eintreten.

Nun ist noch zu zeigen, daf3 die hiebei auftretenden bleibenden Lingeninde-
rungen v = ZAv endlich sind. Solange die Az(® = ¢'® — @+ 1 endlich sind,
werden auch die Av endlich sein, mit Ausnahme des Falles, daf eine Matrix, die
singuldr ist, vorkommt, bei der schon die Eigenlosungen Xc,v;, die vorge-

schriebenen Vorzeichenbedingungen erfiillen. Denn nur in diesem Falle konnten
bei endlichen Az/® unendliche Av auftreten. Dieser Fall ist aber auf Grund der
Voraussetzung iiber die Existenz eines Systemes von Zwangskriften ¢ nur
moglich, wenn alle z = 0 sind. Denn die z; miissen ja stets dieselben Vorzeichen
wie die Av, haben, d. h. in dem vorliegenden Falle auch schon wie die
> cpVi, aufweisen. Nun ist aber X Yepvipzi = X¢p 2zi0ip==0 weil ja
P p i i
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2.zi0ip nach Gleichung (10) bereits Null ist. Es kann demnach z; und Y ¢, vip

1

nicht fiir alle i dasselbe Vorzeichen besitzen, denn sonst wire XX c, vip z;i sicher-
p i

lich positiv und nicht Null. Der Fall, daf Phasen vorkommen, in denen die Av
iiber alle Grenzen anwachsen, ist daher im allgemeinen nicht méglich. Nur wenn
bereits alle z gleich Null sind, also der Zustand der Zwangskrifte S schon
erreicht ist, konnen unendliche Av dann auftreten, wenn die Belastung B die

Grundwerte Bmax oder B™" an u-Stellen bei einem v-fach statisch unbestimmten
System erreicht hat, deren Matrix (q,,..q,,) singulir ist und iiberdies das
zugeordnete neue Fachwerk nicht selbst gesperrt ist. Um diesen Fall aus-
zuschliefen, miifite man vereinbaren, daf3 sich die B zwar beliebig nahe den

Grenzwerten B™®% oder B™® nihern konnen, ohne sie zu erreichen oder dafB
sie dieselben nur wihrend eines unendlich kleinen Zeitintervalles dt erreichen.
wihrend welchem bei einer endlichen Flief3geschwindigkeit noch keine endlichen
bleibenden Lingeninderungen auftreten konnen. Im tbrigen werden in Wirklich-
keit solche iiber alle Grenzen anwachsenden bleibenden Lingeninderungen auch
durch die sich einstellende Verfestigung des Materials ausgeschlossen sein.

Es wurde bereits in der Einleitung darauf hingewiesen, daf3 sich die vor-
stehende Beweisfiihrung auch fiir Systeme mit biegungssteifen Stiben #dhnlich
durchfithren lif3t. Es ist ibrigens sehr wahrscheinlich, daf3 der hier fiir das
Fachwerk bewiesene Satz auch fiir das Kontinuum aus plastischem Material gilt,
wenn man nur die Eigenschaften des ideal-plastischen Mediums entsprechend
definiert.
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B) Baustoff mit linearem Verfestigungsbereich.
B) Matériau a zone de solidification linéaire.

B) Material with Linear Range of Hardening.

Der Verfasser hat in dem Referat iiber die Theorie statisch unbestimmter
Systeme aus einem ideal-plastischen Baustoff darauf hingewiesen, dafl die Wahl
des Elastizititsgesetzes von wesentlichem Einfluf3 ist und will im folgenden unter-
suchen, welche Formulierung der Satz von H. Bleich und das auf demselben
beruhende Traglastverfahren erhilt, wenn ein Baustoff mit linearem Ver-
festigungsbereich verwendet wird. Es handelt sich demnach um eine Ver-
allgemeinerung der Untersuchungen von M. Griining fiir beliebig verdnderliche
Belastung, wobei ebenso wie in dem erwdhnten Referat eine Neubegriindung
der Theorie, die trotz der Verallgemeinerung gegeniiber der bisherigen Beweis-
fihrung eine wesentliche Vereinfachung ergibt, gegeben werden soll.

Die nachstehenden Untersuchungen befassen sich also mit statisch unbe-
stimnten Tragwerken, welche einer beliebig verdnderlichen Belastung ausgesetzt
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Fig. 1. Fig. 2.

sind und aus einem Baustoff bestehen, dessen Spannungsdiagramm in Fig.1 ver-
anschaulicht 1st. Im Interesse der Vereinfachung der Rechnung ist also ecine
etwas weitergehende Idealisierung gegeniiber der Voraussetzung von M. Griining
gemacht. ’

Wenn wir, wie dies auch die beiden vorgenannten Verfasser tun, unsere
Untersuchungen auf Fachwerke beschrinken, um mit einer endlichen Zahl von
Veridnderlichen auszukommen, so sind auch die Stabkrifte S und die Lingen-
inderungen s der Stibe durch denselben Zusammenhang wie Spannung und
Dehnung, also gemifl Fig. 2 miteinander verkniipft und es ist demmnach die
Lingendnderung s, die bei einer bestimmten Stabkraft S auftritt, durch die
Beziehung

s=v-+pS (1)

gegeben; dabei soll v die ,bleibende” und pS die ,elastische” Lingeninderung
genannt werden. p = I/EF ist eine von Stablinge 1, Stabquerschnitt I' und
Elastizititsmodul E abhingige Konstante, die natiirlich stets positiv ist. Wie
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aus Fig. 2 hervorgeht, bleibt v solange ungeéndert, als S innerhalb des Intervalles
v+ K <S<ev+K (2)

liegt, wobei, wie man leicht bestitigt findet, die Konstanten

1 ' b P
= —— K=A'—"— und K=A-— "
Ty —p b—p b—op
bedeuten: c ist jedenfalls positiv, wihrend K’ negativ, K positiv wird.
Erreicht S einen dieser Grenzwerte, so bleibt in dem folgenden Zeitintervall
v nur dann konstant, wenn der absolute Wert von S nicht zunimmt, also die
Anderung AS nicht dasselbe Vorzeichen wie S = ¢v - K’ bzw. S =¢v 4+ K hat.
Nimmt aber der absolute Wert von S zu, hat demnach A S dasselbe Vorzeichen
wie S, so nimmt auch Av dem absoluten Wert nach zu und zwar gilt fiir die
Anderung A v die Gleichung
AS=cAv (2a)

wobei also Av wegen des positiven ¢ stets dasselbe Vorzeichen wie A'S und
auch S besitzen muf3.

Gilt das Hooke’sche Gesetz unbeschrinkt, so wollen wir im folgenden das
Material vollkommen elastisch bezeichnen. In diesem Falle wiirden bei einer
bestimmten Belastung die Stabkrifte B auftreten, wie sie durch die iibliche
Theorie statisch unbestimmter Tragwerke geliefert werden. Diese B stehen mit
den Stabkriften S, die bei derselben Belastung in unserem Tragwerk auftreten,
in der Beziehung

Si —}— Zqik Yk =— Bi (3)

Die Bedeutung der g ist leicht zu erkennen. In dem unbelasteten, vollkommen
elastischen System (also alle B = 0) stellt q;« die Stabkraft im Stabe i vor, wenn
alle v gleich Null sind und nur ein einziger Stab k die bleibende Lingeninderung
vi = — 1 erhalten hat. Man kann in cinfacher Weise zeigen, dal} qu. = qu; ist.
weil nach einem dem Maxwell'schen Satz dhnlichem Theorem die Stabkraft S;,
hervorgerufen durch vi = — 1, also qi gleich der Stabkraft S, im Stabe k.
erzeugt durch eine Lingenidnderung vi—= — 1 des Stabes 1, d.i. qu ist. Es
1st also die Matrix

symmetrisch; sie hat aber noch eine andere pridgnante Eigenschaft, ndmlich
daf} die ,,quadratische Form"

J:ZZqikvikao

,,semi-definit positiv'’ ist, d. h. wie immer die v; gewdhlt werden, der Ausdruck
fir J keinesfalls negativ werden kann. Der Beweis hiefiir, der mittels des
Prinzipes der virtuellen Verschiebungen unschwer zu erbringen ist, moge dem
eingangs erwihnten Referat entnommen werden.

Andern sich die dufSeren Krifte, so werden sich im vollkommen elastischen
System die Stabkrifte B um A B, im elastisch-plastischen System die Stab-
krifte S um A S und die bleibenden Lingeninderungen v um A v éndern.
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Solange die A B innerhalb hinreichend kleiner Grenzen liegen, werden nur
bei ein- und denselben Stiben Av auftreten; wir sprechen dann von einer be-
stimmten ,,Phase’; eine neue Phase beginnt demnach, wenn bei neuen, anderen
Staben sich die bleibenden Léngenidnderungen zu #ndern beginnen oder fiir
bestimmte Stibe A v verschwindet.

Wir nehmen nun an, daf am Ende einer bestimmten Phase (¢) die Werte S(7),
B(® und v(?) gegeben sind und daf3 hiebei die ersten u-Stibe des Fachwerkes
gerade die Grenzwerte S(¥) = cv(?) + K bzw. S(® = cv(%) 4 K’ erreicht haben.
Andert sich nun B(® um AB(® +9 in der folgenden (¢ -+ 1)®» Phase, so wird
sich im allgemeinen bei allen Stiben S um AS(?+1) &ndern; neue bleibende
Lingeninderungen konnen aber, wenn iberhaupt, nur in den ersten p Stiben
aufgetreten sein. Es gilt sonach das Gleichungssystem

S@ 4+ ASCHD 4+ 3 que (@ + A v@tD) = B;@® 4 A Bile+D (4)
und wenn hievon die Gleichungen (3) abgezogen werden, bekommt man
ASieTD + 3 g Av@tD=AB; e+t (1i=1,2....r) 6))

Es geniigt hiebei die ersten u-Gleichungen zu betrachten, die aber 2 p Un-
bekannte, nimlich die Werte AS und Werte Av enthalten. Man kann nun
zeigen, daf3 die fir die ersten Stibe bestehende Alternative ndmlich

entweder AS entgegengesetztes Vorzeichen wie S, dann Av = 0,

oder AS dasselbe Vorzeichen wie S, dann Av gemif} (6)
Gleichung (2a) AS =cAv, also auch Av dasselbe
Vorzeichen wie AS und auch S,

gerade notwendig und hinreichend ist, eindeutige Losungen des Gleichungs-
systems (5) zu erzwingen. Der Beweis kann dhnlich wie bei dem ideal-plastischen
‘Baustoff [vergleiche die unter (3) genannte Abhandlung] gefiihrt werden.

Erhalten nun wihrend der (¢ -} 1)t» Phase die ersten \-Stibe von den
erwihnten u-Stiben wirklich neue bleibende Lingendnderungen, so handelt cs
sich um die Auflosung des Gleichungssystems:

i AViOTD 4+ ¥ q Av@TD=AB;e+Y, (1i=1,2,....}) (7)

welches aus (5) durch Einsetzen von AS; = c¢;Av; hervorgeht. Natiirlich muf}
hiebei Av; (i=1, 2, ....X) dasselbe Vorzeichen wie S;(*) = ¢;v;(®) - K; bezw. wie
S;(# == ¢;v;(® + K’; am Ende der Phase (¢) besitzen. Dabei ist die zu der Matrix

gehorende quadratische Form
J 5 EZqikv;vk —;— ZC;V;2

sicherlich ,,positiv definit”, d. h. wie immer die v auch gewihlt werden, hat J
einen positiven Wert und kann nur dann verschwinden, wenn alle v gleich Null
sind. Denn wenn schon die erste Summe fiir von Null verschiedene v verschwinden



B) Baustoff mit linearem Verfestigungsbereich 65

sollte, wird J wegen der zweiten Summe, die stets positiv sein muf3, ebenfalls
positiv. werden. Es gibt demnach nach einem bekannten Satze der Algebra iiber
lineare Gleichungssysteme zu allen Wertsystemen A B; nur ein einziges losendes
System von Avy: insbesondere gehort in diesem Falle zu ,alle AB; = 0" auch.
alle Av; = 0 als einzige Losung. Sind die Av aus den Gleichungen (7) ermittelt,
s0 gibt AS;(e+1) = ¢;Avi(¢+1) die Stibkrifte in den Stiben 1=1,2,.....\.
Fiir die restlichen Stibe gilt

ASe+N=AB©®+) — X quu Av,@+tD G=XA+1, \+2,..... )

wobei fir die Stibe X - 1, X + 2,....u AS;(®+1 nicht dasselbe Vorzeichen wie
S;(® besitzen darf. Fiir die Stibe pn + 1, p 4 2...r mufl schliefSlich

Ki+c i@+ A vi (@ +0) < 8@+ A Sie+D < ¢ w@+ vietDd) K

' sein. Wir fiigen noch hinzu, dafl die Groien — o;(%), die wir als ,,Zwangskrafte"
bezeichnen wollen und die durch

gegeben sind, die Stabkrifte in dem vollkommen elastischen Tragwerk vorstellen,
wenn die einzelnen Stibe die bleibenden Lingeninderungen vi(? erfahren haben.
Es gilt selbstverstindlich auch

A 6i‘<?+1) = > ik A Vk(‘?’f'l)

Wir zeigen nun, dafy fiir unser System der dem Satze von H. Bleich analoge
Satz fiir Systeme aus einem ideal-plastischen Baustoff wie folgt lautet:

Bei einem Fachwerk, bei welchem zwischen Stabkraft und Lingeninderung der
in Fig. 2 gekennzeichnete Zusammenhang besteht, werden sich bei einer beliebig
verinderlichen Belastung nach hinreichend oftmaligen Belastungsinderungen
bestimmte endliche Grenzwerte v der bleibenden Lingeninderungen einstellen, die
sich bei weiteren Belastungsinderungen nicht mehr dndern, wenn nur fiir jeden

Stab die Bedingung
Bimax . Bimin g Ki — K,i

erfiillt ist. Dabei bedeuten Bm>x und B™i» die Grofit- und Kleinstwerte der Stah--
krifte bei vollkommen elastischem Material. Es wird sich also nach Erreichen
der bleibenden Lingeninderungen v das System wie ein Tragwerk aus einem voli-
kommen elastischen Baustoff verhalten.

Dieser Satz wird in dhnlicher Weise bewiesen, wie dies von dem Verfasser in
der genannten Abhandlung fiir einen ideal-plastischen Baustoff geschehen ist.
Ersetzen wir das Ungleichheitszeichen durch das Gleichheitszeichen, so muf3 der
Satz auch fiir den Grenzfall

Eimax _ Eimiu — Ki . K’i

Geltung haben: es ist sicher, dafl er dann auch fiir die kleineren Werte
B;mex —. B;min gilt.
In der Fig. 3 sind an-den Stellen 1, 2, ...r die Stabkrifte Bm*> und Bwir
aufgetragen. Ferner ist der Zustand am Ende der ¢-ten Phase dargestellt; es
5
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mogen in diesem Augenblick die Werte B;(®) vorliegen. Entsprechend den eben
vorhandenen bleibenden Liangeninderungen v;(*) mége das System der Zwangs-
krifte o;() vorhanden sein. Die tatsichlichen Stabkrifte in dem vorgelegten Trag-
- werk sind dann durch §;(¥) = B(¥) — 6;(%’ gegeben. In der folgenden Phase (¢ +-1)
werden nur jene Stibe neue bleibende Lingendnderungen v;(® 4 Av;(¢+D
== v;(#+1 erhalten koénnen, bei welchen B;(® mit einer Grenze des Intervalles
6;(®” | ¢ v;(®» - K; oder o;(® 4 ¢;vi(? - K’; zusammenfillt; dabei ist voraus-
setzungsgemill die Grole dieses Intervalles

((Si(cP) —l— C; Vi(q’> + Kl) —_— (Gi<q’) —i» C; Vi((P) + K’i) —] I{_l —_ K,i = Eimax —_ —B—imin.

Dies ist z. B. fiir den besonders dargestellten Stab j nur fiir die obere Grenze
moglich, wo Bj™ax — (o;(®) + ¢;v;(® ++ K;) > 0 ist, wihrend die untere Grenze
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Fig. 3.

nicht von B;(® erreicht werden kann. Demnach sind also in der (¢ + 1) Phase
fir den Stab j nur positive Av;(®t1 méglich.

Es sei 6 jenes System der Zwangskrifte, welches zu den schon erwihnten v
gehort, welches sich also nach hinreichend oftmaliger Belastungsinderung

schliefSlich einstellen wird; aus der Fig. 3 ergibt sich dann ohne weiters fiir jeden
Stab 1 :

Gi + ¢; V; = B;max _ K; = B;min — K; = D,
Nachdem o; = X qgj Vi ist, erhilt man fiir die v das Gleichungssystem
civVi+ 2 qic v = Dy
und nach den fritheren Bemerkungen ist es sicher, dafy dieses Gleichungssystem

fiir beliebige Werte von D; eindeutige Losungen V; besitzen muf. Es wird also
ganz sicher ein solches System von v; und 6; existieren. Betrachten wir schlief3lich
noch den Wert e;(%), der sich gemif3 der Abbildung mit
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rechnet und fiir den Stab j positiv ausfillt, so konnen wir folgende Alternative

aufstellen:

entweder ist Av;(?T1 > 0, dann ist auch ¢ > 0 und am Ende der (¢ + 1) ten
Phase auch e;(® +1 >0

oder es ist Av;(*T1 < 0, dann ist auch (" < 0 und am Ende der (¢ + 1) ten
Phase auch e;(*+1) < 0.

Unser Satz ist offenbar bewiesen, wenn wir zeigen, daf3 bei hinreichend oft-
maligen Belastungsinderungen, etwa nach dem Ablauf von € Phasen, e(®+®
— e =: (0 fiir alle Stibe verschwinden muf3. Denn wenn dies fiir alle Stibe zu-
trifft, kann die Stabkraft S; die Grenzen des Intervalles

cit+civi+Ki<S8 <o+ avitK,
die dann mit B;m> und B;™» zusammenfallen, nicht mehr iiberschreiten. Um

nun zu zeigen, daf3 e;(?) bei wachsendem ¢ fiir alle Stibe gegen Null strebt,
setzen wir

vV, — v;(®) = w;(®
ferner Gi — 0;(®) = z,(9),
so daf} also Awi©@tD = w; ©+D — w;® == — A y;l@+1)
und Az@t+D) —z,6+D) — 7©® = _ A g+

wird und wegen der Gleichungssysteme
2 qixVk =0 und X g v @) = G; (@
auch das System

S quewe® =2 und = q Aw@+tD = Azt
besteht. Betrachten wir die quadratische Form
JO =2 (z® + cwi@®) wi® =TT qawi@ wi(® 4 Zeiw; (9

welche nach Fritherem fiir beliebige Werte von w stets positiv wird und nur
fiir alle w = O verschwinden kann, ferner J(¢+1) am Ende der (¢ + 1) ten Phase

JO+) = ¥ (z(0+1 4 ¢; w; @+ D) w0+
so wird die Anderung von J wihrend der (¢ + 1)ten Phase
AdJe+) = > [(zio+ D+ ¢ w; @+ 1) wi(cp-l-l)] — (@ + c; Wi @) w;(®
=3 z;@AwWOTD L Az@+D w@ L Az G+DA wlet+D
4 ¢ (2wWi@ 4 Awi@th 4+ A wiletD?
Nun ist aber Zz® Aw;(¢+) = ¥ Az;®tDw;(®), wie man leicht bestitigt
findet, wenn man z;(® = Zquwi® und Az©®+t) = ZquAwi (et ") einsetzt, wo-

durch in beiden Fillen die bilineare Form ZZ quwi® Aw,(® 1) entsteht, so daBd
also

AJOHD) = ¥ [220 + Az @+) 4 ¢; (2 wi® + A wy@tD)] A wo+
wird. SchlieBlich ist

@ = 5 — 6;@ = (D — ¢;Vj) — (D; — ¢; ;@ — e, @) = ;@ — ¢; w;(®
5*
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und ebenso
2@ 1T) = g; (0t — ¢; wylo+ D),
demnach
AJe+) = % (e;@+D e; (@) A vile+ D),

Da aber e;(*+1 und e;(® dasselbe Vorzeichen wie Av;(*T1) haben miissen,
wird AJ®+1 stets negativ sein. Mithin wird der Ausdruck fiir J, der immer
positiv ist, von Phase zu Phase stets abnehmen, und nur, wenn alle Stiibe dieselbe
Langendnderung wihrend einer Phase behalten, unverindert bleiben. Nach Ab-
lauf einer hinreichenden Anzahl von Phasen mufl demnach J gleich Null werden.
Dies verlangt aber unbedingt w(¢+% = 0, also v(*T% — v= 0, demnach auch
6 —c#T9=0. Es stellt sich sonach tatsichlich ein System von Zwangs-
kriften ein, bei welchem die bleibenden Lingendnderungen sich nicht mehr
dndern konnen und das Tragwerk verhilt sich von nun an wie ein solches aus
einem vollkommen elastischen Material.

Verglichen mit Tragwerken aus einem ideal-plastischen Baustoff erglbt sich
die bemerkenswerte Tatsache, dafs es auf die Untersuchung von Zwangskraft-
systemen {berhaupt nicht ankommt. Es ist vielmehr in diesem Falle aus-
reichend, wenn fiir jeden Stab die Bedingung Bma — Bmin < K — K’ erfiillt ist.
Ferner ist es wegen des Gliedes c;w;2, das in der quadratischen Form vorkommt,
unmoglich, dafl semi-definite Formen auftreten, die, wie bei dem ideal-plastischen
Baustoff gesonderte Untersuchungen hinsichtlich der Eindeutigkeit der Loésungen
notwendig machen. Es ist vielmehr sicher, daff zu jedem endlichen Wert
6 — o(® auch nur endliche, eindeutige v — v(¥ gehoren konnen. Natiirlich ist
es eine andere Frage, ob die schliefilich auftretenden Gesamtinderungen v nicht
bereits unzulissige Werte erreichen und vielleicht jenseits der Bruchdehnung
liegen, eine Frage, die ebenso auch bei dem ideal-plastischen Baustoff gestellt
wrrden kann. Ihre Beantwortung in allgemeiner Form ist recht schwierig.

Zusammenfassung.

Nach einem kurzen Uberblick iiber die wichtigsten bisherigen Arbeiten wird im
Teil A ein allgemeiner Beweis eines Satzes von H. Bleich fiir Fachwerke aus ideal-
plastischem Baustoff gebracht. Dieser Satz, der die Grundlage fiir die Dimen-
sionierung statisch unbestimmter Systeme bildet und der unter dem Namen
,»Iraglastverfahren z. T. in behordlichen Vorschriften Aufnahme gefunden hat,
stiitzt sich 1m wesentlichen auf die Tatsache, daf3 eine bestimmte positive quadra-
tische Form stets nur abnehmen kann, demnach einmal Null werden muf3. Uber
die bekannten Ergebnisse hinaus werden aber gewisse Einschrinkungen fir die
Giiltigkeit des erwdhnten Satzes aufgestellt, die darin bestehen, daf3 gewisse Be-
lastungsfille ausgeschlossen werden miissen, sobald das System vollkommen
elastisch geworden ist, es sei denn, dafl man diese Belastungsfille auf eine
unendlich kurze Zeitdauer bei Annahme einer endlichen Fliefigeschwindigkeit
beschrinkt. Im Teil B werden die Untersuchungen erweitert fiir ein Material
mit linearem Verfestigungsbereich.
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