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VIII 4

Etude analytique des poutres sur sol elastique.1

Berechnung von Balken auf elastischer Bettung.1

Analysis of Bars on Elastic Foundation.1

M. Hetenyi,
Ann Arbor, Michigan, U.S.A.

En adoptant l'hypothese de Winkler, suivant laquelle les reactions reparties
exercees par le sol sont proportionnelles en chaque point au flechissement de la

poutre au point considere (p Cy), nous proposons deux methodes d'analyse
du probleme. La premiere methode est basee sur l'equation differentielle de la

ligne elastique; nous l'appellerons «analyse exacte». Dans la seconde, la ligne
elastique est representee par des series trigonometriques; nous la designerons
sous le nom d«analyse approximative».

1° — Analyse exacte.
Ainsi qu'on le sait, la Solution de l'equation differentielle de la ligne elastique:

prend une forme relativement simple lorsque la poutre est supposee infiniment
longue. La question se complique lorsque l'on desire obtenir des Solutions pour
des poutres de longueurs finies. La methode mathematique directe de deter-,
mination des constantes d'integration ä partir des conditions aux extremites
conduit ä des expressions compliquees, ainsi que l'on peut le constater dans
certains travaux. Nous nous proposons de montrer ici, qua partir de formules
etablies pour une poutre de longueur infinie et en faisant simplement intervenir
le principe de la superposition, on peut obtenir une Solution pour le cas d'une
poutre de longueur finie.

A cet effet, nous soumettons ä la charge donnee une poutre infiniment longue,
puis aux points oü il y a lieu de prevoir des extremites effectives, nous appli-
quons certaines forces concentrees et certains moments qui creent en ces points
des conditions d'extremite. En pocedant ainsi et au lieu de determiner les
constantes d'integration ä partir des conditions d'extremite, nous creons precisement

les conditions d'extremite necessaires, aux points envisages, sur la barre
de longueur infinie. Pour cette raison, nous designerons les forces et les moments
ainsi appliques sous le nom de «forces d'extremite conditionnelles».

1 Extrait d'un rapport etabli sous la direction du Professeur S. Timoshenko, ä l'Univeisite
de Michigan, oü l'auteur a ete envoie, de Budapest, Hongrie, sous les auspices de la sociele

leremiah Smith.



Etude analytique des poutres sur sol elastique 847

Lorsqu'une force simple concentree P agit en un point 0 sur la poutre de

longueur infinie (fig. la), nous avons pour la partie qui se trouve ä la droite du
point 0 les expressions suivantes:
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Fig.l.

expressions dans lesquelles on designe par:
b la largeur de la poutre,
k le module d'elasticite du sol en livres par pouce cube et dans lesquelles on

a en outre: r

E

Asx e_sv (cos sx - - sin sx)
Bsx e~8X sin sx
Csx e~sx (cossx — sinsx)
Dsx e~sx cos sx

Fonctions
caracteristiques
de Zimmermann

A la gauche du point 0, on adoptera pour y' et pour 0 des signes opposes.
Pour un moment concentre MG agissant en 0 (fig. lb), nous avons du cote droit
de la poutre les relations suivantes:

_M0s2 ,_M0ss U_M0 Ms
y — "bFbsx; } — TFC"; A1--2"usx; y_ —— asx.

A partir des formules ci-dessus et par simple integration, on peut obtenir cles

formules concernant le cas de charges reparties sur la poutre de longueur infinie.
Supposons maintenant qu'une poutre de longueur infinie soit soumise ä quelques

charges determinees (P et q), (fig. 2a) et proposons-nous de deduire de ce

cas la Solution du probleme que pose une poutre de longueur finie comportant
des extremites libres en A et B.

En nous appuyant sur ce qui a dejä ete etabli. appliquons en A et en B des forces
d'extremite conditionnelles Moa» Poa> Mob» Pob telles qu'elles annihilent les forces
MA, Qa» Mb et QB qui se manifestent en ces points de la poutre infiniment longue
sous rinfluence de la charge prevue, creant ainsi en A et en B des conditions
d'extremites libres (M 0; Q 0).
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Les quatre forces conditionnelles d'extremite peuvent etre determinees ä partir
des quatre conditions d'extremite; il est toutefois plus simple de transformer la
charge initiale (fig. 2a) en composantes de charge d'une part symetriques
(fig. 2b), d'autre part anti-symetriques (fig. 2c), de determiner les forces
d'extremite conditionnelles separement dans chaque cas, puis de les additionner
ensemble. Nous obtenons ainsi, dans le cas de la symetrie (fig. 2b) et des
extremites libres, les relations suivantes:

P'o 4 F'T {Q\ (1 + Dd) + sM'A (l - Asl)}

M'0 -|;F<I{Q'A(l + Csl) + 2sM'A(l-Dsl)}
et dans le cas de l'anti-symetrie (fig. 2 c):

P»0 4 F"! {Q"A (1 - Dsl) + sM"A (1 + Asj)}

M"0 - §- F"! {Q"A (f- d) + 2 sM"A (1 + Dd)}

a)

b)
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Dans les relations ci-dessus, M'A, Q\, M"A et Q"A representent les moments
et efforts tranchants qui se manifestent en A respectivement ä partir des

composante^ de charge symetriques et anti-sjmetriques; les symboles F representent
les fonctions indiquees sur la figure 3:

F"i

F'„

F"i,

1 — e-2sl + 2e-slsinsl
1

1 _e-2si_2e-8lsinsl
1

l + e-2<il + 2e-slcossl
1

1 +e~2sl — 2e-slcossl
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A l'aide de ces fonctions F, on peut obtenir des relations concernant les forces
d'extremite conditionnelles, pour des cas differents de ceux qui ont ete exposes
ci-dessus et qui comportent des extremites
libres. Toutefois, ces fonctions F se pre-
tent ä d'autres applications que Celles qui
consistent ä determiner les forces
d'extremite conditionnelles. Par exemple, si

une poutre de longueur 1 est soumise
ä une force concentree P ä l'extremite A

(fig. 4 a), les deplacements et les
rotations des extremites peuvent etre ex-
primes par les relations suivantes:

Ps/F-! PH
-F"J

_ WfF, P',l

Sous l'influence d'un moment M en
A (fig. 4 b), les deplacements et
rotations des extremites seront:

ISO

yA, B -
Ms'JF«! F"t
bk )F"T-F^1

Q _2Mss/F'I F",l
^-"bTtF^F^I
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Fig. 3.

Dans le cas de supports simples aux extremites (fig. 4c), les rotations des

extremites sous linfluence du moment M seront:
Ms3

eA, B + bk
Iji + F"
F'j - F̂

1.

«;

»;

V

A O

H i H

L'emploi complementaire des fonctions F
simplifie considerablement l'analyse des poutres

continues et des poutres dont les
sections ou les modules d'elasticite du sol
varient par paliers :

Le meme principe peut etre applique
lorsque la poutre est soumise non seulernent

ä une charge transversale, mais egalement

ä des forces axiales et ä des moments
de torsion. Les fleches et leurs derivees
d'ordre superieur seront toujours
proportionnelles ä la charge transversale, de teile
sorte que l'on peut appliquer le principe de

la superposition des forces d'extremite conditionnelles. Cette question sera traitee
d'une maniere detailiee dans une etude ulterieure.2

wm^mm^wwwnWr*

wwwwmMm-ww**-i
Fig. 4.

2 Apres avoir mis cette methode au point, l'auteur a eu connaissance d'une etude russe due
ä M. H. V. Klischewitch; il a pu observer que l'auteur de cette etude appliquait les memes
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11° — Analyse approximative.
Si l'on considere une poutre de longueur finie soumise ä ime force

concentree 2 P (fig. 5 a), le flechissement de cette poutre peut etre considere comme
constitue par un deplacement vertical constant y0, par une rotation angulaire u et

par les ordonnees de la ligne elastique A'B', ces dernieres pouvant etre exprimees
sous forme d'une serie en sinus. Par suite, la deformation totale en un point
quelconque situe ä une distance x de l'extremite de gauche peut s'ecrire sous la forme:

y y0 + cx — — x + £an
L^ J n l,2,3

sin
n?ix

1

Si la mise en charge initiale (fig. 5a) est decomposee en deux parties, 1 une
symetrique (fig. 5 b), l'autre antisymetrique ffig. 5 c), il n'y aura evidemment
aucune rotation sur la premiere partie (et 0) tandis que sur la seconde, il n'y

*J

*J

2P

mmwwnrTJ7JTrTrTT7WT77777m

—il
„---1

dA WT> }>wpn*»H}y?}r>}\ BTp

Fig 5

c) r—r i,p

77777

/

77777T71

A

aura aucun deplacement vertical constant (j0 0). Si l'on considere les conditions
d'equilibre et si l'on ecrit l'egalite entre l'energie de deformation de la barre et
l'accroissement d'energie pontentielle dans le sol, on arrive aux resultats suivants:

Dans le cas de la symetrie (fig. 5b), la ligne elastique prend lafforme suivante:

2P
bkl " Zan

n 1,8,5

_2_

nji
sin

n:rx
1

oü tout terme an peut etre determine d'apres la relation de correlation

lEJ lbk] 4lbk _1_

^4 n 1 1,8,6»{-T-fJ-l-^+'-r}- 1
-r- ai

1

prmcipes, a cette exception pres que n ayani pas transforme les charges en composantes sv metriques

et anti-symetnques. ses formules sont plus compliquees et qu il s est limite au cas de la

poutre soumise uniquement a une charge transversale
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Dans le cas de l'anti-symetrie, l'expression de la ligne elastique prend la forme
suivante *

==12P(l-2a)^1_Y>i_|-12/l_^_1l Vfl fi.nn*Ky bkl8 '^-)-m-)-i^..^
expression dans laquelle les termes an peuveint etre determines ä partir de la
relation suivante:

,pL.«i_ • a_,.)}_..(!^i_!»L)_»» Z i,l 1 n^l x 'J V 21* 2/ n^i 2T4,6..i

Quoique cette methode soit designee comme approximative, on peut realiser tout
degre d'approximation voulu, suivant le nombre des termes a que Ton fait intervenir.

Elle presente par ailleurs un avantage particulier sur la methode precedente
d'analyse exacte. Dans cette derniere, les dimensions de la poutre et le module
d'elasticite du sol apparaissent sous forme de fonctions exponentielles et .trigono-
metriques, de teile sorte qu'il est pratiquement impossible de trouver des expressions

traduisant ces dimensions sous forme de quantites inconnues. Par contre.
dans la methode approximative, les quantites E„ Iv 1 et b, k figurent separement
et peuvent etre facilement determinees. Ceci est tout particulierement exact si
l'on fait intervenir un seul terme de la serie, auquel cas les expressions qui
precedent peuvent etre utilisees comme formules pratiques de calcul.

Si nous considerons le cas d'une poutre simplement supportee aux extremites.
la ligne elastique peut etre representee sous forme d'une simple serie de sinus
de la forme:

^ n:ixy= 2>n sin——
11 1,2,3.. *

Dans le cas de poutres ayant leurs extremites encastrees, la ligne de
deformation peut etre ecrite dans la forme approximative suivante:

)T= 1 9"an (1 — COS—=— I

n l, 2,3^ \ 1/
Dans les deux cas, les termes a peuvent etre determines d'apres la condition

du minimum d'energie de deformation pour l'ensemble du Systeme.
Cette methode approximative peut etre appliquee tout aussi bien lorsque la

poutre est soumise non seulernent ä la charge transversale, mais aussi, en memo
temps, ä des forces axiales. Les formules sont tout particulierement applicables
lorsque la poutre est relativement rigide (sl < tt). En pareils cas, le premier ou
les deux premiers termes de la serie sont generalement suffisants pour la
determination de la ligne elastique. Cette determination etant faite, les courbes pour
0 et M peuvent etre determinees par integration, ce qui ne fera qu'augmenter
la convergence des resultats.

Si la charge est divisee en plusieurs parties ou si la poutre est plus flexible,
il est alors plus opportun d'adopter la methode d'analyse exacte. Toutefois, si
sl > 4, on peut en toute securite negliger la reaction exercee par les forces
d'extremite conditionnelles les unes sur les autres, (As B8 Cs D8 0). Si
la longueur de la poutre est teile que la distance a entre la derniere charge et
l'extremite voisine ait une valeur teile que sa > 4, on peut alors appliquer les

formules simples pour la poutre de longueur infinie.
54*
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