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VIII 3

Repartition des pressions sous une semelle elastique chargee
uniformement et placee sur un sol elastique isotrope.

Druckverteilung unter einem gleichmäßig belasteten,
elastischen Plattenstreifen, welcher auf der Oberfläche

des elastisch^isotropen Halbraumes liegt.

The Distribution of Pressure Under a Uniformly Loaded
Elastic Strip Resting on Elastic*Isotropic Ground.

H. Borowicka,
Assistent an der Technischen Hochschule, Wien.

Dans l'etude mathematique de la repartition des pressions sous une semelle
elastique, nous sommes contraints de faire des hypotheses tant pour la semelle

que pour le terrain sur lequel eile repose. L'hypothese la plus simple consiste
ä admettre que les affaissements sont proportionnels aux pressions (hypothese de

Winkler). Cette fagon de proceder permettait de traiter assez simplement toutes
les questions mathematiques. Cette hypothese fut cependant rejetee, tout
specialement par les physiciens du sol, car, suivant cette theorie, l'affaissement est
independant de la grandeur de la surface de charge et la charge ne produit un
affaissement qu'au-dessous de sa surface d'application. II etait donc necessaire
d'etudier la repartition des pressions sous une semelle elastique reposant sur un
sol elastique-isotrope. La theorie de Boussinesq ne tient que partiellement compte
des proprietes d'un sol naturel, mais eile fournit d'excellents resultats aux points
de vue physique et qualitatif. L'etude du probleme ä l'aide de fonctions finies
conduit ä des developpements tres compliques resolubles que dans les cas les

plus simples. II faut donc chercher une issue dans les developpements en series.
Nous voulons etudier ici la repartition des pressions sous une semelle elastique

reposant ä la surface d'un sol elastique-isotrope. II faut evidemment admettre

qu'il n'y a aucun frottement entre la semelle et le terrain. Nous avons presente
un travail semblable pour la plaque circulaire au congres de mecanique du sol

tenu ä Cambridge (16).
Nous avons introduit les notations suivantes:

EP : module d'elasticite de la semelle,
Eb : module d'elasticite du sol elastique-isotrope,
mP: constante de Poisson de la semelle,

me: constante de Poisson du sol,

a : demi-largeur de la semelle,
h : epaisseur de la semelle.
N : rigidite de la dalle.
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Designons par co la deformation verticale de la surface du sol; dans la region
x < a (fig. 1), co doit en meme temps representer la fleche de la semelle. II en

resulte qua la surface du sol elastique-isotrope les
relations suivantes doivent etre satisfaites:
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x < a öz p (x) AAco ttt [p ¦ P(x)]|
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L'equation differentielle AAco
N [P —P (x)] €St

generalement appelee equation de la plaque. L'operateur

de Laplace, applique deux fois ä co, fournit dans

Fig. I. le cas considere
co

dx4

Considerons d'abord la fleche de la plaque. La Solution de l'equation dif-
d4co

ferentielle homogene -,—4 0 peut s'ecrire sous la meme forme que celle de

la poulre:
/ v \»

(2)coi C0 + C2 y—j

On pose comme integrale particuliere de l'equation non homogene une serie
exponentielle ä coefficients inconnus:

oo /x\21
co2 2 A21 - (3)

1 2 \ a/

La fonetion inconnue p (x) est egalement representee par sa serie exponentielle.

oo /x\2n
P(x)= IB2n -) (4)

n 0 \ d/

L'equation de la plaque fournit la relation entre les coefficients A2i et B2n. En

comparant les coefficients on obtient:

B0)

(5)
A*=2^N(P

2n!
v2 n + 4 N (2n + 4)!

La fleche de la plaque prend donc la forme:

B211

co _r +r lxY,Pa*(xY v
a4 2n! r (x\2n+i- c0 + c, y-j + m[-J -n|o n (2n + 4)!

ß2n (-) (6)

Au point x a aucun moment d'encastrement n'agit, on doit don(c avoir

(-Try) =0. Cette condition donne pour C2:

cä
pa*
4N ¦ 2Nnto(2n + 2)(2n + l)

B2n
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Dans l'equation (6), la fleche co est exprimee en fonetion de x, respectivement
des coefficients inconnus B2n. Ainsi que nous l'avons dejä dit, cette fleche est
en meme temps la deformation elastique de la surface du sol dans le domaine
de x < a. Designons les variables par % et £ (fig. 2) on obtient pour l'affaissement

au point x:
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Si on fait tendre z —? oo on obtient pour oo des valeurs infiniment grandes.
On forme donc la difference entre co„ (fleche au milieu de la plaque) et oo

dco0 — dco :
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On obtient donc:

COo — co :

I a x a *

Jj j/P (5) In (E - x) dS; +/p (0 In (x — ©dg — 2J*p ft) In 5 dgf

oo /£\2n
Introduisons dans cette integration suivant l'equation (4) p (£) 2 B211I—)

n=0 \a/
et remplagons y les fonctions logarithmiques par des series exponentielles, on
obtient:

COo — co
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On peut encore transformer l'equation (8) en permutant les sommes:

_ _*±{ « _1 « B2n /x\2^ + 2r « J_/x_\2r « B2n
000 °° rrMlr^12r-lnto2n + lVa/ r~i2r\a/ n^02n + l

_ Ä /xV" « B2n 1 (9)

r=i\a/ „^(2n- 2r+l)(2n+l)J
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De l'equation (6) on tire pour x 0, ooc C0 et l'on obtient:

„ (x\2 pa* /x\4 oo a* 2n! _ /x\2n + 4
,.Ä.

On peut encore ajouter la condition d'equilibre

1 Cu (xYnA B2n
P - 2 B2n I —I dx= 2 ö TT (n)

an oy \a/ n o2n + l
Les equations (9) et (10) doivent etre identiques. Cette condition est satisfaite

lorsque les coefficients de chaque puissance de (—) sont egaux dans les equations

(9) et (10). On obtient de cette facon un nombre infini d'equations pour
les infiniment nombreuses inconnues B2n. Si par exemple il faut etablir la meme

/x\2m
equation. il faut trier tous les termes avec (—) Dans l'equation (10) il faut

donc poser 2 n -f 4 2 m ou n m — 2. Dans l'equation (9) on a dans la,

premiere parenthese 2n + 2r 2m ou r m — n. Le coefficient est donc
m-1 ß
2 t^t „w^—~—k r\- Dans les deuxieme et troisieme termes entre

n o (2n + l)(2m — 2n— 1)

parentheses de l'equation (9) il faut poser r m. On obtient ainsi pour les

coefficients de \^J (suivant l'equation (11)) — 2 2n+ 1 2~n~i
et

f Ban

n m (2n —2m+l)(2n + l)'
On obtient ainsi les equations suivantes en designant par

2 N 1 m2B — 1 m2P EP
K:

Ma3 6 m3p —1 m2B E£P 1 "l B ^B

et en remplagant C2 par sa valeur donnee par l'equation (7)

« B2n

(\r

P „?02n+l
_P _PJL__ ® ?2n ,_Tt_ °° B2n

(13)
2^8K „to(2n + l)(l—2n) ' 4Knto(2n + 2)(2n + l)
P PK __

°? B2n JtB0

4 48K—„i0(2n+l)(3 — 2n) 48K

J^ « B2n n (2m —4)!
2m u o(2n + l)(2m—1 —2n) 1,m-42K 2 m!

II est facile de constater que les equations (13) sont satisfaites pour K oo

par B9n —
* ''— p. Ce sont cependant les coefficients de la serie

ji 2 4. .2 n
exponentielle de la fonetion

p(x) If+'=1=t- (,4>
n Ka2 —x2
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Pour K 0 on a BQ p alors que tous les autres coefficients sont nuls. La
charge repartie se trouve donc immediatement sur le sol elastique-isotrope.

Nous avons calcule les equations (13) pour K ~, K =-^- et K= —
•') 1 \J ö\J

et p — 1 kg/cm2. Les resultats sont representes ä la fig. 3. Aux bords, les
contraintes sont infinies pour des rigidites differentes de zero. L'exactitude de ces

resultats peut etre illustree par le raisonnement suivant: Dans une plaque de

rigidite infinie la deformee de la plaque est un plan. La ligne representant la
deformee de la surface du sol presente un angle aigu sur les bords. Si par contre
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Druckverteilung unter einem elastischen Plattenstreifen,
welcher eine Gleichtest von 1kg/cm2 trägt.
Repartition de la pression au-dessous d'une plaque
elastique qui supporte une Charge uniforme de Ikg/cm2

Distribution ofpressure under an elastic strip carrying
an uniform super load of lkg/cm2
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la plaque a une rigidite finie cet angle devient de moins en moins aigu sans

cependant disparaitre. II en resulte que la pression aux bords devient egalement
infinie — quoique plus lentement peut-etre —. Si la plaque est soumise ä une
charge de p kg/cm2, au lieu de 1 kg/cm2, les ordonnees des courbes representees
ä la fig. 3 sont ä multiplier par p. La resolution des equations 13 est assez

laborieuse, car il est necessaire de resoudre un grand nombre d'equations. A la

fig. 4 nous avons represente la valeur de la pression au milieu de la plaque en
fonetion de K pour la semelle et la plaque circulaire (16). Les courbes sont egalement

valables pour 1 kg/cm2. Pour la plaque circulaire et pour la semelle elles

ont ete calculees avec un coefficient de Poisson m 4.

Boussinesq demontre dans son livre: Application des potentiels (Paris 1885),
que la repartition des pressions sous une plaque circulaire absolument rigide
s'obtient de la fagon simple que voici: Imaginons que la charge agissant sur la

plaque est uniformement repartie sur une demi-sphere dont le cercle de base
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correspond au bord de la plaque, la projection sur la surface du sol de la charge
ainsi repartie fournit la repartition cherchee des pressions. Monsieur O.K.Fröh¬
lich, qui m'a propose l'etude de ces questions, a transpose la construction de

Boussinesq ä la semelle rigide et a recommande le contröle pour un cas limite
du calcul de la semelle elastique. Ainsi que le montre l'equation (14) la repartition

des tensions pour la semelle rigide est justifiee par le procede de

Boussinesq employe pour le cas etudie.
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