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VI 5

L'arc de barrage elastiquement encastre.

Elastisch eingespanntes Talsperrengewölbe.

Elastically Built-in Arch Dams.

Dr. sc. techn. K. Hofacker,
Zürich.

Par are de barrage nous designons un are ä axe circulaire et ä epaisseui
constante, qui peut etre tres grande par rapport ä la portee. Au contraire de ce

que l'on a pour l'arc de pont qui, comme Systeme de barres, peut etre calcule
avec une exactitude süffisante sur la base de la theorie de la flexion de Navier,
il est necessaire d'etudier l'arc de barrage d'apres la theorie mathematique de
l'elasticite lorsque l'on doit connaitre l'allure exacte du Systeme effectif des
contraintes.

Si, suivant la methode connue, on repartit sur deux systemes compenetrants
d'arcs horizontaux et de consoles verticales la pression de l'eau agissant sur un
barrage arque, on obtient pour les differents elements des diagrammes de charge
tout-ä-fait arbitraires. Le calcul des contraintes dans les elements verticaux en
forme de disques, d'apres la theorie du Systeme plan de contrainte et de
deformation, est connu depuis tres longtemps dejä. On a dejä execute des etudes

experimentales sur ce point. Le calcul des contraintes dans les elements d'arc
horizontaux n'a ete execute jusquä ce jour que pour le cas special d'un are
completement encastre. Nous ne connaissons aucune mesure exacte des tensions
et des deformations effectuee en laboratoire sur des modeles d'arcs de barrage.
II etait par consequent du plus haut interet d'etudier theoriquement et
experimentalement la question de l'arc elastiquement encastre soumis ä une pression
d'eau quelconque.1

Nous soumettons un disque en anneau circulaire ä un Systeme de contraintes
plan (fig. 1).

Un diagramme de charge donne peut etre represente mathematiquement gräce
ä une serie de Fourier:

OD OO

ö'r —A'o + 2 A'n-cosncp + 2 BV sin nep (1)
n=l n=l

Nous considerons ä la fig. 2 les contraintes qui agissent au point 0 sur un
element dF et nous posons les conditions d'equilibre. En tenant compte des

1 K. Hofacker: Das Talsperrengewölbe, 1936. Edition: Leemann, Freres & Co., Zürich.
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Fig. 1. Fig. 2.

relations entre les contraintes et les allongements, c'est-ä-dire les differences des

deplacements u et v en direction radiale et tangentiale, on obtient les equations
differentielles:

i a2u 2m /a2u lau u\
r^Fcp2 m—T Vär*" + ~r~ "ä?

~~
r2/

_
/ l a2v l 3V\

0
1 \mr ar • acp r2 acp/

1 a2v 1 av 2m
r ar• acp ra 9cp m

a2v 1 dv_^_, 2m 1 a2v

ä? +7är~7 + m^Triä7
a2u 1 m+1 au J_ 3m —1

ar-acp rm — 1 acp r* m — 1

(2)

(3).

+

Les Solutions generales pour u et v sont:

deplacement radial:

m+:E.u -^^.^+^^.b0-Hl^c0l.r + ^m_-zi).Co.r,g]mrLm mj m

+ i^m-*ai + 2ßVcP,sincP —i^m"' ci + 2 &ij T ' COS(P

[(..+=^-p.)%+ K + „, „ 2 m + 1 dlrH ^TT--bir +^T" -^-Jcos9
m —3

m

m —3
m

(4)
17 m — 1 * \ m — 3. 2 m +1 Yi 1 •+ CH Oi lg r H • dx r2 H 4~ sin cpL\ m / m m r*J T

v T m + l /2n m —1\,+ 2 Z^.n.an.rn-i_ _+ (n_2) bn-rn + 1

n=2L m \m m /

+ ^+A n an. r-n-1+ (?n + )m^-i) ^ r-n+ilcos n
m \m v ' m / r J T

+ 2 r_m±l.n.Cn.rn-1_(^ + (n_2)mJZi).dn.rn+ 1

n=2L m \m v m /

(^4>+2)^)-on-r-°+i]sinncpm + l •n-yn-r-n-H
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deplacement tangentiel:

E • v -.^¦ + 4c0r.cp + (m2m • ax + 2 ßxj 9 • cos cp

+ VTm~
" Cl + 2bl) 9 " Sin 9

[ / m — 1 \ m+l 5m+l

,m+l ai m + l 3iJs.ncp
m

j_ 1 f; ™ _l_ 1|7 m —1 \ m+l 5m+l

m+l.*, m+l ^j^ (5)+m r* m

+ 2 fm±l.».u.I*-i + (I1?i±l + 4)bll.r-+i
n=2[ m V m /

+ ^±1. n • an • r-"-1 + (n ^i— 4j • ß„ • r-»+»| sin nep

+ 2 [-m±l.n.cn.rn-x-(nm±l + 4).dn.rn+1
n=2 L m \ m /

m + l t / m+l \ c ,,1
n • vn • r~u -1 — n 4 • on • r_n +1 cos n cp

m ' \ m / J

A partir des deplacements on peut calculer les contraintes:
contraintes radiales:

ör=^ + 2b0 + c0(21gr+l) + (^j^ + 2b1r-^-i) coscp

+ 2=2 [n (1 - n) • an • r»-* + (n - n2 + 2) bnrn (6)

— n (n + 1) • an • r~n-2 — (n2 + n — 2) ßn • i—n] cos nep

+ 2 [n(l —n).cn-rn-2 + (n —n2 + 2)-dnr°
n 2

— n(n +1) • yn • r-n"2 — (n2 + n — 2) • bn • r~n] sin nep

contraintes tangentielles:

Ot=--^ + 2b0 + c0(21gr + 3) + (6b1r +^+ ^-) coscp

+ (6d1r+^ + ^)sincP

+£Jn (n — 1) • an • r° -2 + (n +1) (n + 2) • bn • r° (7)

+ n (n + 1) • an • r"»"2 + (n — 2) (n — 1) • ß„ • i—n] cos nep
oo

+ 2^ [n (n — 1) - cn • r»-2 + (n + 1) (n + 2) • dn • r»

+ n (n + 1) • y„ • r-"-2 + (n — 2) (n — 1) • bn • r - n] sin n cp
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contraintes de cisaillement:

-(2dir-^ + ^)coscp

+ 1 [n(n~l).an.r°-^+n(n+l).bn.rn (8)
n 2

— n(n+ l)-an-r-n-2 — n (n— 1)- ßn-r-n]sin nep

-2 [n(n —l).cn.rn-2-+n(n + l)dn.rn
n 2

— n(n + 1)- Yn,r_n"2 — n(n — 1)* on- r~n] cos nep

Quand les lois generales des contraintes et des deplacements sont connues, il
s'agit de determiner les constantes ä l'aide des conditions aux appuis, en egalant
entre elles, pour les bords du cercle, les valeurs correspondantes de ör, eq. (6), et
ö'r, eq. (1), c'est-ä-dire en identifiant les coefficients des termes trigonometriques
correspondants.

Pour les extremites radiales on ne peut formuler une condition que pour les

deplacements des points extremes. Pour l'encastrement total de l'arc, la condition
est que les extremites ne subissent aucun deplacement. Lorsque l'encastrement est

elastique, les deplacements des extremites de l'arc doivent prendre les memes
valeurs que les deplacements des points correspondants de la culee qui est
sollicitee ä des contraintes normales et ä des contraintes de cisaillement dans la
section d'encastrement de l'arc. Cette question est traitee dans la publication
citee ci-dessus.

Afin de simplifier la methode de calcul nous avons reporte ä la fig. 3, pour
les points A et B de l'arc, les deplacements radiaux et tangentiels ainsi que les

allongements hA de la corde interieure de l'arc et les rotations ft de la section
ä la naissance.

hA ua • sin a + vA • cos a

kA vA • sin a — uA • cos a' x*

/ y -J//
: / x/^J3>A „/ i

-\ i

Fig. 3.

Les etudes theoriques furent contrölees par des mesures sur modeles en
celluloide.
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La fig. 4 represente le modele d'un are de barrage elastiquement encastre,
charge sur la face exterieure par des pressions radiales.
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Fig. 4.

A la fig. 5 nous avons represente les deplacements des extremites, mesures
ä l'aide du microscope. Nous avons reporte les valeurs obtenues pour les
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deplacements des deux sections cp 36° et cp 27°. Si l'on calcule le flechissement

de la cie de l'intrados, en considerant par exemple les deplacements des
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points extremes de la section cp 27° comme deplacements des culees de l'arc
elastiquement encastre en cette section, on constate que la valeur mesuree n'est

.»*J VJ
OQ /®O

*79 .,/ i

Fig. 6.
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que de Yg o'o plus grande que la valeur calculee. Cette concordance suffit
ä justifier les bases theoriques du probleme.

41



690 VI 5 K. Hofacker

Si l'on calcule le flechissement ä la cie de l'intrados, en tenant compte des

deplacements mesures des points extremes de la section d'encastrement, le resultat
s'ecarte d'env. 4 o/0 de la valeur d'essai. La fig. 7 montre le modele de l'arc
rigidement encastre. Si, dans ce cas, on admet que la loi des contraintes et des

deformations est valable jusqu'au point d'encastrement, le calcul donne un
flechissement ä la cie d'env. 15 o/0 plus petit que le flechissement mesure. Les

grandes deformations qui se produisent en realite aux environs de l'encastrement
resultent de la concentration de contraintes vers l'intrados. Les investigations2
effectuees dans ce sens jusqu'a ce jour admettent un encastrement rigide.

Par un exemple d'arc de barrage soumis ä la pression de l'eau, nous avons

compare les diagrammes des contraintes, donnes par la theorie exacte, avec les

resultats de la Solution approximative de Navier, qui seule jusqu'a present servait

au calcul des arcs elastiquement encastres. La fig. 7 fait en meme temps
ressortir l'influence sur les contraintes du nombre de Poisson m. La Solution

approximative donne, en admettant un nombre de Poisson m 5 pour le beton,
des contraintes de traction d'environ 28 o/o trop faibles ä la cie.

2 M. Caquot: Annales des Ponts et Chaussees, 1926, IV, juillet-aout, p. 21; R. Chambaud
Genie Civil 1926 (vol. 99 et 100).
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