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V16

La stabilité des plaques rectangulaires soumises au cisaillement
et a la flexion.

Die Stabilitit rechteckiger Platten unter Schub: und
Biegebeanspruchung.

Stability of Rectangular Plates Under Shear
and Bending Forces.

Dr. S. Way,
East Pittsburgh, Pa., U.S.A.

1 — Indroduction.

La stabilité des plaques rectangulaires soumises sur leurs bords a différents
types de sollicitation est un probléme qui se présente souvent dans la construction
des ponts, des bateaux et des avions.! Lorsque la charge dépasse une certaine
valeur critique, la plaque se gondole transversalement. Dans une construction,
la charge critique est parfois plus petite que la charge admissible, il est donc
toujours bon de connaitre la charge critique.
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Fig. 1. Fig. 2.

Nous traiterons dans ce rapport deux problémes du voilement des plaques
rectangulaires. Le premier (fig. 1) concerne une plaque munie de deux rai-
disseurs. La charge est constituée d’efforts de cisaillement répartis uniformément
sur les arétes. Le second probléme (fig. 2) se rapporte a une plaque soumise
d'une part a des efforts de cisaillement uniformément répartis sur les arétes et
d’autre part a des efforts de traction et de compression linéairement répartis des

1 0. S. Heck et H. Ebner ont donné une bibliographie trés compléte sur la résistance des
toles, Luftfahrtforschung, vol. 11, 1935, p. 211.
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deux cotés. Dans les deux cas nous admettons que les quatre arétes sont sim-
plement appuyées.

Nous appliquons la méthode de I'énergie, suivant laquelle la charge critique
se calcule a partir de la condition que le travail développé au cours du voilement,
par les forces agissant sur les arétes, est égal a 1'énergie potentielle accumulée

par suite de I'élasticité du matériau. Le fléchissement doit étre tel que la charge
critique soit minima.

2° — Plagques a deux raidisseurs soumises au cisaillement.

Le probléme d'une plaque rectangulaire soumise au cisaillement sans raidisseur
et avec un raidisseur a été résolu par Timoshenko? alors que Southwell et Skan3
ont traité le cas d'une plaque infiniment longue avec efforts de cisaillement
agissant sur les arétes. Les raidisseurs ont pour objet le relévement de la charge
critique d'une plaque. Cet accroissement de la charge critique augmente en
général avec la résistance des raidisseurs. On a cependant constaté qu’il était
inutile d’augmenter au deld d'un certain point la résistance des raidisseurs
d'une plaque soumises sur ses arétes a des efforts de cisaillement car les raidis-
seurs restent droits et la tole ne se voile que dans les panneaux.

Pour résoudre le probléeme de la plaque neprésentée a la fig. 1, on admet
pour le plan déformé une expression générale sous forme d'une double série
trigonométrique.

Tmx ., Tfny

1Am n Sin o sin (1)

Il ;M8

ou chaque expression satisfait & la condition limite des arétes simplement
appuyées. L’application de cette formule permet de calculer trois grandeurs
d’énergie, a savoir, I'énergie potentielle V de la tole, 1'énergie potentielle des
raidisseurs V, et V,, et le travail V; fourni durant le voilement par les forces
de cisaillement agissant sur les arétes. On peut négliger la rigidité a la torsion
des raidisseurs. Ces trois grandeurs sont exprimées comme dérivées de w:

a b
D 5 2
V= §I .r{(“’xx + Wy )® — 2(1 — ) (Wax Wyy — W)} dxdy 2)
0 0 '
b
B 2 2 ’
Va1 + Vso ———Ef{(wyy>x_g + (WYY)X_g_a} dy (3)
0 =3 =3 ,
a b
V,=—r<h f fwx wy dx dy 4)
0 0

ol h est I'épaisseur de la plaque, B la rigidité a la flexion des raidisseurs et D
la rigidité a la flexion de la tole,
= 5)
S 121 —pd)
2 8. Timoshenko: Eisenbau, 12¢ vol. (1921), p. 147.

3 R. V. Southwell et S. W. Skan: Proc. Royal Society, Londres, Sérics A, 105¢ vol. (1924),
p. 582.
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ILa condition de voilement est:
V4LV, +V,=V,. (6)

L’équation (6) conduit & une expression de .., la contrainte critique de cisaille-
ment, en fonction des constantes An.. Le pas suivant consiste a déterminer le
minimum de T, par rapport aux constantes. Les équations d7t./dA,, = 0 con-
duisent & une série d’équations linéaires pour les constantes An,. On obtient
finalement la valeur de t.. en résolvant le déterminant du systéme posés égaux
a zéro. L’exactitude de la valeur obtenue pour t.. est d’autant plus grande que
le nombre de termes considérés du déterminant d’ordre infinie est plus grand.

Les équations linéaires que l'on obtient en choisissant les constantes Ann
de telle sorte que T, soit minimum, se composent de deux groupes dont l'un
contient les termes dans lesquels m — n est impair tandis que I'autre contient les
termes dans lesquels m 4 n est pair. Il faut employer le groupe d'équations qui
fournit la plus petite valeur de 7.

Il est bon de mesurer la charge critique a I'aide du rapport t../c., ou o, est
la charge de flambage suivent Euler Dn2/hb2. Au tableau I nous donnons les
valeurs de 7. /o, calculées a partir des déterminants du sixiéme ordre pour les
deux groupes d'équations et pour le cas spécial B = 0.+ Nous avons désigné
par 3 le rapport a/b.

Tableau 1. 4
Valeurs de 1, [o, pour différentes valeurs de 3. B=0.
3 1 1,2 15 2 25 ; 3
Ter | O 9,42 8,06 7,14 ‘ 6,59 6,32 l 6,14
m -+ n  par
|
Tr | O | 11,55 18,09 ’ 6,74 6,21 6,04
m —+n 1mpair i

Les valeurs de t../c. pour 3 <1 peuvent étre facilement déduites des valeurs
ci-dessus; elles sont données au tableau II. Nous avons donné la plus petite des
deux valeurs de /o,

Tableau II.
Ter/0e Pour 3<1. B=0.
B 1| 0888 | o087 | 050 | o400 | 0388
|
ter / 5 9,42 ’ 11,60 i 16,06 ‘ 26,40 ‘ B0 | 5o
|

Pour tout raidisseur ‘important, le systéme conduit a la plus petite valeur de

T pour m + n impair. Nous posons égaux a zéro le déterminant des coel-
ficients des constantes.

Aot Arsr Agas Agsy Ay Ayys

4 Les valeurs pour lesquelles m —- n est pair concordent avec celles obtenues par Timoshenko
(note 2). Les expressions qui ont été employées pour les valeurs paires de m 4 n élaient
A Agss Agg, Ay, Ag, Ay et pour les valeurs impaires de m - n, A, A, Ag, Al

A

a0 g
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I'équation ainsi obtenue nous permet de calculer directement t./c. lorsqu’on
connait 3 et la résistance des raidisseurs. Il est avantageux de mesurer la
résistance des raidisseurs par le rapport Y = B/aD. Les valeurs de t../c. ainsi
obtenues sont données au tableau III. On constate que la charge de voilement
de la tole augmente en méme temps que la rigidité des raidisseurs.

Tableau III.

Tor /6o Pour différentes valeurs de y et de 8.

— =12 =15 p=2 =25 B=
Y ' Trloe| ¥ ’ Ter / Ce Y Ter/ e 1 l Ter/ Oa Y ! Tor/ Oe Y Tor [ Oe
0 |11,56 | 20 | 86,7 0 | 809 0 | 674 0 621 | 0 6,04
10 827 | 25 | 401 5 | 19,43 2 | 13,07 1 {103 02 | 729
20 | 41,6 30 | 432 | 10 | 252 5 | 182 2 | 131 04 | 832
30 | 485 15 | 296 10 | 238 3 | 151 06 | 921
40 | 54,4 0,7 | 959

Lorsque les raidisseurs ont une trés grande rigidité, la charge critique calculée
pour la tole est plus grande que la charge critique d'un des trois panneaux.
Les raidisseurs restent droits et seuls les panneaux de la tole se gondolent. La
condition pour que les raidisseurs restent droits est que leur rigidité soit plus
grande que la rigidité pour laquelle la charge critique de la plaque est égale
a celle d'un panneau. On calcule la charge critique d'un panneau en admettant
que tous les bords de la plaque sont simplement appuyés. En réalité, chaque
panneau est partiellement encastré par le ou les panneaux voisins.

Admettons que Ymin est la plus petite valeur de y pour laquelle les raidisseurs
restent droits. Pour illustrer la méthode de calcul, considérons le cas ou 3 = 1,2.
La valeur de B pour un panneau de cette tole est 0,400 et le rapport de la
charge critique correspondante est 38,8, ainsi qu'il ressort du tableau II. Repor-
tons graphiquement les valeurs de t../c. données au tableau III pour B = 1,2,
on trouve que /0. = 38,8 lorsque y = 23. Donc Ymi. est égal a 23 pour
B = 1,2. On peut déterminer de la méme fagon les yni, pour d’autres valeurs

de B.

Il est avantageux de présenter les résultats en fonction des dimensions d'un
panneau et non pas en fonction des dimensions de la tole. Désignons par c la
distance entre les raidisseurs. Nous introduisons les symboles 3’ et y’, définis
comme suit: .

c B

Y=o
Nous donnons au tableau IV les valeurs de t./c. et de Y'min pour différents
panneaux. Ces valeurs ont été reportées sous forme de courbes a la fig. 3. On

peut voir que la rigidité des raidisseurs, nécessaire pour deux raidisseurs, n’est
pas beaucoup plus grande que celle nécessaire pour un raidisseur. Pour trois
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raidisseurs ou plus, les valeurs de Y'mi» ne dépassent que de trés peu celles pour
deux raidisseurs.

Tableau 1IV.
Un raidisseur Deux raidisseurs

p’ ‘ T min ‘ Ter / Ce B’ l Y min 1:cr/"’e

0,500 30,4 26,4 0,333 120 ‘ b4.4
0,625 12,6 17,9 0,400 69 38,8
0,750 5,8 13,3 0,500 34 26,4
1,000 1,66 9,42 0,667 : 10,8 16,06
0,833 4,2 11,61

1,000 2,0 9,42

3> — Téles sollicitées simultanément a la flexion et au cisaillement.

Si, comme le représente la fig. 2, la tole est soumise & des contraintes de
cisaillement t uniformément réparties sur les arétes et a des contraintes de
traction et de compression 6 = o, (1—2 y/b), linéairement réparties sur les deux
extrémités, la grandeur de la contrainte critique de flexion o,.. dépend de la
grandeur des contraintes de cisaillement. Par analogie, on peut dire que la con-
trainte critique de cisaillement dépend de la grandeur de o,. Pour simplifier,
introduisons les paramétres % et p, définis comme suit:

Pour résoudre le probléme on peut de nouveau faire appel a 1'expression (1)
qui satisfait aux conditions aux appuis. Comme auparavant, 1'équation (2) fournit
I'énergie potentielle de la tole voilée. Le travail V,; fournit durant le voilement
par les forces agissant sur les arétes est dans notre cas:

b a a b
v, :—;—Ofdyofco(l _?) wzxdx—rhgrarwxwy dx dy (%)

La condition de voilement est V = V,. On peut obtenir ainsi une expression
pour G.., en choisissant les constantes A,., de telle sorte que cette expression
soit minima. Les équations dx%/5A,, =0 forment un systéme linéaire par
rapport & Am.. On obtient la grandeur de % en égalant a zéro les déterminants
de ce systéme. L'exactitude du résultat dépend de l'ordre des déterminants con-
sidérés. Nous utilisons ici les déterminants des coefficients des huit® termes A,
Atss Ags Aoy Ags, Ags, Agy, Agg et les valeurs de x pour différentes valeurs
de B et de p, comme elles sont données au tableau V.

5 Stein a effectué le calcul avec quatre termes. On obtient des valeurs de % sensiblement
plus petites lorsque l'on effectue le calcul, comme ci-dessus, avec huit termes. O. Stein: Der

Stahlbau, Berlin, 7¢ vol. (1934), p. 57.
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Tableau V.

Valcurs de x et de p pour différentes valeurs de B.

p=1 B="1s B="/s B=" -
I R o | e | = | %
0 ' 25,6 0 \ 24,5 0 23,9 0 25,6
2 24.6 4 [ 92,8 4 23,05 4 95,4
4 22.2 8 17 8 20,35 8 24,3
6 18,4 10 L1395 12 15.23 12 22,55
8 12,4 11 10,01 14 11,04 16 19,94
9 6,85 12 461 15 8,0 20 16,13
9,42 0 1226 0 16,09 0 24 10,26
_ 26 h,44
‘ 26,9 0

Nous avons reporté ces valeurs sous forme de courbes a la fig. 4. Lorsque x =0,
nous avons la condition de voilement d'une tole pour cisaillement pur, tandis que
pour p =0 nous avons la condition de voilement d'une tole sur laquelle agissent
des efforts de flexion. Les valeurs de p pour » = O concordent trés exactement
avec celles de Timoshenko pour le cas du cisaillement pur. La faible différence
pour les petites valeurs de 3 est & attribuer au fait que des huit termes considérés
cinq valeurs m -+ n seulement sont paires alors que Timoshenko utilise six termes
pairs. Pour une sollicitation au pur cisaillement et pbur B =1/, la différence
dans les valeurs t./c. ne se monte qu'a 20p pour le calcul avec cinq et six
termes. Pour une sollicitation a la pure flexion (p = 0) les valeurs de % concor-
dent avec celles de Timoshenko qui ne s’est servi que de trois termes.

4> — Eremples numériques.

Admettons qu’une tole sollicitée a des efforts de traction agissant sur ses arétes
doive étre renforcée par deux raidisseurs. Soit: a = 2000 mm, b = 1000 mn,
h = 7mm, E = 21000 kg/mm? et u = 0,3. Il faut déterminer la charge qui
engendre un voilement de la tdle ainsi que la rigidité des raidisseurs.

21000 - 73 "
D= 21— 000 — 660000 kg mm,
660000 - =°
= 22T 0,9 2,
S = 1000000 . T 0,93 kg/mm

Pour 8 = 2 on obtient 3’ = 0,667 et suivant le tableau IV vy, = 10,8 et
Ter/0e = 16,06; 1l en résulte que t..=14,94 kg/mm? et B=10,8.0,667 - 660 000
= 4750 - 10¢ kg - mm?2. Si I'on ne veut utiliser qu'un raidisseur, la contrainte cri-
tique de cisaillement est 8,77 kg/mm? et la rigidité du raidisseur doit étre égale
a 1096 - 106 kg - mm?2.

Comme deuxiéme exemple, considérons I'4me de la partie extréme d'une poutre
pleine. La hauteur b de cette ame est 2000 mm et son épaisseur h = 8 mm. Il
faut déterminer la distance exacte entre les raidisseurs a l'extrémité de la poutre
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et la rigidité que doit posséder le raidisseur pour que le voilement se produise
lorsque T = 10 kg/mm?2.

21000 - 83
985000 7° \

Ter = 10 kg/mm?®

Ter

— =32,9.
GCe
On voit a la fig. 3 que P’ = 0,44, la distance cxacte entre les raidisseurs
est donc

¢ = 2000 - 0,44 — 880 mm. .

Pour déterminer la rigidité des raidisseurs admettons qu'un raidisseur sur trois
est absolument rigide. Dans ce cas nous pouvons utiliser les courbes de la fig. 3

s e
S8
LN
e § . ‘
(.1
iy Ssw
28 § Fine Wersterfing, zwer’ Felder
STER - (1X un raidisseur , deux panmesux
& 5 S s
58 0 \ one shifener, two panels __|
~s3 | Zwoi Versteifiungen, dro) felder
N (2){ deux raidlisseurs, hrois panmeaux
E 2 % 50 Ter two stiffeners, Hree panels —
’ 0,
L8 | 7
E D %
1 D I
) 1) (¢4
TS |- -
Iy °
<
N —
1132
§-§ : | ( f))\
8 & 2)
hiio —
R&® |
oSO8
P T B B A e L I
:§ § 0 2 4 ) & 10 12 14
fs Seitenverhaltms '
Rapport des -ciles B’

Fanel ratio S’

Fig. 3.

Rigidité des raidisseurs pour un rapport donné des cotés.

valables pour deux raidisseurs, nous trouvons Y'wi, = 50. La rigidité des raidis-
seurs est ainsi

B =50 - 880 - 985000 = 43 300 - 10¢ kg mm®.
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Comme troisiéme exemple considérons un panneau rectangulaire sollicité a la
flexion et au cisaillement comme l'indique la fig. 2. Dimensions: a = 1000 mm,
b = 2000 mm, h = 10 mm. Admettons que la contrainte de flexion o, soit égale
a 10 kg/mm2; il faut chercher la contrainte de cisaillement qui entraine le voile-
ment. Dans ce cas B =1/, et

21000 - 10°
192300070 .
Ce — m—0,474 kg/mm
10
x—O’T,M——21,1
28 ‘
-'Q\‘S z 1
:\Eé X — \ )(-EQ 0! £
£ & 97
S8 2 N [
S5 - \\\
§“§ ® 16 \\
o8 \
sev | \
G588 [ \ \ \v}ﬁ
B \
&8, T
i 1»'33 44| -5 \
/] ] ! [ | | 1 ] i
0 4 & 12 1% 20 V24 28 32

Schubspannungsverhaltrrs, @
Rapport des conlrainfes de cisailemen; 0
Shear slress ratio, 0
Fig. 4.
Charges critiques pour des tdles soumises simultanément a la flexion
et au cisaillement.

A partir de la fig. 4 on obtient p = 14,3 pour f =1/, et x = 21,1, La valeur
correspondante de t est 14,3 - 0,474 = 6,78 kg/mm?2.
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