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V16
La stabilite des plaques rectangulaires soumises au cisaillement

et ä la flexion.

Die Stabilität rechteckiger Platten unter Schub* und
Biegebeanspruchung.

Stability of Rectangular Plates Under Shear
and Bending Forces.

Dr. S. Way,
East Pittsburgh, Pa., U.S.A.

1° — Indroduction.

La stabilite des plaques rectangulaires soumises sur leurs bords ä differents
types de sollicitation est un probleme qui se presente souvent dans la construction
des ponts, des bateaux et des avions.1 Lorsque la charge depasse une certaine
valeur critique, la plaque se gondole transversalement. Dans une construction,
la charge critique est parfois plus petite que la charge admissible, il est donc

toujours bon de connaitre la charge critique.
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Nous traiterons dans ce rapport deux problemes du voilement des plaques
rectangulaires. Le premier (fig. 1) concerne une plaque munie de deux
raidisseurs. La charge est constituee d'efforts de cisaillement repartis uniformement
sur les aretes. Le second probleme (fig. 2) se rapporte ä une plaque soumise
d'une part ä des efforts de cisaillement uniformement repartis sur les aretes et
d'autre part ä des efforts de traction et de compression lineairement repartis des

1 0. S. Heck et H. Ebner ont donne une bibliographie tres complete sur la resistance des

toles, Luftfahrtforschung, vol. 11, 1935, p. 211.



632 V 16 S. Way

deux cotes. Dans les deux cas nous admettons que les quatre aretes sont
simplement appuyees.

Nous appliquons la methode de l'energie, suivant laquelle la charge critique
se calcule ä partir de la condition que le travail developpe au cours du voilement,

par les forces agissant sur les aretes, est egal ä l'energie potentielle accumulee

par suite de l'elasticite du materiau. Le flechissement doit etre tel que la charge
critique soit minima.

2° — Plaques ä deux raidisseurs soumises au cisaillement.

Le probleme d'une plaque rectangulaire soumise au cisaillement sans raidisseur
et avec un raidisseur a ete resolu par Timoshenko2 alors que Southwell et Skan3
ont traite le cas d'une plaque infiniment longue avec efforts de cisaillement
agissant sur les aretes. Les raidisseurs ont pour objet le relevement de la charge
critique d'une plaque. Get aecroissement de la charge critique augmente en

general avec la resistance des raidisseurs. On a cependant constate qu'il etait
inutile d'augmenter au delä d'un certain point la resistance des raidisseurs
d'une plaque soumises sur ses aretes ä des efforts de cisaillement car les raidisseurs

restent droits et la töle ne se voile que dans les panneaux.
Pour resoudre le probleme de la plaque rtepresentee ä la fig. 1, on admet

pour le plan deforme une expression generale sous forme d'une double serie

trigonometrique.
°° oo ^mx jrnyw= 2 2- Amnsin- — sin—r-^- (1)

m l n l a t>

oü chaque expression satisfait ä la condition limite des aretes simplement
appuyees. L'application de cette formule permet de calculer trois grandeurs
d'energie, ä savoir, l'energie potentielle V de la töle, l'energie potentielle des

raidisseurs V,i et Vs2 et le travail Yx fourni durant le voilement par les forces
de cisaillement agissant sur les aretes. On peut negliger la rigidite ä la torsion
des raidisseurs. Ces trois grandeurs sont exprimees comme derivees de w:

V - J* f{(wxx + wyy )2 - 2 (1 - u) (wxx wyy - wxy2)} dx dy (2)

V.i + V92 =| J*{(wyy)2x=a + (wyy)\[ dy (3)

a b

Vx — inj J wx wy dx dy (4)
0 0

oü h est l'epaisseur de la plaque, B la rigidite ä la flexion des raidisseurs et D
la rigidite ä la flexion de la töle,

D W=,.j (5)

2 S. Timoshenko: Eisenbau, 12° vol. (1921), p. 147.
3 R.V. Southwell et S. H. Skan: Proc. Roval Societv, Londres, Series A, 105e vol. (1924),

P. 582.
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La condition de voilement est:

vsl + vS2 vr (6)

L'equation (6) conduit ä une expression de xcr, la contrainte critique de cisaillement,

en fonetion des constantes Am„. Le pas suivant consiste ä determiner le
minimum de xcr par rapport aux constantes. Les equations bxcr/bAnm 0
conduisent ä une serie d'equations lineaires pour les constantes Amn. On obtient
finalement la valeur de xcr en resolvant le determinant du Systeme poses egaux
ä zero. L'exactitude de la valeur obtenue pour xrr est d'autant plus grande que
le nombre de termes consideres du determinant d'ordre infinie est plus grand.

Les equations lineaires que l'on obtient en choisissant les constantes Amn

de teile sorte que xcr soit minimum, se composent de deux groupes dont l'un
contient les termes dans lesquels m T n est impair tandis que l'autre contient les

termes dans lesquels m + n est pair. II faut emplo)er le groupe d'equations qui
fournit la plus petite valeur de xcr.

II est bon de mesurer la charge critique ä l'aide du rapport xcr/öe, oü öe est
la charge de flambage suivent Euler Dn2/hb2. Au tableau I nous donnons les
valeurs de xcr/ö0 calculees ä partir des determinants du sixieme ordre pour les
deux groupes d'equations et pour le cas special B 0.4 Nous avons designe

par ß le rapport a/b.
Tableau I. #

Valeurs de xcr/öe pour differentes valeurs de ß. B 0.

ß 1 1,2 1,5 2,5 3

Ter / öe

m -j- n pair
9,42 8,06 7,14 6,59 6,32 6,14

Ter / öe

in -f- n impair
11,55 8,09 6,74 6,21 6,04

Les valeurs de xcr/öe pour ß < 1 peuvent etre facilement deduites des valeurs
ci-dessus; elles sont donnees au tableau II. Nous avons donne la plus petite des

deux valeurs de xcr/öe
Tableau II.

Tcr/Öe Pour i3<1' B 0.

ß 1
1

0,833
i

0,667 0,5' 0 0,400 0,333

Tcr / öe 9,42 11,60 16,06 26,40 1 38,80 54,40

Pour tout raidisseur important, le Systeme conduit ä la plus petite valeur de

xcr pour m + n impair. Nous posons egaux ä zero le determinant des
coefficients des constantes.

V2V A-i2> A-32» *23> A41, Au;
4 Les valeurs pour lesquelles m -f- n est pair concordent avec celles obtenues par Timoshenko

(note 2). Les expressions qui ont ete emplovees pour les valeurs paires de m -j- n e Laien t

An, A22, A33, A13, A31, A42 et pour les valeurs impaires de m -J- n, A21, A12, A32, A23>
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l'equation ainsi obtenue nous permet de calculer directement xcr/öe lorsqu'on
connait ß et la resistance des raidisseurs. II est avantageux de mesurer la
resistance des raidisseurs par le rapport y B/aD. Les valeurs de xcr/öe ainsi
obtenues sont donnees au tableau III. On constate que la charge de voilement
de la töle augmente en meme temps que la rigidite des raidisseurs.

Tableau III.

Tcr / öe Pour differentes valeurs de y et de ß.

ß- 1 ß 1,2 ß 1,5 ß 2 ß 2,5 ß 3

T Tcr/Öe T Wöe T Ter/öe T Tcr/Öe T Tcr/Öe T Tcr/Öe

0 11,55 20 36,7 0 8,09 0 6,74 0 6,21 0 6,04

10 32,75 25 40,1 5 19,43 2 13,07 1 10,3 0,2 7,29

20 41,6 30 43,2 10 25,2 5 18,2 2 13,1 0,4 8,32

30 48,5 15 29,5 10 23,8 3 15,1 0,6 9,21

40 54,4 0,7 9,59

Lorsque les raidisseurs ont une tres grande rigidite, la charge critique calculee

pour la töle est plus grande que la, charge critique d'un des trois panneaux.
Les raidisseurs restent droits et seuls les panneaux de la töl,e se gondolent. La
condition pour que les raidisseurs restent droits est que leur rigidite soit plus
grande que la rigidite pour laquelle la charge critique de la plaque est egale
ä celle d'un panneau. On calcule la charge critique d'un panneau en admettant

que tous les bords de la plaque sont simplement appuyes. En realite, chaque
panneau est partiellement encastre par le ou les panneaux voisins.

Admettons que ymjn est la plus petite valeur de y pour laquelle les raidisseurs
restent droits. Pour illustrer la methode de calcul, considerons le cas oü ß 1,2.
La valeur de ß pour un panneau de cette töle est 0,400 et le rapport de la

charge critique correspondante est 38,8, ainsi qu'il ressort du tableau II. Bepor-
tons graphiquement les valeurs de xcr/öe donnees au tableau III pour ß 1,2,

on trouve que xcr/öe 38,8 lorsque y 23. Donc ymin est egal ä 23 pour
ß — 1,2. On peut determiner de la meme fagon les ymi„ pour d'autres valeurs
de ß.

II est avantageux de presenter les resultats en fonetion des dimensions d'un
panneau et non pas en fonetion des dimensions de la töle. Designons par c la
distance entre les raidisseurs. Nous introduisons les symboles ß' et y', definis
comme suit:

B
P' TT Y cD'

Nous donnons au tableau IV les valeurs de xcr/öe et de Ymin pour differents

panneaux. Ges valeurs ont ete reportees sous forme de courbes ä la fig. 3. On

peut voir que la rigidite des raidisseurs, necessaire pour deux raidisseurs, n'est

pas beaucoup plus grande que celle necessaire pour un raidisseur. Pour trois
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raidisseurs ou plus, les valeurs de y'min ne depassent que de tres peu celles pour
deux raidisseurs.

Tableau IV.

Un raidisseur Deux raidisseurs

ß' I min Tcr / öe ß' T min Tcr / öe

0,500 30,4 26,4 0,333 120 54,4

0,625 12,6 17,9 0,400 69 38,8

0,750 5,8 13,3 0,500 34 26,4

1,000 1,66 9,42 0,667 10,8 16,06

0,833 4,2 11,61

1,000 2,0 9,42

3° — Töles sollicitees simultanement ä la flexion et au cisaillement.

Si, comme le represente la fig. 2, la töle est soumise ä des contraintes de

cisaillement x uniformement reparties sur les aretes et ä des contraintes de

traction et de compression ö ö0 (1—2 y/b), lineairement reparties sur les deux
extremites, la grandeur de la contrainte critique de flexion öocr depend de la

grandeur des contraintes de cisaillement. Par analogie, on peut dire que la
contrainte critique de cisaillement depend de la grandeur de ö0. Pour simplifier,
introduisons les parametres x et p, definis comme suit:

Öoc T

Öe

Pour resoudre le probleme on peut de nouveau faire appel ä l'expression (1)
qui satisfait aux conditions aux appuis. Comme auparavant, l'equation (2) fournit
l'energie potentielle de la töle voilee. Le travail Vx fournit durant le voilement

par les forces agissant sur les aretes est dans notre cas:

b a ab
V, - Jdy Jooll — -r^l w4x dx — Th J" Jwxwy dxdy

^ 0 0
X ' 0 0

(•)

La condition de voilement est V \v On peut obtenir ainsi une expression
pour öocr, en choisissant les constantes Amn de teile sorte que cette expression
soit minima. Les equations bx/bAmn 0 forment un Systeme lineaire par
rapport ä Amn. On obtient la grandeur de x en egalant ä zero les determinants
de ce Systeme. L'exactitude du resultat depend de l'ordre des determinants
consideres. Nous utilisons ici les determinants des coefficients des huit5 termes At1,
A12> A13' L21' *22> ^23> A31, A33
de ß et de p, comme elles sont donnees au tableau V.

et les valeurs de x pour differentes valeurs

5 Stein a effectue le calcul avec quatre termes. On obtient des valeurs de x sensiblement

plus petites lorsque l'on effectue le calcul, comme ci-dessus, avec huit termes. O. Stein: Der
Stahlbau, Berlin, 7e vol. (1934), p. 57.
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Tableau V.

Valeurs de x et de p pour differentes valeurs de ß.

ß 1 ß 4/ö ß 2/» ß l/i
p X P X P X P X

0 25,6 0 24,5 0 23,9 0 25,6

2 24.6 4 22,8 4 23,05 4 25,4

4 22.2 8 17,7 8 20,35 8 24,3

6 18,4 10 13,25 12 15.23 12 22,55

8 12,4 11
1

10,01 14 11,04 16 19,94

9 6,85 12 4,61 15 8,0 20 16,13

9,42 0 12,26 0 16,09 0 24

26

26,9

10,26

5,44

0

Nous avons reporte ces valeurs sous forme de courbes ä la fig. 4. Lorsque x 0,
nous avons la condition de voilement d'une töle pour cisaillement pur, tandis quo
pour p 0 nous avons la condition de voilement d'une töle sur laquelle agissent
des efforts de flexion. Les valeurs de p pour x 0 concordent tres exactement
avec celles de Timoshenko pour le cas du cisaillement pur. La faible difference

pour les petites valeurs de ß est ä attribuer au fait que des huit termes consideres
cinq valeurs m + n seulernent sont paires alors que Timoshenko utilise six termes
pairs. Pour une sollicitation au pur cisaillement et pour ß 1/2, la difference
dans les valeurs xcr/de ne se monte qua 2 o/0 pour le calcul avec cinq et six
termes. Pour une sollicitation ä la pure flexion (p 0) les valeurs de x concordent

avec celles de Timoshenko qui ne s'est servi que de trois termes.

4° - Exemples numeriques.

Admettons qu'une töle sollicitee ä des efforts de traction agissant sur ses aretes
doive etre renforcee par deux raidisseurs. Soit: a 2000 mm, b 1000 mm,
h =- 7 mm. E 21000 kg/mm2 et u- 0,3. II faut determiner la charge qui
engendre un voilement de la töle ainsi que La rigidite des raidisseurs.

D
21000-79

12(1 - 0,09)
660000 kg mm,

öe
660000-tt2
1000000-7

0,93 kg/mm2

Pour ß 2 on obtient ß' 0,667 et suivant le tableau IV y'm;n 10,8 et
Tcr/öc =- 16,06; il en resulte que xcr 14,94 kg/mm2 et B 10,8 • 0,667 • 660 000

4750 • 106 kg • mm2. Si l'on ne veut utiliser qu'un raidisseur, la contrainte
critique de cisaillement est 8,77 kg/mm2 et la rigidite du raidisseur doit etre egale
ä 1096 • 10 6 kg. mm2.

Comme deuxieme exemple, considerons l'äme de la partie extreme d'une poutre
pleine. La hauteur b de cette äme est 2000 mm et son epaisseur h 8 mm. II
faut determiner la distance exacte entre les raidisseurs ä l'extremite de la poutre
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et la rigidite que doit posseder le raidisseur pour que le voilement se produise
lorsque x 10 kg /mm2.

0 ^-^ 985 000 kgmm

o^TT.'82=a3Q35kg/mmä

TCr= 10 kg/mm2

^ 32,9.
Öe

On voit ä la fig. 3 que ß' 0,44, la distance exacte entre les raidisseurs
est donc

c 2000 • 0,44 880 mm.

Pour determiner la rigidite des raidisseurs admettons qu'un raidisseur sur trois
est absolument rigide. Dans ce cas nous pouvons utiliser les courbes de la fig. 3

Ĥ»

*» f r SD -

1»
•fe J

§13 oJ*

- 1

- 1 (i)
Eine Ifasteifung, zHei Felder

un raidisseur, deux panneaux
one stiffener, tno panels
Zhfei Versteifungen, drei leider
deux raidisseurs, trois panneaux- \ (2)

-
r

c cb c c c b i

-
(1 (2)

c
T

-

- (i)A
¥N

1 1 1 1 * I I

6 8 10

Seifenverhallnisß'
Rapport des cotesß'
Panel ratio ß'

Fig. 3.

Rigidite des raidisseurs pour un rapport donne des cotes.

valables pour deux raidisseurs, nous trouvons y'min 50. La rigidite des raidisseurs

est ainsi
B 50 ¦ 880 - 985 000 43 300 • 106 kg mm2.
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Comme troisieme exemple considerons un panneau rectangulaire sollicite ä la
flexion et au cisaillement comme l'indique la fig. 2. Dimensions: a 1000 mm,
b 2000 mm, h 10 mm. Admettons que la contrainte de flexion ö0 soit egale
ä 10 kg/mm2; il faut chercher la contrainte de cisaillement qui entraine le
voilement. Dans ce cas ß 1/2 et

D: 21000- 103

Öe

12 • 0,91

1923000-7I2
4 - IO6•10

1923000 kg mm

0,474 kg/mm2

10

0,474
21,1.

28

24

20

16

1* *

Ml
«5*5 1

-
i

1

1
i

- ^ *-t H
-

-

- \iß
-

1 1

Um-/
li i

4-ß
—i— i <i i

8 1? IS 20f 24 28 52
Schubspannungsverhältnis, Q

Rapport des contngintes de cisaillement Q

Shear stress ratiotQ

Fig. 4.

Charges critiques pour des töles soumises simultanement ä la flexion
et au cisaillement.

A partir de la fig. 4 on obtient p 14,3 pour ß 1/2 et x 21,1. La valeur

correspondante de x est 14,3 • 0,474 6,78 kg/min2.
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