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I
Rapport General.

Generalreferat.

General Report.

Dr. Jng. L. Karner j,
Generalsekretär der I.V.B.H., Professor an der Eidgen. Techn. Hochschule, Zürich.

La construction economique des ouvrages metalliques exige l'utilisation aussi

complete que possible du degre de securite. Autre fois, dans le calcul base

sur des contraintes admissibles, on determinait le coefficient de securite par
rapport ä la resistance ä la rupture et la representation ainsi obtenue etait tout-
ä-fait fausse. Au cours de ces dix dernieres annees, la limite apparente d'elasticite

du diagramme des contraintes-allongements a pris une importance toujours
croissante dans l'estimation du materiau et par le fait meme dans la
determination de la securite.

L'experience acquise sur les ouvrages metalliques en service a montre qu'on
peut avoir, dans certains elements de construction, des efforts qui depassent de

beaucoup les contraintes admissibles et souvent meme la limite apparente d'elasticite,

sans pour cela que l'ouvrage soit mis en danger. Je pense aux contraintes
secondaires dans les poutres reticulees, au sollicitations dans les assemblages
rives, ä l'influence de l'affaissement des appuis dans les poutres continues, etc.

Nous savons ä l'heure actuelle que, dans les systemes hyperstatiques, la limite
apparente d'elasticite peut etre depassee sous certaines conditions, sans pour
autant que la securite prevue soit diminuee.

Ces faits nous conduisirent ä une revision fondamentale du concept de securite
dans les constructions metalliques; la limite apparente d'elasticite ne suffit plus
ä definir le materiau d'une fagon parfaite pour le staticien et le construeteur.

Lorsqu'une barre soumise ä la traction simple atteint la limite apparente
d'elasticite, sa resistance est detruite, pour autant que cette barre ne fasse pas
partie d'un Systeme interieurement hyperstatique dans lequel se produit un
blocage du jeu des forces.

Par contre, dans les poutres soumises ä la flexion simple ou ä la flexion aecom-

pagnee d'efforts normaux, la surcharge peut augmenter encore, meme lorsque
la limite apparente d'elasticite est atteinte dans les fibres extremes et lorsque
la deformation peut s'effectuer sans aucune entrave, et cela parce que la
distribution des« contraintes est de nature indeterminee.

Considerons une poutre rectangulaire soumise ä la flexion. L'ancienne hypothese

de plasticite explique le relevement du moment de rupture par un
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ecoulement par couches se propageant jusqu'a plastification complete ou jusqu'a
formation d'une articulation plastique.

Dans le meme cas, la nouvelle theorie de plasticite se base d'abord sur un
relevement de la limite apparente d'elasticite et en deduit finalement une
plastification subite de toute la section.

Pour le staticien et le construeteur, ces deux theories ne sont interessantes
qu'en tant qu'explications du processus. Ce processus est moins important pour le
resultat final qui est la formation d'une articulation plastique.

Le comportement plastique depend tres fortement de la section et du Systeme
de sollicitations suivant plusieurs axes. Ges processus sont tres difficiles ä

exprimer mathematiquement sur la base de nos connaissances actuelles.
Les nombreux travaux et les nombreuses decouvertes concernant la theorie

de la plasticite n'ont pas term compte de l'influence du temps. II est tres
probable que l'on arrivera ä une meilleure explication des relations existantes
en considerant ce probleme comme un vrai probleme dynamique, c'est-ä-dire
en introduisant une nouvelle variable «t>.

Tout le monde sait que la «limite apparente d'elasticite» depend non seulernent

de la section de l'eprouvette mais encore de l'execution de l'essai par rapport
au temps.

Le fait que les proprietes de ductilite de l'acier permettent de dimensionner
d'une fac^on plus economique les constructions hyperstatiques, a influence divers
reglements concernant les charpentes metalliques; il faut tenir compte, dans le
dimensionnement des poutres continues, d'une egalisation des moments sur
appuis et en travees (peut-etre dans une proportion plus faible qu'en realite).
Kazinczy (Hongrie) et Kist (Hollande) ont propose de dimensionner les systemes
hyperstatiques sur la base d'une nouvelle definition du coefficient de securite.

Une conception plus precise du probleme en question n'a ete possible que
gräce aux travaux tres approfondis de Grüning qui fut le premier ä rechercher
l'expose analytique des relations qui entrent en ligne de compte ici.

Grüning a tout d'abord limite ses recherches au cas d'une surcharge
invariable; Hans Bleich a tenu compte de differentes dispositions des charges
et il a introduit le concept de (diagrammes de contraintes residuelles» qui
forment la base du calcul d'apres le procede de l'equilibre plastique.

Dans la distribution des rapports, l'A.I.P.C. a juge qu il etait tres imporlaut
de ne faire traiter les questions esquissees ici que par des specialistes de la

partie, afin d'obtenir un expose aussi complet que possible de l'etat actuel du
probleme:

Les travaux de Fritsche, Freudenthal et Rinagl sont consacres ä des questions
d'essai des materiaux.

Un autre groupe de rapporteurs traite le probleme ä un point de vue theorique,
en supposant un diagramme idealise des contraintes-allongements, c'est le cas

pour Melan, Kohl et Levi.
Les essais jouent evidemment un role de toute premiere importance dans

l'explication des questions ayant trait ä la plasticite. Maier-Leibnitz traite ce

sujet dans son rapport et, en interpretant les essais, prend position vis-ä-vis des

methodes de calcul.
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Dans le dernier numero de la revue ,,Stahlbau", Maier-Leibnitz decrit d'autres
essais sur l'explication de la resistance effective des poutres continues et il
arrive ä des hypotheses simplifiees d'interpretation, d'une grande utilite.

Finalement, le rapport de Bleich expose le calcul pratique des poutres continues
et des cadres, d'apres la methode de la plasticite.

La question de l'influence de la plasticite sur le dimensionnement des
constructions metalliques nous semble revetir la plus grande importance car nos
efforts tendent ä augmenter l'economie des ouvrages metalliques sans pour autant
mettre en danger leur securite. On y parvient, avec certaines restrictions, en

appliquant le procede de l'equilibre plastique au dimensionnement des systemes
hyperstatiques. Ces restrictions concernent par exemple les cadres et les poutres
continues qui. d'apres la theorie de l'elasticite, sont utilises dans toutes leurs
sections et qui ne possedent pas ou tres peu de reserve de resistance apres la
transformation du Systeme par introduction d'une articulation plastique.

II en est de meme pour la poutre reticulee, du moins suivant notre maniere
de voir actuelle. II faut egalement tenir compte ici de l'instabilite des elements
sollicites ä la compression.

Nous avons tacitement parle jusquä present de la plasticite dans les constructions

rigides. Le comportement plastique du materiau lui-meme joue cependant
aussi un role tres important dans les problemes d'equilibre instable. La theorie
de la plasticite nous permet d'etudier d'une fagon simplifiee la stabilite des barres

en tenant compte de la forme de la section et des conditions d'appui les plus
diverses. Les methodes de calcul que l'on developpe pour l'etude des problemes
de stabilite des barres et des dalles pourront etre tres prochainement etablies sur
une base fortement simplifiee.

Les procedes de dimensionnement des systemes hyperstatiques, bases sur les

proprietes plastiques de l'acier, ne tiennent en general pas compte de la rupture
par fatigue. Les essais et l'experience n'ont pas encore suffisamment montre
comment il etait possible de traiter, quant ä la fatigue, les contraintes purement
elastiques dans les ouvrages soumis ä des efforts alternes, apres un premier
depassement de la limite apparente d'elasticite et apres formation d'articulations
plastiques.

Meme si l'on renonce ä dimensionner les systemes hyperstatiques suivant la
theorie de la plasticite, les nouvelles connaissances acquises jouent un role lies
important sur le choix de la forme des ouvrages. La crainte que l'on avait jusquä
present de construire des poutres continues lorsque les appuis etaient susceptibles
de subir de legers affaissements ne nous parait pas justifiee.

Lä oü, autrefois, on adoptait des systemes isostatiques par suite de la

compressibilite du sol de fondation ou de l'elasticite des appuis, on peut actuellement
donner la preference aux constructions hyperstatiques dont le dimensionnement est

plus economique.
On a attache une beaucoup trop grande importance ä l'influence des

contraintes secondaires dans les poutres reticulees, quoique Engesser ait fait
remarquer, il y a plus de 40 ans dejä, que ces contraintes secondaires etaient
attenuees par la ductilite de l'acier. Je pourrais multiplier ä volonte les exemples
tires de la construction metallique et aussi bien pour les problemes de resistance

que pour ceux de stabilite.
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Nos conceptions sur les sollicitations critiques dans nos ouvrages sont en pleine
evolution. Nous demandons ä l'essai des materiaux une meilleure caracterisation
des materiaux qui donnera au construeteur la possibilite de dimensionner eco-
nomiquement les ouvrages, tout en conservant la securite exigee.

Nos nouvelles connaissances, qui representent un grand progres par rapport
aux anciennes conceptions, ne doivent pas nous tromper; nos nouvelles methodes
de calcul et notre nouvelle fagon de construire ne peuvent que nous donner des
eclaircissements sur certains details et certaines particularites d'un element de
construction.

L'ouvrage lui-meme est constitue d'une foule de details qui s'influencent
reeiproquement; aujourd'hui comme autrefois, l'ingenieur doit vouer toute son
attention ä l'etude de ce complexe. Le vrai construeteur doit donc introduire les
nouvelles connaissances relatives au materiau utilise et les nouvelles methodes de
calcul basees sur des essais, d'une maniere adequate et pratique dans ses
connaissances, dont elles ne forment qu'une faible part, pour realiser des ouvrages
metalliques economiques et offrant une securite süffisante.
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Discussion relative ä la plasticite.

Diskussion über die Plastizität.

Contribution to Discussion on Theory on Plasticity.

L. Baes,
Professeur ä l'Universite de Bruxelles.

1° — Au point de vue de la theorie generale de la plasticite, du röle des lignes
de cession et de la frontiere entre la region elastique et la region plastique.

Les memoires II et 12 appellent des approbations mais aussi quelques

remarques.

1° — Definition de la plasticite en general:

II est necessaire de rappeler, pour eviter toute fausse Interpretation, qu'on
dit que dans une region du corps il y a deformation plastique ou que la

matiere est en plasticite, lorsque dans cette region la deformation n'est pas
totalement elastique et que cependant la cohesion de la matiere n'y est pas
detruite, meme s'il y a eu modification du reseau structural. Cette definition
est generale, eile revient ä rendre synonymes les expressions:

deformations plastiques et deformations permanentes sans destruction de la
cohesion (il y a d'autre part des cas de deformation permanente criquee ou
impliquant une destruction partielle de la cohesion).

2° — Definition du phenomene d'ecoulement plastique et des lignes de cession

ou figures d'ecoulement pour l'acier doux:
Ce qui donne un interet tout particulier ä l'etude de la plasticite est l'existence

dans ce domaine d'une propriete tres importante de l'acier doux, celui-ci essaye
notamment par traction pure ou par compression pure, presente un phenomene
d'ecoulement plastique tres particulier. Pour une valeur determinee de la
sollicitation, la deformation longitudinale grandit brusquement de maniere tres
sensible.

Idealise, ce phenomene est parfois represente par ce que l'on appelle le palier
du diagramme de traction ou de compression.

Ce phenomene ne se prolonge pas ä de tres grandes deformations, mais au

point de vue techniqu,e il a cependant comme consequence de creer une
deformation plastique appreciable, qui suit une phase ne comportant quasi que des

deformations elastiques tres petites.
C'est en realite ce phenomene et ses consequences qui ont declanche les etudes

modernes de la plasticite et dont on cherche ä tirer parti au point de vue de,

3
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i'economie des constructions en acier doux. II a d'ailleurs comme consequence
de constituer un moderateur tres precieux ä une elevation locale de tension.

C'est en partie ce phenomene, idealise par la notion du palier, qui a donne
naissance ä la notion de la plasticite parfaite: deformation croissante sous
sollicitation constante.

Dans cette conception il y aura des cas d'etats simples, doubles ou triples de
tension ou de deformation de plasticite parfaite.

De lä la justification et la neoessite pratique de l'introduction d'une hypothese
de plasticite parfaite, hypothese qui est susceptible d'evoluer.

3° — Signification des lignes de cession qui se produisent ä la surface des

pieces en acier doux deformees plastiquement.
J'estime qu'on peut se rallier nettement ä l'avis de MM. Takaba et Okuda

cite dans le I 1:

«L'apparition des lignes de cession et du coude brusque de la courbe des

deformations sont le resultat d'un seul et meme processus, ä savoir la
deformation, par groupes, de quantites importantes de grains cristallins.»

II y a donc une vraie discontinuite de la deformation, qui se fait d'ailleurs
par zones et qui semble interesser toute une region et non pas seulernent des

actions purement locales.
On peut se rallier ä l'idee, qui fait bien image, que ce phenomene brusque

est le fait d'une instabilite moleculaire analogue ä un phenomene de retard ä la
deformation.

Celle-ci exige ä ce moment un changement d'arrangement du reseau de

strueture, changement qui se fait par des glissements sensibles et irreversibles,
c'est-ä-dire plastiques, au cours desquels une augmentation de la durete se

produit. ainsi qu'un vrai phenomene de blocage des surfaces de cession fvoir
Moser).

De ce qui precede apparait ä toute evidence que la limite vraie entre la zone
du corps restee ä l'etat elastique et celle passee ä l'etat plastique peut ne pas
coi'ncider avec les lignes d'ecoulement qui semblent liees ä un phenomene de
retard et interesser toute une zone.

Les lignes d'ecoulement peuvent etre tres larges lorsque la region du corps
est soumise ä un etat de tension pur, elles sont au contraire souvent tres fines
lorsqu'il n'en est pas ainsi.

4° — Quelques caracteres des lignes de cession:

Dr. Ing. Freudenthal ecrit que la propriete la plus importante des figures
d'ecoulement qui apparaissent ä la surface est de coincider avec les tnajeetoires
des contraintes de cisaillement maximum.

Je fais remarquer que cela n'est vrai que pour autant que ces lignes de cession

constituent un reseau de deux familles de lignes orthogonales entre elles, mais
qu'il y a des cas oü ces lignes ne constituent qu'une seule famille de rides de

cession.
Ce cas, assez frequent, semble avoir ete perdu de vue.
II est cependant nettement visible dans l'ancien memoire descriptif de

Hartmann et dans ceux de Fremont; il est facile ä reproduire.
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Dans ce cas, ces rides de cession ne sont evidemment pas conibndues a\ec
les trajectoires des contraintes de cisaillement maximum, elles sont tout au
contraire confondues avec la trajectoire de l'une des deux tensions principales
(ligne isostatique). II est ä remarquer qu'une ligne de cession peut s'amorcer
et s'arreter en pleine masse; si la sollicitation s'aggrave, cette ligne se propagera,
en meme temps que d'autres pourront naitre.

Donc une ligne de cession ne nait pas necessairement d'une seule fois, il est

frequent qu'une teile ligne se propage successivement au cours de l'elevation
de la charge.

II apparait donc ä taute evidence que des lignes de cession ne seront pas
d'une maniere generale des lignes fronlieres entre le domaine elastique et le
domaine plastique.

C'est une evidence, car une ligne qui n'est pas apparue d'une seule fois mais

qui se propage quand la sollicitation s'aggrave ne peut etre une frontiere, celle-ci
devant etre necessairement fermee ou constituer courbe fermee avec une partie
du contour de la piece.

Cette conclusion du Dr. Ing. Freuden thal est donc une evidence et se

demontre par ce raisonnement elementaire, mais de lä ä denier tout interet
mathematique aux lignes de cession il y a loin, surtout lorsqu'elles sont tres
deliees.

5° — La condition de plasticite:
Pour les metaux susceptibles de deformations plastiques avec ou sans limite

d'ecoulement nettement definie, les principales hypotheses qui ont ete intro-
duites concernant les conditions ä satisfaire au point de vue des tensions ä la
frontiere du domaine elastique et du domaine plastique sont les suivantes:1

Hypothese de Saint-Venant, de Maurice Levy et de Guest:

öi — öm Re
Tmax OU - ~-k=y

Re etant la limite d'elasticite de la traction pure.

Hypothese de Beltrami et de Haigh:
Le critere est constitue par la valeur du travail specifique de la deformation

elastique.
La condition ä satisfaire peut se traduire par:

(ö2i + ö2ii + ö*m) — — (ön • öm + öm • öi + öi • ön) R(
m

Ce critere donne lieu ä une representation dans 1'espace par un ellipsoide et
dans les etats doubles de tension par une ellipse.

1 Voir: L. Baes: Resistance des materiaux et elements de la theorie de l'elasticite et de la

plasticite des corps solides. Tome I'— Chapitre XI —
„Le probleme des criteres de la resistance des materiaux" Bruxelles 1930—34.

3#
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Hypothese de v. Mises et de Hencky:
Le critere est la valeur du travail specifique de changement de forme par

glissement2:
il se traduit comme suit:

(öi - ön)2 + (ön - öm)2 + (öm- öi)2 2 Re2 8 k2

ou, en fonetion des contraintes tangentielles maxima:

T2I. II + Tu. lll + Tm. I — "ä~ Re :2k2

+öm

Ce critere donne lieu ä une representation par un cylindre de revolution, dans

l'etat double de tension il donne une ellipse.

Hypothese de v. Mises et
Hencky, modifiee par Huber:

Le critere est la valeur du
travail specifique de changement

de forme par glissement,

pour autant que la
dilatation cubique ou la tension

öi + ön + öni
moyenne —

MJiy C

5 «te'¦2^

»MK
9>t6
N « «•

9 »

ti5.«-

IISj? ¦u>

>

/ \*

3
soient negatives.

Si elles sont positives il
y a lieu d'adopter comme
critere celui de Beltrami.%

Ce critere donne lieu ä

une representation graphique
donnee par la fig. 1; dans
l'etat double de tension il
donne une figure formee de
deux ellipses et peu differente
de celle de v. Mises-Hencky.

II faut admettre que les

experiences actuellement
connues, notamment celles de
MM. Ros et Eichinger, ont
demontre que l'hypothese de
Huber est tres satisfaisante

pour l'acier doux ou
analogue.

2 Dans la traduction francaise du memoire de Dr. Ing. Freudenthal il est dit:
„3° — Hypothese du travail constant de deformation suivant la relation ."
II est dangereux d'ecrire cela ainsi, il faut bien speeifier qu'il n'est question que d'une partie

du travail de deformation, cette partie que l'on designe par l'expression: travail de changement
de forme par glissement. Cela est d'autant plus necessaire que cette expression n'est pas tres
repandue en langue francaise.

3 II est prudent d'enoncer tout au long le critere de Huber, car il n'est pas identique a celui
de von Myses et Hencky. II est beaucoup plus logique que lui. Cela est souvent perdu de vue.

Fig. 1.

Theorie de Huber relative ä l'equilibre limite
d'elasticite (Interpretation graphique).

a) Etats triples de tension.

b) Etats doubles de tension.
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fl est important de considerer specialement deux cas particuliers devant
lesquels on peut se trouver souvent:

Cas particulier de l'etat plan de deformation, en plasticite parfaite:
La deformation plastique se fait alors dans les plans paralleles.
Supposons que ces plans soient ceux des tensions principales öi et öm et

que ön leur soit perpendiculaire.
Dans le cas de plasticite parfaite on aura en tous points:

öi + öm
donc 2

öi < ön < öm.

La condition de plasticite entre les tensions, de de St. Venant et Maurice Levy,
s'ecrit alors:

öi — öm 2 k Rc

La condition de plasticite de v. Mises-Hencky s'ecrit:

|öI"ömi FFk ÄRe-

On voit que dans ce cas ces deux conditions sont identiques ä un coefficient
2

—7=z pres et correspondent ä une valeur particuliere de xmax.
\ 3

II resulte de ce que öh est intermediaire entre ör et öm, que les facettes sur
lesquelles les glissements de plasticite se produisent sont perpendiculaires au
plan I. III.

Les surfaces de glissement sont des cylindres dont les generatrices sont
normales ä ce plan.

Les glissements se produisent donc parallelement ä ce plan et se marquent dans
celui-ci par deux familles conjuguees de lignes de glissement, constituant un
reseau orthogonal, bissectant celui des isostatiques.

Tout le long de ces lignes, au fur et ä mesure qu'elles se developpent, la

tension tangentiale atteint la valeur de criterium.

Cas particulier de l'etat plan de tension, ou de l'etat double de tension, en
plasticite parfaite:

Cc cas est tres frequent, il se presente ä la surface de la piece. L'une des

tensions principales est nulle, soit: ön — 0.

Si öi et öm sont de signes contraires, la condition de plasticite de de
St. Venant, Maurice Levy est:

Si öi et öm sont de meme signe, cette condition devient

Öi Öm Re

T ou ^ T-
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La condition de plasticite de v. Mises-Hencky est alors:

4 k2 R 2öi2 Öi • Öm Olli2

En coordonnees cartesiennes öt, öm eile est representee par l'ellipse.
Donc les conditions de de St. Venant et de v. Mises ne semblent guere dif-

ferer numeriquement, lorsque les tensions principales öi et öm sont de signes
differents. Mais cependant les deux conditions ne sont pas proportionnelles,
comme elles l'etaient dans l'etat plan de deformation.

45

6mH*-

m
64

45

Sfv

J 1 1-1 I

Fig. 2.

6m*0

\6t

45°

45

iOi

Fig. 3.

-er0fW>5° ^'i >-'"
45

*«J

r

Fig. 4.

Fig. 2—4. Aspects des reseaux g ou des rides r de glissement apparaissant sur les faces

exterieures des pieces, dans les parties en etat plan de tension.

cas a: Öjj 0, Öj et Öm de signe contraire,
cas b: Öjj Öjjj 0,

cas c: Öji 0, Öj et Öjjt de meme signe.
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Dans ce cas. lorsque les deux tensions principales a\ et öjh sont de signes
contraires, Fig. 2. il se forme un reseau de lignes de glissement.

D'apres 1 hypothese de de St. Venant, ce reseau bissecte le reseau des

isostatiques et en chaque point de 1 une des lignes du reseau, au moment ou Ie

glissement se produit en ce point. le Tn,.,v correspondant atteint la valeur du
critere.

D'apres l'hypothese de v. Mises, il y a encore formation d'un reseau de deux
familles de lignes. mais le long des lignes de glissement de ce reseau, le TmaI

n'atteint plus une valeur determinee. c est la condition de criterium qui est
atteinte et qui n'est plus basee sur une valeur determinee de Tmax.

Fig. 5.

Eprouvette de töle sollicitee par traction. L'eprouvette est successivement envahie

par les rides de glissement r. (Figure extraite de „Mesure de la limite elastique
des metaux", Ch. Fremont, 1903.)

Dans le cas oü les deux tensions principales ör et öm sont de meine signe,
Fig. 4, il ne se forme plus un reseau de deux familles de lignes orthogonales
entre elles.

Les facettes de glissement ne sont plus normales ä la surface libre, pour
aucune des deux hypotheses.

II se forme une seule famille de rides de glissement, trace commune des

deux groupes de facettes de glissement (Fig. 5 et 6).
Dans l'hypothese de de St. \ enanl chaque element de ces rides coincide,

au moment de sa formation, avec l'element d'isostatique correspondant ä la

tension principale la plus petite en valeur absolue et ä ce moment, en cet endroit,
la tension principale la plus grande atteint le double de la tension tangentielie
critere.

Les anciens documents de Hartmann fönt nettement apparaitre la distinction
entre rides et entre reseaux de glissement. \oir Fig. 7. Toutefois Hartmann
n'a pas explique cette difference.

Dans l'hypothese de v. Mises les tensions atteintes en un point de la ride,
au moment oü eile se forme en cet endroit. repondent ä la relation du critere,
ce qui n'est plus tout-ä-fait simple.
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Cette circonstance de la formation des rides semble avoir ete perdue de vue,
eile est cependant assez frequente et le probleme est alors tout different du cas
de formation du reseau. Elle se produit souvent pour des pieces plates ä encoches
laterales (Fig. 6).

Dans le cas oü une seule des tensions
principales est differente do zero, theoriquement
il y a possibilite de formation du reseau des

lignes de glissement g, ou de la famille de

rides r (fig. 3).
Pratiquement il est probable que ce sera

le reseau des lignes de glissement g qui se

formera.
Le long de ce reseau les deux hypotheses

de tension de de St. Venant et de von Mises
sont evidemment identiques.

D'autre part en pleine masse, 1 hypothese
de de St. Venant conduit ä des surfaces de

glissement en tous les elements desquelles
au moment du glissement, le xmax atteint la
valeur du critere.

D'autre pari dans ce cas. avec l'hypothese
de von Mises il n'y a plus de liaison simple
entre la condition de criterium et la tension
tangentielle maximum.

6° — Frontiere entre la region restee elastique
et la region plastique:

!i^:$

m>

Ride

Fig. 6.

de glissement dans une piece
d'acier doux entaillee.

Dr Ing. Freudenthal ecrit:
«L'adoption des lignes de cession comme

constituant la limite du domaine plastique
et l'etablissement de Solutions ä partir des

proprietes des lignes de cession elles-memes conduira toujours ä des resultats

qui ne correspondent pas ä la realite».
Pour la seconde partie on doit faire des reserves, mais la premiere partie de

cette affirmation est evidente d'une maniere generale.
II est en effet inexact que d'une maniere generale, la frontiere de la region

plastique soit confondue avec une surface de glissement, quoique evidemment
le long des surfaces des glissement dans la zone plastique la condition de

plasticite est satisfaite comme sur la frontiere.
Mais ä la frontiere il faut se raccorder ä un etat elastique.
D'une maniere generale la surface frontiere n'est pas formee par une surface

de glissement, mais par des points de diverses surfaces de glissement.
II est donc inexact de dire d'une maniere generale, comme le dit au 4° le texte

francais:
«Ainsi que toutes les observations le montrent nettement, la forme de ces

courbes n'a rien de commun avec les lignes de cession elles-memes, quoiqu elles
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Vl\

konkave Seile (oben)
face concave (dessus)
concave seit (abowe)

soient formees par celles de ces lignes qui coniespondent aussi bien ä letal
plastique qu'ä l'etat elastique des contraintes./)i

La surface frontiere est evidemment, par definition, une surface de l'etat
elastique le long le laquelle la fonetion prise comme criterium est constante.

Dans les cas d'une piece plane, sollicitee en etat plan de deformation, que
l'on applique le critere de de St. Venant ou celui de v. Mises, la ligne frontiere
est donc une ligne isochro-
matique de l'etude
photoelastique.

Pour la meme piece, sollicitee

en etat plan de

tension, eile n'est une isochro-
matique que pour l'hypothese
de de St. Venant et lorsque
les deux tensions öi et öm
sont de signe contraire ou
lorsqu'une seule n'est pas
nulle.

Pour la meme piece, sollicitee

en etat plan de tension.

lorsque les deux tensions
sont de meine signe. et dans

l'hypothese de de St. Venant,
la ligne frontiere est une
courbe d'egale valeur de la

tension principale la plus
grande en valeur absolue,
cela n'est donc pas une
courbe isochromatique de

l'etude photo-elastique.
Dans l'hypothese de von

Mises, pour l'etat plan de

tension, la ligne frontiere
n'est pas une isochromatique.

On voit donc qu'il peut
etre fort important de dis-
tinguer les cas d'etat double
de tension et d'etat plan de

deformation. C'est essentiellement

ce que j'ai tenu ä faire

remarquer.
Pour bien faire voir que

konvexe Seile(unlen)
face convexe (dessous)
convex seil (below)

Fig. 7.

Töle d'acier avant ete deformee par l'application
d'un poincon.

Lignes de glissement g et rides r.

(Figure extraite de „Distribution des deformations dans

les nielauv soumis ä des eliorts" L. Hartmann. 1896.)

4 Cette phrase a ete mal traduite en francais dans la Publication Preliminaire. II faut lire:
«Ainsi que toutes les observations le montrent nettement, la forme de ces courbes n'a rien de

commun avec les lignes de cession elles-memes, mais ces courbes sont formees par les lignes qui
correspondent aussi bien ä l'etat plastique qua l'etat elastique des contraintes». (Nole de la

Redaction).
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la ligne frontiere n'est pas en general une ligne de cession, il suffit de citer deux
cas simples bien connus:

Le cas d'une enveloppe cylindrique epaisse soumise ä une forte difference
de pression, par raison de symetrie axiale, la surface frontiere entre le domaine
plastique et le domaine elastique est un cylindre conoentrique au tube, tandis
que sur chaque section transversale les traces des surfaces de cession sont des

spirales logarithmiques.
II n'y a rien de commun entre ces formes.
Le second exemple a citer est oelui d'une plaque plane sollicitee sur sa tranche

par une charge quasi-concentree.
Les lignes de cession sur les flancs de la plaque sont des spirales logarithmiques,

la ligne frontiere est une ligne isochromatique c'est-ä-dire une circonference
ayant son centre sur la ligne de charge et tangente ä la ligne limite de la piece.

Le cas d'un disque circulaire charge par deux charges diametralement
opposees est tout aussi typique.

Le fait est donc bien flagrant, la ligne frontiere du domaine plastique et du
domaine elastique n'est en general pas une ligne de cession.

II etait je pense utile de le faire apparaitre plus nettement et plus simplement
que ne le montre l'auteur de la communication I 1, mais c'est lä un fait classique.

II reste de nombreuses et importantes questions ä elucider dans le domaine
de la plasticite, les theories actuelles ne constituent qu'un premier canevas

simplifie et devront probablement evoluer.
D'ailleurs est apparue, depuis, la conception que traite specialement le memoire

I 2 du Dr. tech. J. Fritsche, que la condition d'ecoulement plastique est fonetion
non pas de l'etat de tension local, mais de l'etat de tension de toute une region.

Cette nouvelle condition d'ecoulement est fort interessante et assurement
contient en eile des elements nouveaux epaules sur des faits experimentaux indeni-
ables, et dont j'ai eu nettement 1 intuition lors d'essais ä outrance que j'ai fails
sur des poutrellages enrobes de beton.

11° — Au point de vue de Vapplication au calcul des constructions en acier:

Je tiens ä marquer mon aecord complet avec Dr. Ing. Fr. Bleich, lorsqu'il
attire l'attention sur la necessite d'une grande prudence dans l'utilisation actuelle
de ces principes aux constructions.

II dit bien que le nouveau procede de calcul nie doit etre applique ni aux
systemes dans lesquels il faut tenir compte de la resistance ä la fatigue du
materiau, ni aux poutres reticulees.

II n'est donc ä appliquer encore aujourd'hui en fait qua des systemes simples,
d'un degre d'hyperstaticite tres peu eleve, constitues d'elements flechis dont
les parties comprimees ne peuvent se derober et n'entrant guere que dans la
construction de poutrages ou de charpentes de bätiments, non soumis ä des

actions repetees frequentes ni ä des vibrations de machines.
Encore est-il prudent de calculer ces ensembles, dans l'hypothese de l'equilibre

plastique, ä des tensions telles que la tension d'ecoulement ne soit en fait
pas atteinte et que la normalisation apportee par la plasticite constitue une
veritable reserve.
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Flexion et effort tranchant en dehors de la zone
de deformation purement elastique.

Biegung mit Querkraft, außerhalb des Gebietes
der rein elastischen Formänderung.

Combined Bending and Shear Beyond the Range of Purely
Elastic Deformation.

A. Eichinger,
Dipl.-Ingenieur, Wissenschaftlicher Mitarbeiter der E.M.P.A. Zürich.

Introduction.
La deformation totale se compose ainsi qu'on le sait de deux fractions1:

a) La deformation elastique dont les composantes satisfont aux equations
d'elasticite

1 T 1 "I

etc. eth ~E rl ~ m"
(Ö2 + °3T G2 '

b) la deformation plastique dont les composantes suivent les equations de

plasticite

&1 "D ' [Ö1 _ T (Ö2 + Ö^J; &2 etc.

E est le module d'elasticite et D le module de plasticite. Le module d'allongement
transversal m est egal ä 2 pour une deformation plastique.

Jusquä maintenant on a execute en general les calculs statiques en admettant

que les systemes portants se comportent d'une maniere purement elastique. Au
cours de ces derniers temps on s efforce de considerer aussi linfluence engendree

par la deformation plastique
1° sur la repartition des contraintes dans la poutre, respectivement dans la

section des barres et
2° sur l'allure des forces dans le Systeme portant (grandeurs hyperstatiques M,

0 et N).

1 M. Ros et A. Eichinger: Versuche zur Klärung der Frage der Bruchgefahr. Rapports du
Laboratoire federal d'essai des materiaux, Zürich. No. 14, sept. 1926; No. 34, fe\r. 1929;
No. 87, avril 1934.
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Principes de la theorie de la plasticite.
Rappeions2) que, dans le cas de l'action simultanee d'une contrainte normale

et d'une contrainte de cisaillement, les equations suivantes sont valables (fig. 1):

if t| I (f .+=s=A

r.s.v.Kp**!2tJ

Fig. 1.

Etat de contrainte et

de deformation d'un
element de corps.

Deformation elastique

=M^H-«=t-(>+^
par contre:

la deformation plastique

^jM'+lK^^+y)
oü ög Vö1 + 3 • t2 contrainte de comparaison.

L'allongement lui-meme:

elastique e -=r

plastique & —

et le deplacement specifique

elastique g -1.2-(l +—)

plastique v B-2

La deformation totale est egale ä la somme des deformations elastiques et plastiques,

ä savoir:
deformation eg eg + bg

allongement e e + b et
glissement *y g -(- v

Si maintenant le diagramme des contraintes-allongements d'un materiau est
oonnu pour la traction et la compression ordinaires, il est possible de determiner
les relations fondamentales entre la contrainte de comparaison et la deformation

2 Contributior* ä la discussion de M. Ros et A. Eichinger: Knicken von in beiden Achsen
zentrisch gedrückten, rechteckigen Platten im Gebiet oberhalb der E-Grenze.

1er Congres de l'Association internationale des ponts et charpentes, Rapport final.
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resultant de cette seule contrainte (la Variation de volume est toujours elastique)
ä l'aide des formules indiquees ci-dessous (fig. 2).

1,0-

0,5-
Fig 2

20 jo Deformation elastique et

-4-y*'f<*lM*'-fr»t>

V
O} - Vff"+ 3Tr (kg/mm*)

plastique en fonetion de la

contrainte de comparaison.

Repartition des contraintes dans une section de poutre.
Avant d'entreprendre la determination de l'influence de l'allure des forces il

est necessaire d'etudier l'influence de la deformation plastique sur la repartition
des contraintes dans la section.

Avec l'hypothese de la planeite de la section ou plus exactement de l'allure
lineaire des deformations, on obtient l'allongement d'une fibre ä la distance y de

laxe neutre avec la formule:

E~ Er h/2

oü er represente l'allongement dans la fibre extreme (fig. 3). Comme dans la
fibre extreme la contrainte de cisaillement, et par le fait meme le glissement,

<l
lilii Querkraft Linie

Ligne des efforts tranchants
Shearforce line

- \\y>&-»><r>

Momentenlinie

Ligne des Moments

Bending momentline
Fig. 3.

Element de poutre de

longueur 1 sous l'effet
de M, Q et q.

doivent etre nuls, on peut determiner la contramte dans la fibre extreme ör en

partant de la fig. 2.

En general, la repartition des contraintes normales dans la section est admise
semblable ä la branche dn diagramme des ö-e de es 0 ä ö ör ce qui
n'est valable que dans le cas oü l'on a partout t 0. Si par contre x est different
de 0, la repartition des contraintes normales dans la section peut fortement
s'ecarter de cette hypothese, parce que l'allongement total s est influence par une
contrainte normale ö, d'autant plus faible que la contrainte de cisaillement x
agissant sur le meme element est plus grande.

Au lieu de calculer la repartition des ö et des x pour un moment flechissant et
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un effort tranchant donne, nous nous contentons provisoirement d'une hypothese
sur la repartition des ö (fig. 4). De cette facon x est aussi determine en chaque
point de la section. Du fait que

[i+i]e~£r'h/2~
il resulte que

I—£_!
D —

ö E'

d'oü le module de plasticite D est determine pour chaque y. Si Ion trace une
1 + V«

droite, partant de l'origine du Systeme de coordonnees et inclinee de —~—
jusqu'a la courbe des ög-bg de la fig. 2, on obtient aussi la contrainte de

comparaison ög d'oü l'on peut tirer la contrainte de cisaillement

<-V*'7*-
Dans les parties de sections ä largeur

ay

constante

8x

donc 1'allure des contraintes dans une section voisine serait ainsi determinee,
ä savoir ö' et x' (fig. 4). II en resulte que la repartition des contraintes normales

era"

Fig. 4.

Repartition des contraintes

sur la moitie superieure de

la section.

ö dans une section ne depend pas seulernent du moment M dans cette section,
comme c'est le cas dans la zome elastique, mais eile est aussi influencee par

l'effort tranchant Q ainsi que par la charge repartie q -j—.

Strictement parlant, ces explications ne sont cependant valables que dans le
cas d'une sollicitation unique au-dessus de la limite du comportement purement
elastique. Elles n'ont par consequent qu'une valeur limitee pour la pratique.

Tandis que le depassement unique de la limite d'ecoulement est accompagne
d'une grande deformation plastique, le meme materiau se rompt en service pour
une charge alternee repetee — et par suite de la fatigue — souvent sans accuser
aucune deformation permanente importante.

Remarquons aussi que, malgre une limite superieure de charge et une limite
de contrainte modifiees des elements de construction les plus sollicites (par suite
de la deformation plastique), l'amplitude de la Variation de charge: (B—A),
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oü B est la limite superieure et A la limite inferieure de charge, reste invariable
meme en cet endroit. Mais comme, dans la plupart des types de construction,
la resistance ä la fatigue depend fortement de l'amplitude de la Variation de

t • i i A + B
contrainte mais par contre tres peu de la contrainte londamentale

le gain est toutefois plus faible que le laisse prevoir la reduction de la limite
superieure de contrainte (fig. 5).

&xF
«c

Hkgjmm

Fig. 5.

Essais d'endurance a la traction

sur des soudures bout
ä bout (LFExM Zürich).

Pour ces raisons, la deformation plastique devrait etre consideree provisoire-
ment, partout oü la fatigue entre en ligne de compte (le flambage est une exception),

comme une reserve pour le cas dune surcharge exceptionnelle imprevisible
(avarie). Par contre, le calcul du degre de securite vis-ä-vis de la fatigue
devrait se faire d'apres les principes de la loi d'elasticite (comme jusqu'a
maintenant). II ne faudrait faire exception que lorsque les essais prolonges et les essais
de fatigue (et non pas des essais rapides) l'autorisent.

y
h/2

o 6
£

TT10" ög T
dx

ay
o' e'

e' i10' °'g t'

kg/mm2 °/oo •10« mm2/kg kg/mm8 kg/mm* kg/mm3 kg/mm2 o/oo •IO3 mm2/kg kg/mm2 kg/mm*

1,0 25,0 14,58 0,584 0,534 25,0 0 0,40 29,0 23,5 0,810 0,760 29,0 0

0,8 23,2 11,66 0,503 0,453 24,2 4,0 0,35 26,7 18,8 0,705 0,655 27,1 2,7

0,6 20,8 8,75 0,421 0,371 24,0 6,9 0,29 23,7 14,1 0,595 0,545 25,1 4,8

0,4 17,0 5,84 0,343 0,293 24,0 9,8 0,28 19,8 9,4 0,475 0,425 24,1 7,9

0,2 10,5 2,92 0,278 0,228 24,0 12,5 0,20 12,5 4,7 0,376 0,326 24,0 11,8

0 0 0 — — — 13,8 0 0 0 — — — 13,8

Remarque: Section de o' — x' distante de — de la section de o— x. Voir Fig. 4.
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Considerations sur la ductilite.

Betrachtungen über die Zähigkeit.

Observations on Ductility.

Professor Dr. Ing. W. Kuntze,
Staatliches Materialprüfungsamt Berlin-Dahlem.

En construction mecanique, on s'applique actuellement ä remplacer certains
elements de construction (par ex. des vilbrequins) en acier special par des

elements en fönte car, en service, ces derniers se comportent presque aussi bien

que les premiers, et leur fäbrication est meilleur marehe. Cette comparaison,
tiree d'un domaine de construction voisin, montre que nous avons actuellement
une toute autre conception de la «durete» des aciers. Ce n'est pas la grandeur
de la plasticite qui a le plus d importance, mais la resistance aux etats de
contrainte irreguliers.

Cette resistance va de pair avec une plasticite structurale relativement restreinte
mais cependant süffisante et avec une haute cohesion structurale. Le mecanisme

Fig. 1.

Deformation elastique et

plastiqne.

de deformation plastique se distingue de 1'elastique, suivant la fig. 1, par des
couches d'ecoulement se produisant spontanement (appelees d'apres Seidl: zones
de reaction).1 Ces couches d'ecoulement, par suite de leur origine d'ordre cine-

tique, sont, dans un sens statique, insensibles aux differentes tensions.2 Pour
les engendrer, une somme de forces est necessaire, qui se determine en partant
d'une condition d'equilibre de sommes de forces et qui se nomme «moyenne

1 E. Seidl: Bruch und Fließformen der technischen Mechanik und ihre Anwendung auf Geo*

logie und Bergbau, Vol. 1, Berlin, Editions VDI.
2 W. Kuntze: Einfluß ungleichförmig verteilter Spannungen auf die Festigkeit von

Werkstoffen. Maschinenelemente Tagung Aachen. Berlin. Editions VDI, 1936.
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de resistance».3 En partant de lä, Fritsch a calcule des poutres flechies dune
maniere tres interessante et, apres une extension appropriee de ce principe, il a

calcule des barres excentriquement comprimees.4, 5

Cependant, nos aciers de construction ne se comportent pas d'une fagon aussi
ideale que le represente notre figure schematique. La formation des couches de
cession represente une modification du comportement purement elastique et par
le fait meme un danger de rupture brusque. II est cependant impossible d'eliminer
completement de nos aciers ordinaires une fragilite microscopique interne. Suivant
la qualite du materiau, des fissures microscopiques locales accompagnent toujours

K

resistant au\ sensible aux

entailles entailles

Fig. 2.

Schema de la sensibilite aux
entailles pour des sollicitations

alternees.

3$'

w ä2 0,4 io
-Profilzahl 2K- Jü-
Nombre du Profil 2K
Coefftaentofprofile 2K

Baustahl-aoer de construction-

Struduralsteel- St52 j7.5mm
IfrtalungswrkiMig
Effetderepartition
Distribution effects

Raumkhe Zugwirkung
Effetde Irachon spaha*
Tensile achon n Space

4 8 12 16 20 24 28 32

Zunahme der Querausdehnung in lO^cmlkg-
Aecroissement de ralloogement transversal enlO^cmlkg
Jncrease of transversal expansion in 10 '*cm 1kg

Fig. 3.

Resistance aux efforts alternes en fonetion
de la repartition des tensions et de la

sollicitation ä plusieurs dimensions.0

la deformation plastique, et tout specialement lorsque les contraintes sont irre-
gulieres. Elles engendrent, suivant la fig. 2, un raccourcissement des voies

d'ecoulement. II en resulte une reduction de la resistance, designee dans la

pratique par «sensibilite aux entailles». Le cas ideal d'insensibilite aux entailles

(fig. de gauche) montre par contre des couches d'ecoulement continues.
Les resultats fournis par les essais pour des contraintes irregulieres sont donc

en general plus bas que ceux que l'on obtient par un calcul base sur la moyenne
ideale de resistance.

La tendance des materiaux ä la fragilite interne limite par consequent l'exactitude

du calcul effectue ä l'aide de la moyenne de resistance. — Quels sont les

3 11*. Kuntze: Ermittlung des Einflusses ungleichförmiger Spannungen und Querschnitte auf
die Streckgrenze. Der Stahlbau, Vol. 6 (1933), p. 49/52.

4 /. Fritsche: Grundsätzliches zur Plastizitätstheorie. Der Stahlbau, Vol. 9 (1936) p. 65/68.
5 /. Fritsche: Der Einfluß der Querschnittsform auf die Tragfähigkeit außermittig

gedrückter Stabstützen. Der Stahlbau, Vol. 9 (1936), p. 90/96.
6 11". Kuntze: Einfluß des durch die Gestalt erzeugten Spannungszustandes auf die

Biegewechselfestigkeit. Arch. Eisenhüttenwes. 10 (1936 37) S. 369 73; Ber. Nr. 367 Wcrkstoffaussch.
Ver. dtsch. Eisenhütten!.
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cas qui sont principalement touches et quelles sont les effets qui favorisent
l'apparition d'une fragilite avancee? — Une Classification des resultats des essais
de resilience, en fonetion des contraintes de traction spatiales et de la repartition
des contraintes (fig. 3), montre qu'en premiere ligne ce ne sont pas les pointes
de tension qui engendrent la reduction de la resistance aux efforts alternes mais
Vetat de contraintes de traction ä plusieurs dimensions. Dans la Classification

>>,#
Baustahl St52 \

A&oea>nstnjchbnSt52
Structural steel St52

S-S
«.*tr«

>¦«
r^\r

y%> D/2 ~
d/g-20D-

Fig. 4.

Resistance aux
efforts alternes

en fonetion de

la grandeur.

5 10 15 20
Ihrchmessergrosse d in mm
Grandeur ou diametre d enmm
Diameter d in mm

ci-dessus, les essais avec fortes pointes de tension ont, pour un effet spatial en

moyenne egal, une plus grande resistance aux efforts alternes dans l'essai de
resilience que les eprouvettes avec repartition uniforme des contraintes. Ce sont
de vrais resultats d'essais qu'il ne faut pas negliger.

25

63

ttf«^ iSiÄr^i$l>
|666n 6ftfl

Sr^T
rensi*

S?m
WA re&s/atjce auxe

S> efforts 6W„I6W
Q5

mprop^Zlimite
tofproportionalitni

alternäs

2 3
Fbrmziffer - coefficientdeforme - cofficientofform Of^.

Fig. 5.

Aecroissement ou reduction
relatifs de differentes limites
de resistance en fonetion
de l'augmentation des pointes
de tension (coefficient de

forme akr).

Une autre influence de l'etat de tension ä plusieurs dimensions, qui reduit la
resistance aux efforts alternes, est celle de la grandeur absolue de l'element de

construction. La fig. 4 montre comment, pour des entailles d'une profondeur

proportionnellement egale ^-9 e* ^ une meme finesse - Vaecroissement du

diametre de Veprouvette engendre une reduction constante de la resistance aux
efforts alternes.



Considerations sur la ductilite 51

La limite de proportionnalite se trouve bien au-dessous de l'influence de la

cohesion structurale.2 Son comportement pour des contraintes irregulieres se

rapproche de celui de la resistance aux efforts alternes. Par contre, une
sollicitation ä plusieurs dimensions agit inversement sur la limite d'ecoulement

(comme resistance ä la cession) en ce sens qu'elle releve cette derniere alors

qu'elle reduit les pointes de tension, specialement lorsque l'eprouvette a de

grandes dimensions.
Ces influences partiellement opposees peuvent expliquer le fait que les resultats

publies sont souvent contradictoires.

Des etats de tension ä plusieurs dimensions existent dans une construction:
1° par suite de la conformation externe,
2° par suite du retrait des assemblages soudes.

Quand sont-ils defavorables? — Sil existe par exemple, par suite du retrait,
un etat de tension ä plusieurs dimensions en un point quelconque, il se produit

gkichmassige Beanspruchung

sollialahon uniforme

uniform stressing

unptodmassige Beanspruchung öel

sollialahon irreguliere pour differentes
grandeurs
non-umfotm stressing ofvarying
magnitude

Statische feshgkeil
Msistance slahgue
Stade strength

W&* *i-tr

Zug-Prüfung
*G,

cssat de traction Tensile lest
/Wbhselj
Resistances %

%.
Hestslanceto

Oruck-Prüfung
[ssai de compression
Compression lest

Fig. 6.

Apercu de l'essai de

resistance a plusieurs
dimensions.

dans les environs immediats des contraintes de compression car un etat d'equilibre
interne doit exister dans l'element de construction. Lots de l'application de la
loi de la moyertne de resistance qui correspond ä un effet moyen, il faut
s'attendre ä ce que, dans un tel cas, la limite d'ecoulement ne soit pas fortement
influencee. Et cependant, lorsque Von a affaire ä de grandes dimensions, la
resistance statique est un peu reduite, par suite de la pointe de tension, et la
resistance aux efforts alternes est fortement diminuee, par suite des contraintes
de traction ä plusieurs dimensions.

Les influences dont nous venons de parier varient avec les materiaux. La
technique de l'essai des materiaux doit en tenir compte. Les essais classiques
de resistance ä la compression, au cisaillement, ä la traction, pour une sollicitation
alternee ou non, se trouvent, d'apres la fig. 5, dans le quadrant: contrainte
principale de traction maxima, contrainte principale de compression maxima. Les

4*
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essais modernes de resistance d la dissociation et de sensibilite aux entaillesy
sous l'effet d'une sollicitation statique ou dynamique, se trouvent dans le quadrant
de pure traction.7 II est ainsi possible de porter un jugement sur les materiaux,
suivant leur comportement ä la traction ä plusieurs dimensions pour differentes
grandeurs d'eprouvettes. Le resultat de l'essai donne, pour un materiau
quelconque, une mesure approximative du depassement de la valeur obtenue par le
calcul base sur la moyenne de resistance. L'introduction du facteur correctif de

proportionnalite, exigee par Klöppel, est ainsi possible.8
Les resultats des nouvelles investigations doivent servir de directives au calcul

et ä la conformation des ouvrages. Ils ne touchent pas la question de savoir dans

quelle proportion les ponts et specialement les systemes hyperstatiques sont
influences par la Variation de la surcharge, en tant que veritable sollicitation aux
efforts alternes dans le sens de l'essai des materiaux. Cela reste une täche speciale
de la construction des ponts et il faut toujours en tenir compte.

7 W. Kuntze: Kohäsionsfestigkeit. Berlin 1932, J. Springer. Cf. aussi tirage ä part XX des

Mitteilungen deutscher Materialprüfungsanstalten. (La methode d'essai de la cohesion s'est

developpee entretemps.)
8 K. Klöppel: Gemeinschaftsversuche zur Bestimmung der Schwellfestigkeit voller, gelochter

und genieteter Stäbe aus St.37 und St. 52. Der Stahlbau. Vol. 9 (1936), p. 97/111.
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La ductilite de Tarier, l'action des efforts rapides
et des efforts repetes.

Die Zähigkeit des Stahles, die Wirkung der raschen
und der wiederholten Beanspruchungen.

The Ductility of Steel; the Effect of Rapidly Imposed
and Repeated Loading.

R. L'Hermite,
Directeur adjoint des Laboratoires du Batiment et des Travaux Publics, Paris.

La plupart des travaux ayant trait ä la ductilite de l'acier et ä l'etude de ses

consequences sur la securite des ouvrages ne mettent pas en evidence d'une fagon
absolument nette l'influence du facteur «temps». II est incontestable que ce

facteur joue un role preponderant surtout dans le cas oü les actions exterieures
agissent rapidement, c'est-ä-dire quand les vitesses de mise en charge et les

vitesses d'allongement sont elevees. Ceci est le cas des surcharges dites
dynamiques, vis-ä-vis desquelles les phenomenes d'adaptation ne peuvent generalement

se produire.
La deformation relative de deux points d'un corps solide soumis ä l'action

d'une force F est la somme d'une deformation disparaissant plus ou moins
rapidement avec F, dite deformation elastique visqueuse, et d'une seconde
deformation permanente, dite deformation plastique. Ceci nous conduit ä faire intervenir

la notion d'actions hereditates introduite par Voltera dans la physique.
Dans ce cas particulier, nous dirons que l'application d'une force elementaire
dF ne produit pas immediatement toute l'amplitude de la deformation autant
elastique que plastique. II existe un retard ou une reactivite dans la deformation
autant ä la charge qu'ä la decharge; la consequence de cette reactivite est un
residu de deformation multiplie par un facteur hereditaire O • O est une fonetion
ayant une forme teile que sa valeur diminue indefiniment avec le temps. Dans ces
conditions, l'expression de la deformation elastique visqueuse est la suivante:

x(t) /M[(t-r),F]N(F).^dr
ü

et l'expression de la deformation plastique la suivante:

t

x'(t) JäR[(t-r),F]9t(F).^dr
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La premiere expression est valable dans tous les cas de charge et decharge,
dF

la seconde n'est valable que dans les cas ou -r- est positif. Pour le cas de charges

repetees, par exemple, la deformation plastique est acquise dans la premiere mise
en charge, eile n'intervient en premiere approximation que par une constante
initiale.

Le calcul donne pour M (t), en premiere approximation, l'expression
M ^- 1 — e~xt et pour N une fonetion dependant de la nature du solide envisage.
De meme nous avons

9Ä ct — ß-e-Mt.
Nous retrouvons de cette fagon un certain nombre d'expressions d'application

courante:
ecoulement plastique sous charge constante:

x'(t) [at+ß(l-e->a)]o(F).
(Cette formule est exactement conforme ä celle obtenue experimentalement par
le Professeur Ros).

Deformation elastique sous charge croissant suivant une loi definie:

0

Dans le cas d'une charge lineaire on a:

*»-lhl-=F-)
le premier terme represente la deformation elastique totale, le second le retard
ou hysteresis elastique.

La deformation sous une charge sinusoi'daie est:

/jA p A xnp Xcosxnt-f xn sinxnt
x(t)=¥.Slnxnt ^ ^^^

le second terme represente la diminution d'amplitude de la deformation en
fonetion de la frequence. C'est sa comparaison avec les donnees experimentales
de la flexion rotative qui permet de calculer le coefficient X. Pour un acier au
carbone ayant une limite de rupture de 60 kilogs au mm2, nous avons trouve
X 5,25 X 103.

La deformation totale sous une charge croissante est donnee par la formule:

u

t t

+ a/9l(F)(t-r)^dr+ßJgi(F)(l-e-Mi-r))^dr
0
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L'examen detaille de cette fonetion montre que pour une charge totale
determinee la deformation plastique diminue quand la vitesse de mise en charge
augmente. Le cas de charge rapidement croissante est tres frequent sur les

ouvrages d'art; il est donc evident que l'on ne doit pas envisager pour l'ouvrage
le meme mode d'adaptation et les memes lois de plasticite lors de l'application
d'un choc ou d'une surcharge lente.

L'etude experimentale de ces questions nous a montre encore que dans le cas
de charges repetees suivant un mode harmonique, le coefficient de viscosite

elastique etait variable dans le temps. En outre, nous avons observe que cette
Variation dependait de l'amplitude de la charge. Pour une faible charge le
coefficient X diminue et tend vers une valeur X; le solide s'adapte aux efforts qui lui
sont appliques. Par contre, lorsque l'amplitude de la force est superieure ä une
certaine valeur parfaitement definie, le coefficient X tend ä augmenter. La valeur
de cette frontiere entre les deux phenomenes est sensiblement la meine que la
limite de fatigue mesuree independamment pour le meme solide. On trouve ici
la liaison d'ordre phenomenologique qui manquait pour joindre la deformation
ä la rupture dans le cas des efforts repetes. Ceci est d'ailleurs en aecord avec
les mesures de la capacite d'amortissement suivant lesquelles les decrements

logarithmiques d'oscillations engendrees par des impulsions successives vont en
diminuanl lorsqu'on se trouve en-dessous de la limite de fatigue et en augmenlant
lorsqu'on est au-dessus de cette limite.

Une autre serie de questions que l'on peut explorer gräce ä cette theorie est
celle ayant rapport ä la propagation des vibrations dans les solides. Qu'il nous
suffise de dire que devant la frequence elevee et les faibles amplitudes des

vibrations acoustiques, par exemple, les phenomenes plastiques jouent un role
restreint devant la propagation. Seule, l'hysteresis elastique peut avoir une
importance. L'equation generale de propagation d'un ebranlement obtenue
ä partir de nos premieres equations est:

t
12

0 dt2 dx*+Je dx'dr
o

ou encore:

d^u_ d^u e._d!u__E_d*u_ +r_iy>+iE dn+2u
U ,1*2 ^ Av2 ~ \ Jv2Jf \2 Jv2 J*2 I • • • ¦ I V xtdt2 dx2 ^ X dx2dt X2 dx2dt2 T""Tl ; Xn dx2dr" ^""

X ayant une valeur elevee, l'equation precedente peut etre limitee aux deux
premiers termes du second membre. Elle est alors exactement semblable ä l'equa-

E
tion dc propagation dejä connue pour les milieux visqueux — etant le coefficient

X
de viscosite.
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Considerations critiques sur la theorie de la plasticite.

Kritische Betrachtungen zur Plastizitätstheorie.

Critical observations on the theory of plasticity.

Oberbaurat Dr. v. Kazinczy,
Budapest.

En 1914 j'ai publie un article dans une revue hongroise1 oü, le premier,
j'emettais l'avis qu'il fallait aussi tenir compte de la deformation permanente de
l'acier dans la determination de la resistance effective des systemes
hyperstatiques. Cette resistance effective est plus grande que celle que l'on obtient
d'apres la theorie de l'elasticite, c'est pourquoi il faut tenir compte de la
deformation permanente dans le calcul pratique des ouvrages. Depuis lors, ce probleme
a ete discute, etudie et contröle par des essais. Nous voulons donner ici un
apergu critique de toute la question.

La nouvelle methode de calcul est designee par differents noms. Par theorie
de la plasticite on entend une methode de calcul qui tient aussi compte des

deformations permanentes, contrairement ä la theorie de l'elasticite qui n'est
basee que sur les deformations elastiques. On emploie souvent, en allemand,
l'expression «methode de la charge supportable» (Traglastverfahren), mais
cette designation est equivoque car plusieurs auteurs, par ex. Stüssi, entendent

par «charge supportable» la plus grande charge qui peut etre supportee alors

que F. Bleich, Maier-Leibnitz- et moi-meme, dans mes publications anterieures,
nous entendons par lä une charge «pratiquement» supportable. Pour prendre
position il faut d'abord preciser quelques principes fondamentaux. A quoi sert
le calcul des ouvrages?: ä rendre ces derniers propres ä l'emploi. Par suite des

inexactitudes du calcul, de l'execution, du materiau et de la charge, il faut
dimensionner nos ouvrages avec une certaine «securite» vis-ä-vis de la ruine.
J'ai demontre au Congres de Vienne2 que la grandeur de la securite etait une
question d'economie. D'une part, il faut construire aussi economiquement que
possible et, d'autre part, de teile sorte qu'en tenant compte de la probabilite, les

dommages eventuels ne soient pas plus grands que l'economie realisee en redui-
sant les dimensions des elements de construction. La securite doit donc etre
d'autant plus grande que les dommages peuvent etre eux-memes plus importants.
C'est la raison pour laquelle nous nous contentons d'une securite de 1,6 ä 1,8
lä oii la ruine n'apparait d'abord que sous forme d'un flechissement inadmissible
alors que nous choisissons une securite de 3 lä oü, sans aucun signe annonciateur,
la rupture se produit subitement par sollicitation excessive d'un element (p. ex.

par flambage). Les elements de construction rendus inutilisables par une grande
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Traglastverfahren - Proeide de l'equilibre plastique

versuche von Stüssi
Essai de Stüssi
Tests ofStüssi

deformation doivent avoir une securite süffisante par rapport ä la deformation
inadmissible mais non pas par rapport ä la rupture. Afin d'etablir une regle
generale pour la grandeur du flechissement admissible on pourrait considerer
comme limite (charge
limite, charge pratiquement
supportable) la charge ä

partir de laquelle le
flechissement croit rapidement.

Dans les essais de

F. Stüssi et C. F.
Kollbrunners (fig. 1) je con-
sidererais 1,71 t et non
2,35 t comme charge
limite pour la poutre sur
deux appuis. A ce point
de vue les conclusions
tirees des essais sont un
peu differentes en ce sens Fig. 1.

que, dans tous les cas et
meme dans les cas extremes, la charge limite (et non pas la vraie charge supportable)

est double pour une poutre elastiquement encastree. (Poutne simple sur
deux appuis PT 1,71 t; Pv 2,35 t; poutre continue 1= 120 — 60—120,
PT, 3,46 t; Pv 3,82 t; Pp charge limite, Pv — charge supportable;

m
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ception lorsque la compressibilite de

l'encastrement est grande car, dans ce

cas, les flechissements elastiques croissent

si rapidement, lorsque la limite
d'ecoulement est atteinte au milieu de
la poutre, que la valeur inadmissible
est atteinte avant l'apparition de
l'ecoulement sur les appuis intermediaires.

La fig. 2 represente, pour
differents degres d'encastrement, les

lignes de flechissement d'une poutre
idealement plastique soumise ä une
charge uniformement repartie. On
constate que dans certains cas
particuliers il faut tenir compte des

deformations.

Le degre de securite desire peut
etre introduit de deux fagons dif-
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ferentes dans le dimensionnement: en multipliant la charge par le coefficient de
securite ou en introduisant comme contrainte admissible la contrainte limite,
divisec par le coefficient de securite. La deuxieme methode est la plus courante.
Le rapport entre la contrainte limite et la contrainte admissible representerait donc
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Ie coefficient de securite, ce qui serait exact si les contraintes croissaient suivant
une ligne droite jusqu'a la charge limite, mais ce n'est souvent pas le cas, surtout
dans les systemes hyperstatiques (egalisation des efforts). Si nous calculions avec
des contraintes multipliees par le coefficient de securite. l'egalisation des tensions
serait plus comprehensible, car cette egalisation ne se produit qu'au-dessus de la
contrainte admissible et ne determine par consequent que la securite et non pas
la sollicitation effective.

Pour determiner theoriquement la charge limite des poutres hyperstatiques on
s'est base, par suite de difficultes mathematiques, sur un materiau ayant des

proprietes ideales, c'est-ä-dire ayant un diagramme idealise des contraintes-
allongements. On a admis d'autre part que la section restait plane au cours de
la deformation et que la plastification se propageait progressivement ä partir des
bords vers Finterieur de la poutre. Suivant cette theorie, une section soumise ä la
flexion ne peut continuer ä se deformer, sans aecroissement du moment, que lors-
qu'elle est plastique jusqu'a laxe neutre. Ce n'est donc que sous l'effet d'une
flexion infiniment grande qu'une section peut devenir une articulation plastique.
Cela ne se presentera jamais dans l'acier, ä cause de la solidification de ce

dernier; pour cette raison, certains savants ont etudie dernierement l'apparition
de la deformation plastique et tout specialement les cas oü le champ de tension
n'est pas regulier et oü la plastification ne se propage pas d'une facon continue,
c est-ä-dire les cas oü les parties faiblement sollicitees entravent la deformation

des parties plastifiees, (travaux de

W. Kuntze* et W. Prager¦&, J.
Fritsche6: nouvelle theorie de la

plasticite). L'observation n'a
cependant pas justifie cette derniere
theorie. Le retard de l'ecoulement
n'est pas süffisant pour produire
la plastification de la poutre en
une fois jusqu'a Faxe neutre. On

peut le constater aussi dans Fou-

varge de Nädai intitule: «Bildsamer
Zustand der Werkstoffe», p. 127,
fig. 230: la plastification se

propage regulierement vers Finterieur.
Par contre on peut observer dans
les poutres en I que les lignes
de cession apparaissent en une fois

sur la moitie d'une aile. Rinagl7 affirme qu'il est faux de considerer de

la sorte ce retard ä l'ecoulement; il faut Fattribuer ä une limite
superieure d'ecoulement qui se presente toujours dans la flexion mais qui
n'apparait qu'imparfaitement dans un essai de traction. Je ne partage pas
Fopinion de M. le Prof. Rinagl car j'ai pu observer moi-meme un retard
ä l'ecoulement dans des barres de treillis soumises ä un champ de tension

irregulier, j'en parlerai plus loin. D'apres toutes ces theories, la prise en
consideration des proprietes effectives du materiau conduit ä des calculs trop com-
pliques. Or nous devons trouver une methode simple de calcul car notre but

\~6,A

Theorie u Beobachtung
Thäorte et observahon
Theory and observahon

in der pnakhschen Berechnung
\ zu verwenden

a employer dans le calcul pratique.
to be used mprexis

hffH

Fig. 3.
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final est le dimensionnement des ouvrages et non pas le contröle theorique
de resultats d'essais. On peut y arriver en admettant, meme pour la flexion,
une transition nette de l'etat elastique ä l'etat plastique. Maier-Leibnitz* a montre
comment on pouvait resoudre des problemes simples avec la vraie theorie des

moments-deformations; une methode pratique ne pourra se baser que sur Finter-

Jq M'1.110000 kg cmJ
/ /fl Z

%/At*1000000 kg cm

ifcT
I//-Tfff

r-* Jw
h h4»L »i T-423cm3 T'~ 458cm3
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6F-2300k9/an* lh-V theor.

ckzty 2300

I l\ tf* const

500000

nz
100cm H— 60 100cm H

5mm 10. mm

0.001 0.002 0,003 0.004

Fig. 4.

pretation simplifiee (fig. 3). Maier-Leibnitz propose de considerer comme moment
limite le moment pour lequel la courbe des moments-deformations presente la
plus forte courbure. Quant ä moi, je proposerais plutöt de considerer comme
moment limite celui pour lequel le flechissement permanent est 20 fois plus
grand que le flechissement elastique. Pour etudier cette question, j'ai charge
une poutre en I, NP hongrois 24 (W 399 cm3), jusqu'au-dessus de la limite
d'ecoulement et j'avais recouvert la poutre de laque afin de mieux pouvoir
observer l'ecoulement. Le diagramme des flechissements est pratiquement une
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droite jusqu'a ö 2250 kg/cm2 (fig. 4). Les lignes de cession apparaissent pour
2500 kg cm2 dans l'aile tendue alors qu'on a dejä pu les observer pour

M
2120 kg/cm2 dans l'aile comprimee, probablement par suite d'une

M
irregularite locale. Pour

W
2800 kg/cm2 fut atteint le degre de deformation

que j'ai introduit comme caracteristique du moment-limite. Apres l'essai, la

poutre fut soigneusement examinee, puis photographiee (fig. 5). Dans la partie
do la poutre soumise ä un moment maximum constant, une moitie environ de la
surface des ailes etait recouverte de lignes de cession. Contrairement ä la theorie,

ces lignes de cession s'etendaient
jusqu'aux environs de laxe
neutre. Apres l'essai, ou a

obtenu une limite d'ecoulement de

2300 kg cm2 sur une eprouvette
de traction prelevee sur l'extremite

non chargee de la poutre.
On peut conclure, ä partir de

cet essai, que le moment limite
ne peut pas etre determine theo-
riquemeut mais empiriquement.
fl est probable que la limite
d'ecoulement et le moment
limite n'ont entre eux aucune
relation simple car la forme de
la section et les proprietes du

materiau jouent egalement un role. Une fois ces moments limites determines
empiriquement pour certaines sections et certaines sortes d'acier, rien ne s'oppose
plus ä l'application de cette nouvelle methode. (v. Kazinczy'3, Kist10, Fritsche11
et Kuntze1 ont donne des methodes de calcul pour les moments limites mais
toutes les valeurs ainsi obtenues sont plus petites que celles obtenues aa cours
de mes essais.) Lorsque l'on s'est decide ä calculer avec la ligne idealisee du
flecbissement (diagramme des M-cp) le calcul des ouvrages se fait de la fagon
suivante:

1° — Systemes isostatiques soumis ä la flexion.
La limite de capacite n'est pas atteinte lorsque l'ecoulement se produit dans

la fibre extreme mais lorsque la < poutre > arrive ä l'ecoulement. Le «moment
supportable» n'est pas M \\ • öf mais M T • öf oü T est environ de

6 ä 20 0/0 plus grand que W; T doit etre provisoirement determine par des
essais.

*®p%wm

Fig. 5.

2" — Poutres reticulees isostatiques.
Le calcul reste comme il etait jusqu'a present. On peut negliger les contraintes

secondaires resultant de la rigidite des attaches. Le flambage des barres
comprimees, meme dans le plan de la poutre, se calculera avec toute la longueur
theorique de la barre. Les barres comprimees. doivent posseder un plus grand
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degre de securite que les barres tendues car tout depassement de la charge de

flambage peut entrainer la ruine de l'ouvrage.

3° — Le calcul des rivets d'attache.

Le calcul se fait comme jusquä present, c. ä. d. que 1 on repartit la charge
totale uniformement sur tous les rivets. Ici, la pratique et l'experience ont
completement justifie la theorie de plasticite. II faudrait dimensionner les rivets
ou les soudures d'attache ä partir de Feffort admissible maximum de la barre
et non pas ä partir de Feffort calcule; en cas d'exces de charge ce n'est alors

pas Fattache mais la barre qui s'ecoulera. L'egalisation des contraintes secondaires

dans les barres memes justifie la rigidite des attaches.

4° — Le calcul des poutres continues.

Pour la poutre constituee d'un seul profile de laminage (section constante)
on determine dans chaque ouverture les moments M(,. comme dans la poutre
simple, et l'on place la ligne de reference de fagon teile que les moments

positifs et negatifs soient egaux. La poutre est ä dimensionner pour le plus grand
des moments ainsi obtenus.

Le calcul d'apres la theorie de la plasticite n'a plus beaucoup de sens pour
les poutres dont les sections sont adaptees ä l'allure des moments au moyen
de semelles. Si, pour des raisons d'extreme economie, on veut, malgre tout,
employer la nouvelle methode, il faut tracer la ligne de reference de teile sorte

que les frais d'execution soient minima. On peut admettre comme regle que les

moments negatifs peuvent etre reduits ä volonte tandis qu'un ecoulement au
milieu de la travee est toujours lie ä de grands flechissements.

Lorsque la charge est mobile, on determine d'abord les valeurs limites des

moments d'apres la theorie de l'elasticite et l'on peut ensuite deplacer ä volonte
la ligne de reference dans le sens d'une egalisation des moments.1213

Un resultat des plus importants de la theorie de la plasticite est que Fon peut
negliger les affaissements d'appuis. Par contre, il faut toujours tenir compte des

effets de la compressibilite elastique des appuis.
On peut negliger les contraintes de laminage et de retrait mais non les

contraintes produites par un echauffement irregulier en cours de service.13

Si l'on calcule avec une egalisation plus poussee des moments, il est bien do
rendre la membrure comprimee plus forte afin que l'ecoulement se produise
dans la membrure tendue et ceci principalement lorsque l'on desire cette
egalisation par ecoulement au milieu de la travee.

5° — Systemes composes de barres rigides.

Bien des savants ont indique que la limite d'ecoulement pouvait etre atteinte
en n points d'un portique n fois statiquement indetermine sans que pour autant
le Systeme soit inutilisable. On peut considerer le probleme comme si, en ces

points, existaient des articulations sur lesquelles agissent des moments de

grandeur constante. Autrefois je partageais cette maniere de voir14 mais

j'ai partiellement change d'avis. Pour qu'un tel Systeme devienne instable il
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faut introduire assez d'articulations pour qu'il soit une chaine cinematique. Les
articulations agissent dans une direction determinee. L'articulation plastique n'agit
donc comme articulation que dans une seule direction alors que dans les autres
directions eile agit comme un element absolument elastique. Les articulations
plastiques qui ont un sens de rotation oppose ä celui qu'elles devraient avoir
dans une chaine cinematique ne peuvent donc pas etre considerees comme
articulations. II peut ainsi arriver que la limite d'ecoulement soit depassee en plus
de n points dans un Systeme n fois statiquement indetermine, sans que le Systeme
soit instable.

Un Systeme en portique resiste avec securite ä une surcharge donnee lorsqu'un
diagramme quelconque de moments, compatible avec les conditions d'equilibre
des forces exterieures, ne depasse en aucun point la valeur M T • öadm. On peut

adopter une methode plus exacte,
Nach der Elastizitäts lehre
O'apräs la thäorte de I'elasticita
Wilh theory of elasticity Ausgleich durchgeführt

AprOs l'egalisation
Adjustment made

analogue ä celle du Prof. Cross.
On determine d'abord les moments
d'apres la theorie de Felasticite.
Aux endroits oü les moments
doivent etre reduits on se represente
la poutre sectionnee et Fon introduit,

pour l'egalisation, des
moments additionnels « dechargeants ».

Aux endroits oü la reduction est

dejä realisee on introduit des

articulations, mais lä seulernent oü
Fon peut s'attendre ä un aecroissement

des moments (fig. 6). Le
grand avantage de la theorie de
la plasticite reside en ce que nous
pouvons regier les moments et pre-
server les endroits exposes contre
tout exces de sollicitation. Dans un
cadre, les montants sont en general

les elements les plus importants. Le flechissement dangereux d'un montant peut
etre evite par un ecoulement inoffensif de la poutre en son point d'encastrement*

T

\ W

Me+MC~MA

Ausgleich Zusatzmomente
Egalisahon Moments additionnels
Adjustement Additionalmoments

F,g 6

6° — Les poutres reticulees.

Les poutres reticulees, exterieurement hyperstatiques, seront dimensionnees
comme les poutres et les portiques. Les phenomenes de plastification apparaissent
dans une partie d'une barre. Seules les barres tendiies peuvent servir ä l'egalisation

car le flambage reduit ä un minimum la resistance des barres comprimees,
ainsi que je l'ai dejä expose ä Liege.9 E. Chwalh15 a etudie dernierement ce

probleme et ses essais ont montre que la resistance ä la compression decroit
tres rapidement. Dans les poutres reticulees, interieurement hyperstatiques, il
arrive assez souvent qu'il soit impossible d'utiliser completement toutes les barres
d'apres la theorie de l'elasticite. Ainsi par exemple dans la poutre de la fig. 7,
la theorie de l'elasticite ne permet pas d'utiliser completement le Systeme
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partiel B. La theorie de la plasticite offre ici des avanntages economiques car
eile permet l'utilisation complete de toutes les barres. Le calcul de ces systemes
est en general tres simple. On elimine les barres en exces et Fon introduit ä leur
place les forces connues F • öadm. II faut eliminer les barres tendues fortement
sollicitees, c. ä. d. celles qui, les premieres, deviennent plastiques. Lorsque pour

p-eoc

Fig. 7

'UßtL

cela des considerations simples ne suffisent pas, il faut avoir recours ä la theorie
de l'elasticite. Le choix des sections doit etre tel que seules les barres tendues
s'ecoulent et que jamais une barre comprimee ne flambe.

Lorsque la charge est mobile il faut employer des methodes speciales comme

par exemple celle de Melan.16

Pour controler les considerations theoriques sur la theorie de la plasticite dans
les poutres reticulees, j'ai execute quelques essais dont je voudrais dire quelques
mots ici. J'ai essaye deux types de poutres reticulees interieurement hyper-
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statiques, ä savoir, des poutres soudees et des poutres rivees alors que G. Grüning
et E. Kohl11 ont execute leurs essais sur des poutres exterieurement
hyperstatiques. Les barres tendues les plus sollicitees etaient des barres ä oeillets; ces
essais ne permettaient donc pas de tirer des conclusions pour les assemblages
ordinaires dans les noeuds. La forme des poutres d'essai. avec leurs dimen-
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sions, et les resultats obtenus sont donnes ä la fig. 8. Pour un materiau idealement

plastique, le comportement de ces poutres serait celui de la fig. 9. On peut
concevoir la poutre en question comme la combinaison des deux systemes A et B.
Les resistances des deux systemes A et B sont portees en ordonnees, en fonetion
des allongements contraints. Designons par Pi la «premiere charge limite > et

par Pn la «deuxieme charge limite» limite de resistance). Apres la decharge,
les deux systemes ne restent pas sans contraintes (forces residuelles de la fig. 9).

L'etude de la resistance du materiau choisi a montre que l'acier etait tres doux
et que le domaine d'ecoulement s'etendait fortement avec l'accroissement de la
contrainte. La limite d'ecoulement est d'abord atteinte dans la barre tendue
verticale (premiere charge limite). Pour un aecroissement de la charge les
contraintes restent constantes dans cette barre verticale et ne croissent que dans les

autres barres jusqu'a ce que ces dernieres s'ecoulent egalement (deuxieme charge
limite). Les contraintes
secondaires theoriques, indi-

-A+ß quees ä la fig. 8 dispaiaissent
avec l'ecoulement; c'est du
moins la conception actuelle.
A la decharge, la poutre reti-
culee se comporte tout-ä-fait
elastiquement; les contraintes

residuelles sont
representees ä la fig. 8. La barre
verticale ne peut pas
supporter les contraintes
residuelles de 730 kg/cm2 car
c'est un plat qui flambe dejä

pour 530 kg/cm2. Ce flambage

pouvait etre observe sur
l'eprouvette. Les premieres
lignes de cession ont ete

observees aux environs du
milieu de la barre verticale pour
P 14 t; l'ecoulement
proprement dit n'a cependant
commence dans cette barre

que pour 17 t. L'eprouvette a subi des deformations importantes, cependant seules
de tres courtes parties de la barre se sont ecoulees (fig. 10). L'allongement plastique
est ainsi concentre en certains points oü il atteint toujours un pourcent constant.
II faut se representer l'allongement d'une barre suivant la fig. 11 oü ki et kn
sont differents allongements contraints. Les lignes e representent des

allongements elastiques et les lignes p des allongements plastiques. La limite de
resistance (deuxieme limite de charge) Concorde bien avec la valeur theorique,
preuve que les contraintes de retrait provoquees par la soudure sont sans influence
sur la resistance. Elles n'influencent que le commencement de l'egalisation des
forces.

Pour determiner la grandeur des contraintes de retrait j'ai fait executer d'autres

Pm~

/
r /^£^^^^fe

<^z^>&.-tttt

Längsänderung A

Allongement Ä

LongtiWtnaldeformation A

Restkräfte
Forces r4sid
Residualforces
Forces residuelles

F,g. 9.
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eprouvettes sur lesquelles j'ai observe, lors du soudage et du refrodissement,
les allongements en differents points: j'ai pu determiner des contraintes de relrait
de 900 kg/cm2. Je n'ai pu observer aucun retard ä l'ecoulement. c.ä.d. aucune
limite superieure d ecoulement. L'ecoulement a commence dans les barres
obliques soumises ä de fortes contraintes secondaires lorsque les contraintes

moyennes avaient atteint la limite d'ecoulement. Ces essais semblent justifier la

nouvelle theorie de la plasticite. Par contre, aucun des essais executes n'a permis
d'observer l'ancienne condition d'ecoulement. Je reviendrai sur ces essais d'une
facon beaucoup plus detailiee dans une revue technique.
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Verteilung der Langsanderungen
Reparhon des allongements

Distributionof' lotigitud deformations
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Fig. 10. Fig. 11.

J'ai fait construire une autre poutre semblable mais rivee (fig. 12). J'ai utilise
des fers plats ä plus haute limite d'etirement et c'est pourquoi la charge maxima
etait plus grande que pour la poutre soudee (20,4 t contre 19,1 t). Lors de la

premiere mise en charge on a pu observer un tassement du rivetage. Lors des

autres mises en charge le Systeme se comportait elastiquement. Malgre les trous
de rivets, l'ecoulement pouvait se presenter dans les sections pleines.

Ces essais ont permis, de tirer les conclusions suivantes: Dans les poutres
reticulees soudees hyperstatiques, les contraintes de retrait n'influencent que le

commencement de l'egalisation des moments et pas du tout la grandeur de la

charge critique. II faut ajouter que les contraintes de retrait relevent les
contraintes principales dans les barres tendues et les reduisent dans les barres

comprimees. (Choix du mode d'execution.)
Dans les poutres reticulees rivees hyperstatiques l'allongement plastique debute

dans les assemblages et le frottement augmente un peu la force necessaire ä cetto

plastification. Un relevement de la limite d'ecoulement au bord du trou ou une

5
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solidification de Facier par suite du rivetage pourraient avoir une influence
semblable. Lorsque les barres sont courtes, un faible tassement des liaisons suffit
ä produire une egalisation des forces. Les attaches doivent toujours etre assez
fortes pour que la hmite d'ecoulement soit atteinte dans la barre pleine. La limite
de resistance d'une poutre reticulee rivee est ä peu pres celle que donne la theorie
de la plasticite pour les sections non affaiblies par des trous de rivets en
admettant qu'aucune barre comprimee ne flambe. En tenant compte des grandes
deformations plastiques on obtient la limite pratique de resistance en deduisant
les trous de rivets et en tenant compte de l'egalisation des forces. La securite

a>67k
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Fig. 12.

sera toujours plus grande que dans les systemes soudes, calcules avec des
sections pleines.

A cöte des poutres reticulees, j'ai etudie egalement des poutres ä äme pleine
rivees. Les poutres sur deux appuis furent chargees aux tiers. On a mesure
l'angle de flechissement de la poutre soumise en son milieu ä un moment
constant. Les resultats des essais sont indiques ä la fig. 13. Nous n'avons pas soustrait
les trous de rivets dans le calcul de J. Le flechissement mesure est un peu
plus grand que celui que l'on calcule avec E 2100 t/cm2 tandis que le
flechissement ä la decharge joue bien (comportement elastique). Apres un repos
de 2 jours, la limite d'ecoulement etait de 6 o/0 plus haute et la poutre se

comportait tout-ä-fait elastiquement. Avec Fhypothese dö/de V20E, j'ai trouve
14 t pour la charge critique. La fig. 13 montre les resultats de la comparaison
entre cette valeur et les differentes interpretations; la plus petite limite d'ecoulement

des cornieres a ete posee egale ä 2500 kg/cm2. De lä on obtient une
contrainte maxima de 2720 kg/cm2 dans la fibre extreme de la semelle. Pour



Considerations critiques sur la theorie de la plasticite 67

le calcul du moment supportable T • öadm j'ai considere l'etat oü la semelle a

atteint la limite d'ecoulement (fig. 13). Une autre inconnue se presente encore
dans cet essai: comment faut-il tenir compte des trous de rivets? Pour cela

j'ai execute un essai comparatif avec deux poutres de meme section et du meme
materiau, l'une rivee, l'autre soudee. Les resultats sont rassembles au tahleau I.

Tableau I.

I-Poutre soudee I-Poutre rivee d 16mm

öF kg/cm2
Section

mm
Section

mm öp kg/cm1

2680 152,6 • 13 membrure comprimee 152 • 12,8 2680

2620 155 • 7,7 membrure tendue 154 • 7,7 2590

2750 60 • 60. 6,1 4 L 60 • 60 • 6,1 2780

4280 182.8,2 Arne 183 • 8,6 4060

1513 000 moment critique d'apres les essais

kgcm
1 266 000

traction
1180 000

compression 1

w / u \
1 420 000 ÖP (°F membrure)

traction
1170 000

compression
1 400 000

Wöp sous deduction des trous ^^ 1 136 000
de rivets i

1

Wöp sous deduction des trous
de rivets meme de l'äme

906 000 1 087 000

1 644 000 Top Section totale 1 632 000

TöF sous deduction des trous
de rivets

1 387 000

Top sous deduction des trous
de rivets meme de l'äme

1 266 400

15113 000 Töf des semelles et cornieres

-f- Wöp de l'äme
avec deductio

de ri
1259

n des trous
vets
000

Nous avons egalement soumis ä des essais une poutre rivee, continue sur trois
appuis (fig. 15). Les flechissements sont plus grands que ceux que Fon avait
calcules, meme lors de la decharge. Du milieu de la travee aux points d'application

des forces, l'äme arrive ä la limite d'ecoulement sous l'effet des forces de

5*
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cisaillement (fig. 14). Le phenomene decouvert theoriquement par Stüssi,1*
ä savoir que les efforts de cisaillement doivent croitre sensiblement lorsque
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l'ecoulement se propage du bord jusquä une certaine profondeur, est ainsi
demontre par des essais, meme s'il se presente ä une echelle plus faible. II faut

r.
9 ö»rv

ft

Fi*. 14.

l'allribuer au fait qu'une courte partie seulernent de la poutre est mise en danger

par suite de la brusque decroissance des moments; les mouvements de cette
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partie sont en outre entraves par les parties environnantes. Finalement j'ai trouve
que la charge maxima etait egale ä T' • öF lorsque l'egalisation des moments
etait complete.
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Les expressions Mst (P) et MF (P) dans la poutre continue ä

trois ouvertures, soumise ä une charge P agissant dans la travee
mediane (voir la Publication Preliminaire, pages 121 —126).2)

Die Beziehungen Mst (P) und Mp (P) beim durch*
laufenden Balken mit drei Öffnungen, belastet durch

P im Mittelfeld (siehe Vorbericht Seite 126-128).1)

The Relations Mst (P) and Mf (P) in Girders Continuous over
Three Spans Carrying a Load P in the Central Span

(see Preliminary Publication., pages 121—126).x)

Dr. Ing. H. Maier-Leibnitz,
Professor an der Technischen Hochschule Stuttgart.

Si Fon soumet la poutre de la fig. 1 ä une charge croissant de 0 ä P, on
obtient d'abord une aire de moments ä calculer d'apres les pures lois de

/)-0,7781 ß=\8,778l

l^ZHOL-BW L-

M^-186,8

MF-293,2cmt

JL±_ L —1
r^m^ \f,-im

^35 2r= 0.0255

11-3,06

0-2T«0,0255

4 ii,X-0,350l

Ifr-fliftwZKj

n [p-161 i

i—*——k9) }
\fMx=83,9cmt

'.'Mstej"102,9cmi

MF=293,2cnbl
M-WOcbu

Fi*. 1

Maße in cm

Longueurs en cm

Comportement de la poutre sous l'effet d'une charge P 16 t.

1 Voir aussi la revue „Der Stahlbau" 9 (1936), p. 153 et ss.
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l'elasticite, caracterisee par MG, Mst, Mf. Lorsque P Ps ~ 11 t), la limite
d'etirement ös est atteinte dans la fibre extreme au milieu de la travee.

Lorsque P > Ps, par ex. P 16 t, Mf ne peut pas beaucoup depasser la
valeur Ms W • ös. A l'aide de la loi de Mohr, il est possible, en partant de

la courbe des moments (fig. 1 b) entre A et B, d'etablir une expression pour
l'angle cp de Faxe deforme qui presente un coude au milieu de la poutre. Dans

notre cas
E J cp 6600 P — 280 MF.

Lorsque l'on decharge la poutre, cette derniere presente la forme indiquee
ä la fig. 1 d avec relevement ü. Avant une remise en charge il est tout d'abord

30 *f | 30

CL) £-p I?

m M.78

300

- C

100-

0.010 0,030

Maße in cm
Maße in ein I Longueurs en cm

Fig. 2.

La relation <p (M) de

la poutre simple.

necessaire de supprimer le relevement ü gräce aux deux forces X et X, qui
correspondent aux moments sur appuis Mx. Si l'on fait agir ä nouveau la charge
P 16 t, le moment sur appui Mst ei, purement elastique, s'ajoute ä Mx, (courbe
de moments suivant la fig. 1 h).

Quelle grandeur a MF et par consequent le moment sur appui M9t M0 — MF,
ainsi que cp, ü, X?

Pour la poutre simple (poutre de comparaison 1 120 cm 12) il est
possible de determiner d'une facon purement experimentale la relation 9 (M).
ainsi que le montre la fig. 2; M est le moment au milieu de la poutre. Pour
montrer le comportement effectif de la poutre continue, on peut transporter
le resultat obtenu pour la poutre simple ä la poutre continue, c'est-ä-dire ä la
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Determination de Mf pour \x 240 cm et 12 120 cm ä l'aide de:
EJq> 6600 P — 280 MF pour P — 16 t.
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Relations Mst (P) et Mf (P) pour \t 240 cm.
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relation Mf (cp) pour laquelle, d'autre part, la relation que nous avons indiquee
ci-dessus

E J cp 6600 P — 280 MF
est valable.

A la fig. 3 nous avons reporte les deux relations. Pour P 16 t on obtient
MF 293,2 tcm et cp 0,0255 (interpretation amelioree).

Si Fon effectue cette determination pour les autres charges, on obtient les
courbes de la fig. 4. Mst et Mf croissent d'abord lineairement; puis suivant des
courbes ä partir de P's 11,12 t. Nous avons reporte les valeurs indiquees plus
haut Mx et Mstei (fig. lh) pour P 16 t. On voit sur cette figure 4 comment se

comporte, sous une charge, une poutre qui a ete une premiere fois chargee
puis dechargee. On constate en outre que les valeurs de l'interpretation amelioree
concordent bien avec les valeurs d'essais representees par les traits fins.

A la fig. 3 nous avons reporte pour P 16 t la valeur d'essai Mf 307,4 tcm
comme ordonnee EF. Les ordonnees de la courbe cp (Mf) sont par consequent
plus grandes que celles de la courbe cp (M) de la poutre de comparaison avec
1 =z 120 cm. La raison en est que l'on aurait du choisir pour la comparaison
une poutre d'essai plus courte, d'une portee egale ä la distance des points
d'inflexion dans la travee centrale. Des essais effectues apres le Congres avec
1 950 cm, ce qui correspond ä Ps et 1 730 cm, ce qui correspond ä Pt, ont
justifie ce que nous venons d'affirmer.

L'expose ci-d^ssus est une base pour la resolution plus exacte du probleme de
la resistance effective de la poutre continue en acier de construction. II oomble
en outre une lacune sur laquelle J. Fritsche avait attire l'attention dans la revue
,.Der Stahlbau" 9 (1936), p. 67. II n'est donc plus necessaire ä l'avenir, comme
c'etait le cas jusqu'a present dans les investigations faites d'apres la methode de

l'equilibre plastique, de faire emploi de l'hypothese trop grossiere de l'egalisation
des moments.
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L'interpretation des essais sur la methode de l'equilibre plastique.

Zur Auswertung von Versuchen über das
Traglastverfahren.

Interpretation of Tests of the Equilibrium Load Method.

Privatdozent Dr. F. Stüssi,
Berat. Ing., Zürich.

Le professeur Dr. Maier-Leibnitz a rassemble et etudie, dans son rapport paru
dans la Publication Preliminaire du present Congres,1 les resultats des essais,

publies dans la presse technique, sur le procede de l'equilibre plastique. Parmi
tous ces essais je voudrais reprendre ceux que le professeur Maier-Leibnitz a

executes recemment2 afin de completer bievement leur interpretation. Ces essais,

comme d'ailleurs ceux que nous avons executes ä Zürich3 n'ont pas donne une
egalisation complete entre les moments sur appuis et les moments en travee.

Dans une poutre continue suivant la fig. 1, les conditions d'equilibre et
d'elasticite de la statique doivent conserver leur validite meme dans le domaine ine-

6±a-~

L^rTTTTmTTTTTM

Disposition d'essai.

lastique; en particulier, Faxe deforme doit etre continu sur les appuis doubles.

Designons par A la somme des rotations d'une poutre simple de portee 1 1,

chargee d'une aire de moments triangulaire M, et par B la plus grande rotation
sur appuis; cette condition d'elasticite s'exprime de la fagon suivante:

Bxl1 AMa — Ax-b. (1)

1 H. Maier-Leibnitz: Essais; signification et application des resultats. A.I.P.C. DeuKieme
Congres, Berlin 1936, Publication preliminaire.

2 H. Maier-Leibnitz: Versuche zur weiteren Klärung der Frage der tatsächlichen Tragfähigkeit
durchlaufender Träger aus Baustahl. Stahlbau 1936, fasc. 20.

3 F. Stüssi et C. F. Kollbrunner: Beitrag zum Traglastverfahren. Bautechnik 1935, fasc. 21.
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Si, comme dans le cas present (fig. 2), l'allure des moments est donnee par
l'observation pour un aecroissement de la charge, on peut calculer Finconnue Am
ä partir de l'equation (1). Les valeurs Ax et Bx sont connues dans le domaine
elastique; pour de plus grands degres de charge elles sont determinees
successivement ä ipartir des valeurs Am connues pour de plus petites charges. A la fig. 3

nous avons represente l'allure de la somme des rotations A determinee de la sorte.
On constate une consolidation nettement marquee pour des moments de flexion
depassant 315 tcm environ, c'est-ä-dire dans la zone qui ne pouvait plus etre
observee dans l'essai comparatif effectue sur une poutre simple.
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Allure des moments.
Essais du Prof. Dr. Maier-Leibnitz.
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Fig. 3.

Somme des rotations A.

Ainsi, nous pouvons calculer, ä partir de cet essai, les valeurs auxiliaires qui
nous permettrons de calculer l'allure des moments ä l'aide de la condition
d'elasticite (1), meme pour des portees de rapport different. Si nous voulons tirer
de lä l'allure des resistances, nous devons adopter une autre hypothese, ä savoir

que dans tous les cas, la limite de la resistance est atteinte lorsque le plus grand
moment de flexion produit par la charge a atteint une certaine valeur limite.
Cette hypothese est en soi plausible; si eile etait fausse tout notre calcul usuel
des contraintes n'aurait plus de sens. La premiere consequence de cette hypothese
est que, ä partir des conditions elementaires d'equilibre de la travee centrale,
nous obtenons une comparaison entre la resistance de la poutre continue (P) et
celle de la poutre simple (Po), ä savoir

P : P0 (M + X) : M. (2)



76 I 7 F. Stüssi

Mais comme d'apres nos essais et ceux du professeur Maier-Leibnitz il ne se

produit aucune egalisation complete des moments, la resistance de la poutre
continue n'atteint pas le double de celle de la poutre simple. Une poutre continue
dimensionnee d'apres le procede de l'equilibre plastique offre une securite plus
faible que la poutre simple par rapport ä la limite de charge.

Traglastverfahren —Procedi de l'equilibre plastique
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Resistances calculees.

A la fig. 4 nous avons encore reporte les resistances calculees. L'allure de cette
courbe concorde en principe avec les courbes que nous avions determinees autre-
fois par des essais. A Fexception des cas anormaux, avec ouvertures laterales
tres grandes, ces valeurs se trouvent encore un peu au-dessus d'une droite (en
traits discontinus) qui partage en deux la difference entre la methode de l'equilibre

plastique et la theorie de l'elasticite. Ma proposition consiste donc ä n'utiliser
qu'ä moitie Faccroissement, (par rapport ä la theorie de l'elasticite) de la
resistance donnee par le procede de l'equilibre plastique pour les poutres continues

en acier de construction et, en outre, ä limiter cette utilisation de Faccroissement
de la securite aux profiles lamines employes dans la construction des charpentes.
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Sur la plasticite dans les poutres continues sollicitees
dynamiquement.

Beitrag zur Frage der Ausnutzbarkeit der Plastizität
bei dauerbeanspruchten Durchlaufträgern.

Contribution to the Question of Utilising Plasticity in
Continuous Girders Subjeet to Repeated Stresses.

Dr. Ing. K. Klöppel,
Leiter der technisch-wissenschaftlichen Abteilung des deutschen Stahlbau-Verbandes, Berlin.

Le Dr. Hans Bleich1 a enonce la loi suivante pour un materiau idealement

plastique:
»Lorsque, dans un Systeme hyperstatique, il est possible d'engendrer, par le

choix des grandeurs hyperstatiques, un etat de contraintes residuelles tel qu'en
chaque point la somme de la contrainte residuelle et de la contrainte maxima,
determinee d'apres la theorie de l'elasticite, se trouve exactement au-dessous
de la limite d'ecoulement, le Systeme est stable, meme sous l'effet d'une
surcharge repetee un nombre infini de fois«.

Cette loi peut etre controlee par des essais d'endurance car la frequence de

mise en charge ne joue aucun role.
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Disposition de l'essai.

Nous avons choisi une poutre (I 12) en acier de construction, reposant sur
trois appuis distant de 1,50 m (fig. 1). Tous les appuis pouvaient supporter des

forces de traction et de compression, les appuis extremes etaient en outre
mobiles.2

1 Revue „Der Bauingenieur" 1932, fasc. 19/20.
2 Les essais furent effectues au laboratoire d'essai des materiaux de Stuttgart (Prof. Graf),
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La loi de Bleich refute l'idee qu'une poutre capable de resister ä plusieurs cas
de charge separement, resistera ä tous ces cas de charge alternant un nombre
quelconque de fois.

Nous avons represente, ä la fig. 1, les cas de charge choisis. Les installations
dont nous disposions nous ont fait adopter une charge permanente ä gauche et
une charge ondulee ä droite, avec petite charge permanente (200 kg) et une
frequence de 10 ä la minute. Nous n'avions donc aucun etat intermediaire de

decharge complete.
La grandeur de la charge P a ete choisie d'abord de teile sorte que, d'apres

la theorie de l'elasticite, la limite d'ecoulement (öF M : W) soit atteinte dans
la section la plus sollicitee. La limite d'ecoulement öf est egale ä 2420 et
2730 kg/cm2 pour les ailes des deux poutres de 12 m de longueur, sur lesquelles
furent prelevees les deux eprouvettes de 3 m chacune.

D'apres la loi de Bleich et en admettant Fetat le plus favorable de tension
residuelle (fig. 2), egalisation des moments sur appui et en travee, on aurait

minM

4? Tnoio

max

3
Fig. 2.

ose depasser la limite d'ecoulement dans la determination de P, mais d'environ
2,5 °/o seulernent car, dans les deux cas de charge, l'egalisation des moments est
ä peu pres naturelle.

Pour P 4210 kg, la poutre a supporte 700000 cycles sans que Fon ait pu
deceler un signe quelconque de rupture par fatigue. Les fleches elastiques, lues
ä 1/100° mm pres, correspondaient aux valeurs du calcul et les fleches
permanentes etaient pratiquement nulles. II n'y a donc aucune mise en tension

provenant d'adaptation.
Nous avons ensuite augmente la charge P de teile sorte que la limite d'ecoulement

soit depassee de 20 0/0. Meme sous cette charge, la poutre a supporte
630000 autres cycles. Par rapport ä la premiere charge, les fleches ont augmente
un peu plus rapidement que la charge. Nous avons interrompu l'essai car on ne

pouvait pas s'attendre ä une rupture par fatigue. Les fleches permanentes
n'atteignaient que le 150/0 environ des valeurs calculees de la fagon suivante:

Pour obtenir au droit de l'appui central un moment residuel de 0,01 P-1, il
faut appliquer ä Fextremite de la poutre en porte ä faux, choisie comme Systeme
isostatique de reference, une force 0,01 • P. Cette force engendre ä Fextremite de

la poutre une fleche

0,01 - P • 2 l3f=- 3E. J
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On obtient la meine fleche dans le Systeme isostatique de reference lorsqu'au
milieu de la travee la fleche engendree par plastification est egale ä f/2. Dans ce

cas on obtient, avec E 2100 t/cm2 et J 328 cm4:

0,01 P - 1503 nmß.pf/2 3-.^TÖ^r328 a0165R

La poutre deformee, consideree comme poutre sur trois appuis, possede encore
une fleche elastique, correspondant ä l'aire des moments de l'etat de tension
residuelle; il faut donc soustraire de f/2 la valeur b:

0,01 • P- I3 _ 0,01 P-150» _nnnqi pb - 16-EJ -16-2100-328 ~ 0'°031 R

La fleche permanente au milieu de la travee de gauche, pour l'etat de tension
residuelle, est en mm:

bperm. (0,165 — 0,031) P 0,134 P.

L'etat de tension propre peut au plus tot apparaitre lorsque la limite d'ecoulement

öf est atteinte au milieu de la travee. On a donc pour P:

P> w0F
0,203 • 1

Par suite de l'effet d'egalisation que produit l'etat de tension residuelle, on peut
relever P jusqu'a

P'=SP=~'-025P
La deformation plastique correspondante est

bperm. 0,134 P'

et eile ne doit pas augmenter pour une surcharge souvent repetee.
Les fleches elastiques pour une seule charge P 1 t au milieu de la travee

de gauche sont (cas A)
bei. 0,734 mm

et pour une charge dans les deux travees (cas B)

bei. 0,446 mm.

Des essais executes, nous voulons en considerer deux d'un peu plus pres.
Les charges P etaient de 5,04 t et 5,83 t. La limite d'ecoulement etait
öp 2420 kg/cm2 et le moment resistant W 53,1 cm3. La charge
correspondant ä la limite d'ecoulement fut depassee de 1,2 et 1,38 fois. Dans
les deux cas, aucune rupture par fatigue ne s'est produite apres 500000 cycles.
Pour les deux cas de charge A et ß, les flechissements mesures et calcules
etaient les suivants au milieu de la travee de gauche:
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Tableau 1.

Charge Cas
*el.+ öperm. "perm. °perm.

mesure calcule mesure calcule

5,04 t
A 3,65 mm 4,37 mm

0,18 mm 0,67 mm
B 2,49 „ 2,92 „

5,83 t
A 5,25 „ 5,055 „

1,68 „ 0,775 „
B 4,75 „ 3,375 „

Pour P 5,04 t, les valeurs mesurees sont plus faibles que les valeurs
calculees. La veritable fleche permanente est tres faible; quoique la limite
d'ecoulement soit depassee de 20 o/o dans les ailes aucune plastification ne se

produit. Pour P 5,83 t c'est le contraire, les fleches reelles sont les plus
grandes. L'ecart est specialement grand pour les fleches permanentes. Dans
le cas de charge B il se produit vraisemblablement un etat de contraintes
residuelles supplementaire; dans la travee de droite, on constate egalement
des fleches permanentes mais aucune contre-fleche residuelle. Les moments
sur appui et en travees sont a peu pres egaux. Les fleches permanentes n'ont
plus augmente dans la suite de l'essai. II en resulte. que les constructions
dimensionnees suivant la loi de Bleich presentent, meme vis-ä-vis de la fatigue,
une securite supplementaire. Cette affirmation s'appuie sur l'allure non homogene
des contraintes de flexion. Si les fibres extremes de la section atteignent la
limite d'ecoulement, les autres regions de la section opposent encore de la
resistance aux deformations permanentes. On peut donc s'attendre ä une augmentation

de 16 o/0 de la resistance. On obtient cette valeur en remplagant W par
2 Sx (Sx moment statique de la demi-section, par rapport ä l'axe des x).
Cet effet est encore accru du fait que la limite d'ecoulement de l'äme est en
general plus elevee que celle des ailes. En outre, des phenomenes de
solidification, ainsi que Feffet d'une limite superieure d'ecoulement, peuvent encore
augmenter la resistance. Finalement, les contraintes de laminage retarderont
l'apparition de deformations permanentes jusqu'a une certaine contrainte, situee
au-dessus de la limite d'ecoulement.

Nous avons ensuite etudie le cas A seulernent car la difference entre le
moment sur appui et le moment en travees est grande dans ce cas. L'etat
de tension residuelle egalisant cette difference (moment sur appui 3/2
[0,203 — 0,094] P. 1 0,072 P-1) exigerait une fleche permanente de 5,75 mm.
En realite, la fleche permanente n'atteignait que 1,6 mm sous une charge
P 6,28 t, correspondant ä un depassement de la limite d'ecoulement de

1,3 fois (öf 27,3 kg/mm2). On a mesure une fleche elastique de 4,6 mm,
ce qui joue bien avec le calcul. Apres 1 million d'oscillations, la poutre a cede

lateralement. Nous n'avons constate aucune rupture par fatigue.
Les resultats acquis, theoriquement et pratiquement, ne pourraient servir au

dimensionnement economique des poutres continues, soumises ä des charges
oscillantes, que si ces poutres ne presentent aucune entaille teile que trous ou
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soudures d'angle. Cette restriction limite fortement l'emploi des assemblages
et des constructions rivees. Par contre, il serait juste d'admettre, dans le sens
du procede de l'equilibre plastique, des contraintes plus elevees pour les poutres
laminees, sans trous, reliees entre elles par des soudures bout ä bout parfaites
dont la surface serait usinee, et cela meme pour des sollicitations repetees.
Une instabilite prematuree peut cependant prohiber l'emploi de la methode
de l'equilibre plastique. En outre, il peut arriver que l'etat de tension residuelle
le plus favorable ne puisse pas se produire lorsqu'il exige de tres grandes
deformations permanentes — c'est-ä-dire dans les cas les plus importants du

point de vue economique — parce que la capacite d'ecoulement de la poutre
n'est pas süffisante.3 Dans ces cas, on ne peut evidemment pas calculer avec
une egalisation des moments.

3 Stüssi et Kollbrunnet: „Bautechnik" 1935, fasc. 21.
Maier-Leibnitz: „Stahlbau" 1936, fasc. 20.

Klöppel: „Stahlbau" 1937, fasc. 14 15.
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Les formules de la stabilite des barres excentriquement
comprimees.

Formelmäßige Lösung des Stabilitätsproblemes
exzentrisch gedrückter Stahlstäbe.

Formulae for the Solution of Eccentrically Loaded Steel
Columns.

Dr. Ing. K. Jezek,
Dozent an der Technischen Hochschule Wien.

Les decouvertes de Euler, de Engesser et de Kärmän1 ont permis de trouver
une Solution satisfaisante au probleme de la stabilite des barres droites
centriquement comprimees. Ce mode de sollicitation est un cas ideal qui ne se presente
jamais dans la pratique car le plus petit ecart par rapport aux hypotheses faites,
comme par exemple une excentricite infiniment faible, mais inevitable, du point
d'application de la force ou une courbure de la barre, peut engendrer une flexion
additionnelle et produire dans certains cas une reduction tout-ä-fait appreciable
de la resistance. Dans une barre sollicitee ä unie compression centree et ä la
flexion il peut se presenter un etat d'equilibre instable, toutefois seulernent
lorsqu'un aecroissement de la surcharge provoque des deformations permanentes.
Cette condition importante distingue fondamentalement le probleme de la
determination de la charge supportable du probleme du flambage de la barre droite.

Ce probleme de stabilite a ete etudie theoriquement et experimentalement pour
la premiere fois par Kärmän, en liaison avec ses essais connus sur le flambage
des barres soumises ä une charge legerement excentree.1 Kärmän est parti de la
courbe de travail d'une sorte d'acier determinee et il a developpe un procede
d'integration graphique pour la resolution de l'equation differentielle de la ligne
elastique; cette partie des travaux de Kärmän resta tres longtemps ignoree. La
methode approximative donnee 13 ans plus tard par Krohn2 partagea le sort
des recherches de Kärmän parce que la suite des calculs n'etait pas assez claire et
surtout parce qu'il manquait une evaluation mathematique des resultats. Quelques
annees plus tard Ros et Brunner ont developpe une methode graphique approximative

; ils porterent les resultats obtenus sur un diagramme qui, pour la premiere
fois, permettait de determiner numeriquement la relation existant entre la
resistance, l'excentricite et l'elancement, pour une loi de deformation determinee.^

1 Th. v. Karman: Untersuchungen über Knickfestigkeit. V.D.I. fasc. 81, 1910.
2 R. Krohn: Knickfestigkeit. Bautechnik 1923.
3 Voir les rapports du 2C Congres intern, de constructions de Ponts et Charpentes, Vienne

1928 et du 1er Congres international des Ponts et Charpentes, Paris 1932.
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Finalement Chwalla a etabli, en suivant les deductions de Kärmän, la Solution
exacte pour une barre soumise ä une compression dont Fexcentricite est
quelconque.4

Toutes ces recherches presentent un inconvenient important: leurs resultats
ne peuvent etre obtenus que gräce ä des calculs tres ennuyeux et ne peuvent
etre representes que sous forme d'un diagramme ou d'un tableau. Si, d'autre
part, on pense qu'il faut avoir ä sa disposition un grand nombre de diagrammes
disposes suivant le type d'acier et la forme de la section. on constate aisement

que ce fait n'est pas seulernent une complication, mais presque un empechement.
II en resulte que les prescriptions de presque tous les pays — ä ma connaissance,
seules les prescriptions suisses fönt exception — ne tiennent pas compte des

nouvelles connaissances relatives au dimensionnement des barres excentriquement
comprimees (probablement ä cause de l'absence de formule simple theoriquement
justifiee).

Je voudrais brievement esquisser le chemin qui conduit ä une Solution, sous
forme de formules, de ce probleme de stabilite tres important pour la construction
metallique. Tout d'abord il est possible de remplacer la courbe de deformation
des aciers employes actuellement par une courbe de travail idealement plastique,
car une solidification ne peut se produire que pour des barres extremement
courtes et pratiquement inutilisables, avec un elancement X < 20. Les essais

de compression executes avec soins par le „Deutscher Stahlbauverband"5 justifient
suffisamment l'hypothese de la validite de la loi de Hooke jusquä la limite
elastique. Remplacons d'autre part l'axe deforme par une ligne sinusoi'daie, nous
obtenons dans le cas le plus simple d'une section rectangulaire, la Solution que
j'ai donnee sous forme de formules6 et dont les resultats presentent une
concordance parfaite avec les valeurs deduites de Faxe deforme effectif7 (erreur
maxima 3o/0). La limite elastique est ä determiner de la facon usuelle, par un
essai ä la compression. J'ai etudie finalement, avec les memes hypotheses, la
resistance des barres excentriquement comprimees en fonetion de la forme de
la section8; les conditions de stabilite dans le plan des moments aussi bien que
perpendiculairement ä ce plan exigent une mise au point, ä cause de la faible
epaisseur des profiles employes dans la construction metallique. A la fig. 1 nous
avons represente, en fonetion du degre d'eiancement X et de la forme de la

section, la contrainte axiale critique ökl. au dessus de laquelle un equilibre entre
les forces exterieures et les forces interieures est impossible, pour Facier 37 le

plus souvent employe et pour un degre d'excentricite m 1 (la force agit au
bord du noyau). On constate que linfluence de la forme de la section joue un

4 E. Chwalla: Theorie des aussermittig gedrückten Stabes aus Baustahl. Stahlbau 1934 (Expose

du procede graphique exact).
6 W. Rein: Versuche zur Ermittlung der Knickspannungen für verschiedene Baustähle. Fasc. 4

du Ber. des Aussch. für Versuche im Stahlbau. J. Springer, Berlin 1935.
6 K. Jezek: Näherungsberechnung der Tragkraft exzentrisch gedrückter Stahlstäbe. Stahlbau

1935. — Die Tragfähigkeit axial gedrückter und auf Biegung beanspruchter Stahlstäbe. Stahlbau

1936.
7 K. Jezek: Die Tragfähigkeit des exzentrisch beanspruchten und des querbelasteten Druck«

Stabes aus einem ideal plastischem Stahl. Sitzungsbericht der Akademie der Wissenschaften in

Wien, Math.-naturw. Kl. Abt. IIa, 143e vol., 7P fasc. 1934.
8 K. Jezek: Die Festigkeit von Druckstäben aus Stahl. J. Springer, editeur, Vienne 1937.

6*
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role important dans les barres courtes mais decroit rapidement avec l'augmentation

de FelaiÄement et la reduction de l'excentricite. Ce sont les barres dont la
section est en forme de croix qui se comportent le mieux et les barres dont
la section est en I ou en T qui se comportent le plus defavorablement; dans les

deux derniers cas, la contrainte critique
* se trouve tres peu au dessus de la

contrainte limite ön du domaine elastique.
La courbe des contraintes critiques
(courbe de ök) pour m 0,01 est ä peu
pres independante de la forme de la
section et montre clairement, pour des
barres dont le degre d'eiancement est

moyen, la forte influence, sur la
resistance, d'une excentricite extremement
petite de Viooe ^u rayon <^u noyau central.

II est finalement possible, en considerant

les barres dont la section a une
forme quelconque, de deduire une
formule approximative valable pour toutes
les sortes d'acier. Nous avons donne cette
formule unique au tableau I, les coefficients

jnx et fi2 sont dependants de la
forme de la section. Pour les barres

ä section en T il faut employer, au dessous d'une certaine contrainte axiale, une
deuxieme formule semblablement etablie. Ces methodes de calcul sont valables
d'une fagon tout-ä-fait generale pour les barres axialement comprimees et
sollicitees ä la flexion, lorsque Fon prend comme module d'excentricite dans un
sens tout-ä-fait large, le rapport du moment de flexion (par rapport ä la barre
non deformee) ä la force axiale; pour plus de details je renvoie Ie lecteur ä mes
publications. Pour jn1 1 et ju2 0on obtient les formules necessaires au calcul
de la courbe des ön dessinee en traits discontinus ä la fig. 1.

Pour le dimensionnement des barres theoriquement soumises ä une compression
centree je propose d'introduire dans le calcul une excentricite inevitable d'au
moins Viooe du rayon du noyau central; on obtient ainsi avec m0 0,01 et

1^ 1, jn2 0 une «formule de flambage» simple qui s'aecorde fondamenlale-
ment avec le fait, aujourd'hui evident, que la limite d'ecrasement represente
la limite superieure de la contrainte de flambage et qui se transforme
pratiquement en la formule de Euler pour les barres fortement elancees. Nous
devons encore dire que ces formules concordent entierement avec les essais qui
nous sont connus et qu'elles garantissent une determination satisfaisante de la
resistance avec un calcul simple et la validite la plus generale. Ce probleme est
ainsi suffisamment mis au clair, dans une forme satisfaisante, tant au point de

vue theorique qu'au point de vue pratique.

Fig. 1.



Tableau I. — Principes de calcul des barres excentriquement comprimees.

Section Formule pour l'elancement critique

tt-

\2
3Kr

-J*i
3Kr

(ös-öKr)
mö

u*
Kr

(ös " öKr)

X2
rt'E

3Kr

WlmQKr

^w,(ös+ÖKr)
1 —

W1möJ
M*

Kr

Wi(«.+«Kr)

Domaine de validite

illimite

0<«Kr<«8

«Kr Wl-W»

° wt + w,

Coefficients

.m |H2

0,5

0.5

0,4

0,9

0,9

0,8

0,5

0,5

0,4

0,1

0,1

0,2

Remarques

L longeur de la barre

F surface de la section

Wj 2 moment de resistance du bord

comprime, respectivement du bord
tendu

i rayon de giration

L
X — elancement

a excentricite

a F
m=rrr module d'excentricite

Wi

ög limite elastique

E module d'elasticite

öKr contrainte critique

PKr F • öKr =z force supportable
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L'influence des erreurs de centrage sur la resistance des
colonnes metalliques.

Der Einfluß einer Ungleichartigkeit der Fehlerhebel
auf die Tragfähigkeit einer Stahlstütze.

The Effect of Unequal Eccentricities on the Carrying Capacity
of a Steel Column.

Dr. techn. J. Fritsche,
Professor an der Deutschen Techn. Hochschule, Prag.

Dans les constructions metalliques, la transmission de la force dans les barres
comprimees n'est presque jamais precise et determinee et l'hypothese d'une
compression centree ou d'une compression avec excentricite egale aux deux
extremites ne doit etre consideree que comme un moyen donnant une echelle
de comparaison pour la resistance et determinant l'influence de la forme de la
section, de la longueur de la barre et de la grandeur de l'excentricite. Cette
derniere grandeur est determinee par la liaison rigide de la barre de treillis ou
d'ossature metallique aux barres voisines et par les details constructifs de cet
assemblage. On ne peut la determiner avec exactitude que lorsque Fon connait
les contraintes secondaires du treillis. Le calcul de ces contraintes est toujours
tres ennuyeux et tres long et l'on ne peut pas Fexiger d'un ingenieur-construc-
teur. On peut en outre se demander si leur influence sur la securite de l'ouvrage
peut etre directement comparee ä celle des contraintes principales, si l'on tient
compte du comportement plastique du materiau.

Actuellement on peut admettre que la grandeur approximative des contraintes
secondaires, ainsi que la repartition de ces dernieres dans les ouvrages, sont
connues1; les resultats des investigations theoriques ont ete controles par des

mesures d'allongement, effectuees sur des ouvrages en service. On a pu en
conclure que les excentricites du point d'application de la force sont le plus
souvent differentes aux deux extremites de la barre et que la hgne des pressions

coupe en general l'^xe des barres. La Solution de ce probleme ne presente aucune
difficulte lorsque Fon admet tm comportement elastique illimite du materiau;
on se trouve en presence d'un probleme ordinaire de tension et l'on pourrait
parfaitement determiner la securite d'une teile barre en se basant sur une
contrainte admissible. Si par contre on tient compte des processus de deformation

1 M. Ros: Nebenspannungen infolge vernieteter Knotenpunktverbindungen eiserner Fach-
werkbiücken. Rapport du Groupe V de la Commission technique du Svndicat des Ateliers suisses

de construction de ponts et charpentes metalliques. Juin 1922.
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plastique, le probleme devient plus complique; on a ä resoudre un probleme
de charges critiques et un dimensionnement base sur une contrainte admissible
ne peut plus garantir une securite egale pour toutes les barres.

Dans l'etude mathematique de tous les problemes de plasticite, la condition
d'ecoulement joue un role de toute premiere importance; cette condition d'ecoulement

est l'expression analytique les conditions pour lesquelles un acier doux

passe de l'etat solide elastique ä l'etat deformable plastique. On est d'accord
aujourd'hui sur Fetablissement de ces conditions pour les etats de tension

homogenes mais on peut se demander si on peut les appliquer sous la meme
forme aux etats de tension heterogenes. Une nouvelle hypothese admet que la
connaissance de l'etat de tension local ne suffit pas pour predire les phenomenes
d'ecoulement et que seule la consideration de l'etat de tension dans un plus vaste
domaine permet de resoudre la question du danger d'ecoulement. Cette «nouvelle
condition d'ecoulement» permet d'etudier mathematiquement, d'une facon beaucoup

plus approfondie, la resistance effective d'une barre avec erreurs de

centrage tout en tenant compte de la forme reelle de la section.

Lorsque les excentricites accidentelles sont egales aux deux extremites, le

moment maximum se produit au milieu de la barre, il coincide donc avec ymax.

La resistance de la colonne est detruite lorsque la resistance de la barre en cet
endroit est si fortement reduite par l'apparition subite d'un processus d'ecoulement

qu'un aecroissement de la charge trouble l'equilibre entre les forces
exterieures et les resistances internes. Les flechissements transversaux croissent
alors tres rapidement et ne peuvent cesser d'augmenter que s'il se produit une
solidification du materiau. Lorsque les excentricites accidentelles sont inegales,
ymax se deplace du milieu vers l'extremite qui a la plus forte excentricite
(fig. 1). Tant que ymax se trouve ä Finterieur de 1 il n'y a pas de grands changements.

Mais lorsqu'un maximum imaginaire de Faxe deforme se presente ä

l'exterieur de la barre et lorsque le moment de flexion est maximum ä l'extremite
de la barre et egal ä P • px, des phenomenes totalement differents se produisent
(fig. 2). L'apparition de la condition d'ecoulement ä Fextremite de la barre
n'entraine pas encore la destruction de sa resistance car la barre ne peut ceder

sous l'effet de la charge, ni transversalement, ni dans le sens d'un ecrasement
inadmissible dans la direction de l'axe. L'ecoulement d'une extremite fixe ne

peut entrainer aucune instabilite car la barre doit conserver sa forme et sa

position: aucune modification n'est possible sans developpement de force. La
barre, deformee elastiquement seulernent sur toute sa longueur, a toujours encore
une influence sur le point devenu plastique; l'apparition de la condition d'ecoulement

ne signifie dans ce cas qu'une predisposition ä la deformation plastique.
Un aecroissement de la charge modifiera les conditions aux appuis de la

colonne et il est clair, apres ce que nous avons dit ci-dessus, que la resistance
n'atleint son maximum que lorsque le moment maximum ä l'extremite de la

barre coincide avec un maximum de la deformee; en ce point, la tangente ä cette
deformee doit etre parallele ä la direction de la force.

II est naturellement difficile d'expliquer exactement les processus qui ce

developpent en ce moment et il est evident que cet expose ne peut etre qu'ap-
proximatif. Designons par Px la charge pour laquelle la condition d'ecoulement
est satisfaite ä Fextremite de la barre. A l'endroit devenu plastique la com-
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pression P — Px se superpose ä l'etat de tension. En se basant sur les essais
de Hohenemser2 et Prager3, constitues par une torsion poussee jusqu'a
l'ecoulement et suivie d'une mise en tension, on peut conclure que, dans le cas d'une
flexion poussee jusqu'a l'ecoulement et suivie d'une mise en compression, le

moment de flexion que peut supporter la section decroit progressivement. Un
aecroissement de la charge ne pourrait alors etre transmis qu'ä une barre avec
articulation plastique ä son extremite. Par consequent, l'ecoulement provoque
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un certain centrage de l'accroissement de la charge en ce sens que, par suite dq
la plastification, le moment ä l'extremite de la barre, (P — Px) • pv provenant
de Faccroissement de la charge et une partie constamment croissante du moment
ayant engendre l'ecoulement, Px px, doivent etre Supportes d'une autre maniere

par le Systeme. La destruction de la resistance ä la flexion ä l'extremite de la
barre peut etre exprimee de la fagon suivante: on ajoute ä l'endroit plastifie
2 moments aux forces exterieures agissant jusqu'alors, afin d'adapter la courbure
de Faxe deforme aux nouvelles conditions aux appuis. L'accroissement du moment
ä l'extremite de la barre, engendre par l'accroissement de P au dessus de Px,
s'oppose ä un moment de sens contraire et de grandeur (P — Px) px et la
reduction du moment d'ecoulement, engendree par la nouvelle force axiale, peut
etre influencee par un moment A M que l'on peut calculer ä partir de la
condition d'ecoulement. II nous est impossible, par suite du manque de place,
d'exposer ici les calculs compliques y relatifs; on les trouvera dans un article

que j'ai publie dans la revue «Der Stahlbau»4. Les fig. 3 et 4, tirees de cette

2 K. Hohenemser: Neuere Versuchsergebnisse über das plastische Verhalten der Metalle.
Zeitschrift für angew. Math, und Mech. 1931, p. 423.

3 K. Hohenemser und W. Prager: Beitrag zur Mechanik des bildsamen Verhaltens von Flußstahl.

Zeitschrift für angew. Math, und Mech. 1932, p. 1.

4 /. Fritsche: Der Einfluß einer Ungleichartigkeit der Fehlerhebel auf die Tragfähigkeit
außermittig gedrückter Stahlstützen. Der Stahlbau 1936, fasc. 23 et 24.
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publication et qui se rapportent ä deux cas: excentricite ä une seule extremite
et excentricites egales et de sens contraire aux deux extremites, montrent les
resultats acquis. Ces resultats different sensiblement de ceux que l'on avait
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obtenus jusqu'a present pour la compression centree et pour la compression
excentree avec excentricites accidentelles egales.

Ainsi que nous l'avons dit, les conditions sont telles pour une barre de

compression fixee rigidement dans un Systeme que e p2 : px tend vers — 1.

£ > o ou £ 1 sont des cas tres rares; en outre, dans de tels cas, les excen-
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tricites sont en general petites, on ne peut donc pas baser une methode de
dimensionnement sur de telles exceptions. Pour £ — 1 les lignes öocrit (X) sont
bien proches des lignes ök (X) qui expriment la resistance pour une compression
centree. ll me semble par consequent justifie de partir de cette ligne pour
Fetablissement d'une «ligne des contraintes de flambage» pour le calcul des

barres de treillis comprimees, comme c'est le cas par exemple dans les

prescriptions allemandes, DIN 1050. II ne s'agirait plus que de calculer ou d'evaluer,
gräce ä des mesures, les plus grandes excentricites qui peuvent se presenter et
d'en tenir compte dans la construction d'une ligne öcrit (X) valable pour toutes
les barres comprimees. En general on n'introduira pas p mais le rapport de p

Fig. 3 a.
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au rayon du noyau central k, rapport que l'on designe par m. m 1 est siire-
ment trop grand, on se rapprocherait plus des conditions reelles en choisissant
m 0,5. On obtiendrait ainsi une «ligne des contraintes de flambage» qui ne
s'ecarterait que peu de celle indiquee dans DIN 1050. II serait en outre recom-
mandable de s'ecarter plus tot de la ligne de Euler, pour 1800 kg/cm2 au lieu
de 2073 kg/cm*.

Je ne connais aucun essai destine ä controler ces resultats; de tels essais ne
sont d'ailleurs pas faciles ä executer cur il faudrait d'abord trouver un appui
qui permette de centrer la charge ä partir de certaines limites de charge comme
cela se produit dans une barre de treillis rigidement fixee. II s'agit de realiser
au laboratoire pour une seule barre les conditions d'appui variables qui se

presentent dans un Systeme de la pratique. Je ne sais pas jusqu'a quel point
cela est realisable mais il serait tres utile de connaitre une teile disposition car
eile permettrait d'etudier plus completement le comportement reel d'une barre
comprimee dans un ouvrage.
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La physique de l'essai de rupture par traction.

Zur Physik des Zerreißversuchs.

The Physics of the Tensile Breaking Test.

Dr. phil. W. Späth,
Wuppertal-Barmen.

L'essai de rupture par traction forme, aujourd'hui encore, la base de l'essai
des materiaux. La representation graphique de la relation entre la charge
appliquee et la deformation engendree parait en principe si simple que l'etude
physique du processus de mise en charge a ete releguee ä l'arriere plan vis-ä-vis
des questions d'un caractere technique et pratique qui se posent lors de la

construction des machines d'essai. L'interpretation des diagrammes fournis
par les installations d'essai actuelles laisse encore une serie de questions non
resolues dont on s'occupe largement dans la presse technique. Par exemple,
les avis sur la valeur de la limite d'elasticite ou des limites superieure et
inferieure d'ecoulement sont aujourd'hui encore tres partages. De meme, les
resultats des essais d'endurance montrent que les caracteristiques des materiaujx:,
determinees par essai de rupture par traction et avec lesquelles tout le monde
est d'accord, n'ont aucune relation precise avec la resistance aux efforts alternes,
qui pourtant est de la plus grande importance.

Pour l'essai d'un materiau ou meme d'elements de constructions, on place
la piece ä etudier dans une installation d'essai et on la soumet d'une maniere
quelconque ä une charge croissant regulierement. L'eprouvette est placee dans
le meme flux de forces que les differents elements de l'installation d'essai qui,
en general, agissent comme des masses inertes ou comme des ressorts. Une
etude plus approfondie montre que l'elasticite du chässis, la compressibilite du

liquide, de meme que l'elevation propre de l'indicateur de force des machines
d'essai actuellement en usage ne sont pas du tout ä negliger et qu'au contraire
la compression elastique des installations d'essai est en general beaucoup plus
grande que la deformation de l'eprouvette elle-meme.1- 2

L'influence de ces facteurs sur le processus de mise en charge est indiquee
ä la fig. 1. La ligne OA represente l'accroissement de la force accompagne
d'un aecroissement de la deformation dans l'eprouvette. Dans l'installation elle-
meme s'exerce un processus de mise en charge qui peut etre represente par la
droite CA. Au point A regne un equilibre statique entre la force elastique de

1 W. Späth: Arch. Eisenhüttenwesen 9 (1935/36), p. 277.
2 W. Späth: Meßtechnik, XII (1936), p. 21.
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l'eprouvette et la reaction elastique du chässis. Sous l'effet de la charge
consideree AB l'eprouvette s'est deformee de OB tandis que la deformation
correspondante du chässis est representee par CB. Les deux angles a et ß indiquent
la grandeur des constantes d'elasticite de l'eprouvette et du chässis. Si maintenant
l'eprouvette subit tout-ä-coup un allongement plastique de A en D, eile tendra
ä se decharger suivant la droite DO'. Au point d'intersection E de cette droite
avec la droite de mise en charge du chässis, le Systeme se trouve de nouveau en
equilibre car, en ce point, la force agissant dans l'eprouvette est exactement
egale ä la reaction elastique du chässis. L'ecoulement plastique de A ä D engendre
deux effets. La contrainte originale tombe de AA' tandis que la deformation
mesurable de l'eprouvette a augmente de A'E. On constate immediatement que
ce processus ne depend pas seulernent de l'eprouvette mais fortement aussi des

proprietes elastiques de la machine d'essai. Les resultats varient fortement avec
l'elasticite propre de la machine, c'est-ä-dire avec l'inclinaison de la droite CA.
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Une machine tres «molle», subissant une tres forte deformation propre sous
l'effet de BA, presente une droite CA d'allure ä peu pres horizontale pour les

tres faibles deformations de l'eprouvette qui entrent en ligne de compte ici.
L'allongement AD de l'eprouvette s'effectue par consequent sous une tension
ä peu pres constante et Faccroissement de la deformation, mesurable exteri-
eurement, correspond ä AD. Une teile machine peut etre designee comme
machine ä effet residuel car eile permet ä l'ecoulement de se propager sans
Variation de la charge. II en est tout autrement avec une machine «dure» dont
la ligne caracteristique est donnee par la droite AB dans le cas limite d'une
constante d'elasticite infiniment grande. Par suite de l'ecoulement de l'eprouvette,
la charge tombe de A en A" et la deformation de l'eprouvette, mesurable ex-
terieurement, reste invariable. Une teile machine peut etre designee comme
machine ä relaxation car sa deformation originale est conservee et le processus
d'ecoulement a pour consequence une chute correspondante de la charge. Les
machines en usage actuellement se trouvent entre ces deux cas limites et les

resultats qu'elles fournissent ne peuvent pas etre directement compares si l'on
ne connait pas leur elasticite propre.

Ces considerations theoriques ont ete confirmees par une serie d'essais que
nous avons effectues. Bien des instituts de recherches tiennent actuellement

compte de ces questions qui presentent une importance fondamentale pour
Fessai des materiaux.
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Dans le travail cite sous 1), nous avons propose «d'amollir» une machine
d'essai en intercalant un ressort dans le flux de forces. G. Welter3 a effectue
de tels essais et les resultats obtenus correspondent aux previsions. Une machine
d'essai artificiellement «amollie» par intercalage d'un ressort doit, d'apres ce que
nous avons expose ci-dessus, permettre ä l'ecoulement de se propager sans
Variation de la tension. Par exemple, un materiau qui presente ä l'essai ordinaire
des limites superieure et inferieure d'ecoulement, peut, sur une teile machine,
ne subir aucune chute de tension jusqu'a la limite inferieure d'ecoulement, ce

qui est justifie.
Lorsque l'on a äffaire ä de tres grandes forces, Fintercalage d'un ressort est

impossible car ce dernier aurait de trop grandes dimensions. Suivant la
proposition du Conseiller von Bohuszewic:, les etablissements Losenhausen ä

Düsseldorf ont «amolli» une machine hydraulique de 60 t en substituant au
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Processus d'ecoulement sur une machine courante (a)

„ „ apres agrandissement du reservoir d'eau (b).

cylindre compresseur-un grand reservoir d'eau sous pression. Les resultats sont
representes ä la fig. 2. A gauche nous donnons la courbe que l'on obtient avec
la machine non transformee. On peut distinctement observer une limite
superieure et une limite inferieure d'ecoulement. Si maintenant on «amollit»
artificiellement la machine par introduction d'un reservoir d'eau sous pression, une
seconde eprouvette du meme materiau fournit la courbe de droite. On constate

que le processus d'ecoulement se propage sans Variation de la charge par suite
de la plus grande compressibilite de l'eau. On peut tirer un grand nombre
d'autres conclusions sur les relations qui existent entre la formation de limites
superieure et inferieure d'ecoulement et les conditions dans lesquelles s'effectue
l'essai. Nous n'entrerons pas ici dans ces details.

II est cependant interessant de citer une serie d'essais que nous avons effectues
recemment et qui sont precisement de sens contraire. Lorsque l'on rend une
machine «dure», on peut esperer etudier avec plus de precision les processus qui

3 G. Welter: Metallvvirtschaft, XIV (1935), p. 1043.
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s'effectuent dans un materiau mis en tension.4 On execute souvent de courts
essais sur des machines ä flexion rotative; le flechissement de la barre en
rotation est reporte en fonetion de la charge. Dans la machine de Schenck,
Darmstadt, ainsi que dans d'autres machines, la charge est realisee par des poids.
Dans ce cas on obtient pour la ligne elastique une ligne qui s'ecarte
progressivement de la ligne droite. Si Fon rend une teile machine artificiellement dure,
en appliquant la charge au moyen d'un ressort beaucoup plus dur que l'eprouvette

elle-meme, on obtient une ligne elastique dont l'allure rappelle beaucoup
les courbes de l'essai de rupture par traction avec limites superieure et inferieure
d'ecoulement. La contrainte tombe tres nettement d'une valeur superieure ä une
valeur inferieure. Pour les materiaux tres plastiques, comme Faluminium par
exemple, toute la courbe de mise en charge est constituee d'un grand nombre
de ces «escaliers» de charge. On a trouve en outre que la sensibilite suffisait pour
etudier meme les questions importantes de l'effet des entailles. Pour plus de

details, voir le travail qui paraitra prochainement sur cette question.5
Ces quelques considerations permettent de tirer quelques conclusions importantes

pour le developpement des machines d'essai. En particulier, il sera

possible ä l'avenir d'etablir des machines beaucoup plus «dures». De telles machines

presentent un avantage inestimables; elles montrent les limites de charge critiques
par une chute de tension facilement observable. Les machines d'essai actuellement
en usage estompent au contraire ces limites importantes et les rendent meme
indeterminables par suite de leur propre compressibilite.

* W. Späth: Metallvvirtschaft, 16 (1937), p. 193.
5 W.Späth: Z.V.D.I. 81 (1937) p. 710 et en outre W. Späth: „Phvsik der mechanischen

Weikstoffsprüfung", Julius Springer editeur, Berlin 1938.



I 12

Röle de la ductilite de Tarier dans la stabilite des

constructions.

Der Einfluß der Zähigkeit des Stahles auf die Stabilität der
Stahlkonstruktionen.

The Influence of Ductility of the Steel to the Stability of
Structures.

F. Aimond,
Docteur es sciences, Ingenieur des Ponts el Chaussees, detache au Ministere de l'Air, Paris.

La ductilite est la propriete d'apres laquelle un materiau peut subir de grandes
deformations lorsque la limite du domaine elastique de ce materiau est atteinte.
Pour l'acier doux de construction, les grandes deformations qui se produisent
quand la limite du domaine elastique est atteinte, ne modifient pas sensiblement

au point de vue mecanique la strueture du metal. Cette zone de deformation
en bordure du domaine elastique s'appelle le domaine de plasticite.

Depuis longtemps on s'est apercu que la stabilite des constructions en acier
resultait de l'existence de petites zones en deformation plastique se produisant
dans toutes les regions oü par suite de l'importance des deformations elastiques
la limite du domaine d'elasticite etait atteinte, de teile sorte que finalement le
taux de travail maximum de la matiere etait moins eleve que celui calcule par les

methodes ordinaires de l'elasticite. La ductilite de Facier avait donc pour effet,
semblait-il, d'augmenter la resistance des constructions. en supprimant les zones
de grandes deformations elastiques. C'est cette propriete qui, convenablemeiU
generalisee, s'appelle aujourd'hui adaptation.

Mais l'adaptation n'est valable que pour les systemes de charges fixes ou
n'intervenant qu'un tres petit nombre de fois, les deformations permanentes
repetees de la matiere ayant pour effet d'amener rapidement la rupture. L'adaptation

n'entre pas en ligne de compte quand il s'agit de resistance ä des efforts
alternes. On sait meme que vis-ä-vis de ces efforts le domaine apparent d'elasticite

est encore trop vaste et que chaque materiau possede un domaine d'elasticite
vrai interieur au domaine elastique habituel, domaine que Fon appelle encore
domaine d'endurance.

Ainsi la ductilite de l'acier ne joue aucun role en ce qui concerne la stabilite
aux efforts alternes. Elle joue au contraire un röle essentiel par l'effet de 1

adaptation pour tout ce qui touche la stabilite des systemes de charges fixes ou
pratiquement telles.
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La ductilite de l'acier intervient en vertu de la loi d'adaptation dans toutes
les regions d'une construction oü, pour des causes diverses, le domaine elastique
est atteint. Les zones de deformation plastique se trouvent par consequent au
voisinage de tous les points de discontinuite geometrique ou mecanique, points
innombrables dans une construction, et dans les regions de grandes deformations:
elastiques. Mais ces zones de deformations plastiques sont en general extremement
limitees dans une construction bien faite. C'est qu'en effet le surcroit de resistance

que donnent les deformations d'adaptation est du ä Finegalite de repartition des

contraintes et ä l'existence de zones moins fatiguees qui en resultent. Ces zones
sont necessairement de faible importance dans les constructions bien congues.

D'oü une premiere conclusion: si la ductilite de l'acier est un phenomene
essentiel au point de vue de la stabilite des constructions, eile n'ameliore pas la
resistance des constructions bien congues, eile ne fait que corriger les erreurs
de construction, les differences d'homogeneite de la matiere et l'effet des

tassements d'appuis. On ne saurait donc fonder, ä notre avis, de methode
nouvelle de calcul des constructions en utilisant les proprietes de la deformation
plastique.

Toutefois les methodes de calculs qui s'appuient sur l'existence des
deformations plastiques ne sont pas ä rejeter, et pour notre part nous les pratiquons
journellement. C'est que, pour des raisons diverses, la forme que Fon donne
aux elements de construction n'est pas celle qui correspond au rendement
maximum de la matiere. II est donc tout-ä-fait naturel d'utiliser les proprietes de
ductilite de Facier pour corriger en partie Ferreur mecanique due ä une mauvaise

configuration du milieu. Je m'explique: prenons, par exemple, un are, un
portique ou une poutre continue. Le mieux, si on le peut, est d'executer ces

pieces de maniere que la limite elastique sous la charge dangereuse soit atteinte
en tous les points ä la fois. La ductilite de la matiere n'est alors d'aucune
utilite pour le calcul. Mais si on est conduit ä adopter des formes mauvaises au

point de vue du rendement mecanique, il ne faut pas commettre Ferreur de les
calculer dans l'hypothese elastique sous l'effet des charges fixes, car ce serait
ajouter une seconde erreur ä la premiere, il faut les calculer avec les
hypotheses de la plasticite, de maniere ä reduire au minimum la perte de rendement
due ä un choix defectueux de la forme. A notre avis, par consequent, les methodes
de calcul par la theorie de la plasticite sont des pis aller que l'on doit utiliser
pour le calcul des elements mecaniques ä mauvais rendement, et bien entendu

pour les charges fixes seulernent.
A ce dernier point de vue il est ä souhaiter que les methodes actuellement

employees soient codifiees et qu'on arrive ä des formules simples pour traiter
les problemes les plus courants de systemes hyperstatiques, en particulier les

arcs et les portiques. On ne devrait plus voir aujourd'hui calculer ces elements
de charpente courante sous les charges fixes ou peu variables autrement qu'en
utilisant la loi d'adaptation.

Pour nous-memes nous nous sommes fixe la regle suivante pour le calcul de

toute charpente soumise ä des charges fixes ou que l'on peut considerer comme
telles: tout Systeme de forces et de contraintes maintenant en equilibre un
milieu mecanique donne est un Systeme realisable, compte tenu de l'adaptation.
Si ce Systeme depend d'un certain nombre de parametres arbitraires on devra
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rechercher autant que possible ä determiner ces parametres de fagon ä obtenir
le minimum de la valeur maxima des contraintes aux differents points du

Systeme. En d'autres termes, si un equilibre est possible au point de vue

purement statique, la construction est stable sous des charges fixes sans qu'il
soit besoin de se demander si le Systeme des contraintes calculees est
effectivement le Systeme reel.

Le principe que nous venons d'enoncer a ete notre guide dans tous les projets
de charpente que nous avons etablis. II s'est revele d'une aide particulierement
efficace dans les constructions oü, ä Finverse de ce qui se produit le plus
souvent, ce ne sont pas les deformations qui determinent les contraintes, les
valeurs de celles-ci resultant uniquement de la position des charges et de la
nature des appuis.

II en est ainsi notamment dans les systemes mecaniques ä deux dimensions,
c'est-ä-dire oü les contraintes se propagent sensiblement suivant une surface.
Les proprietes de ces systemes sont etroitement liees aux proprietes mecaniques
des surfaces. Or, quand on analyse les phenomenes mecaniques auxquels donne
lieu l'equilibre des surfaces, on est rapidement conduit ä des systemes en equilibre
comportant de part et d'autre d'une meme courbe de la surface des
discontinuites dans les contraintes sur des elements paralleles, discontinuites
introduisant de brusques variations de longueur des elements. Un examen plus
approfondi montre qu'en vertu des proprietes elastiques de la matiere, de tels
equilibres sont impossibles sans rupture de la matiere. Or l'experience montre
que de tels systemes sont parfaitement stables. L'explication de cette contra-
diction est encore donnee par la theorie de la ductilite.

Lorsque par suite de brusques variations des contraintes l'element lineaire
d'une surface doit subir des deformations importantes, ou bien la surface peut
geometriquement se deformer de fagon que son element lineaire subisse la
Variation consideree, ou bien des allongements permanents se produisent ayant
pour effet de contrebalancer les deformations dues ä l'action mecanique des
contraintes. Pour notre part, nous estimons que la ductilite de Facier joue dans
ces phenomenes un role tres important, quoiqu'il soit assez difficile de
determiner exactement en quoi il consiste.

Les lignes de discontinuite des contraintes, qui se revelent ainsi dans l'equilibre
des surfaces, partent en general des points de discontinuite du contour ou se
confondent avec lui. II est facile de faire disparaitre les lignes de discontinuite
dues aux discontinuites du contour, il suffit d'arrondir les angles, tout au moins
pour le calcul. Les lignes de discontinuite le long du contour lui-meme sont
plus difficiles ä faire disparaitre et c'est lä que la ductilite de la matiere joue un
role essentiel.

Parmi ces lignes de discontinuite des contraintes d'une surface, le röle le
plus important est joue par les lignes asymptotiques quand elles existent.
Suivant certaines de ces lignes les conditions d'equilibre conduisent ä trouver
des discontinuites de contraintes, d'oü discontinuites d'allongement. Lorsque
la surface est suffisamment flexible pour se deformer, la deformation de la
surface a alors pour effet, lorsque ces Jjgnes asymptotiques de discontinuite
sont sur le contour de la surface, de modifier la position de ces lignes asymptotiques

qui quittent alors le contour. On est alors ramene au cas de lignes
7
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asymptotiques de discontinuite ayant leur origine dans un angle du contour.
La ductilite de l'acier au voisinage de cet angle a alors pour effet de supprimer
cette discontinuite en substituant au contour reel un contour fictif oü loule
discontinuite a disparu.

L'etude des deformations plastiques de l'acier dans des systemes tels que
ceux que nous venons d'examiner joue un röle encore plus important peut-etre
que dans les charpentes ordinaires, car, ä Finverse de ce qui se passe pour
celles-ci, il serait impossible de construire des systemes stables sans faire
intervenir l'adaptation de la matiere, adaptation rendue possible par la ductilite
du materiau. C'est lä un exemple paradoxal a priori de Systeme isostatique
justifiable de la theorie de la plasticite.
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