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Sur les limites d’écoulement et les diagrammes de flexion.

Ueber Flief3grenzen und Biegekennlinien.
Yield Limits and Characteristic Deflection Lines.

Dr. Ing. F. Rinagl,

Professor an der Technischen Hochschule Wien.

1° Iniroduction.

Le présent travail est une contribution a I'étude des questions fondamentales
du premier écoulement dans les fibres extrémes sous I'effet d’une répartition
irréguliére des contraintes ainsi que pour la flexion et la torsion dans les barres,
percées, entaillées, etc.

On peut douter des anciennes théories d’écoulement par suite des essais
entrepris pav différents expérimentateurs entre 1923 et 1935314 et la limite
d’écoulement qu’ils ont trouvée est beaucoup plus élevée que celle que I'essai
de traction sur le méme matériau permettait de supposer. Nous admettons que
les résultats de ces études sont connus. Les différents essais effectués jusqu’a ce
jour n'ont pas apporté de solution satisfaisante a ces questions.

Les essais que nous décrivons dans la suite, effectués par I'auteur a I'Ecole
Polytechnique de Vienne,12 ainsi que les considérations et les conclusions qui
en découlent doivent nous rapprocher sensiblement de I'explication du probléme
indiqué.

2° Quelques considérations sur limpossibilité théorique d’un relévement appré-
ciable de la limite d’écoulement par suite de U'impossibilité de déformation.

La hauteur de la limite d’écoulement, les limites d’écoulement et la grandeur
de la zone d’écoulement ne sont pas des valeurs a peu prés constantes dans
I'acier avec une certaine composition, comme par exemple le module d’élasticité
mais au contraire elles dépendent de plusieurs conditions. Nous connaissons:
certaines influences trés exactement comme l'influence de 1’étirement a froid, de
telle sorte que nous pouvons faire sans autres quelques prévisions. D’autres
influences comme par exemple le traitement a chaud, le vieillissement, etc.,
sont souvent si complexes que nous devons d’abord entreprendre des essais pré-
liminaires pour obtenir certaines valeurs avec sureté.

Jusqu’'a aujourd’hui on ne pouvait établir absolument aucune loi quant
a l'apparition de la limite supérieure d’écoulement. Dans des essais de traction
exécutés soigneusement sur un méme matériau, les résultats sont fortement
dispersés par suite d'une influence encore inconnue de telle sorte que l'on
a souvent conclu que la limite supérieure d’écoulement n’était pas une propriété
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du matériau mais se produisait subitement suivant «I’humeur:;16 sous des
contraintes plus élevées ou plus basse?.

Le relévement constaté par plusieurs expérimentateurs de la limite d’écoule-
ment 3714 lors d'une répartition irréguliére des contraintes, a souvent été
expliqué par I'impossibilité de déformation.8 10 13 14 Selon mon avis,
I'effet de I'impossibilité de déformation dans les barres trouées ou entaillées.
qui se présente déja dans certaines circonstances dans la zone élastique est
insignifiant. Ce n’est qu’aprés le dépassement de la limite d’écoulement qu’il
peut se produire une forte fixation spatiale qui empéche fortement une plus
ample déformation. Il est inadmissible de tirer des conclusions sur les con-
ditions qui existent lors du premier écoulement en se basant sur 1'état plastique
ou sur la rupture, c’est pourquoi les essais de Ludwick et Scheul? avec lignes
d’allongement de barres de traction avec entailles de différentes grandeurs ne
doivent pas étre admis comme démonstration du relévement de la limite d’écoule-
ment32 33, Il existe de nombreux essais sur les états de contrainte a deux
axes18 19, L’auteur va entreprendre prochainement des essais sur les solli-
citations de traction a trois axes. Dans le cas d'une sollicitation a la flexion
pure on a précisément un état de contrainte a un axe idéal, une entrave a la dé-
formation par suite de I'état de contrainte est théoriquement impossible. Nous
verrons plus tard que ce n’est qu'aprés le dépassement de la limite d’écoulement
a I'étal élastico-plastique que les différentes formes de section ont une influence.

Nakaniski, Prager? 8 et d’autres affirment que I'écoulement ne se produit
que lorsque le moment de flexion de I'état complétement plastique est atteint.
De la ils étendent d'une fagon inadmissible le retard a 1'écoulement jusqu’aux
environs de la fibre neutre pour I'acier avec haute limite d’écoulement et formes
de section correspondantes pour une sollicitation a la flexion.

Il faut aussi écarter la théorie de Kunizell d’aprés laquelle I'écoulement
dans la fibre extréme ne doit se produire que lorsqu’a I'intérieur de la poutre,
dans une certaine couche, le «noyau de résistance», la limite d’écoulement par
traction est atteinte. Le «noyau de résistance» est une relation purement élasti-
que sans signification physique. La concordance assez bonne avec les essais
de Thum?9 n’est en général qu'un hasard et disparait lorsque I'essai est exacte-
ment interprété.

3° Essais personnels sur de grandes barres a oeillet.

Les chaines portantes du nouveau «Reichsbriicke» sur le Danube a Vienne20 21
sont constituées chacune de 25 éléments avec 11 ou 12 barres a oeillets
de 10 m de longueur environ, et possédent avec les chaines d’ancrage un poids
total d’environ 3500 t. Les barres a oeillets sont constituées de bandes de 24 mm
d’epaisseur et d'environ 1200 mm de largeur en acier St 55 avec tdles de ren-
forcement rivées aux oeillets. Par des essais dans la machine de 250 t de I’Ecole
Polytechnique de Vienne, nous avons déterminé, sur des éprouvettes de 1:3 de
la grandeur naturelle, principalement le mode le plus approprié d’assemblage
des toles de renforcement a la tole centrale. Comme ces éprouvettes pouvaient
aussi étre employées pour des recherches scientifiques, nous devons remercier
le Ministére Autrichien du Commerce et des Transports qui a permis I'installation
des instruments nécessaires.
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Il fallait utiliser cette occasion rare d’essais effectués sur de grandes barres
a oeillets pour obtenir par des mesures précises le controle que le relévement,
dont on a souvent parlé, de la limite d’écoulement ne se présente pas. Bierett®,
dans une communication orale, avait lui-méme posé le probléme de contrdler
les essais de Eiselint. Sur la base des résultats de mesure obtenus il ne pouvait
justifier cela sans pouvoir donner une explication théorique. Quoique j'aie
entrepris mon travail avec la plus grande méfiance des essais précédents, j'aurais
tiré les mémes conclusions si j’avais interrompu mon travail aprés les premiers
essais effectués sur les grandes barres & oeillets. Bierett ne pouvait, dans ses
essais, effectuer des mesures que d’'un coté de I'éprouvette avec des tensomeétres.
Afin de reconnaitre avec certitude les sollicitations excentriques, nous avons
attaché une grande importance au fait de pouvoir exécuter des mesures des deux
cOtés, ce qui n’était réalisable qu'avec (uelques difficultés au moyen d’installation
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appropriée (cf. fig. 1). Malheureusement il était impossible d’effectuer des
mesures 4 l'oeillet de la tdle centrale, de telle sorte qu’il existait toujours une
certaine incertitude sur la répartition des tensions dans la tole centrale et dans
les deux toles de renforcement car, par suite de la déformation des rivets, les
toles de renforcement ont naturellement cédé plus fortement.

Par suite de la répartition compliquée des contraintes dans les barres
a oeillet it était nécessaire d’effectuer des mesures a plusieurs endroits dans au
moins trois directions; ces mesures ne pouvaient étre exécutées en une seule
fois. Méme si nous avions eu a notre disposition un nombre suffisamment
grand de tensométres nous n’aurions pu les placer tous en méme temps
a cause du manque de place. Il était par conséquent nécessaire de déplacer
souvent les tensomeétres pour le méme degré de charge. Pour un accroissement
de la charge on ne pouvait effectuer des mesures qu’a quelques endroits, ce
qui ne permit pas de constater facilement les petites déformations permanentes
qui s’ajoutent entre elles. Pour cette raison, nous étions obligé de mesurer les
allongements permanents d’une autre maniére a quelques endroits importants,
indépendamment des allongements élastiques, ce qui finalement se fit au moyen
d’'un microscope comparateur. Par suite de I'état de contrainte variable avec
I'endroit il était nécessaire d'utiliser une petite longueur de mesurage.
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Dans les cas plus simples il est évidemment possible de mesurer les allonge-
ments a l'aide de tensométres, mais il faut remarquer alors ce qui suit. Dans
chaque nouvelle application d’un tensomeétre il faut calculer lors de la premiére
mise en charge avec un déplacement, souvent trés petit, de la lecture initiale par
suite de I'appui des couteaux, de jeu, etc. Ce n’est que pour une surcharge ré-
pétée que le tensométre donne des résultats certains. On doit par conséquent, aprés
chaque nouvelle application du tensométre exécuter quelques mises en charge
et décharges, sans cependant dépasser la limite de charge atteinte auparavant.
Aprés une lecture initiale nouvelle on peut faire croitre la charge a un degré
supérieur, maintenir cette charge un certain temps et décharger alors jusqu’a
la charge initiale. Entretemps il peut se produire aussi en d’autres points qui,
pendant 'augmentation de la charge, n'étaient pas occupés par des tensométres,
des déformations permanentes qu'il est difficile de déterminer dans la suite.
Ce procédé n’est plus utilisable pour de plus grands allongements totaux. Il
était possible de déterminer beaucoup plus tot que Bierett des déformations
permanentes aux endroits critiques, mais le relévement de la limite d’écoulement
apparente était toujours de plus de 10005. On a toujours admis autrefois2? 23,
qu’il se produisait & l'endroit le plus sollicité du bord du trou une égali-
sation des contraintes par écoulement. Lorsque ces allongements étaient réduits
par des forces élastiques de la barre a oeillet, lors de la décharge suivante, nous
n’avions alors aucune, possibilité de distinguer s’il existe une élasticité réelle ou
seulement apparente des pointes d’allongement en ces endroits.

Afin d’étudier ces conditions sur un cas avec répartition claire des contraintes,
j’ai fait exécuter pour la flexion une éprouvette de forme spéciale dans laquelle
les déformations élastiques devaient vraisemblablement apparaitre d’une fagon
tout-a-fait sans équivoque. Cette barre (cf. fig. 2), dont la section est constituée
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Fig. 2.

d’un rectangle large avec une légére nervare placée dans le plan de la flexion,
fut exécutée en acier rond doux puis limée et polie afin de pouvoir facilement
observer des figures d’écoulement. La mise en charge de cette barre se fit au
moyen de deux charges concentrées symétriques par rapport au milieu et les
mesures d’allongement furent effectuées dans la partie centrale oi le moment
reste constant. La barre de flexion fut chargée jusqu'a ce que I'allongement
mesuré au bord extérieur de la nervure fut sensiblement plus grand que 1'allonge-
ment élastique a la limite de traction, c’est-a-dire que la limite d’écoulement fut
certainement dépassée dans la nervure. Alors la barre fut déchargée. Par suite
de D'élasticité de la section rectangulaire large, la nervure fut si fortement dé-
comprimée que le tensométre n’indiquait presque plus aucun allongement
permanent au bord extérieur de la nervure. De la différence entre 1'allongement
permanent qui se produit aprés un certain allongement total dans l'essai de
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flexion et I'allongement permanent qui se produirait dans un essai de traction, on
peut tirer la contrainte résiduelle (cf. fig. 3a, b).

Sur quelques petites barres a ocillet, que nous avons exécutées nous-mémes
pour les mesures d’allongement, nous avons pu trés bien constater qu’il ne se
produisait aucun relévement de la limite d’écoulement. L’allongement et I'écoule-
ment des fibres fortement sollicitées se produisent sous la surcharge aussi
librement que si I'on avait un état de contrainte a un axe. Il n’y a aucune entrave
a la déformation sous l'effet de la surcharge mais, au contraire, une déformation
contrainte lors de la décharge, parce que les fibres les plus allongées sont si
fortement comprimées qu’elles atteignent presque la longueur primitive et les
déformations qui théoriquement persistent sont si petites qu’elles se trouvent
en-dessous de 'exactitude des mesures. Lorsque des barres rectangulaires sont
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sollicitées a la flexion simple on peut aussi déduire les contraintes a 1'état
élastique en partant des mesures d’allongement et de fléchissement. Mais dans
une barre a oeillet les rapports a I'état élastique sont si peu clairs que I'on ne
peut en aucune facon tirer des conclusions des mesures usuelles d’allongement
effectuées dans trois directions. On ne peut pas du tout voir si en un point
quelconque la limite d’écoulement est dépassée. Ce n’est que par une opération
radicale, exécutée de la facon suivante que l'on pourrait tirer des conclusions:

Sur une barre: & oeillet que nous avons préparée pour des mesures d’allonge-
ment, nous avons pu déterminer la grandeur de la plus forte pointe de contrainte
par des mesures précises dans le domaine élastique. Nous avons fait croitre la
charge jusqu'a ce que la limite d’écoulement soit suffisamment dépassée a
I'endroit le plus sollicité. Les repéres que 1'on avait gravés ne présentérent aucune
variation de distance aprés la décharge. Nous avons scié la barre a oeillet au
sommet et sur les cotés de l'oeillet jusqu'a la paroi du trou de telle sorte que
I'effet de la force élastique fut éliminé. L’endroit soumis aprés la décharge
a une contrainte de compression pouvait librement s’allonger ce qui pouvait
étre parfaitement déterminé a l'allongement de la distance entre repéres. Nous
avions ainsi la démonstration absolue que des déformations plastiques s’étaient
produites dans le fond de I'entaille.
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En méme temps que la barre a oeillets nous avons étudié une barre simple
avec différentes formes de section, dont nous parlerons dans la suite. Nous
voulons tout d’abord mettre au net les relations théoriques dans le domaine
plastico-élastique.

4¢ Désignations.

Pour les déductions que nous ferons dans les chapitres suivants nous adop-
terons les désignations suivantes:

M . . . . moment de flexion variable

Mg . . . . moment a la limite d’élasticité (M= cs- W) [cmkg]

M:M; . . . valeurs des courbes de flexion (1)

My Moos . . etc, 0,2%0 du moment de flexion limite etc.

Mgo . . . . moment de flexion a la limite d’écoulement [cmkg]

My . . - . moment de flexion supportable (moment de déformation
par flexion)

M, . . . . moment a la fin de "'écoulement

€. . . , . allongement (écrasement)

€a . . . . déformation des fibres extrémes

&b . . . . déformation permanente des fibres extrémes

€&s . . . . déformation des fibres extrémes a la limite inférieure
d’écoulement pour la traction ou la compression par
flexion (1)

€ . . . . déformation a la fin de la zone d’écoulement

n-g . . . domaine d’écoulement

6s . . . . limite inférieure d’écoulement pour la flexion, la traction
ou la compression (kg/mm?)

Oso - - . . limite supérieure d’écoulement pour la flexion, la traction
ou la compression (kg/mm?)

cozetc. . . . 0,2°% de la limite d’allongement

e. . . . . rapporte = g/g,

k. . . . . rapport k = cs/os

S . . . . moment statique de la demi-section par rapport a I'axe
neutre (cm?®)

W . . . . moment résistant

Pour l'explication des désignations employées voir les lignes représentatives
de I'allongement par traction de la fig. 4ab et lignes représentatives de I'allonge-
ment dans la fibre extréme résultant du moment de la fig. 5. Dans I'état de
contrainte purement élastique, le moment de flexion M croit linéairement avec
" I'allongement ¢, dans la fibre extréme jusqu’'a ce que 1'écoulement se produise
dans les fibres extrémes, pour un moment a la limite d’élasticité correspondant
a un allongement ¢, dans la fibre extréme, lorsque le matériau ne posséde qu’une
limite inférieure d’écoulement o, (cf. fig. 5a). Dans le domaine des déformations
élastico-plastiques le moment de flexion croit d’aprés les équations données dans
la suite, aussi longtemps que la contrainte d'écoulement o, reste constante sur
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tout le domaine d’écoulement n - €, (fig. 4a). Les lignes d’allongement dans la
fibre extréme tendent asymptotiquement vers une limite My dont la hauteur
dépend de la forme de la section. Effectivement cette ligne n’est valable que
jusqu’au moment M, pour lequel il se produit une solidification et un accroisse-
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ment rapide du moment. Suivant la grandeur des déformations résiduelles

permanentes €, = 0,2, 0,03 et 0,01 0%, on obtient différents moments limites
de flexion Moo, Mgos, et Mg o;.

Si le matériau posséde une limite supérieure d’écoulement marquée (cf. fig. 7h),
la premiére déformation’ permanente ne se produit que pour le moment de flexion
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a la limite d’écoulement M,,. Le moment de flexion a la limite d’élasticité M,,

calculé de la limite inférieure d'écoulement d’aprés l'équation M, = o, - W, n’a

qu'une signification purement théorique dans ce cas. L’allure de la ligne d’al-

longement dans la fibre extréme est représentée en petits traits et peut étre

calculée pour différents k = o,,/0, en partant de certaines hypothéses. La limite
102 F
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supérieure d'écoulement, ainsi que nous le monterons plus tard, n’a aucune in-
fluence sur la grandeur du moment supportable M. Aux fig. 7 et 8 nous avons
utilisé une représentation indépendante de la limite inférieure d’écoulement o,
en ce sens que les rapports M/M; sont portés vers le haut et €,/e, vers la droite.
Les lignes que nous obtenons ainsi seront appelées «courbes de flexion» de la
section -considérée et par exemple nous désignerons par «ligne de flexion pour
k = 1,3», lorsque I'on considére une limite supérieure d’écoulement, o,, = 1,3 o,.

5° Détermination des lignes de déformation idéales pour la flexion simple.
(Lignes caractéristiques de flexion.)

Pour un matériau dont la ligne de déformation est tout-a-fait égale pour une
sollicitation a la traction et a la compression et qui est purement élastique
jusqu’a la limite d’écoulement et purement plastique dans la zone d’écoulement

Fig. 2.

(RO . —

-~

(cf. fig. 7a), on peut déterminer simplement pour quelques formes de section
les lignes de déformations pour la flexion simple, lorsque I'on admet que, méme
dans les déformations plastiques, les sections restent planes et perpendiculaires
a I'axe de la barre. Dans une poutre de section rectangulaire avec la hauteur h et
la largeur b, soumise a la flexion, la déformation plastique se propagerait pour
une limite d’écoulement o, de 'extérieur jusqu’a la distance z de I'axe neutre
(cf. fig. 6) tandis que la partie interne de hauteur 2z se trouve encore a l'état
purement élastique. €, représente I'allongement de la fibre extérieure et ¢, I'al-
longement a la limite d’écoulement .. On a donc pour le moment de flexion
variable M la relation suivante:

h h b.-4z22 he 22)
M—b‘(‘2—_‘—z>'(z + §>Gs+—6—’Cs——b'Gs(z—3

. : h :
et aprés introduction de z = . g on obtient
€a

_ bh?

Tz"’s(?’—

€52
€2

M ) (cf. Fritsche 24).
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Pour obtenir dans une méme forme de section pour des matériaux avec limites
d’écoulement de différentes grandeurs les mémes courbes de comparaison,
nous avons reporté aux fig. 7 et 8 le rapport M/M; vers le haut et le rapport
€./€, vers la droite, ou M représente le moment de flexion variable et M, le
moment de flexion au passage de I'état purement élastique a I'état élastico-
plastique. On obtient pour la barre rectangulaire la relation suivante:

s
M, 2 [' €a

qui représente une courbe de troisiéme ordre de la forme y =a — L2 avec une

asymptote a la distance y = 1,5 et avec la droite de Hooke comme tangente
a l'origine.

Pour une zone d'écoulement de e, =5 -¢, (~ 105 pour l'acier doux) la
valeur M/M, se rapproche suffisamment de la limite 1,5 (cf. fig. 8). L’équation
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Fig. 7.

de la courbe que nous venons d'établir conserve sa validité aussi longtemps
que l'allongement de la fibre extréme e, ne dépasse pas la zone effective
d’écoulement, qui peut se monter 4 1,5—20/ et méme plus pour lacier. La
courbe peut étre tracée trés exactement car on peut calculer de I'équation les
tangentes d'une fagon simple. De la méme facon on obtient pour quelques formes
simples de section les équations des courbes de déformation qui évidemment
ne sont valables que pour autant qu’il ne se produit aucune solidification. Si I'on
introduit la désignation simplifiée €,/e, = e les relations suivantes sont valables
pour les lignes caractéristiques de flexion (cf. fig. 7):

Barre rectangulaire fléchie soit suivant un axe soit suivant 'autre

M 1 ) o M
m_§(3—e) leltel\_ls_]’b
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Barre carrée fléchie de coin

‘M 1 M
- a2 a8 Timite 4
M, (1 e2 + 3 e ) Limite M. 2,0

6° Le cas limite de la flexion purement plastique.

La valeur limite Mg/M, pour I'état de contrainte purement plastique dans
lequel la contrainte d’écoulement o, est atteinte dans toute la section peut étre

20 @
|
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12
60 = 11565
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Ca/€s
Fig. 8.

établie directement d’'une maniére connue. Pour des raisons d'équilibre, I'axe
neutre et le plan médian coincident. On a en général pour le moment M des
forces intérieures (fig. 9):

h

ha
My=[os-by -2, -dz, + [0 by-2y- dzg =05 (8, + 8,)
o 0
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lorsque S, et S, représentent des moments statiques de la demi-surface de la
section au-dessus et au-dessous de I’axe neutre. On obtient pour les barres avec
section rectangulaire et carrée, les équations suivantes des moments:

Barre rectangulaire quelle soit fléchie suivant un axe ou suivant ['autre.
Largeur b, hauteur h.

b h? .l .
Mr= =4 Os pour I'état purement plastique,

2
M, == —— o, pour l'état purement élastique, d’ou

6

o d? K My ,
’ — Os }\I: ——.‘2,0.

Fig. 9.

axe neufre
neutral axis

7° Limite d’écoulement par flexion.

Des lignes caractéristiques de flexion (fig. 7) il ressort qu'une détermination
exacte de la limite d’écoulement par flexion ne peut se faire en partant de I’essai
de flexion, car pour différentes formes de section I'allure de la courbe passe de
I'état purement élastique a 1'état élastico-plastique au point F d’une facon
tout-a-fait douce. Ceci se présente aussi pour des matériaux avec limite d’écoule-
ment marquée pour la traction ou la compression, suivant la fig. 7a; les lignes
caractéristiques de flexion calculées sont construites sur ce cas limite. Dans les
essais de flexion avec limite d’écoulement peu marquée, cas dans lesquels il ne
se présentec aucune brisure marquée dans le diagramme des contraintes-allonge-
ments, mais au contraire une transition réguliére, on s’est mis d’accord sur la
limite d’allongement 0,2 0 comme remplacement de la limite d’écoulement, afin
de pouvoir se servir d'un procédé d’essai uniforme et libre. Ce moyen auxiliaire
n’est plus valable dans I'essai de flexion ainsi que le montre la considération
suivante:

Comme les aciers présentent un coefficient d’allongement E a peu prés égal,
I'allongement dans la fibre extréme lors de I'atteinte du moment de flexion a la
limite d’élasticité M, dépend linéairement de la grandeur de la limite d’écoule-
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ment o,. Si 'on choisit un moment de flexion limite déterminé (par ex. My, )
correspondant & une déformation permanente admissible (par ex. e, = 0,2 0),
ainsi qu’'une valeur d’allongement correspondante a une certaine limite d’écoule-
ment o, on peut tracer, avec le rapport d’allongement €,/e, valable pour cette
hypothése, la droite de décharge de Hooke représentée a la fig. 7. Pour la forme
de section considérée il résulte dans la section avec sa ligne caractéristique de
flexion le rapport des moments (par ex. My,: M,) et par conséquent le reléve-
ment apparent de la limite d’écoulement par flexion. On obtiendrait des valeurs
un peu plus grandes si I'on tenait compte lors de la décharge de I'effet de
Bauschinger (cf. fig. 3b). Pour simplifier, on négligera ce point et nous avons
rassemblé au tableau suivant la détermination du relévement apparent de la
limite d’écoulement pour différents o, et €,. Nous avons admis que 'on pouvait
déterminer axactement la limite d’écoulement par traction et compression. Au
lieu de ces limites, on a employé la limite d’allongement de 0,2 09/o car ainsi
disparaissent toutes les incertitudes.

Tableau 1.
Section rectangulaire €, = 0,002, E = 2,10 - 10¢ kg/cm?2.
Allongement Relévement
Limite Allongement permanent Bapsost des . de la limite
d’écoulement a la limite allongement momments apparente
. 'y a la limite d’écoulement
marquée d’écoulement a !
d’écoulement par flexion
Og kg/mm?* - &g ep/es MO,2 My o
20 0,001 2 1,47 47
40 0,002 1 1,42 42
60 0,003 0,66 1,37 37
80 0.004 0,5 1,7 35
epb = 0,0003, E =2,10 - 10° kg/cm?
20 0,001 0,3 1,30 30
40 0,002 0,15 1,24 24
60 0,003 0,1 1,20 20
80 0,004 0,075 1,18 18
e — 0,0001, E— 2,10 - 10° kg/cm?
20 0,001 0.1 1,20 20
40 0,002 0.0 1,16 16
60 0,003 0,033 1,13 13
80 0,004 0,025 111 11

8 La limite supérieure d’écoulement dans les essais de traction et de flexion.
Conséquence d’une légére excentricité.

Ludwik 25 a étudié fonciérement les différentes influences qui agissent sur
la grandeur de la limite d’écoulement dans l'essai de traction et sur le genre
des figures d’écoulement et il a expliqué le premier la brisure et la chute
qui se produisent a la limite d’écoulement par les processus de séparation. Pour
la hauteur de la limite supérieure d’écoulement on ne peut établir aucune loi,
car les essais de traction effectués avec des éprouvettes prélevées directement
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I'une aprés l'autre sur une barre d’acier soigneusement recuite ont montré une
succession tout-a-fait variée de limites supérieures d’écoulement totalement
différentes ou méme aucune chute de charge. Ces essais qui n'ont pas été
publiés furent exécutés avec la méme machine, d’'une facon autant que possible
uniforme et tout-a-fait précautioneuse, sur des éprouvettes de forme identique.
Une influence tout-a-fait inconnue et que l'on ne peut déterminer produissait
ces résultats contradictoires de telle facon que I'on ne pouvait établir aucune loi.
Moser16 a présenté un rapport sur ces apparitions et il a expliqué que l'acier
pouvait avoir des «humeurs» lorsqu’il s’agissait de la détermination de la
limite supérieure d’écoulement. Kdrber et Pomp26 ont étudié I'influence de la
forme de I'éprouvette, le genre de I'encastrement, la grandeur de la rapidité
de l'essai et le type de machine sur la position des limites supérieure et
inférieure d’écoulement de l'acier dans les essais de traction. On a essayé dans
quatre laboratoires d'essai d’Allemagne des éprouvettes d’acier soigneusement
choisies. La limite inférieure d’écoulement fut déterminée partout avec de faibles
écarts tandis que la limite supérieure d’écoulement présentait en général une
forte dispersion. Les différentes influences ne peuvent pas étre classées sans
contradiction, de telle sorte que l'auteur a conclu avec raison que la limite
supérieure d’écoulement ne pouvait étre déterminée par des essais.

Comme dans nos essais de flexion la limite supérieure d’écoulement se trouvait
avec une grande régularité a la méme hauteur et était presque toujours de 20 0/
plus grande que dans l'essai de traction, la cause devait se trouver dans
I'essai de traction lui-méme ou dans une défectuosité quelconque de 'essai de
traction. Nous nous sommes efforcé d’obtenir sur toute la section, au cours de
I'essai de traction, une répartition aussi réguliére que possible des contraintes,
mais nous savons aussi que cela n’était presque jamais complétement atteint.
Dans la détermination du coefficient d’allongement, il faut toujours mesurer
les petits allongements de deux cOtés opposés de I’éprouvette car ils sont différents
des deux c6tés. Ce n’est qu'en prenant la moyenne que nous obtenons I'allonge-
ment ‘moyen qui correspond a la contrainte au centre de gravité calculée et par
le fait méme le coefficient exact d’allongement. Les allongements inégaux sont
engendrés par des contraintes de flexion additionnelles, produites par de petites
excentricités dont la cause se trouve en partie dans I'encastrement de I'éprouvette
et en partic dans le matériau lui-méme.

Considérons maintenant le passage de I'état élastique a I'état plastique.
Lorsqu’il n’existe ni la plus petite excentricité ni la plus petite irrégularité la
limite supérieure d’écoulement se présente exactement dans l'essai de traction.
La petite excentricité qui se présente dans la plutart des cas peut faire que les
contraintes sont d'un coté de I'éprouvette de 10—30 0/ plas grandes que de
I'autre coté. La limite supérieure d’écoulement peut étre atteinte d’'un coté déja
alors que la contrainte moyenne correspond a la limite inférieure d’écoulement
et le processus d’écoulement peut ainsi débuter prématurément. Il est intéressant
de connaitre la grandeur de I'excentricité correspondante (e) qu’il est facile de
calculer. Si I'éprouvette a une section circulaire de diamétre (d) ou une section
rectangulaire de largeur (b) et d’épaisseur h et si elle était sollicitée par une
force de traction P de telle facon que la limite supérieure d’écoulement o, est
atteinte d’'un c6té de I'éprouvette (limite qui se trouve 200/ au-dessus de la
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limite inférieure d’écoulement du matériau) tandis que la contrainte au centre
de gravité n’atteindrait que la limite inférieure d’écoulement, on a alors pour
une sollicitation excentrique a la traction dans un profil rectangulaire

e P P.e P 69)
Oso—],ZO'Gg—m_*_!)———h—?———-ﬂ'(l +F
6
»os be . h
d’ou 1l résulte quer—0,2 ole=g5,
et dans une section circulaire
o R P.e P . 8e .
Go = 1’20.65_3d2+ﬁ:d5_7{d2(1 +T)et e__-ZG
4 32 4

Dans 1'essai ordinaire de traction on ne peut plus reconnaitre une limite
supérieure d’écoulement de 20 0o lorsque, pour une éprouvette d’épaisseur d,
resp. h de 10 mm, il existe une excentricité de 1/,—1!/; mm. On ne peut pas
éliminer une telle excentricité lorsque I'on emploie, ainsi que cela se fait souvent,
des coins qui produisent un encastrement. Pour la détermination de la limite
supérieure d’écoulement dans 1'essai de traction on peut recommander I'emploi
de fers ronds, ainsi que je l'ai proposé??, avec un roulement a bille facile
a installer. L’essal se fait au mieux avec des éprouvettes avec raccords coniques
et ne possédant qu'une courte partie médiane ou s’effectuent les mesures.

Jusqu’a maintenant personne n’a pensé aux conséquences d'une petite excentri-
cité car, ainsi que nous l'avons déja dit, on a toujours pris la moyenne de
'allongement dans les mesures exactes dans la zone élastique, on n’a pas prété
attention aux contraintes dans les bords et I'on a négligé 'excentricité initiale
aprés le déplacement de la limite d’écoulement. '

Dans I'essai de flexion, il semble d’aprés les essais effectués jusqu’a ce jour,
que la limite supérieure d’écoulement se déplace a l'intérieur de la barre et que
la limite inférieure d’écoulement la suit. Dans quelques essais on a constaté
des troubles qu'on cherche encore actuellement a expliquer.

De 'méme que dans ‘le chapitre 5 nous pouvons calculer I'allure théorique
de la ligne caractéristique de flexion pour un matériau idéal en se basant
sur 6, = k o,. Les relations suivantes sont valables:

Barre rectangulaire:

M1 -
Nﬁ—gk—wk(&—ﬂﬂ

Barre carrée fléchie de coin:

M

M,

D’aprés ces équations nous avons porté a la fig. 11 les lignes caractéristiques
pour k = 1,15, 1,3, 1,5, 1,7 pour des barres carrées posées a plat et de coin.
Ainsi que l'on peut s’y attendre, la limite supérieure d’écoulement o,, n’a
aucune influence déterminable sur le moment de flexion supportable a 1'état

=2b—&w®—em+aw@—3d
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purement plastique. Son influence est trés variable pour les différentes formes
de section ainsi que l'on peut le voir facilement.

9> Possibilité d’un processus labile de flexion.

Dans l'acier sans limite supérieure d’écoulement la ligne caractéristique de
flexion monte d’'une fagon continue pour toutes les formes de section. A un
moment de flexion déterminé correspond toujours un allongement déterminé
dans la fibre extréme et un fléchissement déterminé. Lorsque le moment de
flexion augmente par suite d'un accroissement de la charge, I'état plastique
s'élargil vers l'axe neutre. jusqu'a ce qu'une nouvelle répartition de contrainte
soit en équilibre et que le fléchissement arrive progressivement a I'état d’équilibre.

Il en est tout autrement dans l'acier avec une limite supérieure d’écoulement.
Si cette limite se trouve suffisamment haut le moment de flexion lors du
premier écoulement de la fibre extérieure (moment de flexion a la limite
d’écoulement) peut devenir égal ou plus grand que le moment supportable
a l'état complétement plastique. Voir la fig. 8 qui représente les courbes
caractéristiques de la flexion pour des barres carrées posées a plat ou de coin
aux limites supérieures d’écoulement qui se trouvent 15, 30, 50 et 70 0/o au-dessus
de la limite inférieure d’écoulement (k = 1,15; 1,30; 1,50 et 1,70). Lorsque
la poutre repose sur le coin toutes les lignes caractéristiques de la flexion que
nous avons dessinées croissent et lorsque la poutre repose a plat seules les courbes
avec limite supérieure d’écoulement plus petite que 500/ augmentent. Si la
limite supérieure d’écoulement se trouve plus élevée la ligne caractéristique
de la flexion s’abaisse dans le domaine élastico-plastique plus ou moins rapide-
ment jusqu'a la valeur de I'état complétement plastique. Dans ce cas, lors du
dépassement de la limite supérieure d’écoulement en un point quelconque de la
barre fléchie toute la section s’écoule subitement de la fibre extréme jusqu’aux
environs de 1’axe neutre en admettant que l'installation d’essai a été exécutée
de telle sorte qu'aucune décharge automatique n’est possible, ce qui peut étre
réalisée de la facon la plus simple par une surcharge directe. L’état d’équilibre
n'est atteint que lorsque toute la zone d’écoulement est continue et lorsqu’il
se produit une solidification dans les fibres extrémes. Les essais de charge
exécutés confirment ces considérations d’une maniére tout-a-fait expressive. Dans
le cas d'une sollicitation a la flexion simple la ligne élastique est un arc de
cercle jusqu'au moment de flexion a la limite d’écoulement. Si cependant la
limite supérieure d’écoulement est dépassée en un coin la barre ne se déforme
plus qu'en ce point, il se forme une pliure en cet endroit tandis que en tous
les autres points de la barre la courbure atteinte sous l'effet du moment de
flexion a la limite d’écoulement est conservée. Aprés que l’endroit déformé
s'est solidifié un autre point s’écoule et il se forme de nouveau en cet endroit
une pliure arrondie. Ce processus peut se répéter en d’autres points. La fig. 10
montre deux barres aprés la décharge. Aux coins arrondis on voit trés bien les
petites zones déformées plastiquement. Aux autres points de la barre la limite
d’écoulement n’a pas été dépassée, c’est pourquoi les autres parties de la barre
se sonl redressées aprés la décharge.

Nous avons ainsi une explication trés claire des lignes d’écoulement qui se
produisent subitement aprés un freinage apparent et qui s’introduisent sur toute
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la section jusqu'aux environs de I'axe neutre. Les observations de plusieurs ex-
perimentateurs étaient donc tout-a-fail exactes mais 'explication de Prager10 était
incroyable et pas du tout satisfaisante.

Dans les profilés en I le moment supportable n’est que 180/ plus grand
que le moment de flexion a la limite d’écoulement (cf. les calculs de Fritsche 2%).
Comme dans l'acier doux il existe presque toujours une limite supérieure
d’écoulement jusqu'a 20 0/ au-dessus de la limite inférieure et comme lacier
sans limite supérieure d’écoulement n’est qu’une exception nous devons presqae
toujours compter que dans les profilés en I I'état plastique s’introduit trés pro-

Fig, 10. Fig. 11.

fondément aprés le dépassement de la limite d’écoulement (cf. aussi les essais
de Kollbrunner28).

Les processus labiles qui se produisent dans certains cas par suite de la limite
supérieure d’écoulement et la limitation locale de la déformation peuvent aussi
étre de la plus grande importance dans d’autres essais. La faible tenacité de
'acier en barreaux entaillés avec une haute limite supérieure d’écoulement est
a attribuer entre autres a ce fait. Il est important de remarquer que la
résistance a la fatigue par flexion de I'acier avec haute limite supérieure
d’écoulement aussi bien des aciers polis que des aciers avec entailles est
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beaucoup plus grande que 1'on ne le supposerait par la limite inférieure d’écoule-
ment déterminée dans I'essai de traction. Des barres rectangulaires en acier sans
limite supérieure d’écoulement présentent dans 1'essai de flexion avec surcharge
directc méme aprés le dépassement de la limite d'écoulement jusqu'a 1état
complétement plastique une courbure permanente sur toute la longueur de la
barre également sollicitée mais ne présentent aucun état labile.

Tableau 2
Limite L.
inférieure . Ii_.,}n‘ute Zone Zone Résistance
Type d’acier d’écoulement d‘m erieure d’écoulement d’écrasement a la traction
par traction ecrasement
kg/mm? kg/mm? /00 %00 kg/mm?
au carbone A 22,0 22,0 15 10 37.4
” B 21,7 22,0 15 9 375
” R 20,3 21,7 10 10 40.6
" S 36,0 36,7 8 6 74,6
3% nickel M 50,5 51,2 10 10 69,2
VCN 3 C 94,0 94,0 5) 3) 104,5

10° Essais de flexion personnels avec mesures de flexion et d’allongement.

Pour les essais nous avons choist des aciers avec différentes propriétés carac-
téristiques (cf. tableau 2) et nous avons prélevé si possible toutes les barres pour
la traction, la compression et la flexion sur une méme barre d’acier, dont la
dureté fut déterminée sur toute la longueur par des essais de Binell sur les
quatre faces a des distances de 20 cm. On élimina la zone de bord pour la
préparation des éprouvettes.

Pour les essais de traction nous avons employé des barres rondes avec
épaulements, pour les essais de compression des cylindres h = 3d et pour les
essais de flexion des barres prismatiques de 470 mm de longueur. Des essais
de flexion furent exécutés avec la machine de 2 t employée en son temps de pré-
férence par Ludwik avec balance a cadran de Amsler. Dans ce but nous avons
préparé l'appareil de suspension a couteau représenté a la fig. 11 qui permet
méme pour les grands fléchissements au cas de la flexion simple de se développer
dans la partie médiane de la barre sans force longitudinale résultant des appuis.
En deux points de la fibre neutre nous avons mesuré le fléchissement a I'aide
d’un déflectimétre Zeiss et 'allongement de la barre dans les fibres extrémes au
moyen de 2 a 4 tensométres Huggenberger. La surcharge se fit d’une fagon
graduelle et I'on n’a prévu que rarement des décharges. Dans la zone d’écou-
lement il fallait attendre sous la méme charge souvent trés longtemps jusqu'a
ce que les appareils soient tranquilles. Lorsque 1'écoulement durait longtemps,
on ne pouvait attendre a cause des apparitions de fatigue que l'on pouvait
craindrec et nous avons prévu uniformément une remise en charge lorsque le
fléchissement s’était accru de moins de 0,01 mm en 10 minutes. La fig. 12
donne les résultats des essais de flexion effectués sur des barres rectangulaires
et carrées posées a plat et la fig. 13 sur des barres carrées posées de coin et des
barres rondes. On remarque que pour économiser la place nous avons de méme
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que dans la fig. 8 représenté que le domaine élastico-plastique jusqu'a M,;M,
= 1 et ¢&/e; = 1. Pour obtenir une meilleure représentation nous n’avons
marqué d'un cercle que les valeurs qui s’écartent de plus de 10/ des courbes
théoriques.

(’était un hasard heureux que deux matériaux ne présentent aucune limite
supérieure d’écoulement méme a l'essai de flexion, c’est-a-dire correspondent
aux lignes caractéristiques de flexion pour k = 1. Les autres matériaux qui ne
donnent & I'essai de traction aucune limite supérieure d’écoulement présentaient
a l'essai de flexion des écarts réguliers qui représentent l'effet d’une limite
supérieure d'écoulement du matériau. Dans l'acier doux au carbone il existe en
général une limite supérieure d’écoulement tandis que 'acier sans aucune limite
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supérieure d’écoulement forme une exception. L’acier doux au carbone R et
I'acier au chromonickel C ont donné aussi bien pour une section rectangulaire
et carrée posée a plat (fig. 12) que pour un carré posé de coin (fig. 13) des
valeurs d’essai qui correspondent presque exactement a la ligne caractéristique
de flexion k = 1 de méme que pour une barre ronde en acier C. Ces deux sortes
d’acier n’avaient donc aucune limite supérieure d'écoulement. Il était trés facile
au moyen d’un recuit correspondant d’obtenir I'élimination de la cimentite d’une
certaine grosseur de grain et de donner a l'acier R une haute limite supérieure
d’écoulement (k = 1,5). La limite supérieure d’écoulement monte a 23,9 kg/mm?,
la limite inférieure d’écoulement s’abaisse a4 16,0 kg/mm?2. Le retour de I'état
primitif n’est plus obtenu complétement. Ces essais seront encore poursuivis.

Les aciers A, B, M et S qui ont donné & I'essai de traction aucune ou une
faible limite supérieure d’écoulement possédaient une limite supérieure d’écou-
lement qui se trouvaient & la méme hauteur pour un carré posé a plat ou de
coin. Les aciers A et S correspondent complétement aux lignes caractéristiques
de flexion pour k = 1,3 aussi bien a la fig. 12 qu’a la fig. 13. L’acier M corres-
pond a la fig. 12 a la ligne caractéristique k = 1,3, a la fig. 13 les valeurs se
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trouvent en moyenne un peu plus haut. L’acier B présente pour les deux formes
d¢ section une limite supérieure d’écoulement a 400 (k = 1,4) avec de petits
écarts.

Des barres d’acier, avec contraintes propres, qui proviennent d’un traitement
par chaleur ou d’un redressement, présentent naturellement aussi a I'essai de
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flexion de grands écarts. Nous publierons un rapport détaillé sur les essais
en tant que communication du Laboratoire d’essai technique.

Je voudrais exprimer ici ma reconnaissance a M. I'Ingénieur Dr. Wilhelm Blau-
hut, a M. I'Ingénieur Dr. Josef Stich et a M. I'Ingénieur Dr. Stefan S:tatecsny.

12° Considérations sur les essais anlérieurs.

Eugen Meyer1® a trouvé une limite d'écoulement par flexion de 440/ plus
haute que la limite d’écoulement par traction, mais il était convaincu que la
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contrainte de flexion calculée par I'équation 6 = M/W valable dans le domaine
purement élastique n’est qu'une contrainte mathématique ou apparente. Preuss??
a transformé les grandes pointes d’allongement qu’il a mesurées au cours de
ses essais sur des barres de traction avec entailles et trous en oontraintes afin

ke, l

d’obtenir une meilleure comparaison. Les valeurs ainsi obtenues ont montré
qu’il s’agissait pas de contraintes réelles qui étaient plus grandes que la limite
d’écoulement. Lasche3? a par contre obtenu dans ses essais avec des disques
ronds des contraintes plus grandes que la limite d’écoulement. Thum et Wunder-
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lich® ont calculé en partant du moment de flexion pour lequel se produisent
les plus grands fléchissements la limite d'écoulement par flexion d’aprés
I'équation 6 = M/W et ils ont trouvé que des grandes déformations plastiques
s’étaient produites au-dessus de la limite d’écoulement par traction. Le contrdle
effectué par Prager'® a montré que dans les profilés en I 1'état complétement
plastique était déja atteint. Cet état était déja atteint dans les fers carrés posés
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a plat et dans les fers ronds, par contre les essais furent interrompus plus tot
pour quelques barres rectangulaires et pour les barres carrées posées de coin.
La forme de la poutre n’a aucune influence au moins dans les essais de flexion
statique, mais elle a une grosse influence sur I'allure du processus d’écoulement.

Chwallal? détermine a partir de l'allure des allongements dans la fibre
extréme les contraintes qui se produisent effectivement dans cette fibre extréme
en utilisant des courbes de comparaison.

Comme pour le plus grand moment de flexion de I'essai 2 (cf. fig. 3) on a
mesuré un allongement dans la fibre extréme de plus de 19/ nous pouvons nous.
attendre sur la base de notre fig. 7 que le moment supportable Mr corres-
pondant a l'état purement plastique sera atteint. Nous pouvons aussi calculer

. b e g M 140250 kgcm

la contrainte d’aprés l'équation o = 9S8~ 436 cni = 32 kg/mm? ce
qui correspond trés bien avec la valeur de 32,4 kg/mm? trouvée par Chwalla pour
la limite inférieure d’écoulement pour la traction et la compression par flexion.
D’aprés nos considérations et nos essais cela doit aussi étre la limite inférieure
d’écoulement par traction qui dans l'essai de traction sur des barres normales
fut déterminée aussi a 24.7 kg/mm? pour la méme charge. Cette non-concordance
avec l'essai de traction fut expliquée par Chwalla comme conséquence de l'irré-
gularité du matériau des barres de traction et de flexion31. Les barres de traction
que l'on a prélevées ensuite sur les barres de flexion ont donné une limite
inférieure d’écoulement de 29,6 kg/mm2. Ce résultat ne s’écarte plus que de
100/o et ne justifie plus la conclusion d’un relévement de cette contrainte.

Siebel et Viereggel3 ont mesuré dans leurs essais de flexion avec différents
matériaux le fléchissement et ils ont déterminé la limite d’écoulement qu’ils ont
désignée par limite supérieure d’écoulement par flexion en partant du changement
brusque de direction de la représentation des fléchissements. La limite inférieure
d’écoulement par flexion fut calculée en partant du moment a latteinte de
I'état purement plastique et il fut trouvé pratiquement égal a la limite inférieure
d'écoulement par traction ce qui concorde trés bien avec nos essais. La limite
inférieure d’écoulement, calculée en partant de nos essais de torsion, se trouve
entre les valeurs connues 0,50 et 0,57 de la limite d’écoulement par traction.
Par contre, le relévement de différents genres de la limite supérieure d’écou-
lement dans les aciers avec diverses limites d’écoulement ne doit étre qu’apparent
(cf. chapitre 7, limite d’écoulement par flexion, tableau 1).
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Résumé.

Au cours des 10 derniéres années, divers expérimentateurs ont constaté des
relévements de la limite d’écoulement de I'acier lorsque la répartition des con-
traintes est irréguliére et ils ont essayé pour la plupart de l'expliquer par la
déformation entravée. L’auteur expose les différentes causes de cette erreur:

1 o

20

Lorsque la répartition des contraintes est irréguliére la zone d’écoulement
du matériau peut étre continu en un point sans qu’un escalier correspondant
puisse étre observé dans la courbe de la déformation totale pour la flexion.
Un tel escalier peut se produire lorsque par exemple la section a atteint
sous l'effet de la flexion, I'état plastique jusqu’'aux environs de I'axe neutre.
Le moment de flexion atteint alors, fut utilisé par erreur pour calculer
d’aprés 'équation o = M/W la contrainte lors du premier écoulement.
On ne peut alors déterminer qu’approximativement la limite inférieure
d’écoulement d’aprés 'équation o = M/2S valable pour l'état compléte-
ment plastique.

La transition tout-a-fait douce de la courbe de déformation de la droite
de Hooke a la zone élastico-plastique pour la flexion, la torsion, la barre
trouée etc. permet dans certains cas la détermination exacte de la limite
d’écoulement.

La mesure des déformations permanentes aprés des mises en charges et
des décharges répétées ne permet pas de déterminer avec certitude la
limite d’écoulement parce que les grandes déformations plastiques qui
se produisent dans une petite zone sont presque complétement detruites
par les grandes forces élastiques agissant dans les autres parties de
I'éprouvette (élasticité apparente dans les pointes d'allongement spécia-
lement pour les barres a oeillet).

[’apparition et la longueur des lignes d’écoulement ne représentent aucune
caractéristique certaine du dépassement de'la limite d’écoulement techni-
quement significative.

Une limite supérieure d’écoulement du matériau ne peut pas étre déterminée
avec certitude dans I'essai de traction courant. La limite supérieure d’écoule-
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ment qui peut se trouver plus de 50 9/ au-dessus de la limite inférieure
d’écoulement est une propriété réelle du matériau qui se présente presque
sans entrave dans l'essai de flexion et qui peut étre dans certaines cir-
constances la cause de processus labiles.

6» La détermination des contraintes en partant des mesures d’allongement
suivant trois directions (ellipse d’allongement) n’est admissible que lorsque
par un traitement approprié ne persiste aucune contrainte résiduelle,
c’est-a-dire lorsque les forces intérieures qui agissent dans le systéme
(forces élastiques) sont clairement déterminées.

Par de nouveaux essais et par l'interprétation des essais effectués jusqu’a ce
jour on pourra justifier la théorie d’une transition douce de I'état de contrainte
purement élastique aux états élastico-plastiques et dans certains cas jusqu’a I'état
purement plastique. Un relévement de la limite d’écoulement ne se produit pas
mais dans certains cas il se produit une réduction réguliére d’'une limite supé-
rieure d’écoulement. Les équations établies des courbes caractéristiques de flexion
pour différentes sections permettent le controle des mesures d’allongement et de
fléchissement et la détermination de la limite supérieure d’écoulement du matériau.
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