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Sur les limites d'ecoulement et les diagrammes de flexion.

Ueber Fließgrenzen und Biegekennlinien.

Yield Limits and Characteristic Deflection Lines.

Dr. Ing. F. Rinagl,
Professor an der Technischen Hochschule Wien.

1° Introduction.

Le present travail est une contribution ä l'etude des questions fondamentales
du premier ecoulement dans les fibres extremes sous l'effet d'une repartition
irreguliere des contraintes) ainsi que pour la flexion et la torsion dans les barres

percees, entaillees, etc.
On peut douter des anciennes theories d'ecoulement par suite des essais

entrepris par differents experimentateurs entre 1923 et 1935 3~14 et la limite
d'ecoulement qu'ils ont trouvee est beaucoup plus elevee que celle que l'essai
de traction sur le meme materiau permettait de supposer. Nous admettons que
les resultats de ces etudes sont connus. Les differents essais effectues jusqu'a ce

jour n'ont pas apporte de Solution satisfaisante ä ces questions.
Les essais que nous decrivons dans la suite, effectues par l'auteur ä l'Ecole

Polytechnique de Vienne,12 ainsi que les considerations et les conclusions qui
en decoulent doivent nous rapprocher sensiblement de l'explication du probleme
indique.

2° Quelques considerations sur V impossibilite theorique d'un relevement appreciable

de la limite d'ecoulement par suite de Vimpossibilite de deformation.

La hauteur de la limite d'ecoulement, les limites d'ecoulement et la grandeur
de la zone d'ecoulement ne sont pas des valeurs ä peu pres constantes dans
l'acier avec une certaine composition, comme par exemple le module d'elasticite
mais au contraire elles dependent de plusieurs conditions. Nous connaissons-
certaines influences tres exactement comme l'influence de l'etirement ä froid, de

teile sorte que nous pouvons faire sans autres quelques previsions. D'autres
influences comme par exemple le traitement ä chaud, le vieillissement, etc.,
sont souvent si complexes que nous devons d'abord entreprendre des essais
preliminaires pour obtenir certaines valeurs avec sürete.

Jusqu'a aujourd'hui on ne pouvait etablir absolument aucune loi quant
ä l'apparition de la limite superieure d'ecoulement. Dans des essais de traction
executes soigneusement sur un meme materiau, les resultats sont fortement
disperses par suite d'une influence encore inconnue de teile sorte que l'on
a souvent conclu que la limite superieure d'eooulement n'etait pas une propriete
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du materiau mais se produisait subitement suivant < l'humeur>/16 sous des
contraintes plus elevees ou plus basse7.

Le relevement constate par plusieurs experimentateurs de la limite d'ecoulement

3~u lors d'une repartition irregnliere des contraintes, a souvent ete

explique par l'impossibilite de deformation. 8 10 13 14 Selon mon avis,
l'effet de l'impossibilite de deformation dans les barres trouees ou entaillees.

qui se presente dejä dans certaines circonstances dans la zone elastique est

insignifiant. Ce n'est qu'apres le depassement de la limite d'ecoulement qu'il
peut se produire une forte fixation spatiale qui empeche fortement une plus
ample (deformation. II est inadmissible de tirer des conclusions sur les
conditions qui existent lors du premier ecoulement en se basant sur l'etat plastique
ou sur la rupture, c'est pourquoi les essais de Ludwick et Scheu17 avec lignes
d'allongement de barres de traction avec entailles de differentes grandeurs ne
doivent pas etre admis comme demonstration du relevement de la limite d'ecoulement32

33. II existe de nombreux essais sur les etats de contrainte ä deux
axes18 19. L'auteur va entreprendre prochainement des essais sur les
sollicitations de traction ä trois axes. Dans le cas d'une sollicitation ä la flexion
pure on a precisement un etat de contrainte ä un axe ideal, une entrave ä la
deformation par suite de l'etat de contrainte est theoriquement impossible. Nous
verrons plus tard que ce n'est qu'apres le depassement de la limite d'ecoulement
ä l'etal elastico-plastique que les differentes formes de section ont une influence.

Nakaniski, Prager1 8 et d'autres affirment que l'ecoulement ne se produit
que lorsque le moment de flexion de l'etat completement plastique est atteint.
De lä ils etendent d'une fagon inadmissible le retard ä l'ecoulement jusqu'aux
environs de la fibre neutre pour l'acier avec haute limite d'ecoulement et formes
de section correspondantes pour une sollicitation ä la flexion.

II faut aussi ecarter la theorie de Kuntze11 d'apres laquelle l'ecoulement
dans la fibre extreme ne doit se produire que lorsqu'ä 1'interieur de la poutre,
dans une certaine couche, le «noyau de resistance», la limite d'ecoulement par
traction est atteinte. Le «noyau de resistance» est une relation purement elastique

sans signification physique. La concordance assez bonne avec les essaisi

de Thum 9 n'est en general qu'un hasard et disparait lorsque l'essai est exactement

interprete.

3° Essais personnels sur de grandes barres ä oeillet.

Les chaines portantes du nouveau «Reichsbrücke» sur le Danube ä Vienne20 21

sont constituees chacune de 25 elements avec 11 ou 12 barres ä oeillets
de 10 m de longueur environ, et possedent avec les chaines d'ancrage un poids
total d'environ 3500 t. Les barres ä oeillets sont constituees de bandes de 24 mm
d'epaisseur et d'environ 1200 mm de largeur en acier St 55 avec töles de

renforcement rivees aux oeillets. Par des essais dans la machine de 250 t de l'Ecole
Polytechnique de Vienne, nous avons determine, sur des eprouvettes de 1:3 de

la grandeur naturelle, principalement le mode le plus approprie d'assemblage
des toles de renforcement ä la töle centrale. Comme ces eprouvettes pouvaient
aussi etre employees pour des recherches scientifiques, nous devons remercier
le Ministere Autrichien du Commerce et des Transports qui a permis l'installation
des instruments necessaires.
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II fallait utiliser cette occasion rare d'essais effectues sur de grandes barres
ä oeillets pour obtenir par des mesures precises le contröle que le relevement,
dont on a souvent parle, de la limite d'ecoulement ne se presente pas. Bierett6,
dans une communication orale, avait lui-meme pose le probleme de controler
les essais de Eiselin4-. Sur la base des resultats de mesure obtenus il ne pouvait
justifier cela sans pouvoir donner une explication theorique. Quoique j'aie
entrepris mon travail avec la plus grande mefianee des essais precedents, j'aurais
tire les memes conclusions si j'avais interrompu mon travail apres les premiers
essais effectues sur les grandes barres ä oeillets. Bierett ne pouvait, dans ses

essais, effectuer des mesures que d'un cöte de l'eprouvette avec des tensometres.
Afin de reconnaitre avec certitude les sollicitations excentriques, nous avons
attache une grande importance au fait de pouvoir executer des mesures des deux

cötes, ce qui n'etait realisable qu'avec quelques difficultes au moyen d'installation
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Fig. 1.

appropriee (cf. fig. 1). Malheureusement il etait impossible d'effectuer des

mesures ä l'oeillet de la töle centrale, de teile sorte qu'il existait toujours une
certaine incertitude sur la repartition des tensions dans la töle centrale et dans
les deux töles de renforcement car, par suite de la deformation des rivets, les
töles de renforcement ont naturellement cede plus fortement.

Par suite de la repartition compliquee des contraintes dans les barres
ä oeillet it etait necessaire d'effectuer des mesures ä plusieurs endroits dans au
moins trois directions; ces mesures ne pouvaient etre executees en une seule
fois. Meme si nous avions eu ä notre disposition un nombre suffisamment
grand de tensometres nous n'aurions pu les placer tous en meme temps
ä cause du manque de place. II etait par consequent necessaire de deplacer
souvent les tensometres pour le meme degre de charge. Pour un aecroissement
de la charge on ne pouvait effectuer des mesures qu'ä quelques endroits, ce

qui ne permit pas de constater facilement les petites deformations permanentes
qui s'ajoutent entre elles. Pour cette raison, nous etions oblige de mesurer les

allongements permanents d'une autre maniere ä quelques endroits importants,
independamment des allongements elastiques, ce qui finalement se fit au moyen
d'un microscope comparateur. Par suite de l'etat de contrainte variable avec
l'endroit il etait necessaire d'utiliser une petite longueur de mesurage.
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Dans les cas plus simples il est evidemment possible de mesurer les allongements

ä l'aide de tensometres, mais il faut remarquer alors ce qui suit. Dans
chaque nouvelle application d'un tensometre il faut calculer lors de la premiere
mise en charge avec un deplacement, souvent tres petit, de la lecture initiale par
suite de l'appui des couteaux, de jeu, etc. Ce n'est que pour une surcharge
repetee que le tensometre donne des resultats certains. On doit par consequent, apres
chaque nouvelle application du tensometre executer quelques mises en charge
et decharges, sans cependant depasser la limite de charge atteinte auparavant.
Apres une lecture initiale nouvelle on peut faire croitre la charge ä un degre
superieur, maintenir cette charge un certain temps et decharger alors jusqu'a
la charge initiale. Entretemps il peut se produire aussi en d'autres points qui,
pendant l'augmentation de la charge, n'etaient pas occupes par des tensometres,
des deformations permanentes qu'il est difficile de determiner dans la suite.
Ce procede n'est plus utilisable pour de plus grands allongements totaux. II
etait possible de determiner beaucoup plus tot que Bierett des deformations
permanentes aux endroits critiques, mais le relevement de la limite d'ecoulement
apparente etait toujours de plus de 100 o/0. On a toujours admis autre fois22 23,

qu'il se produisait ä l'endroit le plus sollicite du bord du trou une egali-
sation des contraintes par ecoulement. Lorsque ces allongements etaient reduits
par des forces elastiques de la barre ä oeillet, lors de la decharge suivante, nous
n'avions alors aucune, possibilite de distinguer s'il existe une elasticite reelle ou
seulernent apparente des pointes d'allongement en ces endroits.

Afin d'etudier ces conditions sur un cas avec repartition claire des contraintes,
j'ai fait executer pour la flexion une eprouvette de forme speciale dans laquelle
les deformations elastiques devaient vraisemblablement apparaitre d'une facon
tout-ä-fait sans equivoque. Cette barre (cf. fig. 2), dont la section est constituee
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Fig. 2.

d'un rectangle large avec une legere nervure placee dans le plan de la flexion,
fut executee en acier rond doux puis limee et polie afin de pouvoir facilement
observer des figures d'ecoulement. La mise en charge de cette barre se fit au

moyen de deux charges concentrees symetriques par rapport au milieu et les

mesures d'allongement furent effectuees dans la partie centrale oü le moment
reste constant. La barre de flexion fut chargee jusqu'a ce que l'allongement
mesure au bord exterieur de la nervure fut sensiblement plus grand que 1'allongement

elastique ä la limite de traction, c'est-ä-dire que la limite d'ecoulement fut
certainement depassee dans la nervure. Alors la barre fut dechargee. Par suite
de l'elasticite de la section rectangulaire large, la nervure fut si fortement de-

comprimee que le tensometre n'indiquait presque plus aucun allongement
permanent au bord exterieur de la nervure. De la difference entre 1'ällongement
permanent qui se produit apres un certain allongement total dans l'essai de
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flexion et l'allongement permanent qui se produirait dans un essai de traction, on

peut tirer la contrainte residuelle (cf. fig. 3 a, b).
Sur quelques petites barres ä oeillet, que nous avons executees nous-memes

pour les mesures d'allongement, nous avons pu tres bien constater qu'il ne se

produisait aucun relevement de la limite d'ecoulement. L'allongement et l'ecoulement

des fibres fortement sollicitees se produisent sous la surcharge aussi

librement que si Ton avait un etat de contrainte ä un axe. II n'y a aucune entrave
ä la deformation sous l'effet de la surcharge mais, au contraire, une deformation
contrainte lors de la decharge, parce que les fibres les plus allongees sont si
fortement comprimees qu'elles atteignent presque la longueur primitive et les

deformations qui theoriquement persistent sont si petites qu'elles se trouvent
en-dessous de l'exactitude des mesures. Lorsque des barres rectangulaires sont
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sollicitees ä la flexion simple on peut aussi deduire les contraintes ä l'etat
elastique en partant des mesures d'allongement et de flechissement. Mais dans

une barre ä oeillet les rapports ä l'etat elastique sont si peu clairs que l'on ne

peut en aucune fagon tirer des conclusions des mesures usuelles d'allongement
effectuees dans trois directions. On ne peut pas du tout voir si en un point
quelconque la limite d'ecoulement est depassee. Ce n'est que par une Operation
radicale, executee de la fagon suivante que l'on pourrait tirer des conclusions:

Sur une barre ä oeillet que nous avons preparee pour des mesures d'allongement,

nous avons pu determiner la grandeur de la plus forte pointe de contrainte

par des mesures precises dans le domaine elastique. Nous avons fait croitre la

charge jusqu'a ce que la limite d'ecoulement soit suffisamment depassee j
l'endroit le plus sollicite. Les reperes que l'on avait graves ne presenterent aucune
Variation de distance apres la decharge. Nous avons scie la barre ä oeillet au
sommet et sur les cötes de l'oeillet jusqu'a la paroi du trou de teile sorte que
l'effet de la force elastique fut elimine. L'endroit soumis apres la decharge
ä une contrainte de compression pouvait librement s'allonger ce qui pouvait
etre parfaitement determine ä l'allongement de la distance entre reperes. Nous
avions ainsi la demonstration absolue que des deformations plastiques s'etaient
produites dans le fond de 1'entaille.
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En meme temps que la barre ä oeillets nous avons etudie une barre simple
avec differentes formes de section, dont nous parlerons dans la suite. Nous
voulons tout d'abord mettre au net les relations theoriques dans le domaine
plastico-elastique.

4° Designations.

Pour les deductions que nous ferons dans les chapitres suivants nous adop-
terons les designations suivantes:

M moment de flexion variable
Ms moment ä la limite d'elasticite (Ms ös • W) [cmkg]

MMS
M0,2 M0,on

Mso

MT

Mn

valeurs des courbes de flexion (1)
ete, 0,2 °/o du moment de flexion limite etc.
moment de flexion ä la limite d'ecoulement [cmkg]
moment de flexion supportable (moment de deformation
par flexion)
moment ä la fin de l'ecoulement

e

£a

6b

£s

en

allongement (ecrasement)
deformation des fibres extremes
deformation permanente des fibres extremes
deformation des fibres extremes ä la limite inferieure
d'ecoulement pour la traction ou la compression par
flexion (1)
deformation ä la fin de la zone d'ecoulement
domaine d'ecoulement

ös

Öso •

Öo,2 etC

limite inferieure d'ecoulement pour la flexion, la traction
ou la compression (kg/mm2)
limite superieure d'ecoulement pour la flexion, la traction
ou la compression (kg/mm2)
0,2°/o de la limite d'allongement

e

k,
rapport e

rapport k
es/ea

Öso/ös

s

w

moment statique de la demi-section par rapport ä Taxe

neutre (cm8)
moment resistant

Pour l'explication des designations emplovees voir les lignes representatives
de l'allongement par traction de la fig. 4ab et lignes representatives de l'allongement

dans la fibre extreme resultant du moment de la fig. 5. Dans l'etat de

contrainte purement elastique, le moment de flexion M croit lineairement avec

l'allongement ea dans la fibre extreme jusqu'a ce que l'ecoulement se produise
dans les fibres extremes, pour un moment ä la limite d'elasticite correspondant
ä un allongement e^ dans la fibre extreme, lorsque le materiau ne possede qu'une
limite inferieure d'ecoulement ös (cf. fig. 5 a). Dans le domaine des deformations
elastico-plastiques le moment de flexion croit d'apres les equations donnees dans
la suite, aussi longtemps que la contrainte d'ecoulement ös reste constante sur
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tout le domaine d'ecoulement n • e, (fig. 4 a). Les lignes d'allongement dans la
fibre extreme tendent asymptotiquement vers une limite Mt dont la hauteur
depend de la forme de la section. Effectivement cette ligne n'est valable que
jusqu'au moment M„ pour lequel il se produit une solidification et un accroisse-

/r.ffc

n. ts

* \ \b

'_" I i i

es n.es | i
Fig. 4.

ment rapide du moment. Suivant la grandeur des deformations residuelles

permanentes eb 0,2, 0,03 et 0,01 0/0, on obtient differents moments limites
de flexion Mo,2, M0,o3> et M0,oi.

Si le materiau possede une limite superieure d'ecoulement marquee (cf. fig. 7 b),
la premiere deformation permanente ne se produit que pour le moment de flexion

Biegemoment
Moment de flexion
Bending moment
Biegetragmoment
Moment de flexion supportable
Ultimate carrying capac/ty bendiny moment.
3/egemoment a.~£nde iFliessöereiches
Moment de Flexion ä la Fin de la
zone d'ecoulement
Binding moment for exhausted yield
Oberes Biegefliessmoment

"*

Moment de Flexion ä la limite d'ecoulement
Bending moment forupperyieldpoint
0.2 BiegegrenzmomenF
0.2 Moment limite de flexion
0.2Bending moment limit
Biegefliessmoment

~

Moment äla limite de/astid/e'
Bending moment fon loweryieldpoint

Mt

-i

Mo,

M<^

0 0.2 ts Randdehnunasa- nes
Allongement de la fibre extreme ta:
Elongation of the extreme fibre ta-

Fig. 5.

%

ä la limite d'ecoulement Mso. Le moment de flexion ä la limite d'elasticite Ms,
calcule de la limite inferieure d'ecoulement d'apres l'equation Ms ös • W, n'a
qu'une signification purement theorique dans ce cas. L'allure de la ligne
d'allongement dans la fibre extreme est representee en petits traits et peut etre
calculee pour differents k öso/ds en partant de certaines hypotheses. La limite
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superieure d'ecoulement, ainsi que nous le monterons plus tard, n'a aucune
influence sur la grandeur du moment supportable Mt. Aux fig. 7 et 8 nous avons
utilise une representation independante de la limite inferieure d'ecoulement ös,

en ce sens que les rapports M/Ms sont portes vers le haut et ea/es vers la droite.
Les lignes que nous obtenons ainsi seront appelees «courbes de flexion» de la
section consideree et par exemple nous designerons par «ligne de flexion pour
k 1,3», lorsque l'on considere une limite superieure d'ecoulement, öso 1,3 ö,.

5° Determination des lignes de deformation ideales pour la flexion simple.
(Lignes caracteristiques de flexion.)

Pour un materiau dont la ligne de deformation est tout-ä-fait egale pour une
sollicitation ä la traction et ä la compression et qui est purement elastique
jusqu'a la limite d'ecoulement et purement plastique dans la zone d'ecoulement

~<5

r—

(cf. fig. 7 a), on peut determiner simplement pour quelques formes de section
les lignes de deformations pour la flexion simple, lorsque Ton admet que, meme
dans les deformations plastiques, les sections restent planes et perpendiculaires
ä Taxe de la barre. Dans une poutre de section rectangulaire avec la hauteur h et

la largeur b, soumise ä la flexion, la deformation plastique se propagerait pour
une limite d'ecoulement ös de l'exterieur jusqu'a la distance z de Taxe neutre
(cf. fig. 6) tandis que la partie interne de hauteur 2 z se trouve encore ä l'etat

purement elastique. ea represente l'allongement de la fibre exterieure et es

l'allongement ä la limite d'ecoulement ös. On a donc pour le moment de flexion
variable M la relation suivante:

ai u (h \ l jl h\ b-4z2 /h2 z2\

et apres introduction de z on obtient

M:
bh2 Es'

12 ösr e2' (cf' Fritsche24)-
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Pour obtenir dans une meme forme de section pour des materiaux avec limites
d'ecoulement de differentes grandeurs les memes courbes de comparaison,
nous avons reporte aux fig. 7 et 8 le rapport M/M, vers le haut et le rapport
ea/es vers la droite, oü AI represente le moment de flexion variable et Ms le

moment de flexion au passage de l'etat purement elastique ä l'etat elastico-

plastique. On obtient pour la barre rectangulaire la relation suivante:

M.

Ms

_1_

2
3 —

£a

avec unequi represente une courbe de troisieme ordre de la forme y a —

asymptote ä la distance y 1,5 et avec la droite de Hooke comme tangente
ä l'origine.

Pour une zone d'ecoulement de ea 5 • es (^ 1 o'0 pour l'acier doux) la
valeur M/Ms se rapproche suffisamment de la limite 1,5 (cf. fig. 8). L'equation

25

^""^
c

P,

1.5

*
UO

f¥ >*7

0J5

Mt/M$*
A237

^200

®170

Biso
@127

C 8
€3/es

Fig. 7.

10 12 K

de la courbe que nous venons d'etablir conserve sa validite aussi longtemps
que l'allongement de la fibre extreme ea ne depasse pas la zone effective
d'ecoulement, qui peut se monter ä 1,5—2 °/0 et meme plus pour l'acier. La
courbe peut etre tracee tres exactement car on peut calculer de l'equation les

tangentes d'une fagon simple. De la meme fagon on obtient pour quelques formes
simples de section les equations des courbes de deformation qui evidemment
ne sont valables que pour autant qu'il ne se produit aucune solidification. Si l'on
introduit la designation simplifiee es/ea e les relations suivantes sont valables

pour les lignes caracteristiques de flexion (cf. fig. 7):
Barre rectangulaire flechie soit suivant un axe soit suivant l'autre

M8 2
K e2) Limite

M
Ms

1,5
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Barre carree flechie de coin
1

M.

Ms -2 1 ß2 +
1 M

Limite ^- 2,0
Ms

6° Le cas limite de la flexion purement plastique.

La valeur limite Mf/M, pour l'etat de contrainte purement plastique dans

lequel la contrainte d'ecoulement ös est atteinte dans toute la section peut etre

ft

L.L

/r--7.7 —
2.0

15/^
IS / IB /y£1^^

/ /r
6b°!7<5s il

*s*=77
1.6

'15c viII 1.5

13^-
1A ?^k*1

731 //
1.2

t

lle0'l15es

•

3
Ca/£s

Fig. 8.

etablie directement d'une maniere connue. Pour des raisons d'equilibre, Taxe

neutre et le plan median coincident. On a en general pour le moment M des

forces interieures (fig. 9):
In h2

MT Jos * bt • zx • dz, + J*o\ • b2 • z2 • dz2 ös (S, + S2)

o o
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lorsque Sx et S2 representent des moments statiques de la demi-surface de la

section au-dessus et au-dessous de l'axe neutre. On obtient pour les barres avec
section rectangulaire et carree, les equations suivantes des moments:

Barre rectangulaire quelle soit flechie suivant un axe ou suivant l'autre.
Largeur b, hauteur h.

bh2 „,Mt —j— ös pour 1 etat purement plastique,

Ms-

4

bh2
6

1,5.

ö, pour l'etat purement elastique, d'oü

Barre carree flechie de coin. Diagonale d

d3 Mt
=;2,o.

si
kh

WM

Nullinie Flg* 9*

axe neutre
neutral axis

7° Limite d'ecoulement par flexion.
Des lignes caracteristiques de flexion (fig. 7) il ressort qu'une determination

exacte de la limite d'ecoulement par flexion ne peut se faire en partant de l'essai
de flexion, car pour differentes formes de section l'allure de la courbe passe de

l'etat purement elastique ä l'etat elastico-plastique au point F d'une facon
tout-ä-fait douce. Ceci se presente aussi pour des materiaux avec limite d'ecoulement

marquee pour la traction ou la compression, suivant la fig. 7a; les lignes
caracteristiques de flexion calculees sont construites sur ce cas limite. Dans les

essais de flexion avec limite d'ecoulement peu marquee, cas dans lesquels il ne
se presente aucune brisure marquee dans le diagramme des contraintes-allonge-
ments, tmais au contraire une transition reguliere, on s'est mis d'accord sur la
limite d'allongement 0,2 o/0 comme remplagement de la limite d'ecoulement, afin
de pouvoir se servir d'un procede d'essai uniforme et libre. Ce moyen auxiliaire
n'est plus valable dans l'essai de flexion ainsi que le montre la consideration
suivante:

Comme les aciers presentent un coefficient d'allongement E ä peu pres egal,
l'allongement dans la fibre extreme lors de l'atteinte du moment de flexion ä la
limite d'elasticite Ms depend lineairement de la grandeur de la limite d'ecoulc-
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ment ös. Si l'on choisit un moment de flexion limite determine (par ex. M02)
correspondant ä une deformation permanente admissible (par ex. 6b 0,2 o/o),
ainsi qu'une valeur d'allongement correspondante ä une certaine limite d'ecoulement

ös on peut tracer, avec le rapport d'allongement 6b/e8 valable pour cette
hypothese, la droite de decharge de Hooke representee ä la fig. 7. Pour la forme
de section consideree il resulte dans la section avec sa ligne caracteristique de

flexion le rapport des moments (par ex. M 0 2 • Ms) et par consequent le relevement

apparent de la limite d'ecoulement par flexion. On obtiendrait des valeurs

un peu plus grandes si l'on tenait compte lors de la decharge de l'effet de

Bauschinger (cf. fig. 3 b). Pour simplifier, on negligera ce point et nous avons
rassemble au tableau suivant la determination du relevement apparent de la
limite d'ecoulement pour differents er, et eb. Nous avons admis que l'on pouvait
determiner axaetement la limite d'ecoulement par traction et compression. Au
lieu de ces limites, on a employe la limite d'allongement de 0,2 o/0 car ainsi
disparaissent toutes les incertitudes.

Tableau 1.

Section rectangulaire eb 0,002, E 2,10 IO6 kg/cm2.

Limite Allongement
d'ecoulement ä la limite

marquee d'ecoulement

ös kg/mm2 g8

20 0,001
40 0,002
60 0,003
80 0.004

20 0,001
40 0,002
60 0,003
80 0,004

20 0,001
40 0,002
60 0,003
80 0,004

Allongement
permanent

allongement
ä la limite

d'ecoulement

8h/sS

Rapport des

moments

MAffl:M.0,2 * x'*s

2 1,47
1 1,42
0,66 1,37

0,5 1,75

eb 0,0003, E 2,10
0,3 1,30
0,15 1,24
0,1 1,20
0,075 1,18

eb 0,0001, E 2,10 • 106 kg/cm2
1,20 20

Relevement
de la limite

apparente
d'ecoulement

par flexion

%
47

42

37
35

106 kg/cm2
30
24
20

18

0,1

0.05

0,033
0,025

1,16

1,13

1,11

16

13

11

8° La limite superieure d'ecoulement dans les essais de traction et de flexion.
Consequence d'une legere excentricite.

Ludwik2^ a etudie foncierement les differentes influences qui agissent sur
la grandeur de la limite d'ecoulement dans l'essai de traction et sur le genre
des figures d'ecoulement et il a explique le premier la brisure et la chute
qui se produisent ä la limite d'ecoulement par les processus de Separation. Pour
la hauteur de la limite superieure d'ecoulement on ne peut etablir aucune loi,
car les essais de traction effectues avec des eprouvettes prelevees directement
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l'une apres l'autre sur une barre d'acier soigneusement recuite ont montre une
succession tout-ä-fait variee de limites superieures d'ecoulement totalement
differentes ou meme aucune chute de charge. Ces essais qui n'ont pas ete

publies furent executes avec la meme machine, d'une fagon autant que possible
uniforme et tout-ä-fait precautioneuse, sur des eprouvettes de forme identique.
Une influence tout-ä-fait inconnue et que l'on ne peut determiner produissait
ces resultats contradictoires de teile fagon que l'on ne pouvait etablir aucune loi.
Moser16 a presente un rapport sur ces apparitions et il a explique que l'acier
pouvait avoir des «humeurs» lorsqu'il s'agissait de la determination de la

limite superieure d'ecoulement. Körber et Pomp26 ont etudie l'influence de la
forme de l'eprouvette, le genre de l'encastrement, la grandeur de la rapidite
de l'essai et le type de machine sur la position des limites superieure et
inferieure d'ecoulement de l'acier dans les essais de traction. On a essaye dans

quatre laboratoires d'essai d'Allemagne des eprouvettes d'acier soigneusement
choisies. La limite inferieure d'ecoulement fut determinee partout avec de faibles
ecarts tandis que la limite superieure d'ecoulement presentait en general une
forte dispersion. Les differentes influences ne peuvent pas etre classees sans
contradiction, de teile sorte que l'auteur a conclu avec raison que la limite
superieure d'ecoulement ne pouvait etre determinee par des essais.

Comme dans nos essais de flexion la limite superieure d'ecoulement se trouvait
avec une grande regularite ä la meme hauteur et etait presque toujours de 20 °/o

plus grande que dans l'essai de traction, la cause devait se trouver dans
l'essai de traction lui-meme ou dans une defectuosite quelconque de l'essai de

traction. Nous nous sommes efforce d'obtenir sur toute la section, au cours de

l'essai de traction, une repartition aussi reguliere que possible des contraintes,
mais nous savons aussi que cela n'etait presque jamais completement atteint j
Dans la determination du coefficient d'allongement, il faut toujours mesurer
les petits allongements de deux cötes opposes de l'eprouvette car ils sont differents
des deux cötes. Ce n'est qu'en prenant la moyenne que nous obtenons l'allongement

moyen qui correspond ä la contrainte au centre de gravite calculee et par
le fait meme le coefficient exact d'allongement. Les allongements inegaux sont
engendres par des contraintes de flexion additionnelles, produites par de petites
excentricites dont la cause se trouve en partie dans l'encastrement de l'eprouvette
et en partie dans le materiau lui-meme.

Considerons maintenant le passage de l'etat elastique ä l'etat plastique.
Lorsqu'il n'existe ni la plus petite excentricite ni la plus petite irregularite la
limite superieure d'ecoulement se presente exactement dans l'essai de traction.
La petite excentricite qui se presente dans la plutart des cas peut faire que les
contraintes sont d'un cöte de l'eprouvette de 10—30 o/0 plus grandes que de
l'autre cöte. La limite superieure d'ecoulement peut etre atteinte d'un cöte dejä
alors que la contrainte moyenne correspond ä la limite inferieure d'ecoulement
et le processus d'ecoulement peut ainsi debuter prematurement. II est interessant
de connaitre la grandeur de l'excentricite correspondante (e) qu'il est facile de
calculer. Si l'eprouvette a une section circulaire de diametre (d) ou une section
rectangulaire de largeur (b) et d'epaisseur h et si eile etait sollicitee par une
force de traction P de teile fagon que la limite superieure d'ecoulement ö„ est
atteinte d'un cöte de l'eprouvette (limite qui se trouve 20 o/o au-dessus de la
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limite inferieure d'ecoulement du materiau) tandis que la contrainte au centre
de gravite n'atteindrait que la limite inferieure d'ecoulement, on a alors pour
une sollicitation excentrique ä la traction dans un profil rectangulaire

p ^Pe p /. -L6^

6

6e _» h
d ou il resulte que -j- 0,2 oue —,h 30

et dans une section circulaire

„ ™ p Pe P /, 8e\
oo -l.20'*-sld, + :id.-:id,il+ d)ete

d
" 40

4 32 4"

Dans l'essai ordinaire de traction on ne peut plus reconnaitre une limite
superieure d'ecoulement de 20 o/0 lorsque, pour une eprouvette d'epaisseur d,

resp. h de 10 mm, il existe une excentricite de x/4—1/3 mm. On ne peut pas
eliminer une teile excentricite lorsque l'on emploie, ainsi que cela se fait souvent,
des coins qui produisent un encastrement. Pour la determination de la limite
superieure d'ecoulement dans l'essai de traction on peut recommander l'emploi
de fers ronds, ainsi que je Tai propose27, avec un roulement ä bille facile
ä installer. L'essai se fait au mieux avec des eprouvettes avec raccords coniques
et ne possedant qu'une courte partie mediane oü s'effectuent les mesures.

Jusqu'a maintenant personne n'a pense aux consequences d'une petite excentricite

car. ainsi que nous l'avons dejä dit. on a toujours pris la moyenne de

l'allongement dans les mesures exactes dans la zone elastique, on n'a pas prete
attention aux contraintes dans les bords et l'on a neglige l'excentricite initiale
apres le deplacement de la limite d'ecoulement.

Dans l'essai de flexion, il semble d'apres les essais effectues jusqu'a ce jour,
que la limite superieure d'ecoulement se deplace ä Tinterieur de la barre et que
la limite inferieure d'ecoulement la suit. Dans quelques essais on a constate
des troubles qu'on cherche encore actuellement ä expliquer.

De meine que dans 'le chapitre 5 nous pouvons calculer l'allure theorique
de la ligne caracteristique de flexion pour un materiau ideal en se basant
sur öso kös. Les relations suivantes sont valables:

Barre rectangulaire:

^-±[3- e2k2(3 —2 k)

Barre carree fleclue de coin:

M
Ma-2 1 —e2k2(3 —2k) + e3k8(4—3k)

D'apres ces equations nous avons porte ä la fig. 11 les lignes caracteristiques

pour lc 1,15, 1,3, 1,5, 1,7 pour des barres carrees posees ä plat et de coin.
Ainsi que l'on peul s'y attendre, la limite superieure d'ecoulement öso n'a

aucune influence determinable sur le moment de flexion supportable ä l'etat
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purement plastique. Son influence est tres variable pour les differentes formes
de section ainsi que l'on peut le voir facilement.

9° Possibilite dun processus labile de flexion.
Dans l'acier sans limite superieure d'ecoulement la ligne caracteristique de

flexion monte d'une fagon continue pour toutes les formes de section. A un
moment de flexion determine correspond toujours un allongement determine
dans la fibre extreme et un flechissement determine. Lorsque le moment de

flexion augmente par suite d'un aecroissement de la charge, l'etat plastique
s'elargil vers l'axe neutre, jusquä ce qu'une nouvelle repartition de contrainte
soit en equilibre et que le flechissement arrive progressivement ä l'etat d'equilibre.

II en est tout autrement dans l'acier avec une limite superieure d'ecoulement.
Si cette limite se trouve suffisannnent haut le moment de flexion lors du

premier ecoulement de la fibre exterieure (moment de flexion ä la limite
d'ecoulement) peut devenir egal ou plus grand que le moment supportable
ä l'etat completement plastique. Voir la fig. 8 qui represente les courbes

caracteristiques de la flexion pour des barres carrees j>osees ä plat ou de coin

aux limites superieures d'ecoulement qui se trouvent 15, 30, 50 et 70 o/0 au-dessus
de la limite inferieure d'ecoulement (k 1,15; 1,30; 1,50 et 1,70). Lorsque
la poutre repose sur le coin toutes les lignes caracteristiques de la flexion que
nous avons dessinees croissent et lorsque la poutre repose ä plat seules les courbes

avec limite superieure d'ecoulement plus petite que 50 o/0 augmentent. Si la

limite superieure d'ecoulement se trouve plus elevee la ligne caracteristique
de la flexion s'abaisse dans le domaine elastico-plastique plus ou moins rapidement

jusqu'a la valeur de l'etat completement plastique. Dans ce cas, lors du
depassement de la limite superieure d'ecoulement en un point quelconque de la
barre flechie toute la section s'ecoule subitement de la fibre extreme jusqu'aux
environs de l'axe neutre en admettant que l'installation d'essai a ete executee
de teile sorte qu'aucune decharge automatique n'est possible, ce qui peut etre
realisee de la fagon la plus simple par une surcharge directe. L'etat d'equilibre
n'est atteint.que lorsque toute la zone d'ecoulement est continue et lorsqu'ü
se produit une solidification dans les fibres extremes. Les essais de charge
executes confirment ces considerations d'une maniere tout-ä-fait expressive. Dans
le cas d'une sollicitation ä la flexion simple la ligne elastique est un are de
cercle jusqu'au moment de flexion ä la limite d'ecoulement. Si cependant la

limite superieure d'ecoulement est depassee en un coin la barre ne se deforme
plus qu'en ce point, il se forme une pliure en cet endroit tandis que en tous
les autres points de la barre la courbure atteinte sous l'effet du moment de

flexion ä la limite d'ecoulement est conservee. Apres que l'endroit deforme
s'est solidifie un autre point s'ecoule et il se forme de nouveau en cet endroit
une pliure arrondie. Ce processus peut se repeter en d'autres points. La fig. 10

montre deux barres apres la decharge. Aux coins arrondis on voit tres bien les

petites zones deformees plastiquement. Aux autres points de la barre la limite
d'ecoulement n'a pas ete depassee, c'est pourquoi les autres parties de la barre
se sont redressees apres la decharge.

Nous avons ainsi une explication tres claire des lignes d'ecoulement qui se

produisent subitement apres un freinage apparent et qui s'introduisent sur toute
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la section jusqu'aux environs de l'axe neutre. Les observations de plusieurs ex-
perimentateurs etaient donc tout-ä-fait exactes mais l'explication de Prager10 etait
incroyable et pas du tout satisfaisante.

Dans les profiles en I Ie moment supportable n'est que 18 °o plus grand
que le moment de flexion ä la limite d'ecoulement (cf. les calculs de Fritsche21).
Comme dans l'acier doux il existe presque toujours une limite superieure
d'ecoulement jusqu'a 20 °o au-dessus de la limite inferieure et comme l'acier
sans limite superieure d'ecoulement n'est qu'une exception nous devons presque
toujours compter que dans les profiles en I l'etat plastique s'introduit tres pro-

Fig, 10. Fig. 11.

fondement apres le depassement de la limite d'ecoulement (cf. aussi les essais

de Kollbrunner 28).

Les processus labiles qui se produisent dans certains cas par suite de la limite
superieure d'ecoulement et la limitation locale de la deformation peuvent aussi

etre de la plus grande importance dans d'autres essais. La faible tenacite de

l'acier en barreaux entailles avec une haute limite superieure d'ecoulement est
ä attribuer entre autres ä ce fait. 11 est important de remarquer que la
resistance ä la fatigue par flexion de l'acier avec haute limite superieure
d'ecoulement aussi bien des aciers polis que des aciers avec entailles est
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beaucoup plus grande que Ton ne le supposerait par la limite inferieure d'ecoulement

determinee dans l'essai de traction. Des barres rectangulaires en acier sans
limite superieure d'ecoulement presentent dans l'essai de flexion avec surcharge
directe meme apres le depassement de la limite d'ecoulement jusqu'a l'etat
completement plastique une courbure permanente sur toute la longueur de la
barre egalement sollicitee mais ne presentent aucun etat labile.

Ta bleau 2

Limite
inferieure Limite j

Type d'acier d'ecoulement

par traction

inferieure
d eco

d ecrasement

kg/mm2 kg/mm2 c

au carbone A 22,0 22,0
B 21,7 22,0
R 20,3 21,7
s 36,0 36,7

3% nickel M 50,5 51,2
V C N 35 C 94,0 94,0

one Zone Resistance
ulement d'ecrasement a la traction

Voo °/oo kg/mm3

15 10 37,4
15 9 37,5
10 10 40.6

8 6 74,6

10 10 69,2
5 5 104,5

10° Essais de flexion personnels avec mesures de flexion et d'allongement.

Pour les essais nous avons choisi des aciers avec differentes proprietes
caracteristiques (cf. tableau 2) et nous avons preleve si possible toutes les barres pour
la traction, la compression et la flexion sur une meme barre d'acier, dont la
durete fut determinee sur toute la longueur par des essais de Binell sur les

quatre fages ä des distances de 20 cm. On elimina la zone de bord pour la

preparation des eprouvettes.
Pour les essais de traction nous avons employe des barres rondes avec

epaulements, pour les essais de compression des cylindres h 3d et pour les
essais de flexion des barres prismatiques de 470 mm de longueur. Des essais
de flexion furent executes avec la machine de 2 t employee en son temps de
preference par Ludwik avec balance ä cadran de Amsler. Dans ce but nous avons

prepare l'appareil de Suspension ä couteau represente ä la fig. 11 qui permet
meme pour les grands flechissements au cas de la flexion simple de se developper
dans la partie mediane de la barre sans force longitudinale resultant des appuis.
En deux points de la fibre neutre nous avons mesure le flechissement ä l'aide
d'un deflectimetre Zeiss et l'allongement de la barre dans les fibres extremes au

moyen de 2 ä 4 tensometres Huggenberger. La surcharge se fit d'une fagon
graduelle et Ton n'a prevu que rarement des decharges. Dans la zone d'ecoulement

il fallait attendre sous la meme charge souvent tres longtemps jusqu'a
ce que les appareils soient tranquilles. Lorsque l'ecoulement durait longtemps,
on ne pouvait attendre ä cause des apparitions de fatigue que l'on pouvait
craindrc et nous avons prevu uniformement une remise en charge lorsque le
flechissement s'etait accru de moins de 0,01 mm en 10 minutes. La fig. 12

donne les resultats des essais de flexion effectues sur des barres rectangulaires
et carrees posees ä plat et la fig. 13 sur des barres carrees posees de coin et des

barres rondes. On remarque que pour economiser la place nous avons de meine
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que dans la fig. 8 represente que le domaine elastico-plastique jusqu'a M/Ms
1 et ea/es 1. Pour obtenir une meilleure representation nous n'avons

marque d'un cercle que les valeurs qui s'ecartent de plus de 1 o/0 des courbes
theoriques.

C'etait un hasard heureux que deux materiaux ne presentent aucune limite
superieure d'ecoulement meme ä l'essai de flexion, c'est-ä-dire correspondent
aux lignes caracteristiques de flexion pour k 1. Les autres materiaux qui ne
donnent ä l'essai de traction aucune limite superieure d'ecoulement presentaient
ä l'essai de flexion des ecarts reguliers qui representent l'effet d'une limite
superieure d'ecoulement du materiau. Dans l'acier doux au carbone il existe en
general une limite superieure d'ecoulement tandis que l'acier sans aucune limite

k-1.5

9 O

k.1
oC.R

ft
r*>

Wts
Fig. 12.

superieure d'ecoulement forme une exception. L'acier doux au carbone R et
l'acier au chromonickel C ont donne aussi bien pour une section rectangulaire
et carree posee ä plat (fig. 12) que pour un carre pose de coin (fig. 13) des
valeurs d'essai qui correspondent presque exactement ä la ligne caracteristique
de flexion k 1 de meme que pour une barre ronde en acier C. Ces deux sortes
d'acier n'avaient donc aucune limite superieure d'ecoulement. II etait tres facile
au moyen d'un recuit correspondant d'obtenir l'elimination de la cimentite d'une
certaine grosseur de grain et de donner ä l'acier R une haute limite superieure
d'ecoulement (k 1,5). La limite superieure d'ecoulement monte ä 23,9 kg/mm2,
la limite inferieure d'ecoulement s'abaisse ä 16,0 kg/mm2. Le retour de l'etat
primitif n'est plus obtenu completement. Ces essais seront encore poursuivis.

Les aciers A, B, M et S qui ont donne ä l'essai de traction aucune ou une
faible limite superieure d'ecoulement possedaient une limite superieure d'ecoulement

qui se trouvaient ä la meme hauteur pour un carre pose ä plat ou de
coin. Les aciers A et S correspondent completement aux lignes caracteristiques
de flexion pour k 1,3 aussi bien ä la fig. 12 qu'ä la fig. 13. L'acier M correspond

ä \u fig. 12 ä la ligne caracteristique k 1,3, ä la fig. 13 les valeurs se
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trouvent en moyenne un peu plus haut. L'acier B presente pour les deux formes
de section une limite superieure d'ecoulement ä 40 o0 (k 1,4) avec de petits
ecarts.

Des barres d'acier, avec contraintes propres, qui proviennent d'un traitement

par chaleur ou d'un redressement, presentent naturellement aussi ä l'essai de

22
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Fig. 13.

flexion de grands ecarts. Nous publierons un rapport detaille sur les essais

en tant que communication du Laboratoire d'essai technique.
Je voudrais exprimer ici ma reconnaissance ä M. l'ingenieur Dr. Wilhelm Blau-

hnt, ä M. l'ingenieur Dr. Josef Stich et ä M. l'ingenieur Dr. Stefan Sztatecsny.

12° Considerations sur les essais anterieurs.

Eugen Meyerlb a trouve une limite d'ecoulement par flexion de 44o/0 plus
haute que la limite d'ecoulement par traction, mais il etait eonvaincu que la
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contrainte de flexion calculee par l'equation ö M/W valable dans le domaine
purement elastique n'est qu'une contrainte mathematique ou apparente. Prai.ss29

a transforme les grandes pointes d'allongement qu'il a mesurees au cours de

ses essais sur des barres de traction avec entailles et trous en contraintes afin

*.6s

k.et** 4

Fig. 14.

d'obtenir une meilleure comparaison. Les valeurs ainsi obtenues ont montre
qu'il s'agissait pas de contraintes reelles qui etaient plus grandes que la limite
d'ecoulement. Lasche^ a par contre obtenu dans ses essais avec des disques
ronds des contraintes plus grandes que la limite d'ecoulement. Thum et Wunder-
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liclis ont calcule en partant du moment de flexion pour lequel se produisent
les plus grands flechissements la limite d'ecoulement par flexion d'apres
l'equation ö M/W et ils ont trouve que des grandes deformations plastiques
s'etaient produites au-dessus de la limite d'ecoulement par traction. Le contröle
effectue par Prager10 a montre que dans les profiles en I l'etat completement
plastique etait dej*ä atteint. Cet etat etait dejä atteint dans les fers carres poses
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ä plat et dans les fers ronds, par contre les essais furent interrompus plus tot

pour quelques barres rectangulaires et pour les barres carrees posees de coin.
La forme de la poutre n'a aucune influence au moins dans les essais de flexion
statique, mais eile a une grosse influence sur l'allure du processus d'ecoulement.

Chwalla12 determine ä partir de l'allure des allongements dans la fibre
extreme les contraintes qui se produisent effectivement dans cette fibre extreme
en utilisant des courbes de comparaison.

Comme pour le plus grand moment de flexion de l'essai 2 (cf. fig. 3) on a

mesure un allongement dans la fibre extreme de plus de 1 o/0 nous pouvons nous
attendre sur la base de notre fig. 7 que le moment supportable Mt
correspondant ä l'etat purement plastique sera atteint. Nous pouvons aussi calculer

i * • * i> * i- *•
M 140250 kgcm QOla contrainte d apres 1 equation ö — — — 6z kg/mmJ ce

Li o ~r«)jO cm
qui correspond tres bien avec la valeur de 32,4 kg/mm2 trouvee par Chwalla pour
la limite inferieure d'ecoulement pour la traction et la compression par flexion.
D'apres nos considerations et nos essais cela doit aussi etre la limite inferieure
d'ecoulement par traction qui dans l'essai de traction sur des barres normales
fut determinee aussi ä 24,7 kg/mm2 pour la meme charge. Cette non-concordance
avec l'essai de traction fut expliquee par Chwalla comme consequence de l'irre-
gularite du materiau des barres de traction et de flexion 31. Les barres de traction
que l'on a prelevees ensuite sur les barres de flexion ont donne une limite
inferieure d'ecoulement de 29,6 kg/mm2. Ce resultat ne s'ecarte plus que de

10 o/o et ne justifie plus la conclusion d'un relevement de cette contrainte.
Siebel et Vieregge13 ont mesure dans leurs essais de flexion avec differents

materiaux le flechissement et ils ont determine la limite d'ecoulement qu'ils ont
designee par limite superieure d'ecoulement par flexion en partant du changement
brusque de direction de la representation des flechissements. La limite inferieure
d'ecoulement par flexion fut calculee en partant du moment ä l'atteinte de

l'etat purement plastique et il fut trouve pratiquement egal ä la limite inferieure
d'ecoulement par traction ce qui concorde tres bien avec nos essais. La limite
inferieure d'ecoulement, calculee en partant de nos essais de torsion, se trouve
entre les valeurs connues 0,50 et 0,57 de la limite d'ecoulement par traction.
Par contre, le relevement de differents genres de la limite superieure d'ecoulement

dans les aciers avec diverses limites d'ecoulement ne doit etre qu'apparent
(cf. chapitre 7, limite d'ecoulement par flexion, tableau 1).



1620 F. Rinagl

Litterature.
1 F. Rinagl: Keine Erhöhung der Fließgrenze bei ungleichmäßiger Spannungsverteilungn,

Biegekennlinien und die Bestimmung der oberen Fließgrenze.
St. Sztatecsny: Zeichnerische Ermittlung von Biegekennlinien, Einfluß von Eigenspannungen

auf das Fließgrenzenbild. Vienne, 1936, Julius Springer.
2 Rinagl: Akad. Anzeiger 12 und 18 Akademie der Wissenschaften in Wien. Reunion du

4. 7. 1935 et 14. 5. 1936.
3 A. Kennedy: Exp. on the yield point of steel under transverse test. Engg. 115 (1*923),

p. 736.
4 O. Eiselin: Untersuchung am einfach gelochten Zugslab, Beitrag zum Problem der

Spannungsstörungen in Eisenbauten, Bauing., 1924, p. 250.
6 W. Scoble: Reinforcement by understressed material. Engg. 123 (1927), p. 65.
6 G. Bierett: Mitt. d. deutsch. Materialprüfanst., Sonderheft XV, 1931.
7 Nakanishi: Rep. Aeron. Res. Inst. Tokio, 1931, p. 83.
8 A. Thum und F. Wunderlich: Die Fließgrenze bei behinderter Formänderung,

Forschung auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, 1932, p. 261.
9 O. Cook: The yields Point an initial stages of plastic strain in mild steel subjected to

uniform an non-uniform stress distributions. Phil. Transact. Rov. Soc. London, Ser. A 230

(1932), Nr. 4, p. 121.
10 IV. Prager: Die Fließgrenze bei behinderter Formänderung. Forschung auf dem Gebiete

des Ingenieurwesens, 1933, p. 95.
11 W. Kuntze: Ermittlung des Einflusses ungleichförmiger Spannungen und Querschnitte

auf die Streckgrenze. Der Stahlbau 1933, p. 49.
12 Chwalla: Über die Erhöhung der Fließgrenze in prismatischen Balken aus Baustahl. Der

Stahlbau, 1933, p. 149.
13 Siebel et Vieregge: Abhängigkeit des Fließbeginns von Spannungsverteüung und Werkstoff,

Archiv für Eisenhüttenwesen 7, (1933/34), fasc. 12, p. 679/82.
14 Hessler: Dissertation Stuttgart 1934, zitiert von 0. Graf, Dauerversuche mit Nietverbindungen,

p. 49, Berichte des Ausschusses für Versuche im Stahlbau, Edition B, fasc. 5, Berlin
1935, Springer.

16 Eugen Meyer: Berechnung der Durchbiegung von Stäben deren Material den Hookeschen
Gesetzen nicht folgt. Z.V. D.I., 1908, p. 167.

16 Moser: Grundsätzliches zur Streckgrenze, Forschungsarbeiten d. V.D.I., fasc. 295.
17 Ludwik-Scheu: Über Kerbwirkungen bei Flußeisen, Stahl und Eisen 1923, fasc. 32.
18 Lode: Forschungsarb. a. d. Gebiete des Ing.-Wesens 1928, fasc. 303.
19 Ros et Eichinger: Versuche zur Klärung der Bruchgefahr, Zürich 1926.
20 Hartmann: Zur Theorie und Ausführung der Hängebrücken. Z. d. Österr. Ing.- und

Arch.-Ver. 1934, fasc. 51/52, p. 293.
21 Wagner: Über den Umbau der Reichsbrücke in Wien. Z. d. Österr. Ing.- und Arch.-Ver.

1935, fasc. 1, p. 1.
22 Hencky: Zur Theorie der plastischen Deformation, Zeitschr. f. angew. Math, und

Median., 1924, p. 323.
23 Klöppel: Aus d. techn. wiss. Tätigkeit d. Deutschen Stahlbau-Verbandes, Stahlbau 1935,

fasc. 4.
24 Fritsche: Tragfähigkeit von Balken aus Stahl mit Berücksichtigung des plastischen

Formänderungsvermögens, Bauing. 1930, p. 851.
25 Ludwik et Scheu: Über die Streckgrenze von Elektrolyt- und Flußeisen. Werksloff-

ausschußbericht Nr. 70, d. Ver. Deutsch. Eisenhüttenleute.
26 Körber-Pomp: Einfluß der Form des Probestabes, der Art der Einspannung, der

Versuchsgeschwindigkeit und der Prüfmaschine auf die Lage der oberen und unteren Streckgrenze

von Stahl. Mitt. d. Kais. Wilhelm Inst. f. Eisenforschung, 1934, p. 179.

27 F. Rinagl: Neue Zugprobestabformen und Einspannvorrichtungen. Maschinenbau 1923/24,

p. 770.



Sur les limites d'ecoulement et les diagrammes de flexion 1621

28 Kollbtunner: Schichtweises Fließen in Balken aus Baustahl. Memoires de l'A. I. P. C.,
3e vol., 1935, p. 222.

29 Preuß: Versuche über die Spannungsverteüung in gekerbten und gelochten Zugstäben.
Z. VDI. 1912, p. 1349, 1780, et 1913: p. 664, ainsi que Forschungsarb. Ing.-Wes. n° 126.

30 O. Lasche: Konstruktion und Material im Bau von Dampfturbinen und Turbodynamos.
Springer, Berlin 1920, p. 56.

31 Chimlla: Zuschrift an die Schriftleitung, Stahlbau 1936, p. 8.
32 Thum: Die „Gestaltfestigkeit" der Einfluß der Form auf die Festigkeitseigenschaften.

Schweiz. Bauzeitung, vol. 106 (1935), p. 26, fig 4.
33 Klöppel: Bestimmung der Schvvellzugfestigkeit \oller, gelochter und genieteter Stäbe

aus St 37 und St 52. Stahlbau 1936, p. 109. fig. 37.

Resume.

Au cours des 10 dernieres annees, divers experimentateurs ont constate des

relevements de la limite d'ecoulement de l'acier lorsque la repartition des

contraintes est irreguliere et ils ont essaye pour la plupart de l'expliquer par la

deformation entravee. L'auteur expose les differentes causes de cette erreur:
1° Lorsque la repartition des contraintes est irreguliere la zone d'ecoulement

du materiau peut etre continu en un point sans qu'un escalier correspondant
puisse etre observe dans la courbe de la deformation totale pour la flexion.
Un tel escalier peut se produire lorsque par exemple la section a atteint
sous l'effet de la flexion, l'etat plastique jusqu'aux environs de l'axe neutre.
Le moment de flexion atteint alors, fut utilise par erreur pour calculer
d'apres l'equation ö M/W la contrainte lors du premier ecoulement.
On ne peut alors determiner qu'approximativement la limite inferieure
d'ecoulement d'apres l'equation ö M/2S valable pour l'etat completement

plastique.
2° La transition tout-ä-fait douce de la courbe de deformation de la droite

de Hooke ä la zone elastico-plastique pour la flexion, la torsion, la barre
trouee etc. permet dans certains cas la determination exacte de la limite
d'ecoulement.

3° La mesure des deformations permanentes apres des mises en charges et
des decharges repetees ne permet pas de determiner avec certitude la

limite d'ecoulement parce que les grandes deformations plastiques qui
se produisent dans une petite zone sont presque completement detruites

par les grandes forces elastiques agissant dans les autres parties de

l'eprouvette (elasticite apparente dans les pointes d'allongement
specialement pour les barres ä oeillet).

4° L'apparition et la longueur des lignes d'ecoulement ne representent aucune
caracteristique certaine du depassement de la limite d'ecoulement techni-
quement significative.

5° Une limite superieure d'ecoulement du materiau ne peut pas etre determinee
avec certitude dans l'essai de traction courant. La limite superieure d'ecoule-
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ment qui peut se trouver plus de 50 o/0 au-dessus de la limite inferieure
d'ecoulement est une propriete reelle du materiau qui se presente presque
sans entrave dans l'essai de flexion et qui peut etre dans certaines
circonstances la cause de processus labiles.

6' La determination des contraintes en partant des mesures d'allongement
suivant trois directions (ellipse d'allongement) n'est admissible que lorsque
par un traitement approprie ne persiste aucune contrainte residuelle,
c'est-ä-dire lorsque les forces interieures qui agissent dans le Systeme
(forces elastiques) sont clairement determinees.

Par de nouveaux essais et par l'interpretation des essais effectues jusqu'a ce

jour on pourra justifier la theorie d'une transition douce de l'etat de contrainte
purement elastique aux etats elastico-plastiques et dans certains cas jusqu'a l'etat
purement plastique. Un relevement de la limite d'ecoulement ne se produit pas
mais dans certains cas il se produit une reduction reguliere d'une limite
superieure d'ecoulement. Les equations etablies des courbes caracteristiques de flexion
pour differentes sections permettent le contröle des mesures d'allongement et de

flechissement et la determination de la limite superieure d'ecoulement du materiau.
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