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VIII 4

Etats limites de l'equilibre dans les masses de terre et de depot.

Grenzzustände des Gleichgewichtes in Erd-
und Schüttmassen.

Limits of Equilibrium of Earths and Loose Materials.

Dr. M. Ritter,
Professor an der Eidg. Technischen Hochschule, Zürich.

Dans ce rapport nous allons etablir les conditions auxquelles doivent satisfaire
les contraintes ä Finterieur d'une masse de terre ou de depöt sans cohesion,

lorsque la masse se trouve ä l'etat limite de lequilibre. Nous limitons nos
considerations aux etats plans de tension, avec l'hypothese fondamentale que les

tensions varient d'une fagon continue avec l'endroit considere. La loi classique
du frottement est valable; on a donc l'etat limite d'equilibre en un point
quelconque lorsque, par ce point, passe une surface de glissement, c'est-ä-dire
une surface dans laquelle la contrainte resultante q forme avec la normale ä la

surface l'angle de frottement p.
Avec les hypotheses que nous avons indiquees, Rankine a dejä analyse en 1857

ce qu'il a appele l'etat de tension classique ä Finterieur d'une masse de terre
lateralement illimitee avec terrain horizontal; Winkler, Mohr, Weyrauch, Levi
et d'autres encore ont complete plus tard cette theorie. Boussinesq et Resal1

ont etendu la theorie de Rankine ä d'autres conditions de surface et ont essaye
de donner l'etat de tension derriere un mur de soutenement, lorsque la poussee
des terres s'ecarte de la direction exigee par la theorie de Rankine. Ce probleme
a suscite plus tard bien des discussions dans les revues techniques, specialement
dans ses relations avec la theorie de la poussee des terres de Coulomb. F. Kotier
a donne en 1893 l'equation differentielle de la pression sur une surface de

glissement incurvee.2 Quoique beaucoup d'ingenieurs aient traite plus tard les

questions de la poussee des terres en admettant des surfaces de glissement
ineurvees, ces relations n'ont trouve, ä notre conaissance, aucune application
pratique. Dans un travail tres etendu, H. Reissner3 a pris position en 1924 sur
le probleme de la poussee des terres et il a expose les difficultes que presente
Kanalyse de l'etat limite general en tenant compte du poids de la masse de terre.
Dernierement A. Caquot4 a expose la theorie dans son ensemble et l'a appliquee

1 J. Resal: Poussee des terres, 2 vol., Paris 1903.
2 //. Müller-Breslau: Erddruck auf Stützmauern, Stuttgart 1906.
3 H. Reißner: Zum Erddruckproblem. Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft,

1924.
4 A. Caquot: Equilibre des massifs ä frottement interne, Paris 1934.

100 F



1586 M. Ritter

ä une serie de cas pratiques. Comme application la plus importante il faut citer,
ä cote du calcul des murs de soutenement, la determination de la resistance
des semelles de fondation ä l'etat limite de l'equilibre, probleme dont Rankine
avait dejä recherche la Solution. Gräce ä l'explication du principe de la cohesion,
donnee par K. Terzaghi,5 pour les masses de terre et de depot, le calcul peut
etre etendu dans certains cas ä la masse de terre liee; c'est ainsi que Caquot
etend la formule de la resistance des semelles de fondation au massif de terre
avec cohesion apparente.

1° Principes.

Avec l'hypothese que les tensions ä Finterieur d'un massif de terre varient
d'une facon continue d'un point ä l'autre, l'angle p' que la tension q d'un
element quelconque de surface forme avec la normale ä cet element, est une
fonetion continue de l'angle cp de l'element de surface par rapport ä une direction

fixe. Dans les surfaces de glissement, l'angle p' atteint la valeur maxima p;
les surfaces de glissement sont definies par la relation fondamentale

dp
i9

0 (1)

Cette relation suffit, en liaison avec les conditions d'equilibre, pour determiner
la position des surfaces de glissement par rapport ä la direction des tensions

principales, ainsi que pour donner le rapport des tensions principales, qui doit
exister ä l'etat limite de requilibre.

6> cfs cos <p

Fig. 1.

703

€2 ds sin <p

fo

Pk

Fig. 2.

Designons par ö1 et ö2 les tensions principales, les conditions d'equilibre d'un
prisme de terre infiniment petit de longueur 1 sont d'apres la fig. 1:

q sin p' (ö± — ö2) sin cp cos cp

q cos p' ö1 cos2cp -j- ö2 sin2cp,

d'oü

fa — ö2) tg cp
tgP': c^-f-o^tg'cp

Le maximum p' p se produit d'apres l'eq. (1) pour

dp'_ dtgp' _ (d — o,)(öi öätg2cp) _
dep dtgcp

il en resulte d'abord que

(öi + «i tg2 cp)2

h - ö2 tg2?
et l'eq. 2 donne pour la surface de glissement

tgp —cotg 2cp.

(2)

(3)

(3a)

5 K. Terzaghi: Erdbaumechanik, Wien 1925.
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Nous avons ainsi cp 45° -f ~k> les surfaces de glissement forment avec la
Lt

surface sur laquelle agit ö1 l'angle ^ (450 + ^l, mais elles se coupent sous

l'angle 90° — p. La relation (3a) se transforme ainsi en

o. öitg8(45°-|); (4)

ce rapport des deux tensions principales doit exister en chaque point qui
appartient ä une surface de ghssement, c'est-ä-dire qui se trouve ä l'etat limite
de l'equilibre. La pression q ä la surface de glissement peut etre facilement
exprimee au moyen de o^ ou ö2, eile est:

q O1tg(450-|) (5)

Les relations que nous avons etablies sont faciles ä appliquer ä une masse
de terre avec cohesion, en admettant que la cohesion apparente existe dans le

sens indique par Terzaghi. Elle est produite par la pression de l'eau capillaire
qui colle le materiau ensemble et qui le soumet ä un etat de tension spatial
avec les tensions de compression pk, dans tous les sens, qui depassent les autres
tensions. L'angle de frottement existe aussi longtemps que l'on tient compte
de l'etat de tension, y compris les pressions pu. La loi du frottement s'exprime
maintenant:

* (Ö + P0 tgp pk tgp-fd tgp. (6)

Coulomb dejä avait en principe calcule avec cette loi, en ce sens qu'il avait
introduit un module de cohesion et ecrit la loi du frottement x c -f ö tgp.

Comme les contraintes de pression pk sont des tensions propres et sont en

equilibre dans une partie quelconque de la masse de terre, on doit exclure la

pression pk lorsque l'on veut etablir une relation entre les tensions öv ö2 et q
et les forces exterieures. La relation (4) s'ecrit donc pour un materiau avec
cohesion

o2 + Pk=(o1 + pk)tg2(45°--|))
od

Ö2 o, tg2 (45» - |) - Pk [l - tg2 (45° - I)]
>

(7)

La pression q ä la surface de glissement se transforme d'apres la fig. 2, apres
suppression de la tension normale pk en

SillP J» * * lSP /Q\
qo q ——- d ou tgPo ~- (8)^ sin p0 ° ^ Pk

q cos p

II existe donc ä la surface de glissemet un angle de frottement apparent (plus

grand) pG, tandis que l'angle 45° -f ^ entre la surface de glissement et la tension

principale est conserve.
'On obtient de la fagon la plus simple une appreciation sur les valeurs prati-
100*



1588 M. Ritter

quement possibles de pk en observant les parois verticales d'une fouille de
fondation qui tiennent souvent, ainsi qu'on le sait, jusqu'a une hauteur importante h.

gas

ob's * q'ds ß
\ /j^9 ^\ yy <?V

f\7 *
7LJJLf'/l // ^t/"**«». t/ / I^C/'// N /

i'ds
3A ¦J[l-9*

vi_ "*•«•

r*L
1 /yds?d<p

p-f 7V.P
f \r N

4* \(y>do)ds

Fig. 3.

*m~.1
<5/</s

€fds

df fldq. df //dp
€fds

6ds €tds

yds'd
df

V\
P-dP *dei)ds{61

FiR. 4.

A la surface d'une teile paroi on a ö± yh et ö2 o, c'est pourquoi le
materiau doit posseder d'apres l'eq. (7) une pression capillaire d'au moins

P* Yh—^ ^—v (9)
tg' (450 + D-

On peut souvent observer des pressions pk 0,3 ä 0,5 kg/cm2 dans du
gravier limoneux.

2J La pression ä la surface de glissement.

Dans ce qui suit nous allons etablir l'equation de F. Kötter pour la pression
ä une surface de glissement incurvee, dans une forme simple et speciale pour
l'ingenieur.6 Nous considerons un prisme de terre infiniment petit qui se trouve
sur une surface de glissement incurvee AC, ä la distance s de la surface C

(cf. fig. 3). Le prisme a une longueur 1 perpendiculairement au plan de la

figure. Admettons qu'une surface 1 — 2 ds • 1 se trouve sur la surface

6 M. Ritter: „Zur Theorie des Erddruckes auf Stützmauern." Schweizerische Bauzeitung
1910. L'expose d'alors ne s'etendait qu'aux materiaux sans cohesion.
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de glissement et que l'autre surface 2 — 3 soit tournee d'un angle dep. Sur la
surface 1 —-2 agit la pression q • ds sous l'angle de frottement p et sur la

surface 2 — 3 la pression q' ds egalement sous l'angle de frottement p par suite
de l'eq. (1). La condition d'equilibre contre une rotation autour de l'axe o dans
la surface 1 — 3 s'exprime:

d'oü l'on tire

[ds- -^-cos (p— dcp) q'ds--—- cos (p -f dep);

cos (p — d) cosp cos d cp + sin p sin d cp

^ cos (p + d) ^ cos p cos d cp — sin p sin d cp

ou avec cos dep 1 et sin dep dep

q' q (1 + 2 tgp • dep) (10)
Le poids propre du prisme de terre fournit un moment infiniment petit d'ordre
superieur et peut par consequent etre neglige. Nous ajoutons maintenant ä la
surface 1 — 3 le prisme congruent 1 — 3 — 4 avec la surface 1 — 4 dans la
surface de glissement. La pression (q -f dq) agit alors sur la surface 1 — 4 sous

l'angle de frottement p et la pression q" ds sur la surface 3 — 4, egalement sous

l'angle p en tenant compte de l'eq. (1). Le prisme 1 — 2 — 3 — 4 a le poids
yds2 dep • 1, oü y designe le poids de la terre par unite de volume. Nous pouvons
facilement eliminer q" en posant la condition d'equilibre contre un deplacement
dans la direction de l'axe a — a perpendiculaire ä la tension q"; eile s'exprime:

(q + dq) ds dep — q (1 -f 2 tgp dep) ds dep =- y sin (ep — p) ds2 dep

et fournit l'equation differentielle de F. Kotier

4?-2qtgp-4f- Ysin(cp^p). (11)

LIntegration donne
s

q ==ye29tgp f»e-2(?tffPsin (cp —p)ds-f C

o

oü C designe la pression q au point C. Dans le cas d'une surface de glissement
plane dep/ds disparait et Ton obtient

q ys sin (ep — p) -f C. ^12)

Pour un materiau avec cohesion il est possible de calculer q0 et p0 en partant
de cj et p avec l'eq. (8) oü il faut observer que pQ varie le long de la surface
de glissement avec un rapport oscillant pk/q; l'application de l'equation devient
ainsi beaucoup plus compliquee.

3° Les tensions principales.

Pour la tension principale c3± ou ö2 il est possible d'etablir, de la meme maniere

que pour la pression q ä la surface de glissement, une relation qui permette de
calculer tres facilement c51 et c*2 ä une profondeur quelconque au-dessous de

la surface. A la fig. 4, A H est une surface de tension principale dont les

tangentes doivent avoir la direction de la tension principale ö2. Considerons le

prisme de terre infiniment petit 1 — 2 — 3 de longueur 1, dont une surface
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1 — 2 ds. 1 se trouve dans la surface principale A H et qui forme l'angle dep

avec la surface 2 — 3. Sur la surface 1 — 2 agit la tension principale öv sur la
surface 2 — 3 la tension p qui se distingue de öx par une grandeur infiniment
petite du deuxieme ordre. Comme les contraintes principales sont, ainsi qu'on
le sait, des valeurs maxima, on a ä la sui*face principale dö/dcp o. II faut
remarquer que p n'agit pas normalement ä la surface 2 — 3, mais sous un angle
dp' qu'il est facile de calculer. Pour un prisme de terre avec un angle
quelconque cp il resulte de l'eq. (2) que:

dp' _ (öx — Q8) (öx — ö2 tg2 cp)
m

dep (öi + öa tg2 cp)2

si l'on tourne la surface ds. 1 dans le plan prineipal, c'est-ä-dire si l'on pose
cp o, on obtient:

(^L ='-!;='-*!K-D (13)

A la surface 1 — 3 nous adjoignons le prisme congruent 1 — 3 — 4 dont la
surface 1 — 4 se trouve dans la surface principale A M et contient la tension

principale öt -f döv tandis que sur la surface 3 — 4 agit la pression p'ds sous

l'angle — dp' (on voit aisement que d2p'/dep2 disparait pour cp -— o). Le poids
propre du prisme 1 — 2 — 3 — 4 se monte a yds2 dep • 1. La condition contre
un deplacement dans la direction de laxe a-a inclinee de l'angle 9 — dp',
perpendiculaire ä p' s'exprime:

(c5x -f d<5x) ds (dep — dp') — ö1 ds dp' — ö1 ds (dep — 2 dp')

y ds2 dep sin (ep — dep) ;

d'oü il resulte que

¦^=Ä=, *¦(«•+!)** (.4)

dep

LIntegration ä partir de la surface donne
s

Ol Ttg2(450+|)Jsincpds Ttg2(450 + P)-y + Oa1, (15)
O

oü öal designe la tension principale ct (engendree par la surcharge) ä la surface.

L'eq. (15) indique que la tension principale öv engendree ä la profondeur
y par le poids, correspond ä la pression d'un liquide de poids specifique

Ttg3(45° +
De la meme fagon on peut calculer la tension principale ö2. La condition

d'equilibre pour un prisme de terre infiniment petit est ici:

d ö2 y sin cp

oü il faut introduire

ds
1 + d£'

dep

(£U=*Kt)-»-
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On obtient par integration

O2 Ttg2(450-|).y + Oaä) (16)

oü öa2 represente la tension principale ö2 ä la surface.
Pour de la terre avec cohesion l'eq. (15) s'ecrit:

öi + Pk y te2 (45° - |) • y + (oai + Pk).

L'eq. (15), de meme que l'eq. (16) sont conservees en ce sens que les pressions
pk disparaissent; l'influence de la cohesion s'exprime par la Variation de önl
suivant l'eq. (7).

4° Resistance de la semelle de fondation.

Les relations developpees dans les paragraphes 2 et 3 permettent le calcul de
la plus grande surcharge possible d'une semelle de fondation, compatible avec

l'equilibre. C'est la surcharge pour laquelle la terre s'ecoule lateralement par
suite de la formation de lignes de glissement. Admettons que la surface de
fondation se trouve ä la profondeur h au-dessous de la surface, que sa largeur
egale 2 b et que sa longueur est si grande que l'on puisse traiter le probleme
comme un probleme plan de tension. A la fig. 5 nous avons esquisse le caractere
approximatif de l'etat de tension ä l'etat limite. Designons par ö la pression
specifique de la fondation et admettons qu'il existe en dehors de la fondation
une surcharge p ä la surface.

U-A — *..-*..J
OL

77777. 777? 7777777777777777^77^7777777772 7 7777

Jl
4S\

*2

6/05

Haupttläche
Faceprincipe
Main surFace

pate

Fig. 5.

GleitFläche
surFace deglissement
rupture surFace

Le plan s — s est, pour des raisons de symetrie, une surface principale dans
le sens donne au paragraphe 3; par consequent ä la profondeur y agit, d'apres
l'eq. (16), la tension principale horizontale:

Ö2 Ttg2(45»-f)-y + otg2(45°-f). (17)

Les surfaces de glissement doivent former l'angle 45° — ^avec le plan prineipal
Lt

s — s et l'angle 45° + — avec la base de la fondation. Au-dessous de la fon-
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da tion regne donc ä Finterieur de la zone CAC l'etat de tension classique de

Rankine avec surfaces de glissement planes et l'on a:

z btg(45« + §). (18)

A l'exterieur des surfaces de glissement AC et AC l'allure des tensions est plus
compliquee; ainsi que l'on peut le voir d'apres la fig. 5 il existe des surfaces de

glissement incurvees dont un faisceau coupe la surface libre sous l'angle de

45 ° — — car la surface chargee de p represente une surface principale. La sur-
Lt

face principale des tensions a± qui passe par A coupe ce faisceau de surfaces de

glissement sous l'angle 45° + -~- et forme par consequent en coupe avec le plan
Li

de la figure la courbe EAE' qui, par raison de symetrie, possede une tangente
horizontale en A et coupe verticalement la surface en E et E'.

Quoique l'allure du plan prineipal EAE' ne soit pas exactement fixee, il est
facile de calculer la tension principale c^ en partant de l'eq. (15) car ö1 ne
depend pas de l'allure de la surface, mais seulernent de la profondeur y. D'apres
l'eq. (4) on a ä la surface la relation

P öaitg2(45°-|))
d'oü il faut tirer öal pour l'introduire dans l'eq. (15). On a donc ä la
profondeur y

öl Ttg2(450+|)-y+ptg2(450 + |-). (19)

Nous decomposons la pression ö1 ds • 1 en une composante horizontale
ö1 • ds • sin ep öx • dy et une composante verticale a1 • ds • cos cp. La condition
d'equilibre du massif de terre AR CDE contre le deplacement en direction
horizontale fournit la pression ö de la fondation ä l'etat limite de l'equilibre.
Cette condition s'exprime:

h + z

R + R' J0ldy. (20)
O

La resultante R dans la surface AR est, d'apres l'eq. (17), apres integration

R |Tzätg*(45°--|) + 0ztg2(45°--|).

Pour la resultante R' il faut par contre utiliser l'eq. (18); eile fournit:

R'=lTh2tg2(45° + |) + phtg2(450 + |).
La somme des forces horizontales ä la surface principale incurvee AE est

h+z hTz h+z
JJOldy-JYtg2(450 + -|)ydy + J4ptg2(45° + -|)dy
o o o

J T (h + z)2 tg2 (45° + £¦) + p (h + z) tg2 (450 +-|).
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Si l'on introduit ces expressions dans l'eq. (20) et si l'on exprime z d'apres
l'eq. (18) en fonetion de b, on obtient pour la pression ö de la fondation ä l'etat
limite de l'equilibre

1
" r^5(450 + ^-tg(450 + ^l + (Th + p)tg*(450+^y (21)Ö — T tg°

Le premier terme represente la resistance lorsque la fondation est placee directement

sur une surface libre. Le second terme, qui exprime l'influence de la
profondeur de la fondation lorsqu'existe une surcharge ä la surface, a dejä ete
deduit par Rankine lui-meme et se trouve dans bien des manuels.

Pour de la terre avec cohesion il faut introduire dans l'eq. (21) ö' -r pk ä la

place de ö et p + pk ä la place de p. On obtient ainsi la pression ö' relevee de

la fondation pour l'etat limite de l'equilibre,

ö + pk tg4 (46°+ |)- 1 (22)

L'utilisation des surfaces principales pour le calcul de la resistance ö, resp. ö'

presente l'avantage que l'allure des surfaces principales en dehors de la

zone ACC ne doit pas etre connue exactement. On peut cependant aussi chercher
ä utiliser la surface de glissement AF passant par A pour la determination des

tensions. A. Prandtl, H. Reissner et ,1. Caquot (1. c.) ont deduit, pour h o
et en negligeant le poids y, la relation

ö ptg2(45° + -|
*tgp

qui pour de la terre avec cohesion (oü l'on a pose ö'
transforme en

ö' ö + pk %2(45°+|)e.:itgP-l

(23)

pk ä la place de p) se

(24)

On arrive ä ces relations en se basant sur l'etat de tension esquisse ä la fig. 6

pour lequel l'exigence de l'allure continue des tensions est satisfaite. Dans les

zones ACC et CFG on a admis les etats de tension de Rankine avec surfaces
de glissement planes, dans la zone ACF on se sert pour la transition continue

U .-6 »»+«¦-0-J £.
T777777? "/mL4t^V"i1

ÜAS

Fig. 6.

de l'etat de tension donne par Resal dans lequel un faisceau de lignes de glissement

est represente par un faisceau de rayons et lautre (croisant sous l'angle
90° — p) par des spirales logarithmiques. On voit aisement que les pressions
passent par le point C ä la surface de glissement AG et que l'angle ACG est
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un angle droit. L'equation des moments pour le point C sur le massif de terre
ARCJG fournit sans autre les relations (23) et (24). En outre cette relation
qui conduit ä des charges limites beaucoup plus elevees que l'eq. (21) nous parait
tres incertaine. D'une part il n'est absolument pas demontre que l'etat de tension
(en soi possible et sans contradiction) de la fig. 6 corresponde aux valeurs
minima de ö et ö'. D'autre part un developpement du calcul pour tenir compte
du poids de la terre y est impossible, car l'equilibre des forces sur l'element CMN
est detruit lorsque les pressions sur les surfaces CM et CN sont determinees
d'apres l'eq. (12) et lorsque l'on tient compte du poids propre dans le calcul.

5° Poussee des terres sur les murs de soutenement.

Les relations generales indiquees dans les paragraphes 2 et 3 permettent le
calcul de la poussee des terres E qui agit sous un angle quelconque, c'est-ä-dire
dans le sens de l'angle d'incidence p' (p' < p) donne par Coulomb sur la

paroi AR d'un mur de soutenement (cf. fig. 7). Cette hypothese de surfaces de

glissement planes conduit, on le sait, lors d'une disposition arbitraire de la

777,

'/.'

^H c" c
J""7 7 7

• • / // / /" / /
i / /^GleitFlächen* ' *?dy ' surFaces deglissement Fig. 7.

"2 / rupture surFaces
*2'ds

HauptFläche
surFaceprincipale

Main surFace

direction de E ä des contradictions dans l'equilibre des forces qui agissent sur le

prisme de terre glissant, c'est pourquoi H. Müller-Breslau et H. Reissner (1. c.)
se sont vus contraints de calculer avec des surfaces de glissement incurvees. Le
probleme prineipal, determination de l'allure de la surface de glissement, qui,
pour assurer 1'equilibre, exige la plus grande poussee des terres E, n'est
ä l'heure actuelle pas encore resolu.

Nous nous limiterons dans la suite ä un sol horizontal et ä une paroi verticale
du mur. Les surfaces de glissement AC, A'C de forme inconnue sont coupees

sous l'angle (45°— —) par la surface principale AH, sur laquelle agissent les

tensions principales ö2 qu'il faut calculer ä partir de l'eq. (16). A la profondeur
y on a donc:

o, Ttg2(45°- f) • y + p tg2(450 - -|),

oü p designe une surcharge uniformement repartie. Nous decomposons ö2 ds

en la composante horizontale ö2 • ds • sin cp ö2 dy et la composante verticale

ö2 • ds • coscp. L'equilibre des forces sur le massif de terre ARH contre un



Etats limites de l'equilibre dans les masses de terre et de depot 1595

deplacement dans le sens horizontal fournit:
H h h

Ecosp' Jöädy Ttg2(45°-|).Jydy + ptg2(450--|)-/dy,
A O O

d'oü

E-(iTb- + ,k) Vcosp, 2- (25)

D'apres cette formule qui repose sur la forme incurvee des surfaces de glissement

on obtient des poussees de terre sensiblement plus elevees que d'apres la
formule de Coulomb de la poussee des terres, qui admet des surfaces planes de

glissement.
S'il s'agit de terre avec cohesion, il faut ecrire dans l'eq. (25) p -f pk ä la

place de p et introduire pk h pour E' cos p'. On obtient ainsi

1-tg2 (450-|)
E' E - pk h 1—j —. (26)r cosp

Les relations (25) et (26) partent de l'hypothese que l'etat limite de l'equilibre

est atteint dans tous les points du massif de terre ARC. Nous ne pouvons
pas dire si cet etat fournit la plus grande poussee des terres ou si le cas oü il
ne se forme qu'une seule surface de glissement est plus defavorable.

Resume.

Pour l'etat limite de l'equilibre, dans lequel chaque point du massif de terre
appartient ä une surface de glissement (incurvee), l'auteur deduit et integre les

equations differentielles de la pression ä la surface de glissement et ä la surface
principale (tensions principales). Ces relations etablies pour de la terre sans et
avec cohesion, sont appliquees au calcul de la resistance d'une semelle de
fondation, ainsi qu'ä la determination de la poussee des terres sur un mur de

soutenement, en admettant des surfaces de glissement incurvees.
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