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IVb 5

L'influence des forces de freinage dans les ponts massifs.

Die Wirkung der Bremskräfte bei den massiven
Brücken.

The Effect of Braking Forces on Solid Bridges.

Dr. Ing., Dr. techn. h. c. E. Morsch,
Professor an der Technischen Hochschule Stuttgart.

La prise en consideration des forces de freinage n'est pas seulernent prescrite
pour les ponts-rails mais aussi pour les ponts d'autostrades. Les forces de

traction et de depart des locomotives agissent dans le meme sens que les forces
de freinage. Si jusqu'a present les forces de freinage n'etaient pas du tout ou
pas assez prises en consideration dans les calculs statiques des ponts massifs,
c'est parce que l'on ne possedait aucun procede clair. On ne pourra obtenir de la
clarte qu'en ne separant pas des forces de freinage des forces qui les produisent.
C'est pourquoi nous montrerons dans la suite comment il faut modifier les lignes
d'influence des moments au noyau, etc. afin qu'elles englobent aussi le Supplement

engendre par les forces de freinage. Suivant le type de construction qui
surmonte un are ces modifications des lignes d'influence seront differentes.

D'apres les prescriptions, il faut prendre les forces de freinage ä la hauteur
de la chaussee ou du rail. Selon les lois de la dynamique, l'effort de freinage de

la voie de roulement sur le vehicule doit agir ä la hauteur du centre de gravite
lorsqu'il doit reduire la vitesse du vehicule. C'est pourquoi le deplacement de cette
force de la voie de roulement au centre de gravite oü on la porte deux fois en sens

opposes, suivant la fig. 1, engendre un couple supplementaire de forces. II en
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Fig. 1.

Forces agissant sur une
locomotive freinee.

resulte que le poids du vehicule se reporte vers l'avant et se repartit irreguliere-
ment sur les differentes roues. Ces poids inegaux des roues peuvent donner des

moments differents dans l'evaluation des lignes d'influence. Les reglements ne
tiennent pas compte de cette distinction, en prevoyant l'application des efforts
de freinage au niveau de la voie de roulement.
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836 E. Morsch

La force de freinage depend encore de la pente du tablier, si l'on veut etre
plus precis. De meme, lorsque l'on execute les calculs ordinaires du Systeme
porteur pour un train avec charges verticales, ces charges contiennent dejä,
lorsque la voie est en pente, une certaine partie de la force de freinage car elles
ne sont pas dirigees perpendiculairement ä la voie. Sur une voie en penle, un
train ne peut rester immobile sans etre freine. D'apres la loi du frottement, la
resultante du poids et du frottement peut au plus etre inclinee de l'angle de
frottement p par rapport ä la normale ä la voie et l'on a \x tgp.

Prenons le cas de la fig. 2 oü la voie est inclinee d'un angle y et admettons
qu'un train descendant freine, on obtient ä partir de la force de freinage S et
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du poids P, la resultante R qui fait un angle p avec la normale. L'inclinaison
maxima de R donne la foree de freinage qui peut s ajouter ä la charge
verticale P.

S P • cos y • tg p — P • sin y

qui pour de petits angles y peut s'ecrire:

S P (jli — sin y)

Admettons au contraire qu'un train montant freine, on obtient, ä cause de
l'inclinaison opposee de la resultante R', la force de freinage qui s'ajoute ä la

charge P:
S' P • cos y • tg p -f P • sin y, ou S' P (fi + sin y)

Le coefficient de frottement jli est donne de 1/1 dans les prescriptions des

Chemins de fer du Reich.

Les poids des roues du vehicule completement freine agissent obliquement sur
la voie et de meme sur la construction au-dessus de l'arc. Lorsque l'on n'admet
d'une fagon tout-ä-fait generale (aussi d'apres DIN 1075, § 6) dans le sens

longitudinal du pont, aucune repartition des charges par le tablier et la

superstructure, ceci doit aussi etre valable pour les charges des roues, legerement

inclinees par suite des forces de freinage. Ces conclusions nous
conduisent ä l'action exercee sur la voüte par le vehicule freine, representee
aux fig. 3 a et 3 b pour les deux directions. Les forces obliques, paralleles entre
elles, peuvent de nouveau etre decomposees suivant leurs deux composantes,
ä leur point d'intersection avec l'axe de la voüte; mais ces charges P ainsi
deplacees vers l'axe de la voüte ne se pretent pas ä l'evaluation des lignes
d'influence des moments au noyau, car dans ce deplacement elles modifient leur
distances reeiproques. C'est pourquoi nous procedons de la facon suivante:
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La fig. 3c nous montre que pour exprimer l'equilibre d'un are ä trois
articulations, les moments Mx, Mk et specialement les moments M0 d'un are encastre
ou ä deux articulations il est indifferent que les deux forces P et S agissent dans
leur position initiale ou par deplacement parallele en un point quelconque de

leurs resultantes. Laissons par consequent les charges P sur la voie, nous
obtenons leur effet par les lignes d'influences normales et la serie de charge
inchangee et il ne s'agit que de determiner les modifications des moments
au noyau, des reactions d'appui, etc. engendrees par les forces S correspondantes.

Fig. 3.

Action combinee des poids d'essieux et des forces de freinage dans les arcs ä superstrucluro
massive iou ä superstructuie creuse avec parois longitudinales.

Comme dans le calcul avec des charges verticales seulernent, on doit admettre
ici que les resultantes obliques R de P et S agissent directement sur l'axe
de la voüte. C'est pourquoi la delimitation pour les forces P et S ä gauche
ou ä droite d'une section d'arc s—s' n'est plus ici la perpendiculaire elevee ä son
axe, mais le point oü la parallele ä la resultante R passant par Faxe de la section

coupe la voie. Cette delimitation peut etre amelioree par la parallele passant
par le bord superieur de la section s—s'. Elle varie d'ailleurs suivant le sens
de freinage.

Pour une force S 1 avancant sur la voie on peut determiner les grandeurs
correspondantes (moment, reaction d'appui etc.) qui doivent etre reportees en
ordonnees verticales au-dessous du point d'application de S ä partir d'une
verticale. De cette fagon on obtient la ligne d'influence pour les forces de freinage
seulernent, ligne pour laquelle les valeurs sont identiques ä celles des charges
d'essieu P correspondantes, comme c'est le cas pour les lignes d'influence
normales. Comme les forces de freinage sont une certaine partie des charges
elles-memes, on peut ajouter leur effet aux ordonnees d'influence des charges
d'essieu verticales de teile sorte qu'il suffit d'evaluer les lignes d'influence com-
pletees ou resultantes pour la charge du train.

Dans les lignes d'influence resultantes, la limite des charges peut sensiblement
etre differente de celle des lignes normales, de teile sorte qu'elles fournissent
un resultat plus exact que lorsqu'on evalue la ligne d'influence pour les forces
de frainage, pour la position de la charge qui donne la valeur maxima dans la

ligne d'influence normale. Souvent la difference n'est pas considerable. Malgre
le deplacement, dont nous venons de parier, des demarcations entre les charges
ä gauche et ä droite de la section, il faut se baser, pour l'evaluation de la ligne
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d'influence completee, sur la ligne d'influence normale, c'est-ä-dire pour charges
verticales. En effet, pour les systemes isostatiques, seule se deplace la brisure
situee au-dessous de la section pour laquelle la ligne d'influence est valable.
Pour les systemes hyperstatiques oü toutes les lignes d'influence representent
des lignes elastiques et peuvent etre remplacees par des courbes ou polygones
funiculaires, la ligne d'influence normale serait ä prolonger tangentiellement
jusqu'a la limite deplacee d'oü partiraient de nouvelles ordonnees. Pratiquement
la forme d'une ligne d'influence ne se modifie pas dans les environs de la cie
oü le deplacement n'est que faible et aux endroits oü la courbure est faible.
Dans les exemples suivants, il ne fallait prendre en consideration la modification
que dans les fig. 17 et 19 pour la ligne d'influence Mk des naissances et des
culees d'un are encastre oü la ligne est fortement ineurvee aux deux extremites.

D'apres les prescriptions allemandes il ne faut prendre pour les forces de

freinage aucun Supplement pour actions dynamiques, alors qu'il faut en admettre
un pour les charges des essieux. On peut tenir compte de cette difference dans
l'extension des lignes d'influence. Si par exemple le coefficient de choc cp 1,1

et admettons que l'on doive calculer les forces de freinage avec ju — des

charges, il faut modifier les ordonnees de la ligne d'influence normale de

— =-=- des ordonnees correspondantes de la ligne d'influence pour forces

de freinage seulernent.
Admettons maintenant que la voie monte d'un certain angle y, il faut ajouter

aux ordonnees d'influence normales, les ordonnees de la ligne d'influence Mk

valable pour les seules forces de freinage, multipliees par I — -|-siny), oü le

signe superieur est valable pour la descente et le signe inferieur pour la montee.
La resultante de cp • P et de la force de freinage correspondante a toujours avec

une exactitude süffisante l'inclinaison 1 : — par rapport ä la normale ä la voie.

Comme dans les ordonnees des lignes d'influence completees pour les forces
de freinage, on a represente les apports des resultantes obliques R de P et S,

on obtient de nouveau exactement les memes ordonnees lorsque l'on decompose
les charges resultantes des essieux en composantes P et S dans un plan parallele
ä la voie, situe au-dessous d'elle. La ligne d'influence resultante que l'on obtient
ne sera pas plus deplacee horizontalement que le point d'application de P et S

n'est lui-meme deplace lateralement. De toute fagon, l'evaluation nous conduit
aux memes valeurs limites.

Jusqu'a present nous n'avons considere que les ponts-rails et nous en ferons
autant dans les exemples suivants. Pour les ponts-routes, il est prescrit, d'apres
la norme DIN 1072, une force de freinage de 1/20 de la surcharge totale, avec
foule sur toute la longueur du tablier, au moins pour chaque voie de roulement
0,3 du poids des camions. Ces deux apports ä l'effet de freinage peuvent etre
determines au moyen des lignes d'influence des moments au noyau, etc. pour
les forces de freinage seulernent, car ä cause de la petitesse des valeurs jbt de 1/20,
la delimitation des charges varie d'une fagon insignifiante. La prescription disant

quil faut introduire toute la longueur de la chaussee avec la force de freinage
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nous fait voir que pour un are encastre on a des apports positifs et negatifs
dans les lignes d'influence Mk pour les forces de freinage seulernent. En general,
il est tout aussi facile de tracer les lignes d'influence resultantes pour les ponts-
routes et il faut admettre pour les forces de freinage 1/20 de la surcharge
humaine et 0,3 du poids des camions.

Les forces de freinage dans la poutre simple.

Si une force de freinage S 1 appartenent ä un poids d'essieu agit, dans la

poutre representee ä la fig. 4, ä droite de la section x, eile engendre un moment

de flexion additionnel Mx =- • x. Si S 1 agit ä gauche de la section x,

on a Mx • x + h.

Pour les forces de freinage seulernent, on obtient la surface d'influence
hachuree Mx. Le saut vertical de l'horizontale superieure ä l'inferieure se trouve

42L.
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Fig. 4.

Ligne d'influence du moment de flexion Mx pour les forces de freinage
dans le cas d'une poutre simple.

au-dessous de la delimitation des charges freinees agissant ä droite et ä gauche de

la section x, c'est-ä-dire au-dessous du point oü la droite tracee ä partir du bord
superieur de la section, sous l'inclinaison fi/cp par rapport ä la verticale, coupe
la vbie de roulement. Les lignes epaisses representent la ligne d'influence Mx

completee qui, lors de l'evaluation au moyen des charges d'essieu multipliees
par le coefficient de choc cp, contient dejä l'apport des forces de freinage s'y
rapportant. A part les moments Mx ainsi trouves s'exerce encore une compression

X

axiale Nx ju£p. Lorsque les forces de freinage sont dirigees vers l'appui
o

mobile A, les signes changent et la compression axiale se transforme en une
traction.
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La force de freinage S 1 engendre pour toute position un effort tranchant

egal sur toute la poutre, soit Qx — r. C'est pourquoi les droites des lignes

d'influence normales des efforts tranchants se deplacent de - • vers le haut ou

vers le bas suivant le sens de freinage. La brisure entre les deux droites se trouve
au meme endroit que dans la ligne d'influence du moment Mx.

Lorsque la poutre repose suivant la fig. 5 ä la hauteur de son axe, on a z h
et les sommets des lignes d'influence Mx pour les forces de freinage seulernent
se trouvent ä la hauteur indiquee sur la fig. 5. Si l'on modifie la ligne d'influence

JJd-
_4

___33-*
FX -H

aiiuiHH^NHiiiiimmuiii^HuiiinwiiiiHHiiituiinmiiiwiiiufffiiiiiiHiVrmmBii
irfh

Fig. 5.

Ligne d'influence Mx
de la poutre simple
dont les appuis sont
ä la hauteur de Taxe.

normale Mx, les deux droites se deplacent dans le sens horizontal de la valeur

— • h, elles se coupent de nouveau ä la meme profondeur. Lors de l'evaluation du

triangle d'influence deplace lateralement, on obtient par consequent les memes
moments de flexion que pour des charges immobiles, en faisant abstraction du
coude qui se retrouve au sommet du triangle. Les forces de freinage n'agissent

X

par consequent que sur la force axiale Nx -J-u-ZP.
o

On arrive ä la meme forme de ligne d'influence Mx completee pour l'action des

forces de freinage, en prolongeant la force freinee en a jusqu'a son intersection
avec Taxe de la poutre et en decomposant cette force en la charge verticale P

et la force de freinage S. Comme en cette position, S ne fournit aucun apport au
moment, ce dernier ne depend plus que de la charge P deplacee vers l'axe et

pour P -- 1 est represente par l'ordonnee correspondante du triangle d'influence
normal Mx. En reportant cette ordonnee d'influence verticalement au-dessous de

la charge situee sur la voie de roulement, on obtient la ligne d'influence Mx

deplacee horizontalement vers la gauche de — • h et qui contient l'effet de

freinage.
<P
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Les forces de freinage dans une poutre continue.

Supposons que la poutre de la fig. 6 repose sur des appuis encastres

elastiquement et supposons encore qu'un des appuis extremes n'est pas deplagable, on
peut admettre que la poutre est appuyee ä la hauteur de son axe. Sur la base

des considerations que nous avons faites pour la poutre simple, il est facile de

voir qu'on obtient de nouveau pour la ligne d'influence normale Mx (deplacee)

completee, la courbe de la ligne d'influence normale Mx deplacee de qui

fournit lors de l'evaluation les memes moments que pour des charges immobiles.

T -T

-\.-:£ä-\ J>-^ | Normale Einflußlinie /yf
ligne d'influence normale M *

Verschobene Einflußlinie
hgne d'mtluence deplacäe
displaced influence hne

Fig. 6.

Ligne d'influence Mx de la poutre continue dont les appuis sont ä la hauteur de laxe.

Quant aux efforts tranchants la consideration, avec resultantes R agissant
ä laxe de la poutre, est justifiee. C'est pourquoi l'on obtient comme ligne
d'influence completee d'un effort tranchant Qx en deplagant horizontalement

dans le sens oppose au sens de circulation, de - • h la ligne d'influence

normale Qx. La brisure se trouve sous le point oü la ligne tracee du bord superieur

de la section x, sous un angle —, coupe la voie. L'evaluation ne donne des

valeurs qua peine differentes de celles que l'on obtiendrait pour des charges
immobiles.

Si notre poutre ne possede aucun appui indeformable, il faut considerer l'effet
des forces de freinage sur les moments et sur les efforts tranchants aussi bien
dans la poutre que dans les appuis. L'influence de chaque force de freinage peut
etre tiree des surfaces des moments et des efforts tranchants engendrees par
une force 1 agissant suivant Faxe de la poutre. On peut par consequent ajouter
les apports des forces de freinage s'y rapportant aux valeurs limites determinees

pour les moments et les efforts tranchants engendres par les charges immobiles.
On peut aussi completer les lignes d'influence normales avec les ordonnees des

forces de freinage et l'on obtient ainsi des limites de charge un peu deplacees.
Pour une poutre continue sur appuis mobiles qui n'est pas appuyee ä la hauteur

de son axe, on peut de nouveau appliquer les considerations representees ä la

fig. 6 avec force R deplacee vers l'axe de la poutre. D'apres cela, les lignes
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d'influence normales des moments de flexion et des efforts tranchants valables

pour les forces P qui agissent ici peuvent etre utilisees. Les forces S agissant
dans l'axe de la poutre provoquent ici aussi une repartition additionnelle des

moments et efforts tranchants qui provient du couple de moment S (z—h)
agissant au-dessus de l'appui sur la poutre (fig. 7). Comme nous l'avons dejä
decrit tout ä l'heure, on peut ou ajouter l'effet de ce couple aux valeurs limites

V

Fig. 7.

Representation pour une poutre sur appuis simples des moments additionnels produits

par le deplacement vers l'axe de la force de freinage S.

de Mx et Qx pour charge fixe ou completer leurs lignes d'influence avec les

apports des forces de freinage que l'on doit prendre sans autre dans les
surfaces des moments et des efforts tranchants. Par suite des forces de freinage,
il existe encore dans la poutre une force axiale.

Les forces de freinage dans le cadre simple.

Dans un cadre encastre ou ä deux articulations avec entretoise horizontale
et montants de meme hauteur, on decompose les charges freinees obliques R
ä leur intersection avec l'axe de l'entretoise en deux composantes P et S. On

remarque que chaque force S 1 agissant dans l'axe de l'entretoise engendre
les memes reactions d'appuis et ainsi les memes moments additionnels en une
section quelconque des montants et de l'entretoise. C'est pourquoi on peut
assimiler les efforts de freinage S correspondant ä urne position quelconque
des charges ä une force agissant dans l'axe de l'entretoise et determiner ainsi
les contraintes additionnelles qu'elles engendrent.

II est aussi possible de completer les lignes d'influence des moments au noyau
avec les apports des forces de freinage.

Les forces de freinage dans Varc ä trois articulations.

Elles influent sur les contraintes dans l'arc lui-meme et dans les culees,
c'est-ä-dire sur les moments au noyau s'y rapportant ainsi que sur les efforts
tranchants et normaux dans les articulations. Afin de rendre la chose plus claire,
nous avons exagere l'inclinaison de la voie dans les figures qui vont suivre.

Lignes d'influence des moments au noyau Mk pour un are.

Sur la base des considerations de la fig. 3 c nous faisons agir les forces P et S

ä la hauteur de la voie, lorsque la superstructure est massive suivant la fig. 8 et
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nous determinons les moments Mk engendres par une charge mobile S 1.

Dans une section situee ä gauche de la cie on a:

s-r

tri1

HAB

cos/)
"OSß

tcft
fcos/J

fcoi3fcosß

l'lt'h
Einflußlinie Mft IQr Bremskräfte allem

hgne dmlluence Mfr pour les lorces de fremage seulernent
influence line M^ for brake forces only

COS I fWivsJ- *t*

7HDtosS
ZcM
ws/S ..Jl.

FQr die Wirkung der Bremskräfte ergänzte Einflußlinien M fc

lignes d'influence M/r compiittes pour reffet des forces de fremage
complementary influence lines Mu for brake force action

h_

D,t—

Normale Einflußlinie Mfg

ligne d'influence Unnormal»
normal influence Im» Mf
Ergänzte Einflußlinie M^

' ligne d'influence /ty compUtäe
complementary influence Im» Mi.

KD cosß

f KDcosß

M
f KF cos/3

KFcosff

i*--

Fig. 8.

Lignes d'influence Mk pour forces de freinage pour un are ä trois articulations

avec superstructure massive ou avec parois longitudinales.

Lorsque S 1 agit ä droite de la cie

Mk A • xk — Ha • yk *y • xk — p^J 1 1 • I • cos ß

zb zb-lt-yk
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c'est-ä-dire Mk • KD • cos ß.

KD • cosß est la distance horizontale du point D ä la verticale passant par le
point K du noyau. KD est parallele ä AB.

Si S 1 est au-dessus de KC on trouve avec les expressions correspondantes
pour A et Ha

M, —?5.y, zb ' ]i' yk zc ¦ yk _ zb / lx ¦ yk \ zc-yk
k

1
k l.f.cosß^f-cosß~ 1 If.cosß V^f-cosß

Zb *m ™*q Zc'ykMk=--f.KD.cosß — j cosß

Entre les points K et C l'echelon de la ligne d'influence Mk pour les forces

de freinage seules se trouve >—-—*—- plus bas que celui trouve entre les points

B et C.

Si S 1 agit sur le trongon d'arc AK, on calcule ä partir de la droite:

Mk -B(l-xk) + Hb.yk -^(l-xk-i^-) -^.KF.cosß.
KF • cosß est la distance horizontale du point F ä la verticale passant par K.

La ligne d'influence Mk valable pour les seules forces de freinage se compose
des trois echelons representes ä la fig. 8 avec signes differents pour les deux
sens de circulation. La fig. 8 contient encore la ligne d'influence normale Mk
(valable pour charges verticales) completee pour les apports dus ä la force
de freinage d'une charge unitaire, en ce sens que l'on a introduit les ordonnees

de la ligne d'influence Mk pour forces de freinage seules, multipliees par

(—+ sinyl pour circulation montante ou descendante. On obtient les lignes

epaisses avec brisures aux memes endroits que dans la ligne d'influence etagee.
Ces brisures se trouvent ä l'intersection de la voie et de la droite inclinee de

l'angle 1 : — par rapport ä la normale ä la voie et passant par la limite de la

chaussee et de l'arete superieure du joint de la cie et par le bord superieur de

la section K. Suivant le sens de freinage, les limites des echelons se deplacent
d'un cöte ou de l'autre.

La fig. 9 represente un are ä trois articulations non symetrique avec tablier

supporte par des colonnes. Dans ce cas, chaque force de freinage engendree par
une roue se trouvant sur la superstructure interrompue sera transmise par le

tablier aux endroits R ou L oü le tablier est fixe ä l'arc. Les parois transversales

et les colonnes sont trop elastiques pour pouvoir transmettre les forces de

freinage dans la voüte. La section avec le point K au noyau se trouve ä gauche
de la cie dans la partie du tablier non directement fixee ä la voüte. La force de

freinage S agit de nouveau ä la hauteur de la voie. Tant que S 1 agit ä droite
de la cie, rien n'est change dans les valeurs de A, Ha et Mk par rapport ä la

fig. 8. II en est de meme lorsque S 1 se trouve dans la partie d'arc KC. Ce
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n'est que lorsque cette force agit en A et K que l'expression de Mk varie par
rapport au cas de la fig. 8, c'est-ä-dire qu'elle reste exactement teile que si S 1

agissait dans l'intervalle KC car cette force n'est transmise dans la voüte qu'ä
droite de la section L. C'est pourquoi la ligne d'influence pour les seules forces
de freinage ne presente que les deux echelons que l'on voit sur la fig. 9. Nous

wogrtchL

:sn

"AB

frjfr
fcosß

2_J—=
fKDcosßD.Y

KDyrSjS fKDcosß

Fig. 9.

Lignes d'influence Mk pour forces de freinage pour un are ä trois
articulations avec superstructure ajouree.

avons de nouveau represente par des lignes epaisses et fines, les lignes d'influence
Mk normale et completee.

Lorsque la section d'arc contenant le point K se trouve entre L et C, toutes
les equations pour Mk, correspondant ä la fig. 8 sont satisfaites; c'est pourquoi
la ligne d'influence etagee Mk pour les seules forces de freinage a la meme
forme que dans le cas d'une superstructure massive.

Pour la determination des tensions et le dimensionnement pratiques il suffit
de completer les lignes d'influence normales Mk pour les effets de freinage en
agrandissant les triangles positifs et negatifs.

Lignes d'influence M^ pour culees et pilier median.

Tant que les moments au noyau proviennent des poids d'essieux au-dessus
de l'arc, ils sont determines par les forces transmises aux culees par les
articulations aux naissances ou au pilier median. Comme ces forces sont independantes

du type de superstructure, les lignes d'influence representees aux fig. 10
et 11 sont aussi bien valables pour une superstructure massive que pour une
superstructure ajouree.
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Dans la fig. 10 on a pour S -= 1 agissant ä gauche de la cie et de droite
ä gauche:

B ^-a et Hb r4a-^-
1 1 • f • cos ß

et pour une section de la culee de droite:

Mk B.xk-Hb.yk=-^(i^-xk) -^.KD.cosß
D est l'intersection de la droite parallele ä AB passant par K avec BC et
KD • cosß est la distance horizontale du point D ä la verticale de K.

nonzon
t»v»lS-f

rtg-M- '*!

ß+
-../j

l-l,*l,

HAB-**

fcosß

fzYDcosß

^KDcosft

Einflußlinie Mh für Bremskraft» alfrlA

ligne dinlftfence Mk pour les lorces d» fr»lnag» s»ul»m»nl

Jnlluenc» lin» Mf, for brak» lorces only

i fcosß

*:*
co$ß

' für di» Wirkung d»r Bremskräfte ergänzte Einllußlinitn Mit
lignes d'influence M^ complities pour feilet des lorces d» Ireinag»

complamtntary influence Hnes Mu for brak» Ion» action

-Ä- -M

KDcosft

KD cosß

VC\
*N

Fig. 10.

Lignes d'influence pour forces de freinage pour une section dans les culees.
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Lorsque S 1 est ä droite de la cie, on a

847

B ^ et Hb 74---^

et l'on obtient

Mk

1-f-cosß f-cosß

za / 12 ' Yk \
| zc*yk _ Za

l'f.cosß Xk/^f.cosß~ r KD-cosß + ^-1^r f • cos ß

horizon

^Ifi

cosß

'Kifeui f

rmfludUnh klk fOr
ßgno dtlnthtanc» Mu pour

.JnffuatK* llif Mk for
toa foreoa 90 froinoff» ooufomoM 1

S*

fcosß
•****

*Ä
fcosß** w

fcosß

KD cosß

Ergänzt» EinfhMlini» Mt
lign» <finllu»nc» Mit complätä»

tomplomontary influanc» lin» Ml

KDtosß

'r lo H

?*p

ÜB cosß

"A

Fig. 11.

Lignes d'influence Mk pour forces de fremage pour une section dans la pile mediane.

La ligne d'influence se trouve donc, ä droite de la cie, plus bas qu'ä gauche de

zc-yk
f • cos ß'
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Admettons maintenant que S 1 agit au-dessus de la culee elle-meme, nous
obtenons, d'apres les considerations de la fig. 3c Mk — 1 • Zk. Les forces
de freinage agissent en realite d'une maniere tres defavorable au-dessus des

culees, car elles renforcent la poussee des terres sur le mur de soutenement avant
l'articulation. La fig. 10 montre la ligne d'influence Mk echelonnee pour les seules
forces de freinage ainsi que la ligne d'influence normale completee Mk pour une
section dans la culee. D'apres la norme DIN 1075, il ne faut admettre aucun
coefficient de choc pour les culees et les piles, donc cp 1. Pour la descente
et la montee, les lignes d'influence normales se deplacent vers le bas ou vers
le haut de (u. Iji sin y) fois les ordonnees de la ligne echelonnee.

Les lignes d'influence Mk representees ä la fig. 11 pour un joint situe sur
la pile mediane se tirent directement de la fig. 10 en considerant la pile mediane
d'une part comme culee de droite de l'ouverture de gauche 1 et d'autre part
comme culee de gauche de l'ouverture de droite 1'.

Lignes d'influence des efforts normaux et tranchants dans les articulations.

Les ordonnees de oes lignes d'influence etagees pour forces de freinage seulernent

s'obtiennent pour les arcs non symetriques de la fagon la plus simple,
graphiquement, en determinant pour chaque position de la force S 1 ä droite
et ä gauche de la cie chaque fois les forces aux naissances d'apres le triangle
des forces et en les decomposant perpendiculairement et parallelement ä

l'articulation consideree. Le type de superstructure ne donne aucune difference.

Dans la fig. 12, le triangle de forces (1) se rapporte au cas oü la force S agit
ä droite de la cie et le triangle de force (2) au cas oü eile se trouve ä gauche.
Les composantes Nc et Qc agissant ä la cie sont tirees chaque fois de la force
ä la naissance du cote non charge. Les lignes d'influence normales des forces
dans les articulations sont completees dans la fig. 12 pour l'effet de freinage,
en ce sens que l'on a ajoute ces ordonnees des lignes d'influence etagees mul-

tipliees par (-Iji siny I. La direction du joint d'articulation doit etre, d'apres

DIN 1075, perpendiculaire ä la ligne des pressions pour charge permanente.
Dans le cas d'un are ä trois articulations symetriques avec voie horizontale,

il est facile de calculer les ordonnees des lignes d'influence echelonnees.

Les forces de freinage dans l'arc ä deux articulations.

II faut tout d'abord determiner la ligne d'influence des forces de freinage sur
la poussee horizontale, d'oü l'on peut tirer les lignes d'influence des moments
au noyau, etc.

Ligne d'influence de la poussee Ha.

Comme pour les forces de freinage seules la forme de la voüte s'ecarte
sensiblement de la ligne des pressions qui s'y rapporte, on peut ici negliger la

deformation resultant des forces normales Nx qui sont partiellement des forces
de traction et partiellement des forces de compression. On obtient ainsi pour
la poussee horizontale
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I0 • y • ds

849

Ha
pu
14 ds

Par suite de la force de freinage S 1 agissant sur la section a de la fig. 13,

on a dans le Systeme fondamental isostatique:
Zb

pour les sections x entre 0 et a Mo=yx

pour les sections x entre a et 1 M0 -j-x— z

et l'on a alors:

/•Mo-y ds_ pzb x-y ds !*/zb \ y ds _ zb ^y ds iy_ds
J—j—-Jt—j-+J\t'x-t~-tJ~'x-J j z

p-1

®®

Hc

Qc

Einllußlmien N und Q Iür Bremskrä"e allein
lignes d'influence N et Q pour les lorces de Intmag» a»ul»m»nt

influence hnes N and Q for brake forces only

Ergänzt« Einllußlmien der GelenkkrSfl»
lignes d'influence complettes pour les forces dans les articulations

complementary influence lines for lorces in the hinges

t*^

Fig. 12.

Lignes d'influence des

efforts normaux et
tranchants dans les

articulations pour
forces de freinage.
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Si l'on introduit des elements finis d'arc s et des poids elastiques w}

on obtient: i
j •

Zb
1

H_.=
-rSx.Wy — 2z.wy

0 a

Iywy
Les sommes du numerateur seront tres simples ä calculer en commengant ä droite

pour la deuxieme somme et en deplagant toujours la section a d'un element
vers la gauche. Les ordonnees de la ligne d'influence de Ha sont ä reporter,
ä partir d'une horizontale, verticalement au-dessous du point oü la ligne partant

de l'axe de la section a sous un angle - avec la normale ä la voie coupe cette

wagrecht
norizon

l»v»l

^>
l-Xr

Einflußlinie

&t hgne tfmfiuenco
influence lin»

85AA Emfiußlini» H9

lign» d-influ»nc» Wo

influence line Hats
Einfluß!'lachen MK für Bremskraft» S allain

Surfaces d'influence M* pour fes forces de freinag» S seulernent

Multiplikator Y^
multiplicateur Y^

coefficient >%

Influence areas M ^ for brak» forces S only

4*
Emtiußhni» /£,

'W''»fluencVM*
'nllu»nce Im» H0

T* Einflußlinien M^/yu
hgne tfmlluance ^

mtluenc» lin»

Für di» Wirkung der Bremskrälte ergänzt» Einllußlmien Mk

lignes d'influence Mk complMes pour reffet d»a /orc»a d» lr»inag»
complementary influence lines Mi. lor brak» fort« action

Multiplikator \%

multiplicateur Vj»

coefficient >i

Fig. 13.

Lignes d'influence Ha et Mk pour forces de freinage pour un are ä deux articulations

avec superstructure massive ou avec parois longitudinales.
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derniere. Suivant les sens de freinage, les ordonnees et les lignes d'influence
varient legerement l'une par rapport ä lautre.

La surface d'influence d'un moment au noyau quelconque se trouve d'apres
la formule

/Mc
Mk M0k - Ha • yk ykp^ - HJ

yk

comme difference des surfaces d'influence Ha et Lors de l'evaluation de la

surface hachuree de la fig. 13, il faut tenir compte du multiplicateur yk. La surface

d'influence MGk pour forces de freinage seules est en escalier car pour
S — 1 on a ä droite de la section qui contient le point K:

M0k A -xk y xk,

et lorsque S 1 se trouve ä gauche de cette section

M0k A • xk — zk y • xk — zk

Dans la fig. 13 on a dessine en bas en traits fins la ligne d'influence —
d'une section de la moitie droite de l'arc. Elle est completee pour les actions
de freinage par les traits forts, en ajoutant ou retranchant les ordorfnees des

surfaces hachurees multipliees par (-- Iji sin yl. Pour la ligne d'influence

normale Ha aucun sens pratique ne resulte du fait que le point d'application de la

charge mobile P 1 coincide avec celui de S 1, c'est-ä-dire qu'ils ne se

trouvent plus ici perpendiculairement au-dessus des limites d'elements. Sous
la section K elle-meme, il existe, d'une courbe ä l'autre, des raccords verticaux

qui coincident avec les escaliers de la ligne d'influence Mok pour forces
de freinage.

Dans les arcs symetrique ou symetrique inclines, oü la ligne de liaison des

articulations est parallele ä la voie, la somme des ordonnees d'influence Ha

d'elements symetriques est egale ä 1, de teile sorte qu'il suffit d'executer les
calculs pour la moitie de droite.

Nous avons etabli, dans la fig. 3 c, que l'on pouvait decomposer la resultante
de la charge verticale et de la force de freinage en un point quelconque de la

ligne d'action suivant ses deux composantes et que ces dernieres doivent toujours
exercer la meme action sur une grandeur quelconque du Systeme hyperstatique.
C'est pourquoi l'on peut, dans le cas present, decomposer en P et S les charges
d'essieux obliques (freinees) dans un autre plan aussi, parallele ä la voie, comme

par exemple le plan tangent ä la cie. Si maintenant on poursuit le calcul des

lignes d'influence Ha et Mk resultant de la force de freinage seulernent jusqu'aux
.lignes d'influence completees des moments au noyau, on remarque que ces

dernieres sont deplacees par rapport aux premieres de la distance, mesuree sur
la force freinee, des deux plans horizontaux. Lors de l'evaluation on obtient donc
les meme valeurs limites.

54*
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Dans les arcs ä superstructure ajouree, on ne peut plus choisir arbitrairement

ce plan, car les forces de freinage qui se trouvent dans la partie
supportee par des colonnes sont transmises effectivement ä l'arc par le tablier aux
points L et R oü le tablier rencontre le dos de la voüte et lui est fixee. Afin
d'obtenir des moments M0 satisfaisants, il faut decomposer les charges d'essieux
freinees en leurs composantes P et S dans le plan median de la dalle du tablier

*

X

\ onfluaiimo Schnitl
I _. lign» drinfluence coupe"\l influence hne Motto,' sechon ff*

Einflußlinie tio
ligne d'influence H*
influence hne li»

m
S12JEinllußhme MM/ft

hgne d'influence
influence Im» Einfluß)'lachen Mir f0r Bremskräfte allein

surfaces d'influence Mic pour les forces d» fremage seulernent
influence areas Mu f0r brake forces only

Einflußlinie
ligne d'influence

Mokhmtluence

ZS *\AMM*.

Einflußlinie H6
ligne d influence
influence line

Emfiußhnie Moulv' Schnitt §
lign» d'influence * coupe
influence line section

Ergänzte Emfiußhnie Mi für Schnitt If
hgne d'lnlluence Mk complitie pour la coupe II
complementary influence line Mi. for sechon ll

Fig. 14.

Lignes d'influence Ha et Mk pour les forces de freinage pour un are ä deux
articulations avec superstructure ajouree.

et pour la force mobile S 1 il faut conserver ce plan meme dans la partie
non ajouree des environs de la cie afin que les distances des charges servant ä

l'evaluation des lignes d'influence resultantes ne soient pas modifiees. Pour la

meme raison, ce plan doit etre prolonge sur les culees et les piles lorsqu'il s'agit
de leurs lignes d'influence Mx.

La fig. 14 represente un are ä deux articulations obliquement symetrique avec

superstructure ajouree reliee ä l'arc aux points L et R. On peut directement voir
que l'integrale du numerateur de Ha, pour une force S 1 agissant entre L et R,
ne varie pas par rapport ä celle pour superstructure massive et que pour chaque
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position de S sur la partie ajouree il faut calculer cette integrale du numerateur
comme si S agissait en L ou en K. C'est pourquoi la ligne d'influence Ha est
horizontale de L ä A et de R ä B.

La surface d'influence MGk pour forces de fneinage seulernent a, pour les

sections d'arc situees entre L et R, une forme semblable ä celle de la fig. 13.

Toutefois si la section contenant le point K se trouve dans la partie ajouree
entre A et L, on a pour toute position de la force S 1 le moment MGk A • Xk

et sa surface d'influence est un rectangle de hauteur -j • xk. La forme rectangulaire

se presente aussi lorsque la section se trouve dans la partie d'arc entre

R et B, la hauteur en est alors-p • xk — Zk. Dans la figure 14, nous avons

represente pour la section II la surface d'influence Mk pour les forces de freinage
seulernent en tant que surface difference (hachuree) d'apres l'equation

Mk „&-„.)yk

Dans l'evaluation, il faudra tenir compte du multiplicateur yk.

Lignes d'influence M\, pour culees et piles medianes.

Dans une coupe ä travers la culee de gauche (fig. 15) il existe, lorsqu'une
force S 1 dirigee vers la gauche agit, dans la superstructure ajouree, dans le

plan median de la dalle du tablier, le moment au noyau

Mk A • xk — Ha - yk -y • xk — Ha • yk.

La fagon la plus simple de calculer les ordonnees d'influence Mk est de les

representer par la differente de deux surfaces, car au-dessus de la culee elle-
meme les ordonnees d'influence sont Mk — Zk, c'est-ä-dire egales ä la

perpendiculaire elevee de K sur le plan median de la dalle du tablier qui est

conserve comme plan de reference meme au-dessus de la culee.

Pour une section passant par la culee de droite on a

M'k B • x'k — Hb • y'k -**-
• x'k — Hb • y'k.

On a portee dans la fig. 15 les lignes d'influence Mk et M'k calculees d'apres
ces relations. Les limites se trouvent ä gauche et ä droite, au-dessous des points
oü les droites inclinees de l'angle Jli par rapport ä la normale ä la voie et passant

par le bord exterieur de la section coupent le plan median du tablier. On a aussi

trace les lignes d'influence completees des moments au noyau.

La ligne d'influence Mk pour une articulation sur une pile s'obtient ä l'aide
de la fig. 15 en considerant la pile mediane comme culee des deux ouvertures
adjacentes. Nous supposons ici (comme ci-dessus pour les culees) qu'il s'agit
d'une pile surbaissee et trapue, dont le flechissement elastique peut etre neglige.
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Lignes d'influence des efforts normaux et tranchants pour les articulations des

naissances.

Dans l'arc ä deux articulations de la fig. 16, cpa et cpb representent les angles
formes par les forces aux naissances resultant de la charge permanente et la

rv

*
• -Q i.n$\ \ \

Für Bremskraite altein
pour les lorces de fremage seulernent'

lor brake forces only

Ergänzt» Emflußlmi» Mn

lign» d'influence Af* comp!4t4»

complementary influence hne Mt

Einflußlinien M'k des linken Widerlagers
lignes d'influence M'K de la culie de gauch»

influence lines MK for left hand abutment

4-

h

Einflußlinien Mi. des rechten Widerlagers
hgnes d'influence Mi. de la culie de droite •
mf/uenc» lines M\ for right hand abutment

ti

Für Bremskräfte alfin
\pour los lorces de Iremage s«ul«m«m

for brak» lorces only

Ergänzt« Emllußllnle M

ligne d'influence M complM«
complementary inlluence lin» M

Fig. 15.

Lignes d'influence Mk pour forces de freinage pour une section
dans les culees d'un are a deux articulations.
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ligne de liaison des articulations. Le plan tangent ä l'articulation doit etre
perpendiculaire ä ces forces.

La ligne d'influence de la force normale Nd sur l'articulation de gauche resultant

de la seule force de freinage S 1 dirigee vers la gauche, se deduit de

l'equation
Zb

Na A • sin (cpa + ß) + Ha • cos cpa -r- • sin (cpa + ß) + Ha • cos cpa.

Pour l'effort tranchant Qa, l'equation suivante est valable:

Zb
Qa A • cos (cpa + ß) — Ha • sin cpa -y-

• cos (cpa + ß) — Ha sin cpa.

C'est d'apres ces relations que nous avons calcule les lignes d'influence Na et Qa

representees ä la fig. 16.

s«/

lignes

E nflußl nen N und 0 für Bremskräfte alle n

d" nfluence N et Q pour les forces de fre nage seulernent

nfluence 1 nes N and Q for brake lorces only

hf
- tAa
+ K

l&

Ergänzt» Emllußl men N und Q

tgnes d" nfluence N et Q complities
complementary influence I nes N and Q

Ord naten Maßstab
ächelle des ordonnie»

scale for ord nates

Fig 16

Lignes d'influence des efforts normaux et tranchants pour forces de freinage

pour l'articulation de gauche d'un are a deux articulations

Les forces de freinage dans l'arc encastre ä ses deux extremites.

Pour les memes raisons que dans l'arc ä deux articulations, on peut aussi,
dans le cas de l'arc encastre, partir de la deformation resultant des forces
normales Nx dans les equations pour les reactions d'appui. Nous partons du Systeme
fondamental de l'arc encastre ä droite et en porte ä faux; on a alors pour les
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composantes de la force agissant ä l'appui de gauche, deplacees au centre de

gravite elastique 0, les relations connues (Morsch, Eisenbetonbau II, 3)

H |ü-^ V |M___ M=-^M°-W
Iy • wy Ix • wx 2>

valables pour des forces exterieures de direction quelconque. Pour une force de

freinage S 1 agissant en «a» et dirigee vers la gauche (fig. 17), il existe dans la

poutre en porte-ä-faux du Systeme fondamental entre a et B seulernent les
moments de flexion MQ — z. Pour obtenir de lä les ordonnees d'influence
H, V, M pour les forces de freinage, on doit determiner pour des valeurs
croissantes de a

_! • _1 _1
2 2 2

]TM0 • wy —£z • wy IM0 • wx — £z • wx __£ M0 • w 2M0 • w
a a a

Ces sommes se fönt de la fagon la plus simple, par calcul, en faisant agir la
force mobile S l sur les limites de chaque element d'arc en commengant par
la droite et en calculant chaque fois la somme des moments statiques des poids

Y X S
elastiques wv S • - jt-, wx S • -_- et w — - ä droite du point d'application

par rapport ä la voie ou au plan median de la dalle du tablier (suivant le

type de la superstructure). Lorsque la force S avance, il s'ajoute chaque fois un
nouveau terme. Les poids elastiques w, \\y et wx ainsi que les sommes du nume-
rateur sont dejä connus par le calcul anterieur de l'arc. Les ordonnees que l'on
obtient sont ä reporter chaque fois ä l'abscisse a, c'est-ä-dire sous le point oü les

lignes inclinees de l'angle — par rapport ä la verticale elevees des limites des

elements coupent la voie. Suivant la direction du freinage, non seulernent le

signe varie, mais les lignes d'influence sont un peu deplacees l'une par rapport
ä l'autre dans le sens horizontal.

Dans la fig. 17, nous avons represente pour des forces de freinage dirigees
vers la gauche les lignes d'influence H, V et M determinees par le calcul pour
un are symetrique avec tablier horizontal. L'ordonnee extreme de gauche de la

ligne d'influence H est egale ä 1, celle de la ligne d'influence M est egale ä

yQ -\- zs. Dans le calcul sous forme de tables, apparaissent plusieurs valeurs qui
s'etaient dejä presentees dans les lignes d'influence normales. La somme des

ordonnees d'influence H de deux sections symetriques est egale ä 1.

A l'aide des ordonnees d'influence H, V, M on obtient celles des moments au

noyau pour une section quelconque de l'arc par suite des forces de freinage
seulernent au moyen de la relation:

Mk M0k + M — H yk — V xk

en faisant agir S 1 sur chaque limite d'element en commengant par la droite
et en inscrivant les apports comme pour les lignes d'influence normales, sous

forme de table. Mok — Zk lorsque la force S dirigee vers la gauche agit ä

gauche de la section contenant le point K; si eile agit ä droite on a Mok -= 0.

De cette fagon, on a obtenu les lignes d'influence Mk pour forces de freinage
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Lignes d'influence de H, V, M et des moments au noyau Mk pour forces de freinage

pour un are encastre avec superstructure massive ou avec parois longitudinales.
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seulernent des sections ä la cie et aux naissances, ainsi que pour la section IV;
elles sont representees ä la fig. 17. Nous avons encore dessine pour ces sections
les lignes d'influence Mk completees pour l'action des forces de freinagc. L'echelle
des ordonnees des lignes d'influence normale representees en traits fins a ete
choisie double du trace de l'arc. Les lignes epaisses representent ces memes

lignes d'influence completees avec les ordonnees multipliees par
^ des lignes

d'influence Mk valables pour les forces de freinage seulernent.

On voit qu'il est necessaire ici d'ameiiorer aux deux extremites, les lignes
d'influence normales Mk des naissances en tenant compte du fait que les

composantes verticales relatives ä S, des charges d'essieux freinees ä la hauteur de la
voie, sont sensiblement deplacees lateralement par rapport aux limites d'elements
de la voüte s'y rapportant. II faudrait par consequent prolonger les tangentes ä

la courbe aux limites des elements jusqu'aux charges P correspondantes. La
courbe pointillee tracee par les points d'intersection ainsi obtenus represente
1'aHure de la ligne d'influence Mk amelioree. Aux autres points de la ligne
d'influence normale, les corrections que nous venons de decrire donnent de si
faibles deplacements qu'il est impossible de les representer.

Remarquons encore que le Systeme fondamental que nöus avons choisi avec

are en porte ä faux, encastre ä gauche, s'est revele comme tres approprie, meme

pour le calcul avec les forces de freinage.
Lorsqu'il s'agit d'un are non symetrique ou obliquement symetrique, rien n'est

change aux expressions des composantes d'appui H, V, M pour la force de freinage
S =- 1. L'axe des x est legerement incline et les z sont les verticales ä la voie
elevees aux milieux des elements d'arc.

Dans le cas de l'arc represente ä la fig. 18, avec superstructure ajouree, il
faut decomposer en P et S, comme dans le cas de la fig. 14, les forces freinees
obliques dans le plan median de la dalle du tablier et la force S n'est transmise
ä l'arc qu'aux points L ou R. C'est pourquoi leurs apports aux ordonnees de

IT, V, M restent constants au-dessous de la partie ajouree de la superstructure et

egaux en L et R aux ordonnees des lignes d'influence correspondantes, qui
entre L et R sont semblables ä celles d'arcs avec superstructure massive mais
cependant avec plan de reference S situe plus bas.

Les lignes d'influence sont traeees pour des forces de freinage agissant vers
la droite. Dans les lignes d'influence H, V, M les lignes pointillees representent
les lignes d'influence qui seraient valables pour une superstructure massive.

Lignes d'influence M± pour les culees d'un are encastre.

Avec la designation representee ä la fig. 19, on obtient pour une force de

freinagc S 1 agissant vers la droite, le moment suivant dans une section
de la culee de gauche:

Mk M -f H • yk — V • Xk oü les signes des composantes sont pris en
consideration.

Pour une section de la culee de droite on a:

M'k z'k — M — H • y'k — V x't
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Lignes d'influence de H, V, M et des moments au noyau Mk pour forces de freinage
pour un are encastre ohliquement symetrique avec superstructure ajouree.
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C'est d'apres ces relations que l'on a calcule pour les deux sections des culees
les ordonnees d'influence Mk et M'k, resultant des forces de freinage. Au-dessus
des culees elles-memes, on a les ordonnees d'influence zk et z'k. Au moven
des ordonnees multipliees par u. on complete les lignes d'influence normales
des moments au noyau pour l'action des forces de freinage. II etait
necessaire ici, comme dans l'exemple de la fig. 17, d'ameiiorer auparavant la
ligne d'influence normale au-dessous des deux naissances par suite de la
superstructure massive.
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Lignes d'influence Mk pour forces de freinage pour une section dans la culee
d'un are encastre obliquement symetrique.
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De fagon analogue, on obtient les lignes d'influence Mk pour les forces de

freinage pour une section de la pile mediane en la considerant comme culee de

l'une et de lautre ouverture, en admettant qu'il s'agit d'une pile trapue dont
on peut negliger la deformation elastique.

Resume.

L'auteur etudie dans ce rapport l'influence des forces de freinage dans les

differents types de poutres et d'arcs. La force de freinage est consideree

comme faisant partie du poids des essieux et son influence sur les granaeurs
qui entrent en ligne de compte: moments de flexion, moments au noyau et
reactions d'appui, est representee sous forme de lignes d'influence. Finalement
ces influences sont combinees, avec celles des charges d'essieux verticales, en

lignes d'influence resultantes qui, lors de leur evaluation, fournissent les valeurs
limites, y compris l'apport donne par les forces de freinage correspondantes.
La forme des lignes d'influence pour les seules forces de freinage varie suivant
le genre de la superstructure des arcs, massive ou ajouree.
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