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Dimensionnement des systemes hyperstatiques d'apres
la theorie de la plasticite.

Bemessung statistisch unbestimmter Systeme nach
der Plastizitätstheorie (Traglastverfahren).

Calculation of Statically Indeterminate Systems based on the
Theory of Plasticity.

Baurat Dr. Ing. F. Bleich,
Zivilingenieur, Wien.

1° — Introduction.

Dans ce travail nous voulons discuter de l'application pratique du procede de

l'equilibre plastique au dimensionnement des systemes hyperstatiques composes
de barres rigides. Nous voulons aussi determiner les limites du domaine d'application

et montrer par quelques exemples l'emploi de ce procede.

La methode ordinaire de dimensionnement des constructions metalliques est
basee sur l'hypothese que le poids propre et les surcharges engendrent des

contraintes qui se conforment ä la loi de Hooke et que ces contraintes ne
depassent en aucun point une fraction determinee de la resistance du materiau,
fraction appelee contrainte admissible. La connaissance du fait que, dans les

systemes hyperstatiques, on peut avoir des depassements locaux de la limite
d'elasticite, sans qu'il en resulte en general une diminution de la resistance ou
de la securite de l'ouvrage, car les endroits trop sollicites sont decharges aux
depens de ceux qui le sont moins, cette connaissance nous a conduit ä

l'introduction d'une nouvelle conception de la securite pour le dimensionnement
des systemes hyperstatiques. Cette nouvelle definition du coefficient de securite
nous a permis d'utiliser les proprietes plastiques de l'acier pour un dimensionnement

economique des systemes hyperstatiques.

Nous poserons la definition suivante:

Le coefficient de securite v est le rapport de la charge qui peut etre portee,
ä la charge utile. Par charge utile qui peut etre portee on entend la valeur
maxima de la charge que Vouvrage peut porter sans s'ecrouler, pour une serie
de mises en charges et de dechargements successifs repetes un nombre de fois
quelconque. Lorsquil y a differents cas de sollicitation possibles, il y a egalement

lieu de definir le coefficient de securite si les differents cas de sollicitation
se succedent dans un ordre quelconque un nombre de fois quelconque.

Le poids propre du Systeme portant est compris dans la charge utile.



136 F. Bleich

Dans les methodes habituelles de dimensionnement des ouvrages metalliques,
le coefficient de securite est exprime en fonetion du taux de travail admissible.
On considere comme coefficient de securite le rapport:

v ^ (I)

oü öA est la resistance du materiau. La limite superieure de csK est la limite
d'ecoulement, ceci afin d'exclure avec sürete de trop grandes deformations
permanentes.

Nous choisirons la meme valeur de v, donnee par l'egalite (1), comme coefficient

de securite pour le dimensionnement des systemes hyperstatiques d'apres
la nouvelle methode. II en resulte que les systemes isostatiques et hyperstatiques
sont calcules avec le meme coefficient de securite. En effet, pour les systemes

i0 isostatiques, le dimensionnement en partant du taux de
travail admissible conduira, a cause de la proportionnalite
entre la charge et la contrainte, aux memes sections de

l'ouvrage que le dimensionnement par la nouvelle methode.
e La determination des dimensions des ouvrages hyper-

*¦ ~4.~*: j» >~ i • ~* ~ j ' :j.' j. \jlstatiques d'apres le nouveau principe de securite est appele
dimensionnement d'apres le procede de £equilibre plastique.

Ce procede repose sur les deux hypotheses suivantes:
1° Le materiau se comporte suivant le diagramme force/deformation represente

par la figure 1. II se comporte tout ä fait elastiquement jusqu'a la limite
d'ecoulement ös. Apres avoir atteint cette limite le materiau est considere comme
completement plastique. Le procede de l'equilibre plastique admet donc un
acier ayant une zone de deformation plastique infiniment grande.1

2° Le materiau ne peut pas etre amene ä la rupture dans tous les cas oü
les deformations sont limitees, c'est-ä-dire lorsque ces deformations ne peuvent
pas depasser une certaine limite meme pour des charges alternees repetees un
nombre de fois quelconque (quelle que soit la difference entre les limites
inferieures et superieures des tensions). Le procede de l'equilibre plastique ne
tient par consequent pas compte des possibilites de rupture ä la fatigue, qui
peut se produire meme pour des deformations insignifiantes au point de rupture.
Uapplication de ce procede de dimensionnement ne peut se faire que lors-
qu aucune resistance ä la fatigue n entre en ligne de compte, c'est-ä-dire lorsque
le nombre des variations de charge est limite au cours de l'existence de l'ouvrage,
ce qui est le cas pour les toits et les dalles des charpentes.

Faisons encore les remarques suivantes: Depuis plusieurs dizaines d'annees,

un nombre incalculable de ponts metalliques sont soumis, sous forme de
tensions secondaires dans les assemblages rives et dans les noeuds rigides, ä

des sollicitations locales qui dans bien des cas atteignent certainement la limite
d'ecoulement. Ces tensions secondaires, ainsi qu'on le sait dejä, sont engendrees
dans la plupart des cas par des surcharges repetees ne produisant que des

deformations limitees. Malgre le grand nombre d'alternances des charges,

1 Pour les aciers doux la deformation permanente peut atteindre 10 ä 20 °/o de la longueur
entre reperes.
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atteignant plusieurs millions dans certains cas, on n'a presque jamais observe de

rupture ä la fatigue. Ces faits sont en Opposition avec les experiences faites en
laboratoire sur des barreaux perfores et qui, contrairement ä l'experience acquise
dans la construction des ponts ont clairement demontre que la resistance ä la

fatigue depend assez fortement de la grandeur de la difference des tensions.
Ces essais ont aussi prouve que la resistance ä la fatigue est plus petite que
la limite d'ecoulement meme si l'on considere comme tensions secondaires les

pointes de tensions qui depassent, dans la section droite du trou, la contrainte

moyenne. Tant que ces relations n'ont pas ete mises au clair, la prudence est
de rigueur. C'est pour cette raison que nous sommes d'avis de limiter le
dimensionnement d'apres le procede de l'equilibre plastique aux seuls cas oü la
resistance ä la fatigue n'intervient pas.

Le dimensionnement d'apres le procede de l'equilibre plastique qui permet
d'utiliser les proprietes de ductilite de l'acier est specialement indique au point
de vue economique pour les systemes portants composes de barres rigides et

qui presentent une section constante sur une ou plusieurs travees Lorsqu'une
partie de la construction, dans laquelle la tension maxima est atteinte, faiblit par
l'apparition de deformations permanentes, une autre partie de la construction qui
jusquc lä n'etait pas completement utilisee, sera plus fortement sollicitee lors
de. la nouvelle repartition des tensions provoquee par ces deformations. II est
aussi tres indique de prevoir des renforcements locaux de la poutre lorsque
l'on applique ce nouveau procede de dimensionnement.

Le procede de l'equilibre plastique ne presente par contre aucun avantage
economique dans tous les cas oü les sections des barres sont exactement adaptees
ä la grandeur des forces interieures, comme par exemple dans les poutres rivees

ou soudees dont la hauteur de construction ou l'epaisseur des membrures sont
executees suivant l'allure des moments. II ne faut de meme pas attendre de gros
avantages de l'application de ce procede de l'equilibre plastique au
dimensionnement des poutres en treillis hyperstatiques dont les barres ont des sections

en general bien adaptees aux efforts calcules. Une autre raison encore nous

pousse ä deconseiller l'emploi de cette nouvelle methode au dimensionnement
des poutres en treillis hyperstatiques. Les barres comprimees de ces systemes par
suite du danger de flambage ne se comportent pas du tout plastiquement, elles
cedent subitement comme les barres tendues constituees par un materiau
cassant.2 En ce sens, une poutre en treillis n'est pas constituee dans toutes ses

parties par le meme materiau elastico-plastique car meme les barres prises
individuellement modifient leurs proprietes elastiques determinantes pour le
dimensionnement d'apres le procede de l'equilibre plastique lors de l'alternance
de traction et de compression. Les barres se comportent sous l'effet de la
traction comme elastico-plastiques mais lorsque ces memes barres sont soumises
ä la compression, elles travaillent comme des barres cassantes.

2° — Lois fondamentales pour le calcul d'apres le procede de l'equilibre
plastique.

Si ä chaque section d'une poutre plane, composee de barres rigides, on
reporte les tensions normales de l'une des fibres extremes, la courbe com-

2 Ceci est specialement valable lorsque la barre flambe dans le domaine elastique.
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pletement ou partiellement continue que l'on obtient s'appelle: diagramme des
tensions. Les ordonnees de cette courbe peuvent appartenir en general ä
differentes sollicitations de la poutre. Choisissons maintenant pour chaque section
le groupe de charges qui produit dans la fibre extreme de la section le plus
grand effort de traction, respectivement de compression, on obtient ainsi deux
courbes de tension que Ton designe par: diagrammes des ömax, respectivement
ömin« Dans des sections non symetriques, ainsi que dans les cas oü, ä cote des

moments de flexion^ on a encore des forces normales, les tensions ne sont en
general pas les memes aux deux extremites de la section. Dans ces cas il faut
porter de chaque cote un diagramme des ömax et un des c*min.

A l'encontre de ce que Ton a dans les systemes isostatiques, des tensions et
des reactions d'appuis peuvent exister dans les systemes hyperstatiques, meme
lorsqu'aucune force exterieure n'agit sur le Systeme. Nous avons designe un tel
etat: etat de tensions residuelles. Nous appelerons les tensions existant clans cet
etat ö, tensions residuelles et leur diagramme, diagramme des tensions residuelles.
Ce diagramme est forme de segments de droites pour les poutres composees de

barres rigides rectilignes.
Nous pouvons enoncer la loi generale suivante3:
Dans le sens du procede de Vequilibre plastique, un Systeme hyperstatique est

resistant si par un choix approprie des grandeurs hyperstatiques on provoque un
etat de tensions residuelles tel que la somme algebrique des tensions residuelles
o d'une part et de la tensions limite ömax, resp. ömin, calculee d'apres la theorie
ordinaire des systemes hyperstatiques d'autre part, ne depasse en aucun point
le limite d'ecoulement ös. Nous pouvons donc ecrire les equations generales
suivantes:

| Ömax + Ö | < Ös et | Ömin + Ö | < Ö (2)

La demonstration de cette loi se trouve dans un rapport de E. Melan. Cette

proposition peut tres bien etre representee au moyen des diagrammes de tension.
La fig. 2 represente les courbes des ömax et ömin pour une poutre reposant sur
trois appuis et dont les travees sont toutes deux egales ä 1. La poutre n'est
sollicitee que par une charge mobile concentree P. II est possible de determiner
un diagramme de tensions residuelles qui, partant des courbes de ömax et
ömin« ne depende en aucun point de la valeur de ös. Notre poutre est donc apte
ä supporter la charge mobile P, qui peut etre appliquee un nombre de fois
indefini sans provoquer dans la poutre des deformations permanentes depassant
une certaine limite. Si nous admettons comme charge utile une fraction v de

la charge P (nous avons pose pour simplifier le poids propre egal ä zero) notre
poutre a le coefficient de securite v.

Dans les limites indiquees par la proposition generale et en tenant compte des

conditions du Systeme, le choix du diagramme des tensions residuelles est

3 H. Bleich: „Über die Bemessung statisch unbestimmter Stahltragwerke unter Berücksichtigung

des elastisch-plastischen Verhaltens des Baustoffes." Der Bauingenieur 1932, p. 261.
Ce fut G. v. Kazinczy qui ä ma connaissance fut le premier ä attirer l'attention au moyen

d'un exemple (poutre sur trois appuis) sur le fait que les regles de dimensionnement n'etaient

pas les memes pour les surcharges variables quelconques que pour les surcharges variant entre
deux limites determinees de meme signe. „Die Weiterentwicklung der Plastizitätslehre", Technika,

1931, Budapest.
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arbitraire. Pour choisir entre les differentes Solutions possibles, on devra se

laisser guider par des considerations economiques et techniques.
On peut provoquer artificiellement dans le Systeme non charge, par une mise

sous tension prealable, les tensions residuelles determinees par le diagramme.4
Le dimensionnement d'apres le procede de l'equilibre plastique signifie que l'on

superpose aux tensions elastiques engendrees par la surcharge dans un Systeme

hyperstatique, un Systeme de tensions preliminaires artificielles qui ont pour
but de diminuer la valeur maxima des contraintes ä l'endroit considere de la

poutre. Un tel etat de tension preliminaire se presenterait* aussi si l'on appliquait
ä la poutre la surcharge complete pour l'enlever ensuite.

oetre
P\mobile

Urnemm

4

Urnemex

Fig. 2.

Selbstspannungslinte
Diagramme des tensions ristoueiies
Diagram ofrestduarg stresses

Dans les applications pratiques du procede de l'equilibre plastique, il n'est
evidemment pas necessaire de faire usage d'une part des charges limites et des

tensions correspondantes <5max et ömin, et d'autre part de la limite d'ecoulement.
II est plus avantageux de tracer les diagrammes de tensions ömax et ömin
correspondant aux charges reelles et de dessiner les courbes de tensions
residuelles de teile fagon qu'en aucune section l'ecart entre ces courbes et le

diagramme des tensions extremes ne depasse la valeur du taux de travail
admissible öadm. Le coefficient de securite possede alors la valeur:

ös

Örtdm

Si les tensions ne sont pas les memes dans les fibres extremes superieures
et inferieures d'une section, un diagramme special des tensions est valable pour
chaque fibre extreme (fig. 2). Cependant les courbes de tensions residuelles ne
sont plus independantes l'une de lautre dans les deux diagrammes de tension
car elles appartiennent ä un seul et meme etat de tension.

L'application des diagrammes de tension n'est evidemment possible que si
les sections des barres et par suite les tensions dans les fibres extremes sont
connues. II y a lieu de proceder autrement lorsqu'il faut commencer par la
determination des sections. Dans ce cas on part des diagrammes des Mmax

4 Dans notre exemple ces tensions preliminaires peuvent etre provoqueees par un exhausse-

ment determine de l'appui central.
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et Mmin qui ne sont pas autre chose que le produit des moments resistants W
par les courbes de tension. Le travail consiste en une interpolation convenable

du diagramme des moments dus aux tensions residuelles M, interpolation teile

que les conditions

|Mmax + M|<W.öadm et |Mmin + M|<W.öddm
soient satisfaites pour chaque point de la poutre. Nous appelerons W • öadm-
moment admissible.5 Pour les poutres droites la courbe des moments des tensions

residuelles est toujours composee de segments de droites. Les moments M et M
sont les moments au noyau lorsque pour le dimensionnement on a affaire ä des

forces normales en plus des moments. On peut aussi proceder de la facon
suivante: lors du dimensionnement preliminaire on tiendra compte de la force

N
normale N en deduisant de öadm la valeur admise ö ¦=- (F est la section de

la poutre) et en posant le moment admissible egal ä W • löadm — ^ri¬

ll importe encore de faire remarquer que des surcharges accidentelles, telles

que de legers affaissements des appuis, n'ont aucune influence sur la securite,
car elles produisent dans le cas le plus defavorable des deformations permanentes
limitees. Par contre il y a lieu de tenir compte lors du dimensionnement, des

effets des variations de la temperature, car ils peuvent se repeter un nombre
indefini de fois. II faudra donc, dans le trace des diagrammes des tensions
extremes ömax et ömin, introduire egalement les tensions dues aux variations de

temperature.
S'il n'y a qu'une seule possibilite de sollicitation oscillant entre une limite

superieure et une limite inferieure, (en excluant tout changement de sens des

surcharges), les diagrammes des Mmax et Mmin coi'ncident avec les courbes
des moments produits par la surcharge donnee. Dans ce cas, et seulernent dans
ce cas, on peut negliger le calcul comme Systeme hyperstatique. On choisit
arbitrairement les grandeurs hyperstatiques mais cependant de teile sorte qu'en
aucun point le moment admissible W • öadm ne soit depasse.

Le calcul d'apres le procede de l'equilibre plastique peut se resumer
comme suit:

a) — Dimensionnement.

1° Calcul des courbes de Mmax et Mmin ainsi que des forces normales N
d'apres la theorie ordinaire des systemes hyperstatiques. Nous designerons cet
etat de tension per Etat I.

2° Determination de l'etat de tensions residuelles par le choix des diagrammes
de moments des tensions residuelles M de teile sorte qu'en aucun point le

moment soit plus grand que W • öadm« Calcul des grandeurs hyperstatiques Xv

5 L'introduction de W • öadm comme moment admissible signifie que meme pour des poutres
courbes. la relation entre la tension et la fleche peut etre simplifiee ainsi que l'indique la

fig. 1. Le moment admissible reel d'une poutrelle en I par exemple, est, ainsi qu'on le sait

dejä, 16 ä 18o/o plus grand que W • öa(jm. II ne parait pas opportun de prendre aussi en
consideration cette derniere reserve lors du dimensionnement des systemes hyperstatiques.
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X2, qui appartiennent ä l'etat de tensions residuelles choisi et que nous
appelerons Etat II.
b) — Contröle des tensions.

1° Calcul des tensions pour l'etat I.
2° Calcul des tensions pour l'etat II. Ces tensions doivent etre inferieures

a Öadm»

3° Contröle de la somme des tensions de 1° et 2°. Cette somme ne doit pas
depasser öadm.

Cette derniere tension doit etre consideree comme tension ideale car eile ne

represente qu'une echelle pour la determination de la securite. La tension reelle
est dans le cas particulier celle que l'on obtient sous 1° car en general les
tensions produites par la charge (poids propre + charge utile) ne depassent pas
la limite d'ecoulement meme lors du dimensionnement d'apres le procede de

l'equilibre plastique. Pour cette raison, meme dans le cas oü il faut controler
les fleches provoquees par les surcharges, ces fleches sont ä calculer sans
tenir compte de l'influence de l'etat de tensions residuelles sur les tensions. Les

fleches sont donc ä calculer suivant la methode ordinaire.
II faut apporter un soin tout particulier au calcul des semelles comprimees

afin d'avoir une securite süffisante au flambage.

3° — Application du procede de Vequilibre plastique au calcul des poutres-
continues.

1er Exemple.

Considerons d'abord le cas le plus simple oü une meme surcharge varie

toujours entre une limite superieure et une limite inferieure, de teile sorte que
l'on peut appliquer la simplification dont nous avons parle ci-dessus ä la page 7.

Comme exemple nous avons choisi le sommier represente par la fig. 3 a et
constitue d'une poutre continue de 8 + 12 + 8 m de portee. Cette poutre est

chargee par des fermes distantes entre elles de 4 m. La charge permanente est
de 180 kg/m2, la surcharge (neige et vent) de 100 kg/m2. La surcharge du
sommier s'etend sur une largeur de 12 m. Les charges concentrees sont donc
les suivantes:

provenant de la charge permanente:

Pg 12 • 4 • 0,18 8,64 t

provenant de la neige et du vent:

Pp 12 • 4 • 0,10 4,80 t.

Comme toutes les surcharges ne se presentent qu'uniformement reparties,
nous n'avons affaire qu'ä un seul cas de surcharge pour lequel les charges
concentrees varient entre Pg 8,64 t et Pg + PP 13,44 t. La fig. 3 donne les

valeurs maxima des moments pour le Systeme fondamental isostatique compose
de trois poutres simples. La poutre est sollicitee par les charges concentrees
Pg + Pp. Nous choisissons les grandeurs hyperstatiques, c'est-ä-dire les moments
MB et MB au droit des appuis de teile sorte que ces moments soient egaux
aux moments maximum en travee. Ce choix fixe la ligne pointillee de la fig. 3.
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Nous avons donc:

MB M2 ^^- 26,88 tm, M,, 13,44 tm.

Avec un öadm 1600 kg/cm2, nous obtenons pour les travees exterieures un
profile I 34 et pour la travee centrale un profile I 42,5. Le joint de ces profiles
se trouve dans les travees exterieures, au point a de la fig. 3. II faut determiner
la position de a de teile fagon que Wn • öadm> Ma; Wn est le moment resistant
du profile I 34 en tenant compte de la reduction due aux trous dans le Joint.

f* *T
2-4U-802 '4.0-80 4.0*t2.0

->^vU

Fig. 3.

£cme Exemple.

Considerons maintenant le cas d'un sommier de 4 travees (fig. 4) charge au
tiers de chaque travee par des charges concentrees Pg 4 t (poids propre)
et Pp 8 t (surcharge). öadm= 1400 kg/cm2. Les valeurs maxima et minima
des moments, calculees d'apres la theorie ordinaire de la poutre continue, sont
portees dans la fig. 4a. Dans le calcul des moments limites nous admettons

que la surcharge des differentes travees est complete ou nulle.

Dimensionnement.

lhre Solution, fig. 4b. Nous dessinons la courbe des moments dus aux tensions

residuelles M de teile sorte que:

Mi — MB 20,15 tm et M2 — Mc 15,74 tm.

Nous en tirons le dimensionnement suivant: pour les travees extremes des profiles

I 40 et pour les deux travees centrales des profiles I 38. Pour un moment
de 17,70 tm qu'un profile I 38 peut encore juste supporter lorsque öadm
1400 kg/cm2, la position theorique du joint soude se trouve ä cote de l'appui B.

Pour l'etat de tensions residuelles nous obtenons les valeurs suivantes des

grandeurs hyperstatiques:

MB Mb- + 2,14 tm Mc + 2,55 tm.

2kmc Solution, fig. 4c. La courbe des moments sera choisie pour que:

— MB M2 — Mc 16,47 tm.

II en resulte que le moment maximum de la derniere travee croit et devient

Mx 21,34 tm. On obtient pour les portees extremes des I 42,5 et pour les
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portees centrales des I 38. Cependant on peut executer le joint soude directement

au droit de l'appui B.

P§*P»

\ct' [_J_WUM 1

i Momente inmt
' Moments mm

ti\PI t *mi'ii t A—»—J

\LßmaxM§>'

mm.

tf-ünle

rnst
s IU$

maxJf

mm

M-Ume

r4\
1^

max tt
- I

A
IX/ uzmm

t. ¥Lr<
M-Ume"' rJ-

.JL_^^ Weretärkung&bereich\
¦, max tf \fyrt/e j nnforcer I

Strengthening required

Fig. 4.

L'etat de tensions residuelles donne les valeurs suivantes des grandeurs
hyperstatiques :

M MB< + 5,81 tm et Mc + l,82tm.
3hme Solution, fig. 4d. On porte dans les premieres et deuxiemes travees ä

l'endroit des moments positifs maximum les plus grands moments que peuvent
supporter les profiles I 38 pour un öadm 1400 kg/cm2, c'est-ä-dire 17,70 tm.
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Ces deux points determinent une courbe des moments dus ä la tension residuelle
qui produit au droit de l'appui B un moment de 27,47 tm. Ce moment peut etre
supporte par des renforcements du profile I 38 continu, au moyen de semelles
soudees de 160 X 12 mm dans la region de l'appui.

Les valeurs suivantes des grandeurs hyperstatiques correspondent ä cet etat
de tensions residuelles:

MB MB- — 5,19 tm et Mc + 9,13tm.

ßbmo Exemple.

La poutre continue sollicitee par une surcharge uniformement repartie, joue
un role des plus importants dans la construction des charpentes metalliques.
Nous allons etablir dans ce qui suit quelques regles de dimensionnement tres
simples pour de telles poutres composees d'un nombre quelconque de travees
egales. Considerons ä cet effet comme exemple la poutre ä trois travees sollicitee

par une surcharge permanente uniforme g et par une charge utile repartie p,
placee ä l'endroit le plus defavorable. On a trace dans la fig. 5, en plus du
diagramme de Mg, ceux des Mmax Mg +Mpmax et des Mmin Mg-|-Mpmm.

Nous allons considerer deux Solutions de ce probleme. Le diagramme des

moments dus aux tensions residuelles I, a ete trace en faisant M± MB. Les
sections dans les travees extremes seront determinees ä l'aide du moment M1
et celle dans la travee mediane ä l'aide du moment M2. Ilya lieu de remarquer
que la section plus forte des travees extremes doit se prolonger d'une longueur
d'environ 1/10 dans les travees medianes car MB est plus grand que M2. Le joint
de la poutre se trouverait alors ä droite de l'appui B.

Si l'on desirait situer le joint de la poutre au droit meme de l'appui B, il
faudrait tracer un diagramme des moments dus aux tensions residuelles tel que
le diagramme II de la fig. 5. Dans ce cas MB M2; Mx est plus grand que M2
mais on peut cependant situer au droit de l'appui B le joint entre la poutre de
la travee extreme et la poutre plus faible de la travee mediane. Les diagrammes
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des moments qui ont ete traces ä la fig. 5 ont ete calcules en supposant une
section uniforme de la poutre dans toutes les travees. Si l'on voulait effectuer
une determination tres precise,. on devrait recommencer les calculs en tenant
compte de la Variation des sections. Cependant la pratique montre que l'influence
de la Variation de la section de la poutre sur le resultat final du calcul d'apres
le procede de l'equilibre plastique est tres faible de teile sorte que l'on peut
presque toujours se contenter d'un seul calcul (en admettant partout la meme
section). Pour se rendre compte de l'exactitude de cette proposition, il suffit
de sc souvenir de l'exemple 1 qui contient une Solution exacte de ce probleme.
La Solution y est tout-ä-fait independante de la grandeur des moments d'inertie
des sections des differentes travees.

En etudiant la fig. 5 on peut deduire ce qui suit: si l'on considere d'une part
les moments Mg seuls et d'autre part les moments Mp seuls, les valeurs maxima
des moments, conditionnees par le diagramme des moments dus aux tensions
residuelles, se presentent soit ä peu pres, soit tout-ä-fait aux memes endroits, de

teile sorte que l'on peut determiner chacune d'elles isolement et additionner leurs
valeurs maxima. Les moments peuvent alors s'ecrire sous la forme suivante:

pour les travees extremes:

pour les travees medianes:
Mmax cigl2 + dipl2
Mmax cmgl2 + dmpr2.

Les coefficients c et d dependent du nombre de travees et peuvent pour des

longueurs de travees egales, etre determines une fois pour toutes. Nous avons
rassemble dans le tableau I ces coefficients pour les deux Solutions differentes
correspondant aux diagrammes de tensions residuelles I et II. Comme dans
les travees medianes les moments maximum ne sont que peu differents les uns
des autres, nous avons indique dans chaque cas la valeur maxima de c et de d

qui est valable pour toutes les travees medianes.

Tableau I. Moments de dimensionnement pour une poutre continue
ä travees eeales.

Travees d'extremite:
Mmax ci gl2 + di pl2

Travees medianes:
Mmax cm gl2 + dm pl'

a) la poutre plus forte de la
prolonge d'environ 1/10 dans

travee extreme se
la deuxieme travee

b) la poutre plus forte de la travee extreme
est arretee au deuxieme appui

nombre
de

travees
d'extremite

travees
medianes

nombre
de

travees

travees
d'extremite

travees
medianes

travees ci | di Cm dm ci di Cm dm

2 0,0858 0,1048 — — 2 0,0858 0,1048 — —

3 0,0858 0,1061 0,0392 0,0858 3 0,0957 0,1109 0,0625 0,0957

4 0,0858 0,1061 0,0511 0,0942 4 0,0957 0,1104 0,0625 0,0971

>4 0,0858 0,1061 0,0625 0,0950 >4 0,0957 0,1098 0,0625 0,0972

10 F
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4° — Application du procede de Vequilibre plastique au calcul d'une ferme en
cadre.

4 eme Exemple.

Considerons une ferme en cadre, encastree ä ses deux appuis, de 16 m de

portee et 10 m de hauteur de poteaux. II faut dimensionner ce cadre 3 fois
statiquement indetermine, de teile sorte que le meme profile sans renforcements
locaux soit süffisant et pour les poteaux et pour la traverse. La fig. 6 a represente

le Systeme du cadre. Nous considerons les surcharges suivantes:

charge permanente: p 0,72 t/m
charge de neige: s 0,45 t/m
action du vent sur les poteaux: w 0,60 t/m.

L'allure des moments pour ces trois cas de charge, calculee d'apres la methode
connue est representee par les fig. 6b, 6c et 6d. L'action du vent peut etre
appliquee ä droite ou ä gauche, il en resulte que les diagrammes des Mmax et
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des Mmi„ sont symetriques par rapport ä l'axe vertical du cadre. Ces diagrammes
sont representes ä la fig. 6e.

Nous chercherons un etat de tensions residuelles, donne par les grandeurs
MA, MB et H, qui remplisse les conditions suivantes: Nous devons avoir

MA Mb et le moment d'encastrement en A, le moment ä l'angle C ainsi

que le moment en travee F (milieu de la traverse) doivent etre egaux en valeur
absolue. Soit M cette valeur. En considerant les valeurs des moments limites
portes dans la fig. 6e, nous pouvons poser les equations suivantes:

au point A 17,02 + MA M

au point C —23,56 + MA — 10 H — M

au point F 16,15 + MA — 10,80 H M

De ces trois equations nous pouvons tirer la valeur des trois inconnues MA,
H el M. On obtient:

H —0,081 t MA Mß +2,87 tm M 19,88 tm

Les diagrammes des moments M dus aux tensions residuelles sont portes dans
la fig. 6e (cote gauche). Le moment maximum qui sert de base au dimensionnement

est donc M 19,88 tm. Pour un öadm 1600 kg/cm2 nous utiliserons
un profile I 40.6 Nous avons suppose dans ce qui precede que l'on a prevu des

dispositifs assurant la securite des semelles comprimees.
Si l'on admet la possibilite de renforcements locaux, on procedera de la

maniere suivante: On choisit comme profile fondamental un I 36 dont le moment
admissible MT 1400 • 1089 kg • cm 15,00 tm pour un öadm 1600 kg/cm2
et en admettant une reserve de 200 kg/cm2 pour les sollicitations ä la force
normale.7 L'etat de tensions residuelles doit etre choisi de teile sorte que le

moment maximum ä l'encastrement A ainsi qu'au milieu de la traverse, c'est-ä-
dire en F ne depasse pas la valeur de 15,00 tm. Nous avons donc les conditions
suivantes:

au point A 17,02 + M A 15,00

au point F 16,15 + M A — 10,80 ff= 15,00

La resolution de ces equations donne:

H — 0,081 t et M A — 2,02 tm

Aux points C et D nous avons un moment maximum:

Mc M D — 23,56 — 2,02 + 0,81 — 24,77 tm.

Le diagramme des moments de la tension residuelle est dessine dans la partie
de droite de la fig. 6e. Le moment admissible MT ^= 15,00 tm nous donne les

points r et t (fig. 6) qui determinent la region qui doit etre renforcee par le
soudage de semelles afin de pouvoir supporter un moment maximum de 24,77 tm.

Dans ce second cas nous avons base nos calculs sur les memes diagrammes
de Mmax et Mmill que dans le premier cas quoique ces diagrammes devraient

6 Les forces normales dans les poteaux et la traverse sont aussi prises en consideration.
7 La force normale maxima atteint dans un poteau par ex. 10 t.

10*
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etre un peu modifies par suite des renforcements locaux. L'erreur qui en resulte
n'est pas tres grande car nous pouvons de nouveau demontrer le peu d'influence
qu'ont les conditions de rigidite sur les moments servant au dimensionnement.
Un Systeme hyperstatique calcule d'apres le procede de l'equilibre plastique se

comporte ä peu de chose pres comme un Systeme isostatique, si l'on tient compte
de l'influence de la rigidite des differentes parties sur les grandeurs determinan-
tes du dimensionnement. II suffit presque toujours pour le dimensionnement
preliminaire de choisir un Systeme avec une repartition ä peu pres exacte des

moments d'inertie. II est ä recommander d'effectuer le contröle des tensions

pour les diagrammes exacts des Mmax et Mmm afin de tenir compte des conditions
exactes du Systeme.

Resume.

Ce rapport montre l'application pratique du procede de l'equilibre plastique
au dimensionnement des systemes hyperstatiques composes de barres rigides.
L'auteur donne d'abord une definition du coefficient de securite dans le sens du
nouveau procede de dimensionnement et en liaison avec ceci il parle des
hypotheses concernant l'application du procede de l'equilibre plastique en tenant
compte des proprietes du materiau. En partant de ces considerations on peut
conclure que ce nouveau procede ne doit etre applique ni aux systemes dans
lesquels il faut tenir compte de la resistance ä la fatigue du materiau, ni aux
poutres reticulees. Suit une discussion de la loi de H. Bleich qui est ä la base
de cette theorie ainsi que quelques explications sur la methode de calcul.
L'application pratique du procede de l'equilibre plastique est demontree par
plusieurs exemples, ä savoir: trois types differents de poutre continue et un cadre.
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