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Securite des constructions.

Sicherheit der Bauwerke.

The Safety of Structures.

R. Levi,
Ingenieur en Chef Adjoint au Service de la Voie et des

Bätiments des Chemins de fer de l'Etat, Paris.

Generalites

I — La necessite s'est imposee, depuis quelques annees, de faire etat, dans
la resistance des charpentes, des proprietes inelastiques de la matiere.

La resistance des materiaux avait ete fondee en premier lieu sur l'hypothese
que, lorsque les forces auxquelles est soumis un Systeme s'accroissent, les

deformations et les taux de travail augmentent partout d'une maniere lineaire.
Or, la propriete purement elastique admise ainsi n'est exacte, pour tous

les materiaux, qu'en premiere approximation. Cette hypothese doit etre aban-
donnee chaque fois que les circonstances se rapprochent de celles qui produisent
la rupture des pieces ou simplement des deformations de grande amplitude.

L'effet des proprietes inelastiques des materiaux est, suivant les cas, favorable
ou contraire ä la stabilite.

Contraire ä la stabilite quand il s'agit de la tendance au flambement dune
barre comprimee longitudinalement, l'effet est generalement considere comme
de nature ä augmenter la stabilite des systemes hyperstatiques.

II — Nous nous proposons de discuter cette assertion. Nous notons, dans
ce but que, pour connaitre le degre de securite d'une construction, il faut
envisager la maniere dont eile se comporte vis-ä-vis des charges croissantes

jusquä ce qu'une rupture ou une deformation d'importance vitale se produise.
II devient alors necessaire de faire intervenir, au lieu du coefficient d'elasticite

E de la periode elastique, des coefficients d'elasticite instantanes H', correspondant
ä de tres petits efforts supplementaires. Ces coefficients d'elasticite H'

seront variables d'un point ä un autre et seront meme differents suivant que
l'effort supplementaire considere augmente ou diminue la tension preexistante.

II n'est pas inutile de rappeler que cette consideration de coefficients
d'elasticite instantanes eclaire les resultats des experiences sur le flambement
poursuivies ä l'Ecole Polytechnique de Zürich, sous la direction de M. Ros.

Sous l'effet d'une force transversale, par exemple, la flexion qui se manifeste
dans une piece comprimee en bout (fig. 1) augmente l'etat de compression du
cote concave, en la diminuant du cöte convexe, et les points figuratifs de la
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82 R. Levi

deformation lineaire, dans le sens parallele ä laxe, decrivent des courbes qui ne
sont pas dans le prolongement l'une de l'autre (fig. 2).

Le coefficient d'elasticite moyen, ä faire intervenir dans la formule d'Euler,
est toujours inferieur au coefficient d'elasticite habituel, de teile sorte que la
limite peut etre atteinte lorsque la compression est inferieure ä la limite fixee

par le calcul habituel.
De meme, dans un Systeme hyperstatique, les deformations peuvent s'accuser

rapidement ä partir du moment oü les charges ont fait depasser la limite
elastique des materiaux et il y a {danger ä se contenter d'hypotheses trop simples

pour apprecier le degre de securite.
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III -— La remarque suivante permet de diriger la discussion:
La relation qui existe entre les deformations d'une piece et les sollicitations

traduit une propriete de la matiere. C'est une loi intrinseque qui relie ces
variables (fig. 3).

Mais, dans une construction, aucune de ces variables ne peut etre consideree

en general comme une donnee et il n'est pas plus logique de dire que la
deformation est fonetion de l'effort que de pretendre que l'effort est fonetion de la
deformation.

En realite, dans une piece A B d'une construction determinee, l'equilibre entre
les deformations et les sollicitations se fait dans des conditions qui mettent en

jeu, non seulernent l'elasticite de la matiere ä 1'interieur de la piece A B, mais
aussi l'elasticite du Systeme ä l'exterieur de A B.

Par exemple, si l'on tire sur une eprouvette au moyen dun verin ä vis avec

un ressort comme intermediaire (fig. 4) la traction a pour effet de deformer

s2 y^T\
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ä la fois l'eprouvette et le ressort et il faut connaitre l'elasticite de ce dernier

pour juger de ce qui se passe dans l'eprouvette. Pour chaque position de la vis,

ce point figuratif du diagramme deformations / forces doit etre recherche ä la

rencontre de la courbe intrinseque et d'une courbe exprimant la loi extrinseque
qui lie la distance des mächoires ä l'effort qu'elles transmettent.
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De meme, si l'on applique ä un Systeme hyperstatique des charges croissantes,
le point figuratif correspondant ä la barre qui travaille au taux le plus eleve se

trouve successivement ä la rencontre de la courbe intrinseque deformations/
forces et d'une serie de courbes extrinseques (fig. 5). Ces courbes sont inclinees,
car dans chaque cas l'effort applique ä la barre consideree diminue quand
sa deformation s'accroit.

£«?8
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Fig. 5.

Comparons la Situation de deux barres du meme metal appartenant respectivement

ä un Systeme isostatique et ä un Systeme hyperstatique et qui, pour
certaines charges faibles, travaillent au meme taux. Supposons proportionnels aux
charges les efforts qui leur seraient appliques si elles n'etaient pas elles-memes
deformees (fig. 6).
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Si l'on multiplie, en effet, les deformations et les forces par un certain facteur,
on substitue aux points M confondus qui figurent l'etat des barres, un point P
situe sur l'horizontale du palier d'elasticite" et tres pres de la courbe A B. Si l'on
multiplie la charge par un coefficient moindre, les deux barres se trouvent dans
des situations equivalentes. Mais si l'on multiplie par un coefficient superieur,
la premiere barre aborde immediatement la zone C D des grandes deformations
permanentes, alors que la seconde progresse tout d'abord le long du palier de
la limite d'elasticite. Le gain est d'autant plus grand que le rapport

deformation du depassement de la limite d'elasticite

deformation elastique
pcn =£-Op

est plus grand.
II est egalement d'autant plus eleve que la loi extrinseque de deformation du

Systeme est rapidement degressive.
On peut appeler nombre de ductilite le rapport n qui joue un role essentiel

dans la discussion.
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84 R. Levi

Pour l'acier de construction 42/25> les donnes numeriques usuelles sont les
suivantes:

La deformation relative apres le palier est egale ä 0.027.
Le coefficient d'elasticite est de 22-103K:mm2.
La limite d'elasticite est de 26 K:m2.
D'oü

26
22000

IV — Les considerations qui precedent peuvent etre appliquees, non seulernent
aux systemes hyperstatiques, oü la repartition des efforts n'est determinee qu'en
ayant egard aux deformations, mais aux elements flechis des systemes
isostatiques. La ductilite intervient alors dans la repartition des efforts dans une
section.

En definitive, lorsque les efforts s'accroissent dans une construction
hyperstatique ou dans une piece flechie, les zones qui travaillant au taux le plus eleve
subissent des deformations inelastiques ä partir du moment oü la limite elastique

y est atteinte. Les conditions de charge de la construction peuvent alors
s'aggraver sans que le taux de travail augmente dans les zones les plus chargees.

Cette propriete est ce que l'on nomme la ductilite.
La deformation inelastique survenant ä la limite d'elasticite represente le

produit par un coefficient n dependant de la nature du metal, de la deformation
elastique correspondant ä la limite d'elasticite. Le coefficient n est, en general,
voisin de 22.

L'ecart entre la charge pour laquelle la limite d'elasticite est atteinte et celle

pour laquelle eile est depassee est relativement d'autant plus grand que le

nombre n est eleve. II est egalement d'autant plus grand que la piece ou
l'element de piece soumis ä etirement est astreint ä un effort plus rapidement
decroissant avec la deformation.

Cas d'une charge constante

I — Considerons plusieurs barres B paralleles, solidarisches par leurs abouts
de teile sorte que les allongements soient egaux et appliquons ä l'ensemble
une charge F croissant une fois pour toutes. Le point figuratif des deformations

f
et du taux de travail — decrit, pour une barre determinee B1? une portion de

fla courbe caracteristique du metal. Si H est la fonetion qui represente — en

fonetion de l'allongement relatif, la loi intrinseque dont il est question plus
haut s'ecrit:

^ H'^ (1)

Quant ä la loi extrinseque, eile s'obtient en sommant les lois intrinseques
des autres barres.
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Plus simplement, si l'on fait la somme (membre ä membre), des equations (1)
ecrites pour toutes les barres, on a

sH'
dF dl£-j- (2)

Pour la barre consideree, le quantum de l'effort supplementaire absorbe par
eile s'exprime donc par le rapport:

dft _ sH^
dF- XsH' w

Ce quantum est evidemment constant si les points figuratifs de toutes les

barres coincident; mais il n'en est ainsi que si toutes ont ete fixees dans leurs
extremites sans aucun effort interne.

II en est autrement:
a) s'il existe des differences entre les longueurs des diverses barres mesurees

ä l'etat neutre ou entre les distances de leurs fixations;
b) si certaines barres ont ete mises sous tension avant que n'ait eu lieu la

solidarisation des autres barres,
ou lorsque ces deux facteurs interviennent.
Les points figuratifs decrivent alors la meme courbe sans etre confondus.

Mais d'apres ce qui a ete dit plus haut, les differences de longueur, c'est-ä-dire
aussi les differences des abcisses, se conservent.

Le quantum d'effort supplementaire donne par (3) pour la barre la plus
deformee decroit lorsque cette barre approche de la limite d'elasticite. II en est

ainsi ensuite des autres barres, jusqu'a ce que, la limite d'elasticite etant
atteinte partout, les efforts supplementaires soient repris par les barres les

plus deformees.
Dans les conditions de la pratique, comme le nombre n est tres eleve, l'egali-

sation se produit en fait, c'est-ä-dire que les barres les moins chargees atteignent
la limite d'elasticite avant que ne reprenne la croissance des efforts dans les

barres les plus chargees.
Si l'on compare ce resultat ä celui que donne la theorie de l'elasticite, on voit

immediatement que l'etirement du metal apporte une simplification dans le

processus de la deformation. II egalise les tensions et rend la condition de

depassement de la limite d'elasticite independante des conditions initiales oü s'est

trouve le Systeme.
Quant ä l'exception indiquee plus haut, eile n'aurait lieu que si la barre la

plus chargee depassait la limite d'elasticite N avant que la barre la moins chargee
ne l'atteigne. Ceci signifierait que les differences entre les allongements relatifs
depasseraient la longueur du palier B C, c'est-ä-dire environ n fois l'allongement

N
elastique p- ä la limite d'elasticite. Pareille circonstance peut etre consideree

comme exceptionnelle et inadmissible.

II — Ce qui precede s'applique sans restriction au cas des pieces effectivement
associees «en parallele» comme les semelles d'une poutre. Les erreurs de montage
n'ont pas de repercussion sur leur capacite de resistance ä la limite d'elasticite.
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De meme pour les barres de treillis disposees dans le meme sens ou en sens
contraire.

De meme encore dans le cas oü un treillis est renforce par des barres posees
sans tension.

III — Un cas plus general est celui oü des barres associees se deforment in-
egalement, mais suivant des rapports constants. On a alors

dh dl,
!i ßi 12 ß2

(4)

a etant un parametre variable et les ß des constantes.

La construction geometrique de la fig. 7 montre comment les taux de travail
des differentes pieces se deduisent les uns des autres.
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Fig. 7.

Le quantum d'effort supplementaire pris par la barre B, est:

0 l^df,
dF

li
Ss ßH'

(5)

• La barre la moins deformee atteint la limite d'elasticite avant qu'elle ne soit
depassee par la barre la plus deformee si le rapport de leurs allongements est
inferieur ä (n + 1).

Le fait que le nombre de ductilite est tres grand a donc encore pour
consequence que l'egalisation des tensions se produit d'une maniere tres generale
sur le palier de la limite d'elasticite.

La fig. 8 montre alors la maniere dont varie la moyenne ponderee des

deformations en fonetion de la moyenne ponderee des taux de travail. La courbe ainsi
obtenue possede des angles plus adoucis que la courbe actuelle de deformation.
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Designons par k le rapport de lallongement moyen ä l'allongement de la
barfe la plus chargee. La condition pour que les taux de travail s'egalisent ä la
limite d'elasticite s'exprime aussi par la relation approchee suivante

IV — II resulte de cet examen qu'en attribuant le meme taux de travail ä

chaque piece, on commet une approximation qui n'est pas legitime, en general,
mais le devient ä la limite d'elasticite. Ce calcul revenant ä supposer ä chaque
piece un effort limite bien determine, on justifie ainsi une maniere de voir, souvent
consideree comme trop simpliste, d'apres laquelle chaque piece ou Organe possede
sa papacite de resistance, la capacite de l'ensemble etant la somme des capacites
individuelles.

Cette methode, appliquee notamment dans le calculs d'assemblage, se justifie
donc dans une certaine mesure, lorsque les divers elements travaillent dans des

conditions pas trop dissemblables.

V — II est bon de verifier, des ä present, si la prise en consideration de la
plasticite dans les calculs n'amoindrit pas la securite.

Par securite, on entend, soit la garantie contre le risque de ruine de la
construction, soit la garantie contre le risque de grandes deformations rendant
l'ouvrage impropre ä son usage. Le flambement entre dans l'une ou l'autre de ces
considerations.

Dans tous les cas, on caracterise la securite par un coefficient, et on ne peut
mieux faire, pour definir ce coefficient que de le prendre egal au facteur par
lequel il faut multiplier les charges pour atteindre une Situation dangereuse.

De ce qui precede, il resulte que si II est le maximum que l'on s'est fixe
pour le taux de travail moyen, le coefficient de securite vis-ä-vis du depassement
de la limite d'elasticite N, est N/n.

VI — En ecartant le cas oü le flambement se produit au-dessous de la limite
d'elasticite, il y a lieu de considerer deux cas:

a) limite de flambement O, peu superieure ä la limite d'elasticite N.
Dans ce cas, il y a lieu de remarquer qu'aussitot que les charges ont depasse

les taux qui correspondent au niveau de la limite elastique, les excedents de

charge se reportent exclusivement sur 1, puis 2, ete barres.

L'augmentation qu'il faut apporter aux charges appliquees pour que la barre
la plus chargee atteigne la limite du flambement <J> peut ainsi etre extremement
faible, comme le montre la construction (fig. 9) du taux de travail moyen
qui correspond ä cette eventualite. II semble donc qu'il y ait lieu de se montrer
particulierement prudent, et d'admettre pour le taux de travail moyen une
limite calculee comme si la limite de flambement etait egale ä la limite
d'elasticite.

b) Cas oü les barres sont toutes tendues ou dont la limite de flambement est
voisine de la limite de rupture.

II peut alors se produire que, lorsque le point figuratif Mx de la barre la

plus chargee atteint sa limite dangereuse 01, les autres points figuratifs sont
tous sur la courbe C Ox. Ceci se produit en general quand le rapport de

l'allongement maximum de ductilite ä l'allongement dangereux est inferieur ä 2 k — 1.
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Alors le centre de gravite M des points figuratifs est tres voisin de la courbe
G®! elle-meme (fig. 10). On peut donc definir approximativement la valeur
dangereuse du taux de travail moyen comme etant celle qui correspond sur
la courbe de deformation, au produit par k de l'allongement dangereux.
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Ceci etant, les coefficients de securite d'une association de barres travaillant
concurremment peuvent etre definis comme suit: «Les conditions de resistance de
la barre la plus chargee sont sensiblement les meines que celles d'une barre
fictive chargee au taux moyen, mais dont la limite de flambement ou de rupture
serait amoindrie.

Si la limite de flambement reelle n'est pas tres superieure ä la limite d'elasticite,

la limite de resistance de la barre fictive doit etre prise encore plus proche
de celle-ci.

Si la limite de flambement est elevee, ou si les barres sont toutes tendues, il
faut multiplier l'allongement dangereux par k pour trouver, sur la courbe de

deformation, le taux de travail dangereux.
Dans tous les cas, le coefficient de securite, vis-ä-vis du flambement ou de la

rupture, doit etre pris egal au rapport de la limite ainsi determinee au taux
de travail moyen.»

De ceci, on peut deduire que si un Systeme hyperstatique est semblable ä ceux
que nous venons d'examiner et si de grandes deformations ont commence ä se

produire, la marge de securite qui subsiste alors est inferieure ä celle que presen-
terait, s'il en etait de meme, une construction isostatique.

VII — On peut appliquer ces principes au cas d'une töle percee de trous de

rivets en l'assimilant ä un faisceau de fibres associees.

On peut considerer comme demontre le fait que, dans le voisinage des trous
de rivets, les deformations sont localement augmentees dans le rapport de 1 ä 3.

Le rapport k est donc egal ä 1/3.
Par consequent, la limite de rupture est atteinte aux abords des trous, c'est-

ä-dire qu'il s'y manifeste des fissurations pour une valeur critique du taux de

travail moyen, qui s'obtient en multipliant par k x/3 l'allongement
correspondant ä la limite de rupture. Avec les aciers de construction courante, on
trouve ainsi un taux de travail egal sensiblement aux 4/5 de la limite de rupture.

VIII — Nous examinerons maintenant, par quelques exemples, le cas des

poutres droites, reticulees et hyperstatiques:
a) Poutre ä membrures constantes, ä treillis ä 45°, ä deux appuis, encastree

sur Fun d'eux (fig. 11).
Lorsque les charges croissent, c'est normalement la barre A'C qui atteint la

premiere la limite elastique. Le reste de la charpente se comporte alors comme
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une poutre isostatique A C D B soumise ä une force sN dirigee suivant C A\
Lc moment sur appui est

M0 sNh (7)

Dans la poutre, le moment M est egal ä

M ju — sNh J—p^ (8)

jli etant le moment de la poutre ä deux appuis simples.
Les charges continuant ä croitre, les deformations se poursuivent pour atteindre,

d'une part, dans la travee, la limite d'elasticite, d'autre part, dans la barre
A' C, la limite superieure de ductilite. En general, celle-ci est atteinte en dernier
lieu, et dans cc cas, la limite d'elasticite est atteinte en travee si le maximum
de (8) est egal et de signe contraire au moment sur appui (7).

Si la poutre est uniformement chargee ou chargee par un poids P variable,
on trouve que le moment maximum auquel a ä resister la section la plus chargee

4
de la poutre est la fraction soit environ 2/3 du moment maximum de la

meme poutre, supposee ä deux appuis simples (fig. 12).

Fig. IL _^
Mais il faut verifier que la deformation de la barre A' C dans ces conditions

n'excede pas la deformation maximum de ductilite. Elle s'obtient en calculant
la rotation co'0 de la fibre neutre de la poutre au voisinage de A

fsNh(l —x)2, sNhl 21N
C°0 CO°-J^r^'^^dx Wo-yET^COo~3¥h (9)

co0 etant la rotation de la poutre posee sur appuis simples.
Le treillis etant suppose ä 45°, co'0 represente aussi l'allongement relatif de

A' C h. On doit donc avoir

21 N N

En prenant pour co0 la valeur correspondant ä la charge uniformement
repartie maximum, ceci s'ecrit

IN 21 N ,.N
3lTE-ShE<(n+1)¥

OU

~<3(n+l) (11)

Cette inegalite, effectivement, est satisfaite avec les poutres de dimension
courante et les aciers habituels.
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b) Poutre ä deux travees solidaires, constituee comme ci-dessus.

Le cas est le meine, la section sur appui median jouant le role de section
d'encastrement.

D'autre part, si les appuis sont deniveles, il s'ajoute ä eo'0 un terme correctif
qui peut augmenter la valeur du premier terme de (11), mais est generalement
trop faible pour renverser l'inegalite.

c) Poutre encastree ä ses deux appuis ou travee solidaire de deux autres
travees; meme Constitution que ci-dessus.

Dans ces deux cas, l'egalite des moments sur appuis et en travee se fait avec
reduction de moitie sur la valeur du moment maximum dans la travee ä appuis
simples. La condition (11) est remplacee par la suivante, qui est satisfaite
encore plus facilement:

I<6(n+1) (12)

En definitive, sauf cas anormal, si l'on calcule la poutre en supposant l'egalite
des moments maxima en travee et sur appuis doubles et en admettant n comme
taux de travail maximum, le coefficient de securite par rapport au depassement
de la limite d'elasticite N est egal ä N/n.

IX — Examinons maintenant le cas d'une poutre ä äme pleine ä section
constante et continue ou encastree sur un au moins de ses appuis.

La croissance des charges porte le taux de travail ä la limite d'elasticite au
voisinage des appuis doubles, puis le volume ainsi rendu plastique s'accroit.
Une deformation plastique se produit ensuite dans une region centrale de la
travee. Mais il n'est pas evident que cette apparition precede le cas de charge
oü la premiere zone plastique depasse la limite d'elasticite. Pour le determiner,
il importe de rechercher l'etendue de cette zone.

II y a lieu de penser que dans une section droite meme atteinte partiellement
par la plasticite, la loi des deformations relatives des fibres longitudinales reste
lineaire par rapport ä la distance ä la fibre neutre.

Soit 0 un point de la fibre neutre. Superposons ä la coupe de la poutre le

diagramme deformations / forces, porte ä une echelle quelconque. Si l'on
projette dans le sens des x un point de la section transversale sur une droite
OD determinee, puis dans le sens des y sur le diagramme, on obtient la valeur
du taux de travail correspondant (fig. 13).

Fig. 13.
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Quand le moment flechissant s'accroit, la droite tourne dans le sens des

aiguilles d'une montre. II varie d'une quantite M0 ä une quantite Mx dans la
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zone plastique, tandis que le point figuratif se deplace de B (qu'on peut assimiler
au point P) ä C. On a sensiblement

M0 §2^ da NJ^ do (13)

et
Mx S N vda N S vdö (14)

v etant la distance ä la fibre neutre et dö l'element de surface de la section.

La difference est egale ä

M1-M0 Nj2^(^-v)do (15)

qui peut etre reduite ä la valeur de l'integrale pour l'äme seule. Soit b son

epaisseur

M]-M0 N^ (16)

Entre les deux valeurs M0 et M± du moment, celui-ci varie suivant une loi
parabolique en fonetion de la hauteur Z de la partie non plastique.

M M„ + ^(h*-Z») (17)

La Variation du moment flechissant fournit donc la forme de la frontiere
qui limite la zone plastique. Elle est parabolique si l'effort tranchant est
constant, et droite, si l'effort tranchant varie lineairement.

Le volume plastique est le plus grand quand il est limite, comme l'indique
la figure 14.

On a

d ar n
JJ/t>/\-

Z'M
=EZ222ZZ2Z fWjVff*?»-*-

d-bh*N '181

Supposons que l'eppaisseur de l'äme soit calculee
exactement pour travailler ä la limite d'elasticite pour
un effort tranchant egal ä T, c'est-ä-dire que l'on ait

Fig. 14. precisement bhN=T.
II resulte de (18) que la demi-longueur de la zone plastique atteint la valeur

Nous Constatons donc que la longueur de poutre flechie plastiquement n'est

qu'une faible fraction de la hauteur. La condition (11) doit etre remplacee par
une condition plus dure ä remplir:

»»•N
+ JU >

(20)
12T ' 2 3(n+l)
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Cette condition, lorsque l'äme est calculee au plus juste, conduirait ä ne pas
descendre, pour la hauteur de la poutre, au-dessous du 1/65me de la portee si

l'on voulait que la limite d'elasticite ne soit pas depassee sur appui avant d'etre
atteinte en travee.

La conclusion, si paradoxale qu'elle puisse paraitre, est que pour beneficier
pleinement de la plasticite des poutres continues au-dessus des appuis, il faut
en renforcer l'äme, et cela d'autant plus que la poutre est plus mince. Ce
renforcement doit regner jusqu'au Vßo*"10 de la portee, environ.

Dans le cas contraire, la poutre s'articule, pour ainsi dire, au droit de

l'appui seulernent; en poussant ä l'extreme, c'est une brisure qui tend ä se

produire dans la forme de la poutre si l'äme est trop faible.
Au point de vue de la ductilite, les renforts d'ämes et les montants raidisseurs

au voisinage des appuis se trouvent donc presenter un interet particulier et
meritent d'etre traites largement au voisinage des encastrements et des appuis
doubles.

X — II parait bon de ne pas se preoccuper seulernent du risque des grandes
deformations des poutres qui se produiraient si la limite d'elasticite etait depassee
en plusieurs regions, mais aussi du risque de rupture, quitte ä n'y attacher

que l'importance justifiee par la Situation particuliere de la construction.
Pour cela, etudions, pour une petite augmentation des charges, la Variation

correspondante b M du moment flechissant. La Variation de courbure s'ecrit

bte)-iFi (21)

Le coefficient H' n'est pas autre chose que le coefficient d'elasticite instantane
des membrures, s'il s'agit d'une poutre sans äme. Dans le cas oü l'äme inter-
vient dans la flexion, H' I est defini comme la somme des moments des

elements d'aire de la section, multiplies par les H' correspondants.
Prenons le cas, par exemple, d'une poutre encastree ä ses deux extremites. La

deviation de chaque extremite etant nulle, on a

Or, M est la somme du moment (—M0) sur appui et du moment jli qui
existerait si la poutre etait posee sur appuis simples. On a donc

sm^^LL- (23)

Jindx
Cette expression est ä rapprocher de la formule (3) relative aux barres

associees en parallele. Ici, les sections qui flechissent sont associees en serie, et
ceci explique que les coefficients H' passent des numerateurs aux denominatcurs.

ou
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La formule (23) generale nous permet de reprendre la discussion:
Phase de Velasticite: H' est partout egal ä E. On a simplement

ÖM(«=/¥d* (24)

Phase de la plasticite sur appuis: H' s'annulant sur appuis, les regions voisines

fournissent dans les integrales des termes preponderants qui, au numerateur,
sont multiplies par des quantites b\x tres faibles. Le quotient s'annule
sensiblement

bM0cvO (25)

Phase de la plasticite en travee: H' s'annulant dans une region C oü la Variation

büc n'est pas nulle, le quotient des termes preponderants des deux integrales
de (23) devient alors

&M0 bMc (26)

On a donc ÖM0 — &M0 + buc 0.

Phase des grandes deformations: Les zones plastiques s'eloignent des parties

qui ont depasse la limite d'elasticite. On peut constater que -— diminue sans

descendre ä la valeur 1/2 correspondant au cas de la poutre isostatique.
La figure 15 resume la Variation des taux de travail en fonetion des charges.
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De meme, dans le cas de poutre ä un appui double, le taux de Variation est
environ 1,5 fois apres l'egalisation ce qu'il a ete en moyenne auparavant. C'est
l'inverse du rapport qui relie le moment flechissant, qui se produit lors de

l'egalisation des moments, au moment flechissant qui existerait alors sans
la continuite.

Autrement dit, si la plasticite attenue tout d'abord le taux de travail dans les
sections sur appuis, c'est en sens inverse qu'elle agit ensuite.
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En definitive, on voit que le taux de travail sur appui atteint la limite de
flambement O de la membrure comprimee pour une majoration des charges

N + ci) i i n • N + 2 <I>
dans le rapport dans le cas de deux appuis doubles et aussi —
dans le cas d'un seul appui double.

Par consequent, si on determine la valeur maximum IT des taux de travail
dans une poutre comportant un ou plusieurs appuis doubles, en admettant
qu'ils s'egalisent dans le plus grand nombre possible de sections, le coefficient
de securite vis-ä-vis du depassement de la limite d'elasticite N est effec-
tivement N/IT.

Mais en ce qui concerne le coefficient de securite vis-ä-vis du flambement
de la membrure comprimee, il est intermediaire entre le precedent et le rapport
O/IT. L'intervalle entre ces deux coefficients de securite doit etre reduit dans
les memes proportions que lest le moment maximum en travee par rapport
au moment de la meme travee posee sur appuis simples.

XI — Le cas des arcs hyperstatiques presente des analogie.* avec celui des

poutres continues ou encastrees.

Cependant. examinons ce qui se passe dans la section oü le taux de travail
est maximum si la courbe des pressions passe par son centre de gravite. Lorsque
les charges s'accroissent, l'effort normal depasse la limite d'elasticite aussitot

apres l'avoir atteinte. L'arc ne retire alors aucun benefice de la ductilite si ses

sections de moindre resistance ne travaillent pas ä la flexion. Cela peut d'ailleurs
se produire pour certains cas de charges, dans les arcs paraboliques, dans les

arcs encastres amincis aux reins et dans les arcs ä deux articulations amincis
ä la cie.

En dehors de ce cas, la limite d'elasticite n'est pas atteinte simultanement en
tous points de la section la plus chargee. Assimilons l'arc ä deux membrures.
Lorsque la section d'une membrure est plastique, l'accroissement des charges ne

produit d'effort supplementaire que dans l'autre membrure, c'est-ä-dire que la
courbe des pressions correspondant aux charges supplementaires passe par
celle-ci (fig. 16).

D'une maniere generale, la ductifite a ainsi pour effet de rapprocher la courbe
des pressions globales du centre de gravite des sections plastiques (fig. 17).

Fig. 16.

Ici l'intervalle entre le moment oü une premiere zone plastique' apparait et
celui oü la section entiere atteint la limite d'elasticite correspond ä un aecroissement

de charges qui peut etre important; dans le meme intervalle, la plasticite
s'etend le long de l'arc.

Un are est donc susceptible de se deformer largement, de part et d'autre de

ses sections de moindre resistance, sans depassement de la limite d'elasticite, ä

N *'

/
/ Fig. 17.
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moins que la courbe des pressions ne le traverse au centre de ces sections.
Pendant cette deformation, l'arc se comporte comme s'il y etait articule.

Sauf cas anormal, la limite d'elasticite est successivement atteinte sans etre
depassee en n points, si n est le degre d'indetermination statique pour une
certaine valeur des charges.

Pour trouver ces n sections, en meme temps que pour faire correspondre ä

un cas de charge le taux de travail de securite IT que l'on s'est fixe, il faut
operer par hypotheses successives:

1° — 'Rechercher d'abord, en admettant des deformations elastiques, les
sections les plus exposees pour la repartition des charges envisagees (charge
uniformement repartie, charge concentree, etc.

2° — Determiner pour quelle intensite des charges la limite de securite II est
atteinte dans ces sections.

3° — Evaluer l'effet, sur les autres sections, de charges supplementaires
considerees seules, en admettant que leur courbe des pressions passe dans la moitie
des sections trouvees precedemment, qui est opposee aux points les plus charges.

4° — Determiner pour quelle intensite des charges le total des taux de

travail definis par le 1° et le 3° atteint comme maximum la valeur IT.

Les sections oü se produisent ce maximum et les sections anterieurement
trouvees sont celles qui sont censees travailler ä la limite de securite II sous les

charges envisagees.
Lc coefficient de securite vis-ä-vis du depassement de la limite d'elasticite N

est veritablement egal alors ä N/IT puisqu'une majoration des charges dans ce

rapport a pour effet d'amener successivement ä la limite d'elasticite les sections
definies en premier lieu, puis les autres.

Pour un nouvel aecroissement des charges, les taux de travail s'elevent dans
l'ensemble de l'arc, sauf dans les zones atteintes, en premier lieu, par la plasticite.

Par consequent, la limite de rupture sera atteinte pour une nouvelle majoration

des charges inferieure ä -^, c'est-ä-dire que le coefficient de securite vis-ä-vis

1\ R
de la rupture est intermediaire entre le rapport — est le rapport —

XII — La generalisation des resultats ci-dessus demande une grande prudence.
II ne faut pas prendre le nombre de barres pouvant etre supprimees comme

etant le degre d'indetermination statique de l'ensemble de la construction. C est

ce dernier nombre seul qui doit etre pris en compte dans les applications de la
theorie de la ductilite.

Par exemple, dans le Systeme cantilever de la figure 18, il ne serait pas
admissible de supposer l'egalisation des moments sur l'appui double B et dans

Fig. 18.

la travee A B, meme si une diagonale surajoutee rendait la poutre ABC
hyperstatique. L'ensemble ne devient hyperstatique et la theorie de la ductilite ne

s'applique que si l'on ajoute une barre au-dessus du noeud C.

D'autre part, pour des systemes complexes, il importe absolument de proceder
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de proche en proche pour definir les sections atteintes successivement par la
plasticite.

II faut enfin avoir soin de verifier que les zones troublees par la plasticite
ne sont pas susceptibles d'accuser une cassure de la fibre neutre avant que la
limile d'elasticite soit atteinte dans les autres sections considerees. II faut, en
outre, se rappeler que les taux de travail admis dans les calculs tenant compte
de la plasticite, ne peuvent servir de base de comparaison que pour la
determination des coefficients de securite, vis-ä-vis du depassement de la limite
d'elasticite. Vis-ä-vis de la rupture, les coefficients de securite peuvent etre ä

peine superieurs aux precedents.

Charges variables

I — Si certains etats de charge se renouvellent, et si la limite d'elasticite
n'est depassee en aucun point, nous avons tout lieu de penser que les
deformations et les tensions se reproduisent d'une fagon cyclique. Aucune experience
n'infirme cette maniere de voir.

Nous avons tente de verifier qu'il en est bien ainsi lorsqu'une piece subit
des alternances entre deux limites caracterisees par des lois extrinseques bien
determinees, dont la limite superieure est süffisante pour rendre la piece
plastique.

Poui cela, nous avons emprisonne une eprouvette de traction entre deux
mächoires, dont l'une etait fixee ä un verin ä vis, et lautre ä un excentrique.

L'excentrique etant tout d'abord place dans la position qui correspond ä

l'allongement maximum de l'eprouvette, nous avons exerce un effort de traction
ä l'autre bout, au moyen du verin ä vis, jusqu'a entrer franchement dans la

periode de ductilite de l'acier. Puis, nous avons fait tourner plusieurs fois
l'excentrique, de maniere ä faire varier la longueur de l'eprouvette entre deux
limites bien definies, ce qui occasionnait le dechargement, puis le rechargement
de l'eprouvette.

Dans cette experience, la loi extrinseque qui correspond ä l'effort maximum
dans l'eprouvette se traduit par une droite verticale sur le graphique
deformations / forces et non une droite horizontale comme dans les essais classiques

de traction.
L'effort dans l'eprouvette etait determine par la frequence

des vibrations qu'on produisait par un choc transversal.

Le resultat de ces essais a ete negatif. II semblerait donc

que, lorsque le metal est entre dans la phase de la ductilite,
l'effort interne soit une fonetion univoque de la deformation
lineaire, tant que celle-ci ne depasse pas le maximum prece-

lg ' demment atteint (fig. 19).
II semble donc que si des charges determinees amenent une zone ä la limite

d'elasticite, la repetition de ces charges ne modifie pas la valeur des tensions
atteintes et que, par consequent, le risque de depassement de la limite
d'elasticite ne soit pas plus grand avec des charges renouvelees qu'avec une
charge constante. Les conclusions du chapitre precedent demeurent donc.

^<*
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II — La question est infiniment plus delicate si on veut evaluer le risque de

rupture. II faut alors prendre garde ä ce que l'experience nous a appris
recemment concernant les ruptures par repetition des efforts.

Sans doute, les metaux utilises dans la construction metallique sont-ils
beaucoup plus doux que ceux dont les essais d'endurance ont montre qu'ils
etaient beaucoup plus sensibles aux efforts repetes qu'ä un effort une fois donne.

II n'en resulte par moins que pour tout metal, quel qu'il soit, la rupture
est possible lorsque les efforts repetes atteignent une valeur inferieure ä celle

qui amene la rupture dans un essai de traction ordinaire.
Par raison de prudence, le principe que nous proposons de suivre consiste,

de meme que plus haut, ä trouver des regles telles qu'elles coincident, pour les

ouvrages isostatiques, avec les regles ordinaires de securite et qu'elles fournissent

pour des ouvrages hyperstatiques, les memes coefficients comme rapport entre
les charges admises et les charges dangereuses.

Si l'on adopte ce point de vue, on est amene ä considerer qu'une
construction isostatique est satisfaisante sous le rapport de la stabilite, lorsque
tout en fournissant un certain coefficient de securite vis-ä-vis du depassement de

la limite d'elasticite, d'une part, de la rupture ä la premiere mise en charge,
de l'autre, eile est suffisamment loin du cas-limite oü la rupture se produirait
sous l'effet de la repetition indefinie des surcharges.

Ce que nous savons des ruptures par efforts repetes nous amene ä penser que
la charge permanente joue un röle bien moindre que les surcharges. II semble
donc utile de considerer, non plus le taux de travail maximum, mais la somme
de deux termes:

1° — la demi-amplitude de Variation du taux de travail ö2 et öx,

2° — la produit de la valeur moyenne ———- des taux travail extremes

par un coefficient a, qui serait faible.
Si l'on se refere aux experiences poursuivies sous la haute direction de

M. Caquot au laboratoire aero-technique, le coefficient a serait de l'ordre de 1/5hme.

Des regles de securite, applicables aux constructions isostatiques, qui tien-
draient compte des risques de rupture par efforts repetes, conduiraient donc
ä comparer le binöme defini plus haut ä une limite !Tf obtenue en divisant la
limite d'endurance par un coefficient de securite.

A moins de rencherir sur les regles imposees actuellement, on serait alors
amene ä ne pas prendre moins, pour la limite admissible Ilf, que la limite IT0

anterieurement admise pour le taux de travail total d'une piece supportant des

efforts alternes.
On aurait donc ä verifier l'inegalite suivante:

^p + „«i±«L<nf(>no) (27)

Si maintenant nous considerons une construction hyperstatique, nous devrons

imposer une condition analogue. Mais jusqu'a preuve du contraire, on peut
considerer que le fait que la sollicitation repetee ö2 est egale ä N n'influe pas
plus sur le risque de rupture que sur la relation entre la deformation et les

forces.
7 F
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L'experience, dans ce domaine, serait fort utile.
Nous admettrons donc, ä defaut de precisions plus grandes, que, dans une

construction hyperstatique, on doit verifier la condition (27), dans laquelle ö2
coincide avec le taux de travail produit par la premiere mise en charge.

Plus exactement, nous comparerons ä la limite d'endurance elle-meme, Kllf,
l'expression (27) correspondant ä des charges K fois plus elevees que les charges
considerees. Si nous divisons maintenant par K les deux membres, il vient

Öd Ömax — Ömin\
< ^ ^2 ¦ \K 2 /

oü öa designe le taux de travail correspondant, dans la theorie de la ductilite,
ä la charge consideree,

ömax et Omin designent les taux de travail extremes d'apres la loi de Hooke.
Le premier terme doit etre tire exclusivement de la consideration de l'elasticite.

Le second s'obtient par difference entre les resultats fournis par la theorie de

l'elasticite et celle de la ductilite.
Le benefice procure par la ductilite consiste en ce que ce dernier terme est

inferieur ä sa valeur deduite de la loi de Hooke, en remplagant öj par ömax. Mais,
comme le coefficient a est faible, ce benefice est assez restreint, surtout si

l'amplitude de Variation du taux de travail est preponderante, c'est-ä-dire si les

surcharges sont importantes par rapport ä la charge propre.
Remarquons que la condition (28) peut etre remplacee par une condition plus

dure oü öd est remplace par sa limite IT0:

Ömax Ömin Ilf Ct 1 Iq fon\
2 < 1-a [^>

En definitive, il nous semble que si l'on veut beneficier, dans la conception
des ouvrages, des latitudes que permet la ductilite, il faudra, en principe,
s'astreindre ä une double verification.

1° — II est indispensable de verifier qu'il existe un coefficient de securite
convenable, vis-ä-vis du depassement de la limite d'elasticite et vis-ä-vis de la rupture

ou du flambement, pour la premiere mise en charge.
Cette premiere verification s'effectue suivant des regles deduites de la

connaissance de la ductilite, en ayant egard aux observations que nous avons
formulees plus haut.

2° — On devra verifier qu'il existe un coefficient de securite convenable vis-
ä-vis de la fatigue des pieces et, pour cela, on deduira les variations des taux
de travail de la connaissance des lois de l'elasticite. On les comparera ä une
limite d'endurance determinee.

Des deux inegalites ä verifier, la plus severe sera evidemment la premiere
si la charge permanente est predominante et l'on pourra alors se dispenser
de la seconde.

Celle-ci jouera, par contre, s'il s'agit d'une construction legere par rapport
aux surcharges, comme un longeron ou une piece de pont.

En resume, la ductilite a pour effet de rendre le coefficient de securite des

constructions insensible aux erreurs de montage, aux anomalies de la repartition
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des efforts dus aux charges propres; eile rend correcte l'hypothese de l'egalisation

des taux de travail maxima quand il s'agit de charges permanentes et

quand la construction est bien construite.
Par contre, la ductilite n'ajoute aucun element de securite vis-ä-vis des

surcharges repetees, lorsque la part de celles-ci dans les taux de travail est

preponderante.

Resume

Dans tout element de construction auquel les efforts appliques ne sont pas
seulernent fonctions des charges s'exergant sur l'ensemble de la construction,
mais dependent, en outre, des deformations, la limite d'elasticite n'est pas
depassee immediatement apres qu'elle a ete atteinte.

II en resulte qu'il existe une marge de Variation des charges s'exergant sur
un ensemble hyperstatique, teile que les efforts demeurent au taux de la limite
d'elasticite, tandis qu'ils croissent dans d'autres parties de la construction. Cette
conclusion s'applique egalement au cas des assemblages de pieces travaillant con-
curremment, et" meme ä celui des elements de constructions isostatiques, pour ce

qui concerne la repartition des efforts ä leur interieur.
Ainsi se justifie, dans une certaine mesure, la methode de calcul basee sur

l'egalite des taux de travail dans les zones les plus chargees des constructions,
mais cette methode n'est valable que si, effectivement, la zone oü la limite
d'elasticite est vraiment atteinte en premier lieu ne subit pas un nouvel aecroissement

des taux de travail avant que l'egalisation supposee ne se produise.
Cette restriction est importante dans le cas des poutres ayant des appuis

doubles, lorsque leurs ämes sont insuffisamment raidies au voisinage de ces

appuis et, d'une maniere generale, dans les pieces mal construites. De meme,
l'application des principes de la ductilite aux arcs et systemes complexes, ne

peut etre admise qu'avec la plus grande prudence.
Sous ces reserves, on peut dire que l'hypothese de l'egalisation des taux de

travail dans les (n + 1) sections les plus chargees, si n est le degre d'indetermination,

conduit ä une juste appreciation du coefficient de securite par rapport
au depassement de la limite d'elasticite.

Par contre, le coefficient de securite vis-ä-vis de la rupture ou du flambement
peut n'etre que tres peu superieur au precedent coefficient de securite, et enfin
la ductilite n'ajoute aucun element de securite vis-ä-vis des surcharges repetees,
lorsque la part de celles-ci dans les taux de travail est preponderante.
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