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Theorie des systemes hyperstatiques.

Theorie statisch unbestimmter Systeme.

Theorie of Statically Indeterminate Systems.

Dr. Ing. E. Melan,
Professor an der Technischen Hochschule, Wien.

A) Materiau idealement plastique.

A) Idealplastischer Baustoff.

A) IdeakPlastic Material.

I.

La statique de construction a pour objet la determination des forces interieures
et des deformations des systemes composes de barres minces. Cette determination
se fait au moyen de trois groupes d'equations: le premier indique que le Systeme
est en equilibre, le deuxieme represente les conditions de connexite geometrique
tandis que le troisieme exprime le rapport qui existe entre les forces interieureis
d'une part et les deformations d'autre part. Lorsque le Systeme est statiquement
determine, le premier groupe d'equations suffit pour determiner les forces
interieures, les autres groupes ne servant qu'ä la determination des deformations.
Par contre lorsque le Systeme est statiquement indetermine, le premier groupe
d'equations ne suffit pas ä la determination des forces interieures. II est dans
ce cas absolument necessaire de tenir compte des deux autres groupes d'equations
et meme de connaitre le rapport existant entre les deformations et les tensions*.
La theorie usitee admet la validite illimitee de la loi de Hooke, c'est-ä-dire admet

que les allongements d'une barre sont proportionnels ä la force normale et que
les deformations angulaires d'une piece courbe sont proportionnelles au moment
de flexion agissant au point considere.

Ainsi que nous l'avons dejä mentionne ailleurs, l'experience nous montre que
la validite de la loi de Hooke est limitee et que la relation lineaire entre la force
et la deformation n'existe que dans certaines limites. Ces limites ne sont par
contre pas invariables, elles dependent non seulernent de l'allongement constate
au moment considere mais aussi de la rapidite avec laquelle la surchage varie.
II est encore important de savoir si, en dehors du domaine de validite de la loi
de Hooke, les allongements subissent un aecroissement ou une diminution.

Si l'on veut obtenir des resultats exaets en tenant compte de l'etat reel, il faut
remplacer la loi de Hooke en dehors de son domaine de validite par une autre
hypothese qui tienne mieux compte des resultats des essais. Cette hypothese, dans
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le cas des systemes hyperstatiques, ne se rapporte qu'au calcul de la deformation
du Systeme, ainsi que nous l'avons dejä dit plus haut, et dans le cas des systemes
hyperstatiques au contraire, eile nous conduit ä la determination de forces interieures

tout-ä-fait differentes. Afin d'obtenir des resultats pratiquement utilisables,
il est necessaire d'idealiser un peu cette relation par rapport ä l'etat reel. Avant
tout Ton admet que la vitesse avec laquelle varie la surcharge est sans influence,
en d'autres termes que les forces interieures ne varient que lentement ainsi

que la statique le congoit lorsque l'on exclu les considerations d'ordre elastico-
cinetique. Si l'on considere la figure la, il nous est possible de fonder la theorie.
Contentons-nous d'une reproduction moins exacte de cette figure; on peut par
exemple admettre le diagramme deformations/forces de la figure lb. En general
on idealise encore un peu plus ce diagramme pour le cas d'un materiau de

«plasticite parfaite» et ceci comme le montre la figure lc. Cette derniere hypothese

est basee sur les essais que nous mentionnons ensuite: nous la formulerons

Ok

Fig. 1

dans la deuxieme partie de ce rapport. Elle repose sur les hypotheses faites par
Haar-Karman, Mises et Hencky1 sur la repartition des tensions suivant les

trois axes.
Les resultats des essais de tension-deformation peuvent directement etre

appliques aux barres tendues des treillis. Dans le cas des barres comprimees, la

surcharge limite est generalement donnee par la charge de flambage. Si l'on
veut etendre le diagramme de la figure lc aux tensions negatives, il faut admettre

que, au-dessous de la charge de flambage, l'axe de la barre peut se deformer
d'une fagon quelconque. En ce moment-lä il est evident que la charge de flambage
atteint sa valeur critique qui ne peut en aucun cas etre depassee. Au moment de

la decharge il existe de nouveau une relation lineaire entre la force et la

deformation.
D'une maniere generale, cette theorie de la plasticite parfaite est d'une

importance beaucoup moins grande pour les poutres en treillis que pour les

systemes rigides. Ainsi que nous le montrent les recherches generales, les

systemes constitues par un materiau idealement plastique ont cette propriete
remarquable de supprimer les pointes de tension qui se produisent dans un

1 A. Haar et Th. von Karman, „Zur Theorie der Spannungszustände in plastischen und

sandartigen Medien". Nachr. der kgl. Ges. der Wiss. Göttingen 1909.

v. Mises, „Mechanik der festen Körper im plastisch-deformahlen Zustand". Idem 1913,

H. Hencky, „Zur Theorie plastischer Deformationen und der hiedurch im Material
hervorgerufenen Nachspannungen". Zeitschr. für angew. Math, und Mech. 1924.
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materiau totalement elastique aux depens des parties moins sollicitees dans un
materiau plastique. En d'autres termes, il faut considerer les reserves du materiau
qui cependant sont beaucoup plus faibles dans une poutre en treillis exactement
dimensionnee que dans le cas d'une poutre continue de meme profil reposant
sur plusieurs appuis. Nous avons choisi comme exemple pour nos recherches
la poutre en treillis pour les raisons suivantes: les recherches analytiques nous
conduisent ä des relations ayant un nombre fini de variables, ce qui n'est pas
le cas pour les systemes composes de barres rigides; ensuite les relations
mathematiques sont beaucoup plus expressives pour le lecteur. Une generalisation
ä un nombre infini de variables est toujours possible et ainsi les resultats obtenus

pour la poutre en treillis peuvent toujours etre rapportes aux systemes composes
de barres rigides.

Pour les recherches concernant les systemes composes de barres rigides de

plasticite parfaite, on admet en general, ce qui est d'une precision süffisante,
les memes relations entre le moment et la deformation angulaire que celles

indiquees dans la figure lc pour les tensions et les allongements. II faut cependant

faire remarquer que ces deux hypotheses ne s'accordent pas parfaitement
Sur ce sujet ainsi que sur d'autres questions y relatives, on lira avec le plus
grand interet une contribution de Eisenman parue dans le «Stahlbau» de 1933.
Notons encore une autre contribution de W.. Prager („Über das Verhalten statisch
unbestimmter Konstruktionen aus Stahl nach Überschreitung der Elastizitätsgrenze")

parue dans le «Bauingenieur» de 1933. Dans cette derniere etude il
est demontre par un exemple determine que dans un Systeme hyperstatique les

deplacements sont beaucoup plus influences que les moments par l'admission
d'une loi d'elasticite speciale et que cette loi est inconcevable pour determiner la
relation existant entre les moments interieurs et les deformations angulaires.

Je voudrais encore faire remarquer deux points tres importants qui, comme
consequence du remplacement de la loi de Hooke par une relation non lineaire
ne sont pas assez mis en evidence dans la plupart des publications destinees aux
ingenieurs. Premierement, la validite de la loi de la superposition, par suite
du fait que les equations ne sont plus lineaires, n'existe plus ou plutöt est
limitee au calcul des forces interieures des systemes statiquement determines.
A l'exception de ce dernier cas il est par consequent impossible de dessiner des;

lignes d'influence. Secondement il est impossible de determiner l'etat de tension
d'un Systeme hyperstatique si les surcharges anterieures ne sont pas connues.
II faut aussi faire attention ä ce dernier point dans tous les cas oü il est question
d'une seule surcharge comme par exemple dans les travaux de J. Fritsche,
Schaim, Kazinczi et Girkmann2 qui traitent specialement de systemes constitues

2 J. Fritsche, „Die Tragfähigkeit von Balken aus Stahl mit Berücksichtigung des plastischen
Verformungsvermögens". Bautechnik 1930.

G. H. Schaim, „Der Durchlaufträger unter Berücksichtigung der Plastizität". Stahlbau 1930.
G. v. Kazinczi, „Statisch unbestimmte Tragwerke unter Berücksichtigung der Plastizität".

Stahlbau 1931 et „Bemessung unvollkommen eingespannter Stahl-I-Deckenträger unter
Berücksichtigung der plastischen Formänderungen". Assoc. intern, des ponts et charpentes 1933/34.
2 eme volume des Memoires.

K. Girkmann, „Bemessung von Rahmentragwerken unter Zugrundelegung eines
idealplastischen Stahles". Sitzungsbericht der Akademie der Wiss. Wien 1931 et „Über die
Auswirkung der Selbsthilfe des Baustahles in rahmenartigen Stabwerken". Stahlbau 1932.
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par des materiaux de plasticite parfaite. II est tacitement suppose dans toutes
ces recherches que les forces exterieures croissent progressivement de zero
ä leur valeur finale. II en est de meme pour les recherches concernant des

surcharges repetees, dans ce cas l'on suppose que la surcharge varie entre deux
valeurs determinees. A cette place il ne faut pas oublier de citer en premiere
ligne le memoire de M. Grüning „Die Tragfähigkeit statisch unbestimmter
Tragwerke aus Stahl mit beliebig häufig wiederholter Belastung", Berlin 1926. La
conclusions la plus importante ä tirer de ce travail est qu'un Systeme charge un
nombre süffisant de fois par une force variant entre deux limites determinees,
finit par ne se deformer que dans une marge determinee. Les recherches de

Grüning supposent le cas moins specialise de la figure la. Les recherches de

portee generale se trouvent dans un travail special de J. Fritsche sur la poutre
continue chargee un grand nombre de fois et constituee par un materiau
idealement plastique.

H. Bleich a etendu les resultats de Grüning ä un materiau de plasticite
parfaite (voir le Bauingenieur 1932). Dans ce memoire il est demontre que, meme

pour une surcharge variable quelconque, c'est-ä-dire non pas seulernent pour une
surcharge variant entre deux limites, le Systeme considere finit par travailler
comme un Systeme constitue par un materiau totalement elastique ceci apres
un certain nombre de variations de la surcharge. Cette proposition qui fera
l'objet de la deuxieme partie de ce rapport, sert de base au dimensionnement
des systemes hyperstatiques constitues par un materiau de plasticite parfaite.
Sur ce principe s'est bäti un nouveau procede appele «procede de l'equilibre
plastique». Le lecteur que cette question interesse pourra se renseigner par exemple
dans le livre intitule „Stahlhochbauten" de F. Bleich publie ä Berlin en 1932.

Cet apergu des travaux les plus importants traitant la theorie des systemes
hyperstatiques n'a pas la pretention d'etre complet, il faut cependant lui ajouter
quelques etudes qui traitent la theorie de ces systemes d'une maniere plus
generale. Citons tout d'abord un memoire de J. Fritsche paru dans „Zeitschrift
für angewandte Mathematik und Physik" en 1931, ainsi qu'un travail de Hohenemser

paru dans „Ingenieurarchiv" de 1931. Ces deux etudes traitent la question
de l'energie potentielle dans de tels systemes. Par contre nos recherches, qui
ont pour but prineipal une demonstration generale de la loi de H. Bleich,
utilisent les equations d'equilibre dont il a ete parle au debut de ce travail, en
liaison avec la loi de l'elasticite d'un materiau idealement plastique. L'inde-
termination des allongements qui, ä ma connaissance n'etait pas prise en
consideration jusqu'a maintenant, de meme que les restrictions necessaires pour
la validite de la loi de H. Bleich, sont des consequences de l'hypothese d'une loi
de tensions/deformations en dehors du domaine de la loi de Hooke. Si l'on
remplace ce diagramme par celui de la figure la ou lb, toutes les Solutions
indeterminees tombent ainsi que que toutes les considerations qui en dependent.
Cette simplification n'est rendue possible que par l'introduction d'une nouvelle
constante du materiau, ä savoir, l'inclinaison de la droite limite.

II.
1°) La demonstration que donne H. Bleich, dans le memoire que nous avons

cite, de sa loi sur les systemes hyperstatiques constitues d'un materiau ideale-
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ment plastique n'est pas du tout simple et n'est faite que pour des systemes au

plus deux fois statiquement indätermines. On peut considerer comme impossible
un developpement de sa demonstration pour des systemes d'un plus haut degre
d'indetermination et ceci ä cause de l'exces de calculs.

Dans ce qui suit nous allons exposer une demonstration valable pour des

systemes d'un degre quelconque d'indetermination. Cette demonstration est assez

simple lorsque l'on a etudie certaines proprietes des systemes constitues d'un
materiau idealement plastique. Les explications que nous donnerons ensuite pour
cette demonstration nous permettront d'avoir un apergu beaucoup plus profond
sur la maniere dont se comportent de tels systemes. Nous avons besoin ici de

quelques lois tres simples sur les systemes d'equations lineaires que l'on peut
trouver dans tous les livres d'algebre. Afin de ne pas avoir affaire ä un nombre
infini de variables, nous bornerons notre etude aux poutres en treillis. Le

passage ä un nombre infini de variables, necessaire pour les systemes ä barres

rigides, se fait comme dans la theorie de l'integration et ne presente aucune
difficulte fondamentale.

Rappeions tout d'abord que l'allongement d'une barre constituee par un
materiau idealement plastique est donne par la relations:

AS v + pS, (1)

p est une constante dependant du module d'elasticite, de la longueur et du profil
de la barre, v est la deformation permanente et S l'effort dans la barre. Lorsque
S se trouve dans l'intervalle T' < S < T, oü T' et T representent les limites

qS

plastische Langendnderung
allongemement elastique
elastic deformation

Fig. 2.

'bleibende Längenanderung
allongement permanent
permanent deformation

d'ecoulement relatives ä la compression et ä la traction, v est une constante.
Ce n'est que lorsque S T ou S T' que v croit ou decroit suivant que
S T ou S T'. On dit alors que la barre s'ecoule. II est impossible que
S < T' et S > T. Les relations que nous venons d'ecrire sont representees dans
la figure 2, en abscisse est porte le temps. Dans ce diagramme, les ordonnees

representent: en-haut l'effort dans la barre et en-bas les allongements. La barre se

comporte comme totalement elastique dans les intervalles de temps tx < t < t2,
t3 < t < t4 et t5 < t tandis que dans les autres intervalles eile s'ecoule. Nous

4 F
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supposons encore que dv/dt a une valeur finie, c'est-ä-dire que l'allongement
permanent se produit avec une vitesse d'ecoulement finie, sans pouvoir faire
de sauts.

2°) Dans une poutre en treillis hyperstatique, nous pouvons distinguer deux
sortes de barres, les barres qui sont absolument necessaires, c'est-ä-dire que Ton
ne pourrait supprimer sans provoquer une deformation cinematique de la poutre
et les barres qui ne sont pas absolument necessaires, donc que l'on pourrait
enlever sans obtenir une deformation de la poutre. Par definition, dans une

poutre en treillis v-fois statiquement indeterminee, il existe toujours un groupe
d'au moins \ barres que l'on pourrait supprimer sans provoquer une deformation
de la poutre en treillis qui de statiquement indeterminee devient alors statiquement
determinee.

Considerorfs notre poutre en treillis ä un moment determine auquel les

surcharges exterieures ont atteint une certaine valeur. Chaque barre a subi un
allongement permanent par suite de cette surcharge de teile sorte que l'effort
S est atteint dans la barre. Si le Systeme etait totalement elastique, il existerait
dans les barres, d'apres la theorie usitee pour les systemes hyperstatiques, un
effort B. II existe entre S, B et v la relation suivante:

Si + Eqik • vk Bi (i 1,2, r) (2)

II est simple de comprendre la signification de q,k qui represente l'effort dans
la barre i lorsque le Systeme n'est pas charge (tous les B 0) et que tous les

allongements v, ä l'exception de celui de la barre k sont nuls. Dans ce cas on
prend Vk —1. Si l'on introduit cette valeur dans l'equation 2), on obtient:

Si qik

Ceci nous montre que pour les poutres necessaires qik 0 et que qik qki,
ce qui fait que la somme dans l'equation 2) peut tout au plus s'etendre aux
barres non necessaires 1, 2, v. Du fait que la matrice est symetrique,
c'est-ä-dire que qik qki, on peut constater que nous avons affaire ä une
reciprocite des efforts dans les barres, identique ä la reciprocite des deplacements
dans la loi de Maxwell. Cette loi qui peut etre facilement contrölee par la
resolution des equations d'elasticite exprime que l'effort dans la barre i engendre

par un allongement permanent Vk —1 de la barre k (qik) est egal ä l'effort
dans la barre k engendre par un allongement Vi —1 de la barre i (qki)»
c'est-ä-dire que

qik qki.

Cette loi n'est evidemment valable que pour les systemes hyperstatiques et
seulernent pour les barres non indispensables sans quoi notre equation devient:

qik qki 0

Introduisons dans l'equation (2) l'expression öi Bi — Si nous obtenons le

Systeme d'equations:

öi Zqlk • vk (i 1,2. r) (3)
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Le Systeme des öi peut etre defini comme un Systeme de forces coercitives.
Ces öi representent les efforts qui existent dans les barres du Systeme decharge et

qui sont provoques par la deformation resultant d'une surcharge anterieure. Si
l'on multiple chaque equation de la serie par vi et que l'on additionne, on obtient
la forme quadratique suivante:

J 2 <5; Vi 2 2 qik Vi vk (4)
i i k

J doit pour notre demonstration toujours etre positif; il faudra donc choisir les

Vk en consequence. Pour le demontrer partons du principe des deplacements
virtuels:

ISAs 2Po
La sommation doit se faire, pour le membre de droite sur toutes les forces
exterieures et pour le membre de gauche sur toutes les barres du treillis. Les
S et les P representent un Systeme en equilibre. Les allongements As peuvent
etre choisis arbitrairement tout en etant cependant compatibles avec les conditions
de connexite geometrique, ce qui signifie que dans un Systeme v-fois statiquement
indetermine, on ne peut choisir plus de v valeurs arbitraires. Ces As representent
les valeurs de v + pS et de pB, allongements du Systeme constitue respectivement

d'un materiau idealement plastique et totalement elastique. La difference
v + p (S—B) v — pö est certainement un Systeme compatible d'allongements.
Quant ä b, il exprime le deplacement du point d'application des forces exterieures
dans la direction de ces forces lorsque chaque barre du treillis s'est allongee de

la valeur As.
Posons As v — pö et ecrivons ensuite le principe des deplacements virtuels

soit pour le Systeme idealement plastique, soit pour le Systeme totalement
elastique. Si nous remarquons que les efforts S et B sont engendres par les

memes forces exterieures et que dans les deux cas b v — pö, nous obtenons

par soustraction:

Zfv-pö) ö 0

d'oü il resulte que:
J 2>ö ]Tpö2 0 (4a)

ce qui demontre que J ne peut pas etre negatif car p s/EF n'est pas negatif
et par consequent Zpö2 ne peut etre que positif. J ne peut disparaitre que lorsque
tous les ö sont nuls, ce qui ne prouve pas que dans ce cas tous les v seront nuls.

Considerons le treillis idealement plastique au moment determine oü les

efforts dans les barres ont atteint la valeur S et les efforts dans les barres
1, 2,... ju la limite d'ecoulement, Sx Tr S2 T2,... S^ TM. Si l'on modifie
la surcharge, S devient egal ä S -}- AS, v ä v -f- Av et B ä B -f- AB. Nous

pouvons ecrire l'equation suivante:

(Si + ASi) + 2 *k (vk + Avk) (Bi -f- ABi)

Soustrayons maintenant de cette equation l'equation (2), nous obtenons:

ASi + 2 qik Avk ABi (i 1,2, u) (5)
et:

Aöi 2q*kAvk (6)
4*
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oü Aöi represente la modification des forces coercitives. La somme Zqjk Avk
ne peut s'etendre qu'au nombre ju. de barres car par la definition meme d'un
materiau idealement plastique seules les barres pour lesquelles S T' et S T
peuvent s'ecouler. II faut supposer que AB a ete choisi suffisamment petit pour
que seules les |u premieres barres aient atteint la limite d'ecoulement. Tant que
ces barres seules s'ecoulent, nous avons äffaire ä une phase bien determinee. Une
autre phase commence lorsque des barres cessent de s'ecouler ou encore lorsque
de nouvelles barres commencent ä s'ecouler. Pour la phase qui suit le moment
que nous considerons le Systeme d'equations 5) est valable si nous remarquons
qu'ensuite des proprietes d'un materiau idealement plastique, il peut se presenter
les deux alternatives suivantes pour les \x premieres barres:

ou bien ASi 0 et Avi a la meme signe que Si Ti

respectivement Si T'i
ou bien Avj 0 et Avi n'a pas le meme signe que

Si Ti resp. Si T'i (i 1, 2,... ju) (5 a)

II n'y a que les ju premieres equations de 5) qui sont interessantes car lorsque
nous avons tire les Avk des jli premieres equations, il n'y a plus aucune difficulte
ä tirer Sj (fi < j < r) des autres equations. Pour cette phase qui a ete engendree

par un AB relativement petit, l'equation suivante est valable

Sj + ASj < Tj resp. T'j.

3°) II est facile de demontrer au moyen du principe des deplacements virtuels
que l'equation 5a) suffit pour determiner les valeurs AS de l'equation 5)

ASi + 2qik Avk ABi (i 1,2, r)

Les charges exterieures P P + AP, ainsi que les valeurs S' S -f- AS'
sont tout aussi admissibles que les valeurs S" S + AS" si les AS ne sont

pas parfaitement determines. II en serait de meme pour les allongements
v' -|- pS' et v" + pS". Si l'on ecrit le principe des deplacements virtuels dans
les quatre combinaisons possibles, on obtient:

2S" (v" + PS") 2P&" ZS' (v" + pS") ZP&"

2S" (Y' + PS') 2P&' ZS' (v' + pS') 2P&'

Dans ces equations les deplacements de noeuds b" se rapportent ä v" -f- pS"
et b' ä v' + pS'. Si l'on soustrait de la difference des deux equations de droite
la difference des deux equations de gauche, on obtient:

Z(S" — S') (v" — V) + p (S" — S')2 0

ou encore:

Z(AS" — AS') (Av" — Av') + 2(AS" — AS')2 p 0 (7)

A cause du carre, Z (AS" — AS')2 n'est plus negatif et il en est de meme de

Z(AS" —AS') (Av" —Av'). Si la barre s'ecoule dans les deux cas, AS" AS' 0
tandis que si la barre ne s'ecoule dans aucun cas Av" Av' 0; la somme
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disparait donc chaque fois. Lorsque la barre s'ecoule dans un cas et non dans

l'autre, AS" 0 et Av" a le mßme signe que S T tandis que Av' 0 et AS'
a un signe oppose ä celui de S T. Dans ce cas le premier terme de notre
equation se reduit ä — AS' Av". *S' et v" ne pouvant avoir le meme signe,
l'expression — AS' Av" ne peut etre negative. Lorsque S" et S' n'ont pas la meme
valeur, l'equation 7) est formee par une somme de termes positifs et par
consequent ne peut etre nulle que si S" S'. Une nouvelle phase bien determinee
ne peut se produire que lorsque les AB ou plus exactement les dB/dt sont donnes.
Tout ceci nous demontre que les tensions dans les barres sont parfaitement
determinees mais non les allongements permanents. II est possible dans certains
cas d'obtenir plusieurs Solutions pour les Av.

Au debut de cette phase, les X premieres barres doivent avoir atteint la limite
d'ecoulement. II s'agit de trouver les Solutions des deux equations suivantes,
l'une pour les barres qui s'ecoulent.

2qik Avk ABi Aöi (i 1,2, X) (8a)
i

l'autre pour les barres qui ne s'ecoulent pas encore:

ASj + 2qjk Avk ABj (X < j ^ r). (8b)
1

D'apres une loi connue de l'algebre, les equations 8a) ne peuvent avoir des
Solutions bien determinees que lorsque la matrice (qn... qxx) n'est pas
singulare, c'est-ä-dire lorsque les determinants

qu q±x

qxx qxx

ne disparaissent pas. II est süffisant mais non pas necessaire pour cela que la
matrice (qu q^) ne soit pas singuliere. Dans ce cas, Av 0 est la seule
condition pour que tous les AB 0. C'est la condition necessaire et süffisante
pour que l'equation de la forme quadratique

J 22qik Avi Avk
s'annule.

Les Av ne sont plus determines lorsque la matrice (qn qxx) est
singuliere et est du rang fr < X, c'est-ä-dire lorsque non seulernent tous ses
determinants mais aussi tous les determinants mineurs de plus de fr rangees sont
nuls quand au moins une fr rangee est nulle. Les Solutions peuvent etre representees

au moyen de l'emploi des constantes arbitraires, cp dans la forme:

Avi Av*+2cPt)ip (9)

oü les Av * sont les Solutions du Systeme

2q,k Av* ABi Aöi (i 1, 2, fr)

lorsque Avk* 0 pour k fr + 1, fr + 2, X
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Comme nous devons avoir dans ce cas au moins une matrice (qu--qfrfr)
non singuliere, les Solutions Av* doivent etre parfaitement determinees. Les

t)ip sont les Solutions du Systeme d'equations homogenes

2qik t)kp 0 (i 1,2, X)

qui a comme Solution X — fr differents systemes fondamentaux: ökp (P fr -f- 1,
fr + 2.... X). On peut demontrer que ces t)kP satisfont aussi aux autres equations

2qik t)kp 0 (i X + 1, X + 2, r).

Ceci resulte du fait que la matrice

qn ¦ - • qix
(r>X)

qri • ¦ • qrx

ne peut pas etre d'un rang superieur ä fr, ce qui signifie que tous les determinants
mineurs d'un nombre de rangees et de colonnes plus grand que fr ne peuvent
pas etre d'un rang superieur ä fr lorsque le determinant prineipal a le rang fr

et que la forme quadratique s'y rapportant J SZqjk v; Vk est nettement positive.
Nous avons de nouveau deux cas ä considerer, ou bien il est impossible de

choisir les valeurs arbitraires cp de teile sorte que l'expression Zcp t)ip ait le

signe exige par l'alternative 5 a). Si l'equation

Avi Av* +2cP ÖiP

a le signe exige, l'equation

Avi Av*+2(cP + bcp) öip

ne peut avoir le meme signe que si frc est choisi suffisamment petit. Dans ce cas les

Avi ne sont plus parfaitement determines mais cependant entre des limites finies
determinees. Supposons maintenant que Icp t)ip remplisse la condition exigee

pour le signe, l'expression Zkcp Dip a la meme signe pour un k positif
quelconque. Si k devient infiniment grand, la Solution

Avi Av* +k2cP öiP

devient elle-meme infiniment grande.
Pour la demonstration de la loi que nous avons ennoncee au debut, il est

encore utile de connaitre le fait suivant. Si les valeurs Zi et Wi sont liees par
la relation

r
Zi 2qik wk (i 1, 2, r)

k l
l'equation suivante est valable

i>kt>kP o uo)
k i

On peut controler l'exactitude de cette equation en y introduisant les valeurs

Zk 2qki wi.
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II en resulte que
2'zk t)kP 22qki Wi t)kp
k k i

et en modifiant la suite des sommations

2wi 2qik t)kP-
i k

Comme par definition 2qik t)kP 0 il en resulte que 2zk fckP 0.
k k

Pour completer notre expose faisons encore la remarque suivante. Ecrivons
le principe des deplacements virtuels avec les allongements ABp, ce qui est
certainement compatible avec les conditions de connexite geometrique de la

poutre en treillis. Utilisons ä cet effet une premiere fois les efforts AS produits
par la charge AP et une seconde fois les efforts AB. Soustrayons les deux
equations et nous obtenons en remplagant ö par sa valeur (ö AS — AB)

2Aö ABp 0.

II en resulte que Aö et AB ne peuvent jamais avoir le meme signe pour toutes
les barres sans quoi la somme serait toujours positive et ne pourrait pas etre
nulle, ainsi que nous l'exigeons, puisque p est toujours positif. C'est lä
l'expression de la faculte d'adaptation d'un Systeme constitue par un materiau
idealement plastique. Dans un tel Systeme on constate que les tensions diminuent
en certains points pour augmenter en d'autres.

4) Les resultats que nous avons obtenus jusqu'a present seront peut-etre
rendus plus expressifs pour l'ingenieur si nous expliquons les relations qui
existent au cours d'une phase determinee dans la poutre en treillis que nous
avons consideree. Dans ce but nous modifions notre treillis en coupant certaines
barres non indispensables et en installant ä la coupure un mecanisme permettant
un deplacement dans une seule direction determinee. Pour certaines barres on
admettra que seul un ecartement des deux bords de la coupure doit etre possible.
Ceci sera realisable en coupant la barre perpendiculairement ä son axe et en

posant les deux extremites bout ä bout sans aucune liaison. Pour d'autres barres
on ne tolerera qu'un rapprochement des deux parties, ce qui est facile ä

realiser en remplagant la barre consideree par un cable.

Appliquons ä notre treillis les surcharges AP, les efforts dans les barres de

notre nouveau Systeme seront AS. II existe entre ces AS et les AB que nous
avons definis plus haut la relation suivante:

ASi + 2qik Avk ABi (i 1, 2, r).
i

Dans cette equation les Av representent les deplacements opposes des bords de
la coupure des jli premieres barres. Le Systeme d'equations suivant est valable

pour les jli premieres barres

ASi + 2qik Avk ABi (i 1, 2, jli)

Dans cette equation il y a deux cas ä considerer

ou AS 0 et dans ce cas Av ^ 0
ou AS ^ 0 et dans ce cas Av 0
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Le sens de l'inegalite est donne par le genre du mecanisme construit. Ce sont lä
les memes equations que celles que nous avons posees 5) et 5 a) pour le Systeme
constitue par un materiau idealement plastique.

Nous pouvons donc dire que le treillis constitue par un materiau idealement
plastique peut etre remplace au debut d'une phase par un nouveau treillis dans

lequel nous avons applique le mecanisme en question aux barres qui ont atteint
la limite d'ecoulement dans le treillis primitif. Si l'on surcharge ce nouveau
treillis avec l'augmentation des forces exterieures provoquant cette phase, les

efforts AS dans les barres seront egaux aux modifications des efforts se
produisant dans les barres du treillis primitif au cours de la meme phase. Si les
barres coupees n'ont pas une matrice singuliere (qn q^), nous pouvons
affirmer que le nouveau treillis (sans tenir compte du mecanisme installe) n'a
subi aucune deformation, car dans ce cas la Solution du Systeme d'equations
homogenes

2 qik fckP o

st que tous les fc) soient nuls. Nous pouvons constater encore que le Systeme:

ASi +2qikAvk Bj

ne peut posseder pour une valeur quelconque de AB qu'une Solution tres
determinee pour les AS et les Av. Admettons que la matrice (qu q^)

est

XX AX
<*/

\/ X\X
- Stäbe an der Grenzefür Zug
- barres ä la limite pour /a traction
- members at the limit of tension

- Stäbe an derGrenzefürDruck
-barres ä la limitepour/a compression
-members atthe limit ofcompression

Fig. 3.

est singuliere et de rang fr, nous avons alors deux cas ä considerer. Ou bien
le nouveau treillis est «bloque de lui-meme» par le mecanisme installe, c'est-ä-dire

que les Solutions du Systeme d'equations homogenes n'ont pas le signe impose

par le mecanisme. Le Systeme est indeforme et l'on peut resoudre les equations

pour tous les AB possibles, meme lorsque les Av ne sont pas parfaitement
determines mais se trouvent cependant entre deux limites finies. Ou bien le

nouveau treillis est deforme et il existe des Solutions du Systeme d'equations
homogenes, Solutions ayant le signe impose. On ne peut plus choisir les AB
arbitrairement dans ce cas car les Av peuvent croitre au-dessus de toute limite
finie. Illustrons cette theorie par l'exemple d'un cas determine pour lequel nous
ferons quelques considerations d'ordre cinematique. Prenons comme exemple
la poutre en treillis de la figure 3. Supposons que les deux barres dx et d2 ont
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atteint la limite d'ecoulement; notre nouveau treillis sera celui de la figure 3a.
II ne sera pas deforme, et les mecariismes peuvent etre etablis aux coupures.
La matrice

qii qi2
q2i q22

n'est en aucun cas singuliere et comme la surcharge variera au cours de la phase
qui suivra, nous aurons un etat d'equilibre. Si ce sont les barres dx et d3 qui
alteignent la limite d'ecoulement (fig. 3b), la matrice

qu qi3
q3i q33

est singuliere et le treillis est d'abord deforme. Mais si par contre les deux
barres atteignent en meme temps soit la limite de compression T', soit la limite
de traction T, les mecanismes appropries supprimeront la possibilite de
deformation et, ä une Variation quelconque des surcharges correspondra un etat
d'equilibre car nous avons äffaire en ce cas ä un Systeme bloque de lui-meme.
Dans le cas oü une barre atteint la limite de compression et l'autre celle de

traction (fig. 3 c), lors d'une modification de la surcharge entrainant un veritable
ecoulement des deux barres, les AB doivent etre tels que l'equilibre soit possible
et qu'il existe des Solutions. Les Av peuvent dans ce cas depasser toutes les
limites finies.

5) Apres ces differentes remarques, nous allons demontrer la loi que nous
avons ennoncee au debut de ce travail. Cette loi est la suivante: Dans une poutre
en treillis constituee par un materiau idealement plastique, chargee de forces
variables quelconques et dont les tensions dans les barres se trouvent dans un
intervalle fixe d'avance Bimax > B; > Bimin, les deformations permanentes
tendent vers une limite finie pour une surcharge variant un nombre süffisant de
fois. Nous devons supposer cependant qu'il est possible de trouver un Systeme
de forces coercitives ö pour lesquelles dans toutes les barres

— öi -f Bimax < Ti et — öi + Birain ^ T'i.

Posons maintenant:

ßmax — Ti ti et Bimin — T'i t'i.

il doit exister un Systeme de forces coercitives ö pour lequel l'expression
suivante est valable:

t'i ^ öi <: ti.
Supposons qu'un tel Systeme de ö nous soit donne, formons les valeurs

Bimax öi + Ti resp. Bimin öi + T'i

il en resulte clairement que si notre loi est exacte, eile est aussi valable pour des

surcharges variables Bi
gl max ^ ßi ^ Bimin

expression dans laquelle

ß.max > ß.max et ß.min > ß.min

(voir la figure 4).
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Considerons une poutre en treillis apres une serie de variations de la surcharge.
II se peut qu'apres l'expiration de cp phases, le Systeme presente, apres la

phase cp, les forces coercitives ö^. Alors on pourra observer, au debut de
la (cp -f- 1)bme phase des barres pour lesquelles ö(<?- > ö commencent ä

couler lorsque S est devenu egal ä T'. Par contre les valeurs S T sont exclues

car meme quand B Bmax, l'effort dans les barres S Bmax — ö((?) est plus

petit que T Bmax — ö. Une teile barre ne peut avoir pour ö(^ > ö qu'un
allongement permanent negatif au cours de la (cp -f i)eme phase. Cependant

max.

^züLi^f 10 Hi 1* 13

"k
9++

Fig. 4.

la condition ö > ö doit etre conservee durant toute la phase pour une barre qui
s'ecoule, il en resulte encore que pour la fin de la (cp -j- l)*me phase,
respectivement de la (cp -f- 2) hme phase, la relation ö((f> + 1) > ö doit toujours exister.
Inversement Av ^ +x) doit etre plus grand que 0 pour les barres pour
lesquelles ö(<?)<ö. En resume nous avons pour une barre qui s'ecoule au cours
de la (cp -f- l)hme phase

z(<?( ö — ö^] > 0

et en outre

et lorsque

et en outre

Avto + l> >0
zfa + i) z((?) — Aö((? + 1) > 0

zfa) ö — ö^ < 0

Av^-M) < 0

z(<? + i) z(9) _ Aö^ + X) < 0.

(11)

II est entendu qu'au cours des phases qui suivent il ne peut se produire
aucune modification des forces coercitives, lorsque pour toutes les barres
zfc?) ö — 0(9) z= 0. Notre demonstration se divise en deux parties, dans la

premiere nous demontrerons que la condition ö — ö^ z(<?( 0 se produit
effectivemenl une fois pour toutes les barres et dans la seconde que les allongements

permanents produits jusqu'alors ne peuvent acquerir qu'un aecroissement
fini.

Entre les grandeurs ö et les allongements permanents v il existe evidemment
la relation donnee par le Systeme d'equations suivant:

öi= 2qikVk (i 1, 2, r)
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tandis que les allongements v(?) au debut de la (cp -f- 1) bmo phase se rapportent

aux forces coercitives ö^- selon le Systeme d'equations:

^) 2qik>k<p) (i 1, 2, ...r)
Les sommes ci-dessus s'etendent ä toutes les barres et de meme que dans les

sommes suivantes, il n'est pas exclu que certains vk, respectivement v
disparaissent. Designons par w et z les expressions suivantes

w(<?) v — vM et zM ö — ö((p)

nous obtenons:
z(<p) 2q.kw|q>)

et de meme pour la fin de la (cp -j- l)*me phase

z^+D 2qikw[(?+1)
oü

z(<p + 1) __ zf9) — ^ö(9+1) et wj«p + 1) _ w(9) ^v(9 + 1) ^J2)

Considerons maintenant la difference des deux formes quadratiques

AK)<? + 1) K((? + 1) — KM ]T(zt9 + i) w^ + J) — zfa> w<<?))

el remplagons^y z et w par leur valeur donnee par l'equation (12) nous obtenons:

A K<?-+J) — Z z((p) Av^ +J) — Z Aö(<? +1} wW + Z Av(? + D Aö((? +1}

Les deux premieres sommes sont maintenant identiques si l'on remplace dans la

premiere zto) par ZqikW^ et dans la seconde Aö(<? + a) par Zqik Av£p + i),

l'on a dans les deux cas

et l'on obtient:

AK^H"1) 2(— 2z<«p> + Aö(<? + 1)) Av(<p + 1)= — £ (z<<? + 2> + z<*>) Av<v + *>

D'apres ce qui a dejä ete dit, z(v + V ne peut jamais avoir un signe contraire ä

celui de Av(<p + i) et z(cp) le meme signe que Av(c? + ^ de teile sorte que
AK(?+1) ne peut jamais etre positif. II en resulte que K ne peut jamais croitre
d'une phase ä l'autre. Si les forces coercitives varient, K decroit et lorsque le
Systeme des forces coercitives reste constant au cours d'une phase, K reste
lui-meme constant. Ainsi que nous le demontrerons plus tard, ce dernier cas
n'est possible que si tous les Av s'annulent au cours de la phase consideree,
c'est-ä-dire que si K est nul. Puisque l'expression K lorsqu'elle varie ne peut que
decroitre, et ne peut d'apres les equations 4), resp. 4a), jamais etre negative, eile
doit certainement etre une fois nulle. Mais si K est nul, tous les z sont certaine-
ment nuls et ä partir de ce moment-lä il ne peut se produire aucun nouveau
changement.

II nous reste encore ä demontrer que les allongements permanents se

produisant alors v ZAv ne sont pas infinis. Aussi longtemps que les
Az((?) — (j(9) — 0(9 +1) sont finis, les Av le sont aussi. II y a cependant une
exception lorsque Ton a une matrice singuliere pour laquelle les Solutions
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primaires Zcp &iP ont dejä le signe exige. Dans ce cas seulernent, pour des
9

AzM finis on peut avoir des Av infinis. Ce cas ne peut exister, si l'on tient
compte de notre hypothese sur l'existence d'un Systeme de forces coercitives ö
que lorsque tous les z sont nuls. Donc les Zi doivent avoir le meme signe que
les Avi c'est-ä-dire dans notre cas le meme signe Zcp &iP.

p

Mais ZZCP&ipzi ZCpZziÜip 0
p i p i

parce que d'apres l'equation 10) Z zp &ip 0

II en resulte que Zi et Zcp t)iP ne peuvent pas avoir le meme signe pour tous
les i tar sans cela ZZcp frP zi serait certainement positif et non pas nul. Nous

P i
pouvons conclure que le cas de phases au cours desquelles les Av croissent
au-dessus de toute mesure est impossible. Ce n'est que lorsque tous les z sont
nuls, c'est-ä-dire lorsque l'etat des forces coercitives est d&jä atteint que nous

pouvons avoir des Av infinis. Ceci ne peut se produire que lorsque la

surcharge B a atteint les limites Bmax ou Bmin ä jli endroits du Systeme
hyperstatique dont la matrice (qn qHfl) est singuliere et dont le nouveau
treillis n'est pas bloque de lui-meme. Pour terminer nous devons encore ajouter

que les B peuvent s'approcher ä volonte des limites Bmax et Bmin sans jamais
les atteindre ou que s'ils peuvent les atteindre durant un intervalle de temps
infiniment petit dt, il ne peut se produire alors aucune deformation
permanente infinie pour une vitesse d'ecoulement finie. D'ailleurs de tels
allongements permanents croissant au delä de toute limite sont exclus par la
solidification du materiau.

Nous avons dejä dit dans l'introduction de notre travail que cette
demonstration peut etre faite d'une maniere tout-ä-fait analogue pour les systemes
ä barres rigides. II est d'autre part vraisemblable que la loi que nous avons
demontree ici pour la poutre en treillis soit aussi valable pour la poutre continue
constituee par un materiau idealement plastique pour autant que l'on definisse
les proprietes d'un tel milieu idealement plastique.
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B) Materiau ä zone de solidification lineaire.

B) Baustoff mit linearem Verfestigungsbereich.

B) Material with Linear Range of Hardening.

Dans un autre rapport l'auteur s'est occupe de la theorie des systemes
hyperstatiques constitues par un materiau idealement plastique. II a demontre que le

choix d'une loi d'elasticite avait une grande importance et il veut rechercher
dans ce qui suit, la forme ä donner ä la loi de H. Bleich ainsi que le procede
de l'equilibre plastique qui s'y rapporte, lorsque l'on emploie un materiau avec

zone de solidification lineaire. II s'agit donc d'une generalisation des recherches
de M. Grüning pour une surcharge variable quelconque. De meme que dans le

rapport cite il faut donner une nouvelle base de la theorie qui, malgre la
generalisation, doit representer une simplification importante vis-ä-vis ä la
demonstration actuelle.

Les recherches suivantes concernent donc les systemes hyperstatiques, soumis
ä une surcharge variable quelconque et constitues d'un materiau dont le dia-

L—

*e

Sk
arcrg^.

arctgp

&

I -J

Fig. 1. Fi-. 2.

gramme des tensions est represente ä la fig. 1. Afin de simplifier le calcul, nous
avons apporte une idealisation plus poussee que l'hypothese de M. Grüning.

Si nous limitons nos recherches, ainsi que Font fait les deux auteurs cites,
aux pqutres en treillis, c'est afin d'avoir un nombre fini de variables. Ainsi les

efforts S et les allongements s sont relies entre eux d'apres la fig. 2 par la

meme relation que les tensions et les deformations. L'allongement s, produit
par un certain effort S, est donne par la relation

s v (i)
oü v represente l'allongement «permanent» et p • S l'allongement «elastique >.

p 1/EF est une constante dependant de la longueur de la barre 1, de sa

section F et du module d'elasticite E, cette constante est naturellement toujours
positive. Ainsi que le montre la fig. 2, v reste invariable aussi longtemps que S

.se trouve dans l'intervalle

c v + K' < S < c v + K (2)



62 E. Melan

oü, ainsi que l'on peut le trouver facilement:

c -±—, K' A'-*- etK A-*-
1)) —p t|) — p ij> — p

c est dans tous les cas positif tandis que K' est negatif et K positif.
Lorsque S atteint une de ces limites, dans l'intervalle de temps suivant, v ne

reste constant que lorsque la valeur absolue de S ne croit pas, donc lorsque la
modification A S n'a pas le meme signe que S c v -\~ K' ou S c v -f- K.
Mais lorsque la valeur absolue de S croit, AS a par consequent le meme signe
que S et Av croit en valeur absolue et l'on a pour la Variation de Av l'equation:

A S c • A v (2a)

ou Av ä cause du signe positif de c doit toujours posseder le meme signe que
A S et aussi que S.

Nous designerons dans la suite par materiau completement elastique un
materiau pour lequel la loi de Hooke est valable sans limite. Dans ce cas on
aurait, pour une surcharge determinee, les efforts B tels qu'ils sont fournis par
la theorie usuelle des systemes hyperstatiques. Entre ces B et les efforts S qui
sont engendres dans notre Systeme par la meme surcharge, on a la relation
suivante:

Si + Zqikvk Bi (3)

La signification de qik est facile ä voir. Dans le Systeme non charge,
completement elastique (tous les B 0) q,k represente l'effort dans la barre i
lorsque tous les v sont nuls et qu'une seule barre K a subi un allongement
permanent Vk — 1. On peut tres simplement demontrer que qik qki car
d'apres un theoreme semblable ä celui de Maxwell, l'effort Si engendre par
Vk — 1, (q,k) est identique ä l'effort Sk dans la barre k produit par un
allongement Vi —1 de la barre i, (qki). La matrice suivante est alors
symetrique

qn qlr

qrl qrr

eile possede encore une autre propriete caracteristique, ä savoir que la forme
quadratique:

j zzqik Vi vk ;> 0

est semi par definition positive, c'est-ä-dire que pour toutes les valeurs de Vi que
l'on peut choisir, l'expression de J ne peut en aucun cas etre negative. La
demonstration, au moyen du principe des deplacements virtuels, n'en est pas
difficile et se trouve dans le rapport cite plus haut sous (3).

Lorsque les forces exterieures varient, les efforts B varient de AB dans le

Systeme completement elastique, les efforts S de AS dans le Systeme elastico-

plastique et les allongements permanents v de Av. Aussi longtemps que les AB se

trouvent dans les limites suffisamment petites, les Av ne se produiront que pour
ces barres elles-memes; nous parlons alors d'une certaine phase; une nouvelle

phase ne commence que lorsque les allongements permanents commencent
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ä varier pour d'autres nouvelles barres ou lorsque pour certaines barres les
Av disparaissent.

Nous admettons qu'au debut dune certaine phase (cp) les valeurs SM, BM
et vM sont donnees et qu'alors les ju premieres barres du treillis ont precisement
atteint les valeurs limites SM cvM -f K ou SM cvM -f K'. Si maintenant
les BW varient de AB(?+1) dans la phase suivante (cp -f- 1), dans toutes les
barres en general les SM se modifieront de AS^"*"1); de nouveaux allongements
permanents ne peuvent se produire que dans les jli premieres barres. On a donc
le Systeme d'equation:

S(9) + a S<9 + D + 2 qik (vkW + A vkW+D) BXM + A Bi^ + D

et si l'on soustrait de cette relation l'equation (3), on obtient

A Si<9 + U + IqikA vk(9 + D A Btfo + D (i 1,2 r) (5)

II suffit de considerer ici les jli premieres equations qui contiennent cependant
2 jli inconnus, ä savoir les valeurs AS et les valeurs Av. On peut montrer que
l'on a pour les premieres barres les alternatives suivantes:

AS a un signe oppose ä S et alors Av 0, ou
AS a le meme signe que S et alors Av suivant l'equation (2a) ,ßv
AS cAv et par consequent Av a le meme signe que

^

AS et aussi S,

il est necessaire et süffisant d'exiger des Solutions parfaitement determinees du

Systeme d'equation (5). La demonstration peut en etre faite comme pour un
materiau idealement plastique [confere sous (3) du rapport cite].

Si au cours de la (cp -|- l)^me phase les premieres barres des |li barres dont

nous avons parle, acquierent de nouveaux allongements permanents, il s'agit de

resoudre le Systeme d'equation

Ci A Vi<9 + i> + X qik A vk<9 + i) A Bi^ + D (i 1,2 X) (7)

qui resulte de (5) en remplagant ASi CiAvi. Evidemment Avi (i 1,2...X)
doit posseder le meme signe que S;M Ci ViM + Ki ou que SiM Ci ^M + K';
ä la fin de la phase (cp).

La forme quadratique qui se rapporte ä la matrice:

qn + Ci • -qiX

qV • • qn+cx
est J 2ZqJk vj vk + cj V;2

forme certainement positive par definition, c'est-ä-dire que pour tous les v que
l'on peut choisir J a toujours une valeur positive et ne peut disparaitre que
lorsque tous les v sont nuls. Car si la premiere somme dejä devait disparaitre J

deviendrait positif ä cause de la deuxieme somme qui doit toujours etre positive.
D'apres une loi connue de l'algebre, sur les systemes d'equation lineaires, on
obtient pour les systemes de valeurs ABi un seul Systeme de Avk; en particulier
dans ce cas pour «tous les A Bi 0 on ne peut avoir comme seule Solution



64 E. Melan

que tous les Avj 0. Si l'on determine les Av au moyen des equations (7) on
obtient ASi<*+ x) Ci AviCv+D, efforts dans les barres i 1,2 X. Pour les
autres barres on a

A Sjfc + J) A Bj (<P+1> -IqlkA vk<9 + D (j X + 1, X + 2... u)

oü pour les barres X + 1, X -(- 2 jli, ASj^^-1) ne doit pas posseder
le meme signe que SjM. Pour les barres jli -f- 1, jli -f- 2 r on doit avoir
finalement:

K'i + Ci (v^) + A v^*1)) < SiM + A S|<v + D < Ci (ViM + Vl(9 + D) + Kj.

Nous ajoutons que les grandeurs — öi((p) que nous voulons designer par «forces
coercitives» et qui sont donnees par:

öiM — ZqikvkM

representent les efforts dans les barres du Systeme completement elastique
lorsque chaque barre a subi un allongement permanent VkM. L'equation suivante
est naturellement aussi valable:

A d^ + i) Z qik A vk^ + D

Nous montrons maintenant que l'on a une loi analogue ä la loi de H. Bleich»

pour les systemes constitues d'un materiau idealement plastique.
Cette loi est:
Dans un treillis dans lequel il existe entre les efforts dans les barres et les

allongements la relation donnee par la fig. 2, on obtiendra, pour une surcharge
variable quelconque et apres un nombre de variations suffisamment grand, des
limites finies determinees v des allongements permanents qui ne varient plus
pour de nouvelles variations de la surcharge lorsque la condition suivante est
remplie pour chaque barre:

Bim- — BimIn < Ki — K'i

Les Bmax et Bmin representent les valeurs maxima et minima des efforts dans
les barres pour un materiau completement elastique. Le Systeme se comportera,
lorsque les allongements permanents auront atteint la valeur v, comme un
Systeme constitue d'un materiau completement elastique.

Cette loi se demontre comme l'auteur l'a fait sous (3) dans le rapport cite

pour un materiau idealement plastique. Si l'on remplace le signe d'inegalite par
le signe d'egalite, notre loi doit aussi etre valable pour le cas limite:

B^ax _ Bi-in Ki — K'i;

il est certain qu'elle est aussi valable pour les valeurs plus petites Bimax — Bimin.

Dans la fig. 3 on a porte aux points 1,2 r les efforts Bmax et BmIn. On
a represente aussi l'etat ä la fin de la phase cp, on doit avoir ä ce moment les
valeurs BiM. On doit avoir le Systeme de forces coercitives ö;M correspondant.
aux allongements permanents vlM. Les veritables efforts dans les barres sont
donnes par SiM BiM — öi((p). Dans la phase suivante (cp -f- 1), seules suppor-
teront des allongements permanents ^M -\- Av^?"*"1) vj^ + D les barres pour
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lesquelles B,M coincide avec une limite de l'intervalle ö,M -r c,v/ff r K, on
öxM 4 c^M + K\; la grandeur de l'intervalle est par h\pothese

(ö,M _}- c.v/v) -f K,; — (ö/t) ClvxM — R',) Kt — K', B/"« — B^1".

Pour la barre representee par exemple, ceci n'est valable que pour la limite

superieure, oü Bjmax — (ö_,M 4- c,VjM __ K3) > 0 tandis que la limite
inferieure ne peut pas etre atteinte par BjM. Par consequent on ne peut avoir que
des Av/? + *) positifs pour la barre j au cours de la (cp -r- 1)tmc phase.

r
I /«I. ^in i m5 +C.V *Ä

h-r- 6(ft
c,v

t-Dy'

k
X

>öm+cvw+K' <Bn

Fi- 3

Soit ö le Systeme de forces coercitives qui appartient aux v dont nous avons
dejä parle et qui se presente apres un nombre suffisamment grand de variations
de la surcharge; de la fig. 3 on peut tirer sans autre pour chaque barre i:

^ + Cl v, B/»" — K Brin — K\ D,

Comme äi £qik vk, on obtient pour les v le Systeme d equation

cL v, + X q,k vk Dx

et d'apres les remarques que nous avons faites auparavant, il est certain que
ce Systeme d'equation doit posseder des Solutions v\ tres determinees pour des

valeurs quelconques de D». II existera certainement un tel Systeme de v\ et öi.
Considerons encore la valeur CjM qUi se laisse calculer d'apres la figure

e-jM Dj — (ö/t) -l. Cj VjW)

et qui est positive pour la barre j. Nous pouvons poser les alternatives suivantes:

ou bien Av/? + *) > 0, alors on a aussi exM > 0 et ä la fin de

la (9 — l)eme phase e/^ + D > 0

ou bien Av/? + *) < 0, alors on a aussi e,M < 0 et ä la fin de

la (cp -f l)c,ne phase e/^*1 <; 0.

5 F
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Notre loi est vraisemblablement demontree lorsque l'on montre que pour un
nombre suffisamment grand de variations de la surcharge, un peu apres la fin
de e phases e + e) e fr doit disparaitre pour toutes les barres. Car
lorsque ceci se produit pour toutes les barres, l'effort St ne peut plus depasser
les limites de l'intervalle

Ö, — C1Vl \- K\ < Si <^ Ö, - CxV, -}- K,

qui coincident avec Bimax et B^111. \fin de demontrer que e/^ tend vers 0 avec

un cp croissant pour toutes les barres nous posons

\, — vtM WlM

et ensuite öi — ö/t) z/T)

de teile sorte A w^+ D Wlto + D — w^?) A v^ + i)

et A z1((? + 1) z/(? + 1) — zxM — A öi((? + 1)

et ä cause du Systeme d'equation

£ qik vk Öx et Z qlk vkM ölM

on a aussi le Systeme

2qlkwkM ZlM et X qlk A w^ + D A z^H"1)

Considerons la forme quadratique

J(9) X (ZlM + Cl wxM) w/9) ZZ qik wxM wkM + 1^ WiM2

qui d'apres ce que nous avons dejä dit est toujours positive pour des valeurs

quelconques de vv et qui peut disparaitre lorsque tous les vv 0. Considerons

encore J(9+D ä la fin de la (cp + l)cme phase

J(9-l) Z(z1^ + 1) + C1W1(9 + D)xv1(9 + l)

la Variation de J au cours de la (cp -f- l)«mp phase est donc:

AJ(v + i^ Z[Zl(?+D + c^Ct+D) w/v+D] — [z,M -^ c,w1M)wlM] =-

Zz.M Aw/^ + D + Az/v + i)v\/^--Az1<> + 1)Avv/? + 1)- c, (2w,M Aw/^+^+Aw^+D2)

Mais maintenant Zz/?) Aw/^11 ZAz/?4"1) wiM ainsi que l'on peut facilement

l'etablir lorsque l'on introduit z»M £qlkwkM et Az/?+1> EqlkAwk^ + 1)

d'oü il resulte dans les deux cas la forme bilineaire ZZqlk w/?) Awk((p+1) de teile

sorte que l'on a

AJ(v+D Z[2z/?) 4 Az/v+i^ _ Cl (2w,M + Aw^+^J Aw/?41'.

Pour terminer on a

ZlM ö> — öxM (Dx — ct \) — (Dt — cv/?) — e/?>) e.M — c^M
et de meme

z/t+i^ e/^+i) — c1w1((?+1)

d'oü
AJ(t+D — Z(e/?+1} + e,M) Av/?4 D
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Mais comme eito-f1) et exM doivent avoir le meme signe que Avito + i),
A J to +]) sera toujours negatif. II en resulte que l'expression de J qui est

toujours positive doit decroitre de fagon continue de phase en phase et seulernent

rester invariable lorsque toutes les barres conservent le meme allongement
au cours d'une phase. Apres un nombre suffisamment grand de phases, J
doit devenir egal ä 0. Ceci exige absolument que wto + 0 0, donc que
v (9 -ffe) — v 0 et par consequent aussi que ö — <3((? + e) — 0. II se presente
effectivement alors un Systeme de forces coercitives pour lequel les allongements
permanents ne peuvent plus varier et le Systeme se comporte des lors comme un
Systeme constitue par un materiau completement elastique.

Si l'on compare aux systemes portants constitues par un materiau idealement
plastique, on constate de notre cas le fait important qu'il n'est plus du tout
necessaire de rechercher un Systeme de forces coercitives. II est tout ä

fait süffisant dans ce cas de remplir pour chaque barre la condition BmdX

— Bmin <g j£ — j£/ j)e plUSj a cause du terme CiW,2 qui se presente dans la
forme quadratique, il est impossible que des formes semi par definition se

presentent, formes qui exigeaient des recherches speciales au point de vue de la

parfaite determination des Solutions. II est d'autant plus certain qua chaque
valeur finie ö — öM appartient une valeur finie, parfaitement determinee
v — vM. Naturellement c'est une autre question que de savoir si la deformation
finale et totale v n'atteint pas des valeurs inadmissibles qui peut-etre se trouvent
pres dc l'allongement ä la rupture, question que l'on peut tout aussi bien poser
pour un materiau idealement plastique. La reponse sous forme generale ä cette

question est difficile.

Resume

Apres un court apercu des les travaux les plus importants executes jusqu'a ce

jour, l'auteur expose dans la partie A une demonstration generale d'une loi de

//. Bleich pour les poutres reticulees constituees d'un materiau idealement
plastique. Cette loi sert de base au dimensionnement des systemes hyperstatiques
et eile a ete partiellement admise dans les prescriptions officielles sous le nom de
methode de l'equilibre plastique („Traglastverfahren''). Elle repose en grande
partie sur le fait qu'une certaine forme quadratique positive ne peut que decroitre
et par consequent doit une fois s'annuler. Au delä des donnees connues, il est
necessaire d'apporter quelques restrictions ä la validite de cette loi. Ces restriclions
consistent en l'exclusion de certains cas de surcharge aussitöt que le Systeme est
devenu totalement elastique. II faudra donc limiter ces cas de surcharge ä un
intervalle de temps infiniment court en supposant que la vitesse d'ecoulement est
finie. Dans la partie B l'auteur etend ses investigations ä un materiau ä zone de

solidification lineaire.
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